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Este libro está disenado para el curso introductorio de física para estudiantes de ingeniería y ciên¬ 
cias. Trata el tema desde un punto de vista contemporâneo y coherente, integrando, en la medida de 
lo posible, las descripciones newtoniana, relativista y cuántica de la naturaleza. En este sentido, el 
planteamiento puede considerarse “moderno”. 

El objetivo principal dei texto es proporcionar a los estudiantes un firme entendimiento de 
cómo se analizan los fenómenos físicos, ejemplificados con aplicaciones a situaciones específicas. 
El tema general consiste en hacer ver cómo las propiedades macroscópicas de la matéria se pueden 
relacionar con su estnictura microscópica. Siempre que haya oportunidad se traerán a colación las 
propiedades moleculares y atómicas de la matéria, sin que sea necesario esperar que se dé un 
tratamiento formal de sus bases experimentaies y de la teoria cuántica, que vienen en partes más 
avanzadas dei texto. Esperamos que esta metodologia ofrezca a los estudiantes una visión general, 
integrada y coherente de la física que deberá ser una sólida base para el entendimiento de los cursos 
más avanzados que siguen. 

Se espera que cuando los estudiantes completen el curso sean capaces de reconocer que 

existen: 

(1) Dos niveles de descripción de la naturaleza. Uno macroscópico y, por tanto, global y 
fenomenológico, correspondiente al mundo que percibimos de manera directa. El otro 
microscópico, es decir, estructural; és el dominio de los átomos y de la teoria cuántica. 

(2) Dos descripciones complementarias de los fenómenos naturales. Una de ellas emplea 
partículas, es decir, bolas, moléculas, átomos, etcétera. La otra hace uso de campos 
(gravitacional, electromagnético, etcétera), incluyendo ondas. 

(3) Dos amplios niveles de energia. Uno es bajo, que corresponde al mundo con el que 
tratamos normalmente, descrito por la física newtoniana-maxwelliana. El otro es alto, 
y se trata dei mundo de la relatividad de Einstein y de las fuerzas nucleares. 

(4) Dos tipos de leyes físicas. Uno es fundamental, como los princípios de conservación, 
las leyes de la gravitación y el electromagnetismo, la ley de la entropia, etcétera. El otro 
es estadístico y corresponde a las leyes de fricción y viscosidad, de los gases, de Ohm, 
etcétera. 

Por necesidad lógica, el texto comienza con el desarrollo de los fundamentos conceptuales 
y el vocabulário básico de la física, y para eÍlo la mecânica newtoniana proporciona el marco de 
referencia natural. No obstante, cuando el contexto es apropiado se introducen conceptos no 
newtonianos, como la relatividad y la cuantización de la energia y el momentum angular (movi- 
miento de electrones en átomos, oscilador annónico simple y vibraciones moleculares, cuerpo 
rígido y rotaciones moleculares, procesos de alta energia, etcétera). La mecânica cuántica se desa- 
rrolla de una manera gráfica e intuitiva que minimiza los requisitos matemáticos dei lector y resalta 
el contenido físico. Este método muestra que la mecânica cuántica no es una teoria abstracta sino 
un marco teórico que explica las propiedades de la matéria de manera complementaria al esquema 
de partícula “clásica”. Los temas “modernos” se presentan siempre que la ocasión es propicia. 

El libro está organizado de forma tal que ofrece gran flexibilidad con respecto a las neçesi- 
dades dei profesor de un curso general de física. Por ejemplo, aquellos que prefieran ensenar ondas 
en la primera parte dei curso pueden ver el capítulo 28 inmediatamente después dei 10 o dei 17. 
Cada capítulo consiste en el texto principal (en el que se ven los conceptos fundamentales y se 
analizan los resultados experimentaies), ejemplos (que son aplicaciones de la teoria o simplemente 
manejo de datos) y notas (que, en general, son explicaciones más detalladas o extensiones dei texto, y 
pueden incluirse u omitirse a critério dei profesor). Se espera que muchos estudiantes se interesen por 
avanzar más allá dei material dei texto principal y lean las notas. Las demostraciones que no son parte 
esencial dei análisis han sido separadas dei texto principal; esto facilitará al estudiante el repaso de un 
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tema cuando sea necesario. Al fínal de cada capítulo se incluyen los acostumbrados conjuntos de 
preguntas y problemas. 

Los primeros 23 capítulos están dedicados principalmente a los aspectos “corpusculares” 
de la física; en ellos se ven los sistemas de una sola partícula y de muchas partículas, termodinâ¬ 
mica y mecânica estadística, relatividad, teoría de Bohr de la estructura atómica y las interacciones 
gravitatorias y electromagnéticas. Los siguientes doce capítulos tratan los aspectos de “campo” u 
“ondulatorios” de la física, poniendo énfasis en el campo electromagnético. Los restantes seis 
capítulos se dirigen bacia la frontera partícula-campo, con una consideración especial de la me¬ 
cânica cuántica y sus aplicaciones a la estructura de la matéria, fenómenos nucleares y partículas 
elementales. Hemos seguido las recomendaciones de la Comisión sobre Símbolos, Unidades y 
Nomenclatura (Commission on Symbols, Units, and Nomenclature) de la lUPAP y hemos usado 
de manera consistente el sistema internacional de unidades, SI. Todas las constantes físicas se 
presentan hasta con cuatro decimales. 

El libro ha sido pensado para un curso de alrededor de cien horas de exposición. En un 
curso más corto, de unas 80 horas, el instructor puede emplear dei capítulo 1 hasta el 19 y dei 21 
al 36, dejando fuera algunas secciones. Algunos capítulos (por ejemplo 1,2 y 12) tomarán cuan¬ 
do mucho una sesión, ya que pueden ser vistos independientemente por el éstudiante. Otros 
requerirán tres o cuatro horas de exposición, mientras que la mayoría se pueden discutir cómoda¬ 
mente en dos. 

Se supone que el estudiante ha tomado un curso de física de nivel preuniversitario o, al 
menos, uno general sobre ciência, que es lo acostumbrado. En cualquier caso, resulta seguro 
suponer que los estudiantes no son totalmente ignorantes en ciências y tienen un cierto grado de 
información sobre algunos conceptos de la física. Los requisitos matemáticos están completa¬ 
mente al alcance de la capacidad de la niayoría de los estudiantes y son los normales para cual¬ 
quier curso de física general; se refieren básicamente al cálculo elemental y al manejo dei álgebra 
y la trigonometria. El apêndice A proporciona la información necesaria para los estudiantes que 
no están familiarizados con el álgebra vectorial. Se utilizan algunas ecuaciones diferenciales 
sencillas para resaltar las caracteristicas básicas de ciertos fenómenos (p. ej., el movimiento ar- 
mónico simple y ondas). No esperamos que los estudiantes encuentren una solución formal a 
tales ecuaciones, ya que no es necesario y, lo que es más probable, está más allá de su alcance 
matemático. En lugar de ello, se dan las soluciones (que normalmente son funciones seno, coseno 
o exponenciales) y lo único que se pide es la verificación de que éstas, de hecho, satisfagan la 
ecuación. 

La motivación para crear el texto vino de la participación de los autores en las reuniones 
patrocinadas por la lUPP/AIP. Como resultado de ello se ha puesto especial atención a las reco¬ 
mendaciones de los grupos de trabajo de la lUPP, sin que signifique una adhesión completa a 
cada recomendación. Sin embargo, este proyecto no tiene un patrocinio formal de la lUPP y 
solamente los autores son responsables dei contenido y organización dei texto. 

Queremos expresar nuestro agradecimiento a todas aquellas personas que, mediante su 
asistencia, aliento, comentários y críticas, hicieron posible la creación de este libro, ayudándonos 
a eliminar errores y a mejorar la presentación de vários temas. En particular deseamos agradecer 
a Jay Bums (Florida Institute of Technology, Melboume) y Karl Lüchner (Universidad Ludwing- 
Maximilians, Munich) por haber leído la mayor parte dei manuscrito y hecho importantes suge- 
rencias. También queremos agradecer especialmente a Tomas Bohr (Instituto Niels Bohr, 
Copenhague) por haber preparado la versión inicial de las notas relativas al caos (Notas 10.4, 
11.5, 17.4 y 18.2) y por haber revisado las versiones sucesivas. 

M. Alonso 
E. J. Finn 
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El estúdio de la física es una aventura emocionante, aunque en ocasiones parezca difícil. Ser físico 
profesional es todavia más apasionante; es una actividad divertida y, en opinión de los autores, nada 
es más atractivo que aprender acerca dei mundo en que vivimos y contribuir a desentranar los 
secretos de la naturaleza. 

Podría parecer innecesario, en este momento, ver qué es la física, por qué es tan interesante 
o cuáles son sus métodos, pues tal vez el estudiante tenga ya ciertos conocimientos de esta ciência. 
Sin embargo, precisamente debido a la familiaridad con muchos de los conceptos de la física, es 
deseable analizar y revisar sus objetivos y métodos antes de dedicamos a su estúdio detallado. 


La palabra física proviene dei término griego que significa naturaleza y se convirtió, historica¬ 
mente, en el vocablo empleado para designar el estúdio de los fenómenos naturales. Hasta princí¬ 
pios dei siglo XIX se utilizo también la expresión “filosofia de la naturaleza”. 

Las personas con mente inquisitiva siempre han tenido una gran curiosidad sobre la forma 
en que funciona la naturaleza; en consecuencia, la física ha evolucionado a medida que ha aumen¬ 
tado el conocimiento de la naturaleza. Al principio, las únicas fuentes de información fueron nues- 
tros sentidos, por lo que los fenómenos observadòs se clasificaron según la forma de sentirlos. La 
luz fue relacionada con la acción de ver, y así se desarrolló la óptica como una ciência más o menos 
independiente relacionada con esta función. El sonido se asoció con el acto de oír y nació otra 
ciência: la acústica. También se encontró la correspondência entre el calor y las sensaciones de 
caliente y frio, y durante muchos anos el estúdio dei calor (que conocemos como termodinâmica) 
fue otra rama autónoma de la física. El movimiento, por supuesto, es el más comün de los fenóme¬ 
nos observados directamente y la ciência que lo estudia, la mecânica, avanzó antes que cualquier 
otra rama de la física. El movimiento de los planetas, causado por sus interacciones gravitatorias, 
así como la caída libre de los cuerpos, fueron bien explicados por las leyes de la mecânica; por 
tanto, la gravitación se vio tradicionalmente como un capítulo de la mecânica. El electromagnetismo, 
al no estar relacionado con ninguna experiencia sensorial (a pesar de ser el responsable de la mayoría 
de ellas), no apareció como una rama organizada de la física hasta el siglo xix. 

Por todo esto, la física dei siglo pasado parecia estar dividida en unas cuantas ciências o 
ramas (conocidas como clásicas): mecânica, tçrmodinámica, acústica, óptica y electromagnetismo, 
que tenían poca o ninguna relación entre ellas, aunque la mecânica fue, apropiadamente, el princi¬ 
pio guia para las demás. 

Desde fmales dei siglo xix ha ocurrido una profunda revolución conceptual, propiciada por 
un refmamiento en los métodos experimentales y de observación. Este cambio, cuyos líderes fue¬ 
ron Max Planck y Albert Einstein, ha modificado nuestros puntos de vista y métodos para abordar 
los problemas de la física, así como nuestro entendimiento de los fenómenos naturales, en particu¬ 
lar la estructura de la matéria, y ha dado origen a las teorias de la relatividad y de la mecânica 
cuántica. Éstas representan una visión más unificada de los fenómenos naturales; han evoluciona¬ 
do hacia lo que se ha llamado física “moderna”, y han requerido una reapreciación de las ramas 
“clásicas”. No obstante, la física moderna no es una nueva rama; es un planteamiento “moderno” o 
nuevo dei análisis de los fenómenos naturales, basado en un entendimiento más profundo de la 
estructura de la matéria y de las interacciones entre sus componentes. En ese sentido, entonces, 
siempre habfá una física moderna basada en la física contemporânea que se desarrolle en cada 
época, que necesitará, a cada instante, una revisión y una evaluación de las ideas y principios 
anteriores. Pero la física siempre será un todo que se debe considerar de una manera unificada. 




consistente y lógica. Es nuestra intención en este texto presentar la física de este modo. En conse- 
cuencia, diremos que 

la física es una ciência cuyo objetivo es el estúdio de los componentes de la matéria y sus 
interacciones. En términos de tales componentes e interacciones, el científico intenta expli¬ 
car las propiedades generales de la matéria, así como los demás fenómenos naturales que 
observamos. 

Conforme avance en el curso, el estudiante verá cómo se desarrolla este programa mediante 
el análisis de una gran variedad de fenómenos, aparentemente no relacionados entre sí pero que 
obedecen las mismas leyes fundamentales. 


lelación de !o física c©n ©Iras ciências 

Hemos indicado que el objetivo de la física es permitimos entender los componentes básicos de la 
matéria y sus interacciones y, así, explicar todos los fenómenos naturales, incluso las propiedades 
generales de la matéria. De esta afirmación, que podría parecer un poco ambiciosa, podemos dedu- 
cir que la física es la más fundamental de todas las ciências. La química estudia básicamente un 
aspecto particular de este programa: la aplicación de las leyes de la física a la estmctura y forma- 
ción de las moléculas y sus interacciones, así como a los diferentes significados prácticos de la 
transformación de ciertas moléculas. La biologia, por su parte, debe apoyarse mucho en la física y 
la química para explicar los procesos que ocurren en los sistemas vivientes complejos. La aplica¬ 
ción de los princípios de la física y la química a problemas reales, a la investigación y al desarrollo 
técnico, así como a la práctica profesional, ha dado lugar a diferentes ramas de la ingeniería. El 
ejercicio y la investigación de la ingeniería moderna serían imposibles sin un sólido entendimiento 
de las ideas fundamentales de la física. 

Pero la física no sólo es importante porque proporciona el marco conceptual y teórico bási¬ 
co en el cual se basan las demás ciências naturales. Desde un punto de vista práctico, es importante 
porque aporta técnicas que se pueden usar en casi cualquier área de investigación, pura o aplicada. 
El astrónomo necesita técnicas de óptica, de espectroscopia y de radiotransmisión. El geólogo 
emplea métodos gravimétricos, acústicos, nucleares y mecânicos, que también pueden utilizar el 
oceanógrafo, el meteorólogo, el sismólogo, etc. Los hospitales modernos cuentan con laboratorios 
en los que se usan las técnicas más avanzadas de la física. En medicina se usan de manera rutinaria 
el ultrasonido, los láseres, la resonancia magnética nuclear y los radioisótopos. En resumen, casi en 
todas las actividades de investigación, incluso en campos como el de la arqueologia, la paleontologia, 
la historia y el arte, se utilizan técnicas modernas de la física. Esto da al físico una gratificante 
sensación de avance, no sólo en su conocimiento de la naturaleza sino también en la contribución al 
progreso de la humanidad. 

Hay otro aspecto importante: aunque la física, al igual que la química, la biologia, la psico¬ 
logia, la sociologia y otras ciências, es un área bien definida de especialización científica, la inves¬ 
tigación más común es de naturaleza interdisciplinaria, y en ella participan científicos con intereses 
distintos pero complementarios. A este respecto resulta importante reconocer las principales áreas 
de investigación interdisciplinaria en las que los físicos participan a diferentes niveles: 

(1) Conocimiento dei universo. Esta área incluye investigación en cosmologia, astrofísica, ex- 
ploración planetaria y galáctica, viajes y ecologia espaciales, gravitación y relatividad. 

(2) Estúdio de la matéria y la energia. Aqui está incluída la investigación sobre las propiedades 
de los componentes básicos de la matéria (partículas, núcleos, átomos y moléculas) y sus 
interacciones; sobre sus estados (sólidos, líquidos, gases y plasmas) y sus propiedades 
(superconductores, semiconductores, etc.); sobre su comportamiento en condiciones extre¬ 
mas (presiones y temperaturas muy altas o muy bajas, radiación intensa, campos electro¬ 
magnéticos fuertes), etcétera. 










(3) Estúdio de la biosfera, una delgada capa de alrededor de 15 km de grueso que rodea a la 
superfície terrestre. Entre las áreas críticas de investigación se encueníran la dinâmica de 
la biosfera (flujo de matéria, energia y vida), los efectos de los procesos y los câmbios 
(contaminación, agotamiento y extinción) introducidos por el hombre y los nuevos hábitats. 

(4) Comprensión de la vida. Esta área de investigación activa incluye el flujo de energia y matéria 
en los sistemas vivos, y la investigación acerca de la bioingeniería y la genética (trasplante de 
genes, regeneración de plantas, secuenciado de genomas, etcétera). 

(5) Conocimiento dei cuerpo humano, considerado como un sistema complejo. Una rama de 
investigación activa que está estrechamente relacionada con la fisica es la tecnologia médi¬ 
ca, que comprende muchos campos dei análisis dei funcionamiento dei cuerpo humano. 
Otra está relacionada con la genética (terapia de genes, control de enfermedades, envejeci- 
miento, empalme de genes, etcétera). 

(6) Entendimiento de la inteligência. Algunas áreas de investigación son dinâmica cerebral (con- 
ciencia, percepción, etc.), redes de neuronas, procesos de información, inteligência artificial, 
computadores, robótica. 

(7) Entendimiento de las relaciones humanas, que abarca la investigación sobre dinâmica de 
poblaciones, comunicaciones, transporte, educación y calidad de vida. 

Estas siete áreas principales de investigación interdisciplinaria no son completamente inde- 
pendientes entre sí. Lo importante es que los físicos tienen una función que desempenar en todas 
ellas: proporcionan el marco teórico, disenan las (écnicas experimentales, o simplemente operan el 
equipo científico. 



Con el fin de lograr sus metas, la física -así como todas las ciências naturales, puras o aplicadas- 
depende de la observaclón y de la experimentaclón. La primera consiste en el examen cuidadoso 
y crítico de un fenómeno; el científico identifica, mide y analiza los diferentes factores y circuns¬ 
tancias que parecen influir en ese fenómeno. Desafortunadamente, las condiciones en las cuales 
ocurren los fenómenos de manera natural raras veces ofrecen una variación y flexibilidad suficien¬ 
tes. En algunos casos se dan con tan poca frecuencia que su análisis es lento y difícil. Por ello es 
necesaria la experimentaclón, que consiste en la observación de un fenómeno en condiciones cui¬ 
dadosamente controladas, organizadas de antemano. Así, el científico puede facilitar la revelación 
de la forma en que éstas afectan al proceso. Sin la experimentaclón y la medición, la ciência moder¬ 
na nunca habría logrado los avances actuales; por esta razón los laboratorios son tan importantes 
para un científico. 

Desde luego, la experimentación no es la única herramienta que posee el físico. De los 
hechos conocidos un científico puede inferir nuevos conocimientos de manera teórica, es decir, un 
modelo de la situación física que se estudia. Mediante relaciones previamente establecidas, se 
aplica un razonamiento lógico y deductivo al modelo, normalmente mediante técnicas matemáti¬ 
cas. El resultado puede ser la predicción de algún fenómeno aún no observado o la verifícación de 
las relaciones entre vários procesos. El conocimiento que adquiere un físico por médios teóricos es, 
a su vez, utilizado por otros científicos para efectuar nuevos experimentos con el fin de verificar el 
modelo mismo, o de determinar sus limitaciones y falias. El teórico entonces revisa y modifica 
el modelo de modo que esté de acuerdo con la nueva información. Esta relación entre experimenta¬ 
ción y teoria permite a la ciência hacer progresos de manera estable y sobre bases sólidas. Lo 
anterior significa que la física, al igual que la mayoría de las ciências, es una matéria dinâmica en la 
que nada se da por hecho ni constituye un dogma. 
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Gran Nebulosa de Andrómeda, 
conocida también como M-31. La más 
cercana de Ias grandes galaxias 
regulares, se encuentra a unos 
2 500 000 anos luz (2.4 x 10^^ m) dei 
Sistema Solar. Su diâmetro mide 


aproximadamente 125 0(X) anos luz 
(10^* m) y contiene más de 10” 
estrellas. (Fotografia proporcionada 
por el Califórnia Institute of 
Technology.) 


11 Introducción 

En la introducción de este libro se dijo que la física es una ciência cuyo objetivo es el estúdio de los 
componentes de la matéria y sus interacciones. Por tanto, empezaremos con un breve repaso de 
las ideas básicas sobre la estructura de la matéria. Conforme avance el curso, los temas considera¬ 
dos aqui se examinarán con más detalle cuando se presente la ocasión. 

La cuestión de la estructura de la matéria ha preocupado a los filósofos y a los científicos 
desde el origen de la civilización. La evolución de nuestras ideas sobre la matéria es una historia 
apasionante, pero no tenemos tiempo ni espacio para veria aqui. Uno de los grandes logros de la 
física moderna es la formulación de un esquema bastante cohererite, aunque todavia incompleto, de 
la constitución de los cuerpos que podemos ver y tocar. 

12 Partículas 

La matéria se revela ante a nuestros sentidos en una gran variedad de formas, texturas, colores, 
etcétera, y parece tener una estructura continua. En realidad está compuesta por unidades distin¬ 
tas, agrupadas de muchas maneras. A las unidades básicas o ladrillos de matéria se les llama 
convencionalmente partículas, pero este término no implica que sean como pequenos granos de 
polvo o arena que no poseen ningún tipo de estructura interna. En lugar de ello, entendemos que 
las partículas son entidades con propiedades bien definidas, como masa, carga, etc. En la actualidad 
consideramos que la matéria está compuesta por unas cuantas partículas fundamentales (o elementa- 
les). Deducimos que todos los cuerpos, vivos e inertes, están hechos de diferentes agrupamientos 
o distribuciones de tales partículas. Las tres partículas fundamentales más importantes para nuestro 
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entendimiento de la estructura y las propiedades de la matéria son los elecÊroees (e), los protones 
(p) y los neutrones (n). Debemos incluir también a los fotones entre tales partículas. El fotón 
(cuyo símbolo es y) es un tipo especial de partícula asociada con la radiación electromagnética. 
La mayoría de los fenómenos que observamos en la naturaleza y que se consideran en esta obra 
se pueden explicar en términos de ieteracclones entre partículas. Existen otras partículas funda- 
mentales que se ponen de manifiesto en fenómenos especiales. En la tabla 1.1 se dan algunas de 
ellas. La existência de tales partículas se puede comprobar sólo mediante técnicas de observación 
bastante complicadas. 

En realidad las partículas más fundamentales son los leptones (palabra griega que significa 
“ligero”) y los quarks (término propuesto por Murray Gell-Mann). Los electrones, los neutrinos (v) 
y los muones (/t)^ son tipos de leptones. Existen varias clases de quarks (cada uno de los cuales 
viene en tipos distintos llamados “colores”) y son los componentes básicos de otras partículas 
llamadas hadrones, como los piones {n), los protones y los neutrones. Se supone que estos dos 
últimos están compuestos por tres quarks, mientras que los piones, que pertenecen a un grupo de 
partículas llamadas mesones, constan de dos quarks o, mejor dicho, de un quark y un antiquark. 
Sin embargo, estas características, que serán analizadas con más detalle en los capítulos 6 y 41, 
no se requieren para el análisis de la mayoría de los fenómenos físicos. En muchos casos los 
protones y los neutrones se pueden considerar como partículas fundamentales y es posible ignorar 
su estructura interna. 

Las partículas se diferencian entre sí por sus propiedades físicas, como masa y carga eléctri¬ 
ca; los electrones tienen carga negativa; los protones, positiva; y los neutrones no están cargados o 
su carga es neutra. De hecho, electrones y protones portan la misma carga, de signo opuesto, desig¬ 
nada -e y respectivamente. Los protones y los neutrones tienen casi la misma masa, alrededor 
de 1840 veces mayor que la dei electrón. Al parecer, para cada partícula existe una antiparíícula, 
que posee algunas propiedades opuestas. La antipartícula dei electrón (e~) es el positrón (e**^). La 
antipartícula dei neuírino (v), representada pof v, se conoce como aníineuírino. (En realidad exis¬ 
ten varias clases de neutrinos; esto se tratará en el capítulo 41). 

Existen dos características interesantes que diferencian a las partículas. Primero, muchas de 
ellas, como los muones y los piones, tienen una vida transitória muy corta y se desintegran en otras 
partículas, mientras que unas cuantas, como los protones, los electrones y los neutrinos, son esta- 
bles y no se desintegran. Segundo, cuando chocan dos partículas pueden destruirse y crear otras 
nuevas. Esto significa que las partículas se pueden transformar en otras, ya sea mediante desinte- 
gración espontânea o colisiones violentas. Se han construido grandes aparatos, conocidos como 
aceleradores de partículas (Fig. 1.1), para impartir energia a las partículas y producir otras nuevas 
mediante colisiones. Con el análisis de tales procesos aprendemos acerca dei comportamiento de 
las partículas y determinamos sus propiedades. 

Aún no se comprende dei todo el papel que desempenan muchas partículas en la naturaleza. 
Gran parte dei esfuerzo de investigación activa se dirige hacia la comprensión de por qué hay tal 
variedad de partículas y de las relaciones entre ellas. 


Tabla 1.1 Algunas partículas fundamentales 


Partícula 


Masa* 

Carga 

Neutrino 

(V) 


0 

Electrón 

(e-) 

1 

-e 

Positrón 

(en 

1 

+e 

Muón 



■k-e, -e 

Pion 

{ k ) 

-270 

+e, -e,0 

Protón 

(P) 

1836.2 


Neutrón 

(n) 

1838.7 

0 


*La masa se expresa en unidades de la masa dei electrón. 











Figura 1.1 Vista aérea dei 
Fermi National Accelerator 
Laboratory, situado en Batavia, 
Illinois, que tiene en 
funcionamiento al Tevatrón. Se 
trata dei acelerador más 
poderoso dei mundo (1992). Los 
protones y los antiprotones son 
acelerados hasta 900 GeY 
(gigaelectronvolt) cada uno, en 
direcciones opuestas, en un 
anillo subterrâneo de 1 km de 
radio. Cuando chocan de frente, 
con una energia total de 1800 
GeV, producen muchas 
partículas nuevas. 


1.3 Átomos 

Usando un lenguaje muy simplificado, podríamos decir que las tres partículas fundamentales, elec- 
trón, protón y neuírón, se encuentran presentes en toda la matéria en grupos bien definidos, llamados 
átomos. Los protones y los neutrones se hallan acumulados en una región central muy pequena, 
conocida como núcleo, que tiene un tamano dei orden de lO"^'^ m. Protones y neutrones se mantie-, 
nen unidos en el núcleo mediante fuerzas nucleares fueríes. Los electrones se mueven alrededor 
dei núcleo en una región que tiene un diâmetro dei orden de 10“^® m (Fig. 1.2) o alrededor de lO'* 
veces mayor que el núcleo. La mayor parte de la masa dei átomo se concentra en el núcleo. El más 
simple de todos los átomos es el de hidrógeno, que consiste en un electrón que gira alrededor de un 
protón. La Interaccióe electromagnética entre los electrones en órbita y los protones dei núcleo, 
que tienen cargas opuestas, es la que mantiene unido al átomo. Como se muestra de manera esque¬ 
mática en la figura 1.2, los electrones tienden a moverse en ciertas regiones situadas alrededor dei 
núcleo conocidas como capas electrónicas. 

Los átomos tienen el mismo número de protones y electrones, que se conoce como núme¬ 
ro atómico y se designa con Z. En consecuencia, el núcleo tiene una carga positiva +Ze. La carga 
total de los electrones es -Ze y por tanto los átomos tienen una carga neta cero; es decir, todos los 
átomos son eléctricamente neutros. El número total de protones y neutrones de un núcleo atómi¬ 
co se llama número de masa, y se designa con A. Así, el número de neutrones de un átomo es 
A-Z. Todos los átomos con el mismo número atómico (mismo número de protones) pertenecen 
a la misma “especie” atómica o, como se dice normalmente, al mismo elemento químico. Por 
tanto todos los átomos con Z = 1 son de hidrógeno, los que tienen Z = 6 son de carbono, y los de 
urânio tienen Z = 92. Los átomos con el mismo Z se representan con el símbolo dei elemento 
químico al que pertenecen. 



He 0.09 nm 



Ne 0.11 nm 



A 0.15 nm 



Figura 1.2 Distribución 
esquemática de los electrones 
alrededor dei núcleo en algunos 
átomos simples (He = helio, 

Ne = neón. Ar = argón, 

Kr = criptón). Como los 
electrones no siguen trayectorias 
bien definidas, las regiones 
oscuras son las que tienen 
más probabilidad de ser 
ocupadas por los electrones 
(lnm= 1 nanómetro= 10“®m). 











8 La esfrucfura de la matéria 


Figura 1.3 Representación 
simplificada de los isótopos dei 
hidrógeno y dei helio. 



Los átomos con igual número atómico pueden tener diferente número de masa. A los áto¬ 
mos dei mismo elemento químico (igual Z) pero con diferente número de masa diferente A -es 
decir diferente número de neutrones- se les conoce como isótopos. Para la mayoría de los fines 
prácticos, los isótopos de un elemento dado se comportan igual quimicamente. Para distinguir 
los diferentes isótopos de un elemento químico se muestra el valor de A como supraíndice a la 
izquierda dei símbolo dei elemento químico. Por ejemplo, los tres isótopos dei hidrógeno (Z = 1) 
son *H, y todos tienen Z = 1 (un protón) pero, como se muestra en la figura 1.3, tienen 
A = 1 (sin neutrones), A-2 (un neutrón) y A = 3 (dos neutrones), respectivamente. Los átomos dei 
se conocen como deuíerio (segundo) y los dei como triíio (tercero). En la figura 1.3 se 
muestran dos isótopos dei helio Z = 2, uno con A = 3 y el otro con A = 4, que es el isótopo dei helio 
más abundante. De hecho, el no existe de manera natural en laTierra; sin embargo, hay mucho 
en la corteza lunar, al igual que en todo el espacio cósmico. Han sido reconocidos alrededor de 109 
elementos químicos (véase la Tabla A.l), pero existen más de 1300 isótopos diferentes. 

En ciertas ocasiones un átomo puede ganar o perder electrones, con lo que adquiere una 
carga negativa o positiva. A tales átomos se les llama iones. Por ejemplo, un átomo de hidrógeno 
puede perder su único electrón y quedar reducido a un protón o ion de hidrógeno, que se represen¬ 
ta por H^o p. Un ion se indica con el símbolo dei elemento químico y un superíndice a la derecha 
que muestra la carga neta dei ion. Por ejemplo, Cu^'^ es un átomo de cobre que perdió dos electro¬ 
nes, mientras que P^ es un átomo de fósforo que ganó tres electrones. La mayona de los procesos 
químicos corresponden a un intercâmbio de electrones entre átomos. 


Es muy raro hallar átomos aislados. Los átomos forman grupos conocidos como moléculas, de 
las cuales existen muchos miles de tipos. Algunas contienen sólo unos cuantos átomos. Las molé¬ 
culas dei ácido clorhídrico están formadas por un átomo de hidrógeno y uno de cloro; las dei 
dióxido de carbono están compuestas por un átomo de carbono y dos de oxigeno; y las dei agua, por 
dos de hidrógeno y uno de oxigeno (Fig. 1.4). Otras moléculas, como las proteínas, las enzimas y 
los ácidos nucleicos (ADN y ARN, Fig. 1.5), pueden tener vários cientos o miles de átomos. Los 
polímeros orgânicos, como el polietileno o el polivinilcloruro PVC, que son plásticos de uso co- 
mún, son también moléculas muy grandes. 

Guando se forma Una molécula, los átomos pierden (hasta cierto grado) su identidad. Pode¬ 
mos decir que la molécula es un sistema formado por vários núcleos, en lugar de átomos, y un 
grupo de electrones que se mueven alrededor de los núcleos de forma tal que adquieren una 
configuración estable. Las fuerzas que mantienen unida a la molécula son también de origen 
electromagnético. 
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Figura 1.4 Representación 
simplificada de algunas 
moléculas: (a) ácido clorhídrico, 
(b) dióxido de carbono, (c) agua, 
(d) amoniaco, (e) metano, 

(f) metanol. Los átomos de una 
molécula están distribuídos en 
patrones geométricos bien 
definidos. Los electrones internos 
permanecen unidos a sus átomos 
respectivos, pero los externos se 
mueven en el espacio entre los 
átomos o de manera más o menos 
libre por la molécula. 



Figura 1.5 Modelo de 
Crick-Watson dei ácido 
desoxirribonucleico ADN. 

Uno de los dos ácidos nucleicos 
que entran en la composición de 
un cromosoma, el ADN, es 
portador de la información 
genética y es una de las 
biomoléculas mejor estudiadas. 
La difracción de rayos X ha 
revelado que consiste en dos 
hélices antiparalelas compuestas 
de una serie de grupos de azúcar 
(S) y fosfato (P). El azúcar, 
llamada desoxirribosa, contiene 
cinco átomos de carbono. 

Las dos hélices están unidas 
mediante enlaces de hidrógeno 
entre parejas de grupos de base. 
Un par está formado por dos 
sustancias conocidas como 
adenina y timina (A - T) y el otro 
por citosina y guanina (C - G). 

El código genético de la 
molécula de ADN depende de la 
secuencia o distribución de cada 
par base. Estos pares son como 
los peldanos de una escalera 
helicoidal, cada uno con una 
longitud aproximada de 1.1 nm. 
El paso de rosca de cada hélice 
es de unos 3.4 nm y su diâmetro 
total mide alrededor de 1.8 nm 
(1 nm = 10"® m). 
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Figura 1.6 Molécula ionizada 
de hidrógeno. 
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Figura 1.7 Molécula de 
hidrógeno. 



La molécula más sencilla es la molécula Ionizada de hidrógeno que consiste en dos 
protones y un electrón (Fig. 1.6). Los químicos escriben su fonnación como: 

donde !!■*■ es sólo un protón. En otras palabras, la molécula se foíma cuando un átomo de hidróge- 
no captura un protón. Pero una vez formada, no es posible determinar cuál es el átomo de hidrógeno 
y cuál el protón. El electrón, por supuesto, no está en reposo, sino que se mueve alrededor de los 
protones y la mayor parte dei tiempo se halla en el espacio que existe entre ellos. 

La siguiente molécula, en orden de complejidad, es la molécula de hidrógeno, H2, compues- 
ta por dos átomos de hidrógeno, o mejof dicho, por dos protones y dos electrones (Fig. 1.7). Estos 
últimos se mueven preferentemente en el espacio situado entre los protones. Cuando se combinan dos 
átomos más complejos que el hidrógeno para formar una molécula, los electrones más fuertemente 
ligados o internos de cada átomo se encuentran prácticamente sin perturbar, y permanecen unidos 
a su núcleo original. Sólo los electrones externos (llamados de valência) se ven afectados y se mue¬ 
ven bajo la fuerza ipsultante de los iones, formados con los núcleos y los electrones internos, así como 
bajo su mutua repulsión. Estos electrones de valência son los responsables dei enlace químico y de la 
mayoría de las propiedades físicas de la molécula. Ocurre también que los núcleos no están fíjos, sino 
que tienden a vibrar alrededor de su posición de equilibrio, y las moléculas como un todo pueden 
tener un movimiento de rotación. Así, una molécula es una estructura dinâmica. 

Los átomos (o núcleos) de las moléculas están distribuídos, como se muestra en la figura 
1.4, en estructura^ regulares, características de cada molécula. En la molécula de dióxido de carbo¬ 
no, CO 2 , los tres núcleos están en línea recta con el núcleo de carbono en medio. La molécula de 
agua, H 2 O, tiene los très núcleos en los vértices de un triângulo. La de anioniaco, NH 3 , es una 
pirâmide con el núcleo de nitrógeno en la cima. La de metano, CH^, es un tetraedro con el núcleo de 
carbono en el centro y los de hidrógeno en los vértices. Entre las biomoléculas, una de las más 
interesantes es la dei ADN (Fig. 1.5), que tiene forrna de dos hélices entrelazadas. Las técnicas 
experimeqtales modernas (como los rayos X y los haces de electrones) han proporcionado informa- 
ción muy valiosa acerca de la estructura de las moléculas. Además, actualmente es posible “mánu- 
facturar” moléculas para cubrir necesidades específicas. 


La matéria, en la forma en que afecta nuestros sentidos, es un conjunto muy grande de átomos o 
moléculas, unidos entre sí mediante fuerzas eléctricas. En general, estos conjuntos se hallan en 
alguno de tres estados o fases que pueden ser gaseoso, líquido y sólido. Es necesario tener unos 
cuantos miles de átomos en un volumen relativamente pequeno para que se manifiesten l^s propie¬ 
dades generales de la matéria. 

En los gases la distancia media entre moléculas es mucho mayor que su tamano, así que 
mantienen su individualidad. En condiciones normales, es decir, temperatura y presión ambienta- 
les, la distancia intermolecular es dei orden de 3 x 10“^ m, o 10 veces las dimensiones moleculares. 
En consecuéncia, las fuerzas eléctricas intermoleculares son mucho más débiles que las eléctricas 
que mantienen unida a la molécula. Es también relativamente fácil cambiar el volumen ocupado 
por un gas; sus moléculas se mueven de manera continua en todo el espacio que ocupa, cho¬ 
cando entre sí y con las superfícies de los cuerpos con los que están en contacto. Esta movilidad 
molecular explica por qué los gases se difunden con tanta facilidad. Por ejemplo, si tenemos dos 
recipientes que contienen gases distintos Ay B (Fig. 1.8) y se abre la válvula K, en un breve lapso 
ambos gases estarán mezclados en los dos recipientes. 

En un sólido, los átomos o (moléciilas) están empacados estrechamente. Se mantienen en 
posiciones más o menos fíjas mediante fuerzas de origen electromagnético. Tales fuerzas tienen el 
mismo orden de magnitud que las implicadas en los enlaces moleculares. Así, la forma y el volumen 
de un sólido permanecen esencialmente constantes mientras las condiciones físicas, como la presión 
y la temperatura, no sufran un cambio apreciable. La separación interatómica (o intermolecular) me¬ 
dia en los sólidos es de alrededor de 10 “*® m, comparable con las dimensiones atómica y molecular 
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En la mayoría de los sólidos, los átomos (o moléculas) no existen como entidades aisladas; 
más bien sus propiedades se ven modificadas por los átomos cercanos. La distribución regular de 
átomos o grupos de átomOs es una de las características más importantes de los sólidos; esto es, la 
estructura de los sólidos muestra una regularidad o periodicidad constituyendo lo que se conoce 
como red cristalina. En ciertos sólidos, las unidades básicas que conforman la red cristalina son 
moléculas; éste es el caso dei hielo. La estructura de uno de los estados dei hielo se muestra en la 
figura 1.9, Las moléculas de agua se mantienen unidas mediante fuerzas eléctricas ejercidas entre 
el átomo de oxigeno de una molécula y uno de hidrógeno de otra. En otros casos, la red está formada 
por iones de carga contraria, como en las redes de NaCl y CsCl que se muestran en la figura 1.10. 
En los sólidos compuestos por una sola clase de átomos, los elementos de la red son los mismos 
átomos. En las figuras l.llyl.l2se muestran las redes dei grafito y dei diamante; los elementos 
de cada caso son átomos de carbono. Las líneas representan regiones en las que tienden a concen- 
trarse los átomos de valência de dos átomos adyacentes de carbono. En algunos casos, como en los 
metales, la red está compuesta por iones positivos, en los que los electrones se mueven más o me¬ 
nos libremente en el espacio existente entre ellos, y constituyen una especie de gas de electrones. 

Las propiedades físicas de los sólidos están directamente relacionadas con la naturaleza y la 
distribución geométrica de las unidades que componen la red. Algunas sustancias que aparecen 
como sólidos no muestran esta distribución regular de átomos o moléculas; éste es el caso, por 
ejemplo, dei vidrio. Dichos sólidos se conocen como amorfos y sus propiedades físicas son muy 
diferentes de las de los sólidos cristalinos. En general son fácilmehte deformables y muestran cierta 
plasticidad bajo presión o calentamiento. 

Las propiedades de los líquidos se encuentran entre las de los gases y las de los sólidos. 
Sus moléculas están separadas por distancias dei orden de las dimensiones moleculares y se man¬ 
tienen unidas por fuerzas eléctricas más intensas que las de los gases. Las moléculas de los líquidos 



Figura 1.9 Colocación de las 
moléculas de agua en el hielo 
(de L. Pauling, 77ie Nature ofthe 
Chemical Bond, Ithaca, N.Y., 
Comell University Press, 1960; 
con autorízación dei editor). 

Los átomos de oxigeno (esferas 
negras grandes) interactúan 
eléctricamente con los de 
hidrógeno (esferas blancas 
pequenas) de diferentes 
moléculas. Esto se conoce como 
enlace de hidrógeno y se indica 
en la figura con lineas punteadas. 





ttenen gnn movílidad. aunquc no lai«a conno ias de un gjB. y durante su movimicnto mantienen 
una media coa respecto a sus vecinos más próximos. Por tanto. lOs líquidos tienen un 

voiumen fijo y una baja comprasibilidad; no tienen una fc«ina propia, sino que se adaptan a ia de! 
recipiente que ios contiene. Ceden ante tensiones tangenciaies pequenas, propiedad que se conoce 
como fluidez. Otra propiedad que identifica a ios iíquidos es que no poseen ia disthbución regular 
de ias r»les sólidas, pero sus moléculas tienden a unirse en pequenr» grupos, con din>ensiones dei 
OTden de algunas veces las distancias intenmolecuiares. Cada agrupación puede tener poco tiempo 
de duración; continuamente hs moléculas se separan y se reagrupan en nuevos cúmulos. Los líqui* 
dos varían tremendamente en propiedades y comportamiento, dependiendo de Ia composición, dei 
lamano y de la estnictura de las moléculas y de ias fúerzas que actúan entre cilas. 


Fifani t.ll Red dei graTilo. 
Lh Aomoí de cjfbono enin 
Mdenadoi de manera hexag^oiut, 
e# capas paralelas enlazadai por 
In clectrones localizados a lo 
de las lineas continuas. 

Los enlaces entre ios átomos 
de c^ias aJyacenies son 
mucho mis débilcs. 
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U» csHTio «Midb de la maüfrie. el ptflenw. et wia mnc)» gaaeou de pafffcalM cerfi 
positive y aegatívmmme, o de iooee que te enceentnm a tma teftipera&»a muy alte. de modo 
étfot te moeveo con veiockiadce msy grandes. La lenqKratura debe ter tuflcientcfnefite aha 
rt que lat panictdat de eargat ofweetu no te queden ontdat oiando cboqtien. Un gas calentado 
una temperatori may atia te eonvíeite en plasma. Cati toda la mMeria dei universo, en partieolar 
la de lat et(iellai« m encotmra en forma de plasma. Sin embargo, en la Herra tólo se pue^ prodyr> 
Cff platifM en el iaboratorio mediante el cafeniamiento de un gas a una temperatura muy elevadã^B^ 
algunot mílionet de graiJot, o mediante el envio de una descarga eléctrica a través dei gas. 

Con base en lo estudiado en los párrafos anteriores nos damos cuenta de que las propieda- 
dci gencraleB de la matéria dependen directamente de su estructura atómica o molecular, asi como 
dc la presión, de la temperatura y de otros factores externos. 


16 Síirtmai vivot 

l.as leyes físicas no tólo te aplican a la matéria inerte, sino también a los procesos que ocurren en 
los sistemas vivos. Adn no tcnemos un conocimiento completo de los detalles dei funcionamiento 
dc tales sistemas, pero sf sabemos que son extremadamente complejos y están caracterizados por 
una organizúción funcionai, es decir, sus diferentes componentes deben complementarse y apoyar- 
»e cnirc HÍ en ei funcionamiento dei sistema completo. No obstante, sabemos que también están 
tompuestos dc átomos y moléculas, como cl resto dc la matéria dcl universo. Algunas moléculas de 
un «iiilema vivo son bastante sencilias, como la dei agua (HjO), ta dei cloruro de sodío (NaCI), la 
dcl ácido clorhídrico (HCI) y la dei dióxido de carbono (COj). Otras son muy complicadas y están 
compuestas por muchos átomos, como los azúcares (sacarosa, lactosa y fruetosa), la urea, la creatína, 
ctc. Pent las ntuléculas más importantes asociadas con la vida. como las enzimas, las proteínas y 
tos ácidos nucicicos, están compuestas de numerosos átomos ordenados en formas diferentes 
I ..5), Lii formación de tales moléculas se puede explicar en términos de las propiedades de los 
átomos que lai constituycn. Muchos dc los procesos de un sistema vivo se pueden explicar median¬ 
te bien con(H.'idas leyes rísica.s. En consecuencia, la compleja organización funcional de los siste¬ 
mas vivos SC puede dcscribir con gran detalle. Pero la forma en que se oríginaron y evolucionaron 
hucítt tal coiTipIcjídad y diversidad es aún matéria abierta a la discusión y a una investigación más 
avunzada, En cuulquier ca.so, la física e.s muy importante para el estúdio de los sistemas vivos. De 
li(‘ctM), In cs|H*cíalidad conocídu como biofísica está dedicada a la aplicación de la física al estúdio 
dr los fenónienos dc la vida. 


1.7 Inttraccionás 

('uiiiido prnsHinos cn lus partículas que conformun nuestro mundo, nos vienen a la mente varias 
picguntas. ,;Por qué y cómo .se unen los cicctroncs, los protones y los ncutrones para formar áto¬ 
mos? , qué y cóiiu) SC unen los átomos para formar moléculas? ^Por qué y cómo se unen Ias 
nioliv ul.ts pura formar cucrpirs? ^Dc qué modo lu matéria sc agrupa a partir de partículas de polvo 
p.U ii constituir planetas, y a partir dc bactérias pura llcgar a esta maravillosa criatura llamada Homo 
Sitinenx'} / Por qué todos los cucrpirs cacn hacia la Ticrra, mientras que los planetas giran alrededor 
dcl S* I P.Nicmos rcs|H>nder. en principio, todas estas preguntas fundamcntales mediante la inlro- 
diu t i.íii tU- Ij Jc litleracclunes. Dcciinos que las partículas de un átomo interactúan de modo 
q>H pi /Juicn umi ctridigurución eslable. Los átomos, a su vez, interactúan para producir moléculas 
V ' p ua foruiur cucrpo.s. La muteriu cn cl es|racio niuestra también ciertas interacciones obvias, 
‘ •• 'lo ! > ><iu> iiiu ióu. que SC maniricsla, prrr cjcmplú, cn Io que Mamamos peso. 

•uo dt k>s pnncipalcs objetivos dc un llsia) cs desentraóar las dif^erentes interacciones de 
i’i ii. lí.t para c.xpiesuiius dc fonnu cuiurtitutiva, paru lo cual se ncccsitan Ias matemáticas. Final- 
i»< ., 1 . cl intento de fonnutur rcglus gcncralcs sobre cl comportamiento de la matéria, 

coii,. i . jKia {Ic taU s inlcruivioncs. 

'V' cvmocen hoy cuatitr ii|xos de interacciones rundanrcnialcs: gravitatoria. electromagné- 
ui a .1. níiflerte o uucleur. Cada una está relacionada con un conjunto particular de propiedades 




la esfructura de la matéria 


de la matéria y con ciertos fenómenos. La interacción gravitatoria es la más débil de las cuatro, 
pero es la fuerza más fácil de reconocer, pues se manifiesta en una atracción entre toda la matéria. 
Es la responsable de la existência de las estrellas, los sistemas planetários, las galaxias y, en gene¬ 
ral, de todas las macroestructuras dei universo; está relacionada con la propiedad de la matéria 
conocida como masa. La interacción electromagnética está relacionada con una propiedad de la 
matéria llamada carga eléctrica. Como lo indicamos, es responsable de mantener unidos a los 
átomos, a las moléculas y a la matéria en el espacio. La interacción débil se manifiesta a través de 
ciertos procesos, como algunos tipos de desieíegración o decaimlenío radiacílvo. Está relaciona¬ 
da con una propiedad llamada carga “débil”. La interacción fuerte o nuclear mantiene unidos a 
protones y neutrones en los núcleos atómicos, así como a los quarks dentro de los protones, de los 
neutrones y de los piones. Está relacionada con la propiedad de la matéria conocida como carga de 
color (que no tiene nada que ver con lo que conocemos habitualmente como color). Véase la nota 

6.1 en la que se analiza el tema con más detalle. 

En capítulos posteriores se estudiarán con más profundidad la estructura de la matéria y las 
interacciones fundamentales. Lo que se ha dicho en este capítulo es suficiente para apreciar la 
forma en que un físico ve el universo. Por otro lado, muchas de las propiedades de la matéria en 
conjunto (por ejemplo, los cuerpos compuestos por un gran número de átomos ó moléculas) pueden 
analizarse sin hacer una referencia explícita a las interacciones fundamentales. En general, esto sim¬ 
plifica el análisis; por ello empezaremos con el desarrollo de algunos métodos para el estúdio de la 
matéria. No obstante, siempre que parezca apropiado haremos referencia a la estructura atómica. 


PiEGUNTÂS 


1.1 ^Cómo podría explicar la gran compresibilidad de un gas 
en comparación con la de un sólido o la de un líquido? 

1.2 Si un plasma es un gas muy caliente compuesto de iones 
positivos y negativos, i,por qué no se colapsa bajo la atracción 
eléctrica mutua de los iones? 

1.3 tQué interacciones mantienen unido a un átomo? 

^Cuáles mantienen unidos a los protones y a los neutrones 
de un núcleo? 

1.4 ^Es adecuado representar un átomo como una bola 
de biliar? 

1.5 Un átomo es un sistema de partículas eléctricamente 
neutro. ^Qué significa esto? ^Qué sucede cuando ionizamos un 
átomo? 


1.7 iQué cree usted que está más “vacío” (es decir, con menos 
partículas por unidad de volumen): una caja de un metro cúbico 
que contiene 4x10^^ moléculas de gas o un átomo con un 
volumen de 10“^° m^ que contiene 25 electrones en órbita? 

1.8 Investigue la estructura de las siguientes moléculas: (a) 
monóxido de carbono, CO; (b) sulfuro de hidrógeno, H 2 S; (c) 
fosfamina, PH 3 ; (d) cloroformo, CICH 3 ; (e) etano, CjHg. 

1.9 ^Qué es un acelerador de partículas? 

1.10 ^Obtenemos un nuevo elemento químico cuando 
cambiamos el número de protones de un núcleo? i,Qué sucede 
si el cambio se hace en el número de neutrones? 

1.11 ^Qué diferencia importante distingue a los sistemas 
vivos de la matéria inerte? 


1.6 Si pudiéramos ver una molécula de agua, ^sería posible 
reconocer los dos átomos de hidrógeno y el de oxigeno como 
entidades separadas? 


1.12 Diga por qué es necesario tener al menos un número 
mínimo de átomos, digamos 2500, en un pequeno volumen antes 
de que se puedan apreciar las propiedades de la matéria. 











Interferómetro láser helio-neón 
utilizado para medir la distancia entre 
las etapas sucesivas de un calibrador. 
Con el uso de dos haces se compensan 
los efectos de la inclinación angular. 

La precisión total de la medición es dei 
orden de 1 ym por metro. (DR Crown- 
The National Physical Laboratory.) 
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2.1 Infroducclón 

Antes de iniciar el estúdio de los fenómenos es útil saber de qué modo los físicos intercambian sus 
observaciones entre sí y las comunican al mundo. Una observación científica por lo general está 
incompleta si no se expresa de manera cuantitativa, así que para obtener tal información debe 
hacerse la medición de una cantidad física; por tanto, las mediciones conforman buena parte de la 
rutina de un físico experimental. Lord Kelvin (1824-1907) decía que nuestro conocimiento es sa- 
tisfactorio sólo después de expresarlo en números. Aunque esta afirmación parezca exagerada, 
expresa una filosofia de investigación que el físico debe tener presente siempre. Pero la expre- 
sión numérica de una propiedad física no es suficiente: los físicos siempre buscan las relaciones 
que hay entre las magnitudes que miden cuando investigan un fenómeno o proceso en particular. 
Estas relaciones se expresan por lo general mediante fórmulas y ecuaciones; después se intenta 
extrapolarias o predecir los resultados de otras mediciones, para lo cual puede ser necesario efec- 
tuar nuevas mediciones. 

2.2 Medición 

La medición es una técnica que se utiliza para determinar el valor numérico de una propiedad física 
comparándola con una cantidad patrón que se ha adoptado como unidad. La mayoría de las medi¬ 
ciones efectuadas en el laboratorio se relacionan con magnitudes como longitud, ângulo o voltaje. 
Utilizando estas mediciones (y ciertas convenciones expresadas por fórmulas) podemos obtener la 
magnitud correspondiente a la propiedad elegida. 

Cuando realiza una medición, el físico debe tener mucho cuidado y producir la mínima 
perturbación posible en el sistema que tiene en estúdio. Por ejemplo, al medir la temperatura de un 
cuerpo, lo ponemos en contacto con un termómetro; pero cuando los ponemos juntos, algo de 
energia o “calor” se intercambia entre ellos. Esto trae como resultado un pequeno cambio en la 
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Figura 2.1 Balanza de brazos 
iguales para comparar la masa de 


temperatura dei cuerpo y, por tanto, afecta la magnitud que deseamos medir. Además, todas las 
mediciones poseen algún grado de error experimental debido a las imperfecciones inevítables dei 
dispositivo de medición. Las limitaciones impuestas por nuestros sentidos (vista y oído), que regis^ 
tran la información, introducen también un error experimental. Por tanto, la técnica de medición se 
disena de modo que la perturbación de la cantidad medida sea menor que el error experimental. En 
general, esto es posible siempre que medimos magnitudes en un nivel macroscópico (es decir, en 
cuerpos compuestos por un gran número de moléculas o de matéria). Todo lo que debe hacerse es 
usar un dispositivo de medición capaz de producir una perturbación menor, en vários órdenes de 
magnitud, que la cantidad por medir. En otros casos es posible estimar la cantidad de perturbación 
y corregir el valor medido. 

Pero la situación es bastante diferente cuando medimos propiedades atómicas, como el 
movimiento de un electrón. En este caso no podemos medir con un dispositivo que produzca una 
interacción menor que la magnitud que se va a medir, pues no disponemos de uno tan pequeno. La 
perturbación introducida es dei mismo orden que el valor numérico de la magnitud por medir, y 
puede que no sea posible estimaria o tomaria en cuenta. Por tanto, debe distinguirse la medición de 
magnitudes macroscópicas de la de dimensiones atómicas. 

Otro requisito importante es que las definiciones de las cantidades físicas sean operadonales: 
la defínición debe indicar, explícita o implicitamente, cómo medir la magnitud. Esta operación 
puede ser directa o efectuarse midiendo otras magnitudes con las que está relacionada. Por ejem- 
plo, decir que la velocidad es una expresión de la rapidez con que se mueve un cuerpo no es una 
defínición operacional, pero decir que la velocidad es la distancia recorrida dividida entre el tiem- 
po que se tarda en recorreria sí lo es. Esta defínición implica medir una distancia y un tiempo con 
el fin de calcular la velocidad. 

2.3 Magnitudes fundamentales 

Antes de medir algo debemos elegir una unidad para cada magnitud. Con el fin de efectuar medi¬ 
ciones, existen magnitudes y unidades fundamentales y derivadas. El físico reconoce cuatro mag¬ 
nitudes fundamentales independientes: longitud, tiempo, masa y carga eléctrica. 

La longitud es un concepto primário y una idea adquirida de forma natural. Aunque está 
directamente relacionada con la idea de distancia, seria inútil intentar dar una defínición de ella. 
Podemos decir lo mismo acerca dei tiempo, incluso si su significado como parâmetro de orden no 
se entiende completamente. Todos los fenómenos físicos se presentan en el espacio (lo que requiere 
lá idea de longitud) y en un cierto tiempo. La masa y la carga, sin embargo, no son ideas tan in¬ 
tuitivas. El concepto de masa se analizará con detalle en los capítulos 6 y 11. Digamos aqui sola- 
mente que la masa es un coeficiente característico de cada partícula, que determina la intensidad de 
su interacción gravitacional con otras partículas y su comportamiento cuando se ve sujeta a fuerzas. 

Asimismo, la carga eléctrica es otro coeficiente característico de cada partícula, que deter¬ 
mina la intensidad de su interacción electromagnética con otras partículas. Pueden existir coefi¬ 
cientes que caractericen otras interacciones entre partículas, pero no es necesario preocupamos por 
ellos ahora. 

En esta etapa podemos definir operacionalmente la masa mediante el principio de la balan¬ 
za de brazos iguales (Fig. 2.1); esto es, una balanza simétrica apoyada en su centro O. Se dice que 
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dos cuerpos Cy C' tienen la misma masa cuando al colocarse un cuerpo en cada platillo la balan- 
za permanece en equilíbrio. Los experimentos han verificado que, si en algún momento una balanza 
está en equilíbrio en un lugar de la Tierra, permanece en equilíbrio cuando se le coloca en cualquier 
otro lugar dei planeta en un tiempo distinto, siempre y cuando los cuerpos no hayan sufrido ningún 
cambio. Por tanto, la igualdad de las masas es una propiedad de los cuerpos, independientemente 
dei lugar (y dei tiempo) en que se comparen. Si C' está compuesta por unidades patrón, la masa de 
C se puede obtener como un múltiplo de la masa patrón. La que se obtiene de esta manera es en 
realidad la masa graviíatoria (Cap. 11); pero en el capítulo 6 veremos cómo comparar masas de 
manera dinâmica. Una masa obtenida dinámicamente se conoce como masa inercial. No se ha 
encontrado ninguna diferencia entre los resultados obtenidos con los dos métodos para mediria. 


2A Unidades fundamentales 


Con pocas excepciones, todas las magnitudes utilizadas en la física se pueden relacionar con las 
cuatro magnitudes fundamentales: longitud, masa, tiempo y carga. Su definición debe expresarse 
como un conjunto de relaciones matemáticas de las que forman parte tales magnitudes. Las unida¬ 
des de todas las magnitudes derivadas, a su vez, se expresan en términos de las unidades de las 
cuatro magnitudes fundamentales mediante sus relaciones de definición. Por tanto, sólo es necesa- 
rio ponerse de acuerdo en las unidades de las cuatro magnitudes fundamentales con el fin de tener 
un sistema consistente de unidades. Los físicos han acordado (en la Decimoprimera Conferencia 
General sobre Pesos y Medidas, efectuada en Paris en 1960) usar el sistema de unidades MKSC. Su 
nombre obedece a las iniciales mayúsculas de metro, kilogramo, segundo y coulomb. Su definición 
es la siguiente: ^ 

El metro (abreviado m) es la unidad de longitud. Es igual a lá distancia recorrida por la luz 
en el vacío en un tiempo de 3.335 640 952 x 10“^ segundos (s). Esto equivale a fijar la velocidad de 
la luz en 2.997 924 58 x 10* m s" *, lo cual es razonable ya que la velocidad de la luz en el vacío es 
una de las constantes de la naturaleza. En la práctica, es también igual a 1 650 763.73 longitudes de 
onda, en el vacío, de cierta radiación electromagnética emitida por el isótopo *^Kr. La radiación 
aparece como una línea roja en un espectroscopio. Históricamente, el metro se definió como 
1/10 000 000 de la distancia dei ecuador a cualquiera de los polos (Fig. 2.2). 

El kilogramo (abreviado kg) es la unidad de masa. Está definido como la masa dei Kilogra¬ 
mo Protótipo Núm. 1 o kilogramo internacional, un bloque de platino que se encuentra en la 
Oficina Internacional de Pesas y Medidas en Sèvres, cerca de Paris. Para fines prácticos, es igual a 
la masa de 10"^ m^ de agua destilada a 4° C. La masa de 1 m^ de agua es, por tanto, 10^ kg. Un 
volumen de 10“^ m^ se conoce como litro. 

Podemos también asociar el kilogramo con una propiedad atómica si décimos que es 
igual a la masa de un cierto número de átomos. Por ejemplo, los átomos dei isótopo tienen 
una masa de 1.992 648 24 x 10"^^ kg. Por eso podemos decir que el kilogramo es igual a la masa 
de 1/1.992 648 24 x IQ-^^ o 5.018 447 21 x 10^5 átomos de 

De hecho, éste es el critério adoptado al definir la escala internacional de masas atómi¬ 
cas. La unidad de masa atómica (abreviada uma, aunque en algunos casos se denota con u) se 
define como 

1 uma = -^ de la masa de un átomo de 

Esta unidad se utiliza normalmente cuando se tratan procesos atómicos y nucleares. La equivalên¬ 
cia de la uma con el kilogramo es: 

1 uma = -^x 1.992 648 24 x IQ-^^kg 
= 1.660 540 2x10-27 kg 


N 



Las masas atómicas de la tabla A.l se expresan en uma y correspondeu a la masa media de los 
isótopos dei elemento, en la proporción en que se dan en la naturaleza. 


Figura 2.2 Definición 
histórica dei metro. 
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Figura 23 Oscilación dei 
átomo de nitrógeno entre dos 
posiciones simétricas en la 
molécula de amoniaco. 


El segundo (abreviado s) es la unidad de tíempo. Se define como el lapso en que transcu- 
rren 9 192 631 770 períodos de la radiación correspondiente a cierta transición dei átomo de ^^^Cs. 
Historicamente, el segundo se definió como 1/86 400 dei día solar medio, que es el intervalo entre 
dos pasos sucesivos de un punto de la Tierra frente al Sol, promediado en un ano. Pero esta defini- 
ción tiene una desventaja: el período de rotación de la Tierra está disminuyendo gradualmente 
debido a la acción de las mareas y, por tanto, esta unidad también está cambiando lentamente. 

Las propiedades atómicas se han utilizado para medir el tiempo con gran precisión. Por 
ejemplo, la molécula de amoniaco tiene una estructura piramidal, con tres átomos de H en la base y 
el átomo de N en el vértice (Fig. 2.3). Existe una posición simétrica, N', dei átomo de nitrógeno, 
que está a la misma distancia dei plano H-H-H pero en el lado opuesto. El átomo de N oscila entre 
estas dos posiciones de equilíbrio al ritmo de 2.387 013 x 10^^ oscilaciones por segundo. El primer 
reloj atómico, basado en este principio, se construyó en la oficina estadounidense de pesas y medi¬ 
das (US National Bureau of Standards; ahora National Institute of Standards and Technology, NIST) 
en 1948. Desde entonces se han utilizado otras sustancias como relojes atómicos. 

El coulomb (abreviado C) es la unidad de carga eléctrica. Su definición precisa se dará en el 
capítulo 21. En esta ocasión diremos que es igual, en valor absoluto, a la carga negativa contenida 
en 6.241 508 x 10‘^ electrones o a la carga positiva de un número igual de protones. El valor 
absoluto de la carga dei electrón o dei protón se conoce como carga fundamental, denotada con e. 
Resulta claro que: 


1 

6.241508 X 10^® 


C = 


1.602177 X 10-^®C 


Por razones prácticas, se han introducido múltiplos y submúltiplos de las unidades fundamen- 
tales como potências de diez y se designan con un prefijo según el esquema dado en la tabla 2.1. 

Estrictamente hablando, además dei metro, el kilogramo y el segundo, en la Decimoprimera 
Conferencia se adoptó el ampere (en lugar dei coulomb) como unidad de corriente eléctrica. Éste 
se definirá en la sección 24.14. Así, el coulomb se define ofícialmente como la cantidad de carga 
eléctrica que pasa pof una sección de un conductor durante un segundo, cuando la corriente es de un 
ampere. La razón de que se haya escogido el ampere es que resulta más fácil establecer una corrien¬ 
te como patrón. Nuestra decisión de usar el coulomb está basada en el deseo de mostrar el carácter 
más fundamental de la carga eléctrica, sin desviamos esencialmente de las recomendaciones de la 
Decimoprimera Conferencia. El MKSA (en el que A significa ampere) es el Sistema Internacio¬ 
nal de unidades, abreviado como SI. 


Tabla 2.1 Prefijos de las potências de diez 


Factor 

Prefijo 

Símbolo 

10-18 

atto- 

a 

10-15 

femto- 

f 

10-12 

pico- 

P 

10-9 

nano- 

n 

10^ 

micro- 

/i 

10-5 

mili- 

m 

10-2 

centi- 

c 

10-1 

deci- 

d 

10^=1 

Unidad fundamental 


10 

deca- 

D 

102 

hecto- 

H 

105 

kilo- 

k(oK) 

10^ 

mega- 

M 

109 

giga- 

G 

1012 

tera- 

T 

1015 

penta- 

P 

lOi^ 

exa- 

E 
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Otra unidad incorporada al SI es el mol, definida como la cantidad de cualquier sustancia 
que contiene tantas entidades (átomos, moléculas, iones, electrones u otras partículas) como áto¬ 
mos en 0.012 kg de Debido a que, como se vio previamente, la masa de 5.018 447 21 x 10^^ 
átomos de es igual a un kilogramo, concluimos que un mol de cualquier sustancia contiene 
0.012 X 5.018 447 21 x 10^ o 6.022 136 65 x 10 unidades o partículas. Esta cantidad se conoce 
como número de Avogadro y se denota con N^. 


Noía 2ol Bases históricas de las unidades fundamentales 

El metro y el kilogramo son unidades originalmente introducidas durante la Revolución Francesa. En ese tiempo el gobiemo 
francês, siguiendo una recomendación de la Academia de Ciências fundada en 1790, decidió establecer un sistema racional de 
unidades, conocido desde entonces como sistema métrico, para sustituir las variadas y caóticas unidades de la época. El sistema 
fue adoptado por Francia, de manera oficial, en 1799. El metro se definió primero como “la diezmillonésima (10"^) parte dei 
cuadrante dei meridiano terrestre”. Con tal fin se midió cuidadosamente el arco dei meridiano que pasa por Barcelona y Dunkerque, 
operación que se hizo de 1792 a 1798. Más tarde, en 1879, se fabricó una barra patrón de aluminio que media un metro y se 
mantuvo en condiciones controladas a 0°C en la Oficina Internacional de Pesos y Medidas en Sèvres. Mediciones posteriores 
indicaron que la barra patrón media 1.8 x lO"^ m menos que la diezmillonésima parte dei cuadrante dei meridiano. Entonces se 
decidió, en 1889, en una conferencia internacional, adoptar la longitud de la barra como el metro patrón, sin hacer mayor referen¬ 
cia al meridiano terrestre. En muchos países existen duplicados de la barra patrón. Sin embargo, se reconoció la conveniência de 
tener un patrón de carácter más permanente y más fácil de obtener en cualquier laboratorio. Por tal motivo, en 1960 se escogió la 
longitud de onda de la línea roja dei ®^Kr y que aún representa un patrón secundário práctico, aunque en 1983 se adoptó el patrón 
actual, basado en el valor definido para la velocidad de la luz. 

Para la masa, la unidad escogida por los franceses fue el gramo (abreviado g), definido como la masa de un centímetro 
cúbico (1 cm = 10“^ m, y 1 cm^ = 10^ m^) de agua destilada a 4°C. Ésta se escogió debido a que es la temperatura a la que la 
densidad dei agua es máxima. El kilogramo es igual a lO* gramos. En 1879 se construyó una barra de platino con masa de un 
kilogramo. Más tarde, en la Conferencia Internacional de 1889, se adoptó este bloque como patrón para el kilogramo sin hacer 
más referencia al agua. Se han adoptado las definiciones modernas de metro y segundo tratando de cenirse lo más posible a la 
definición histórica, al tiempo que se les hace altamente precisas y reproducibles en los laboratorios de todo el mundo. 

En el sistema cgs, utilizado antes de la adopción oficial dei SI, la unidad de longitud es el centímetro; la de masa es el 
gramo; y la de tiempo, el segundo. 

En Estados Unidos se utiliza todavia otro sistema de unidades para algunas aplicaciones prácticas y de ingeniería. La 
unidad de longitud es el pie (abreviado ft), la de masa es la libra (abreviada Ib) y Ia de tiempo es el segundo. Las unidades 
métricas equivalentes son: 

1 pie = 0.3048 m 1 m = 3.281 pie 

1 libra = 0.4536 kg 1 kg = 2.205 Ib 


2.5 Unidades y dimensiones derivadas 

La mayoría de las magnitudes que se usan en la física, y en nuestra vida diaria, no pueden expresar- 
se sólo con las unidades fundamentales, sino que requieren alguna combinación de éstas. Por ejem- 
plo, la velocidad de un cuerpo se expresa en metros por segundo o m s"^ pues se obtiene de la 
división de una distancia (m) entre un intervalo de tiempo (s). El área de una mesa rectangular se 
mide en metros cuadrados (m^) porque se obtiene multiplicando la longitud (m) por el ancho (m). 
De manera parecida, el volumen de una caja se obtiene al multiplicar la longitud por el producto dei 
ancho por la altura, y el resultado se expresa en metros cúbicos (m^). Por supuesto, todas las áreas 
se miden en m^ y los volúmenes en m^, independientemente de su forma, aunque se apliquen otras 
regias para obtener resultados numéricos. Por ejemplo, el área de un círculo se obtiene mediante la 
relación A = Ttr^, y el volumen de un cilindro se encuentra con V = rcr^h. Para medir la rapidez con 
que fluye el agua en un tubo, se mide el volumen (m^) de agua descargada en un cierto tiempo (s). 
La tasa dei flujo es, pues, m^ s~^ Similarmente, la densidad de un cuerpo, definida como su masa 
por unidad de volumen, se expresa como 




onesy unidades 



Figura 2.4 Medición de un 
ângulo en radianes 1 rad = 58° 
14.75’y 1° = 1.7453 X 10-2 rad. 


y se mide en kg m" ^ (o g cm" ^). Para la mayoría de los fines prácticos la densidad dei agua es 

p = 10^kgm^^ o lgcm“^ (2.2) 

De la ecuación 2.2 deducimos que para cambiar de una densidad expresada en g cm"^ a una expre- 
sada en kg m"^ se necesita multiplicar por 10^. 

La expresión de una cantidad física en términos de unidades fundamentales se conoce como 
ecuación de dimensiones. Algunas cantidades son independientes de las unidades y se les conoce 
como adimensionales. Un ejemplo de éstas es la medición de un ângulo en radianes. Para expresar 
un ângulo plano en radianes se dibuja un arco AB de radio R (Fig. 2.4). El centro dei arco se coloca 
en el vértice O dei ângulo. Entonces la medida de 0 en radianes (cuya abreviatura es rad) es 

I 

0(rad) = - (2.3) 

en donde I es la longitud dei arco AB. Este método está basado en el hecho de que, para un ângulo 
dado, el cociente l/R es constante e independiente dei radio, y puede entonces utilizarse como 
medida de un ângulo. El radián es una unidad adimensional porque es el cociente de dos longitudes 
medidas en la misma unidad. De la ecuación 2.3 obtenemos 

/ = RO (2.4) 

de modo que la longitud de un arco se puede bailar si se dan el ângulo formado por el arco y 
su radio. 


Tabla 2.2 Densidades de diferentes materiales en kg m 


Sólidos 

Líquidos 



Gases (a TPN) 

Hielo 9.17x102 

Gasolina 

6.70 

X 102 

Hidrógeno 8.988 x 10-2 

Magnésio 1.74 x 10^ 

Alcohol etílico 7.91 

X 102 

Helio 

1.7847 X 10"» 

Aluminio 2,70 x 10^ 

Aire (-147°C) 9.2 

X 102 

Nitrógeno 

1.250 55 

Hierro 7.86 x 10^ 

Agua 4°C 

1.000 X 103 

Aire 

1.2922 

Urânio 1.87x10'» 

Mercúrio 

1.359 X 10^ 

Oxigeno 

1.429 04 


Nota 2o2 Espacio, tiempo y matéria 

En el análisis dei universo físico, los científicos están interesados básicamente en lo que llaman fenómenos, término genérico 
utilizado para referirse a los hechos, sucesos, procesos y câmbios observados en la naturaleza o inducidos en el laboratorio. 
Ejemplos de fenómenos son el movimiento de cuerpos (automóviies, aviones, electrones en los cinescopios o en cables, planetas 
que giran alrededor dei Sol, etcétera), el choque de las moléculas de un gas con las paredes dei recipiente que lo contiene. Ia 
evaporación de un líquido, la fisión de un núcleo de urânio, las vibraciones de una cuerda en un instrumento musical, y demás. Al 
describir fenómenos, los científicos invariablemente consideran donde y cuándo ocurren y quê factores intervienen. 

Podemos decir que todos los fenómenos ocurren en un lugar particular dei espado, a un tiempo específico o durante un 
cierto intervalo de tiempo y la matéria participa de una forma u otra. El espacio es considerado en tres dimensiones, en el sentido 
de que se deben medir tres longitudes o coordenadas para localizar un lugar en relación con un cuerpo que se ha escogido como 
referencia, como Ia superfície de la Tierra, las paredes dei laboratorio o el Sol. El tiempo en que ocurre un fenómeno, o su 
duración, se determina mediante la correlación de éste con algún fenómeno estándar que se repite con regularidad, como la 
rotación terrestre o la oscilación de un pêndulo. La matéria se expresa cuantitativamente mediante el concepto de masa. Por 
ejemplo, compramos muchos productos, como comida, de acuerdo con su contenido de masa, al que noimalmente nos referimos 
como peso. Por tales razones es importante definir desde el principio las unidades para medir longitudes, intervalos de tiempo y 
masas, como lo explicamos en las secciones 2.3 y 2.4. (Se anadió la carga eléctrica porque se refiere a otra importante propiedad 
de la matéria). 

Tradicionalmente, espacio, tiempo y matéria se han considerado como conceptos independientes. Esta suposición es 
consecuencia de la forma en que percibimos las cosas, y resulta satisfactoria para el análisis de la mayoría de los fenómenos. No 












Problemas 21 


obstante, como resultado de algunas observaciones y experimentos, se ha visto que en realidad tiempo y espacio no son indepen- 
dientes, sino que están acoplados: es más apropiado hablar de espacio-tiempo. Este acoplamiento entre ellos se vuelve importante 
sólo en procesos en que los cuerpos se mueven a velocidades comparables con la de la luz, y también cuando se ven implicadas 
energias muy altas, como en la físión dei urânio. En nuestra vida diaria, en lo que a fines prácticos se refiere, podemos ignorar el 
acoplamiento espacio-tiempo. Otros experimentos y otras observaciones indican que el espacio-tiempo se ve afectado por la pre¬ 
sencia de la matéria. Para decirlo con otras palabras, las propiedades locales dei espacio-tiempo están determinadas por la canti- 
dad de matéria que hay en la localidad y sus efectos aparecen en lo que llamamos gravitación. El efecto de la matéria sobre el 
espacio-tiempo es más notorio cerca de las grandes concentraciones de matéria, como el Sol, una estrella o un agujero negro. Sin 
embargo, cerca de la superfície de la Tierra, el acoplamiento entre matéria y espacio-tiempo sólo se nota mediante delicados 
experimentos y mediciones precisas. 

El acoplamiento dei espacio, el tiempo y la matéria es el objeto de estúdio de las teorias general y especial de la relatividad, 
desarrolladas por Albert Einstein. Un aspecto interesante de tales teorias es que también vinculan masa y energia. Para explicar la 
mayoria de los fenómenos que se tratan en este libro, espacio, tiempo y matéria se verán como si fueran independientes, a menos 
que se indique lo contrario. 


PREGUNTAS 

2.1 ^Cuáles son los inconvenientes que surgen al definir el 
metro como la diezmillonésima parte de un cuadrante dei 
meridiano terrestre? 

2.2 Si los habitantes de la Luna hubieran utilizado, 
para definir una unidad de longitud, los mismos critérios 
que los empleados en la Tierra en el siglo xix para definir 
el metro, ^cuál seria el cociente entre el metro “terrestre” 
y el “lunar”? 

2.3 ^Cuáles son las desventajas de definir el segundo como 
1/86 400 de un día solar medio? 

2.4 La densidad relativa de dos sustancias es el cociente de 
dos densidades, es decir, Pj 2 = P/P 2 - òEsta densidad es 
independiente de las unidades escogidas para medir las 

dos densidades comparadas? ^En qué unidades deberia medirse 
la densidad relativa? Transforme la tabla 2.2 en una tabla de 
densidades relativas con respecto al agua. 

2.5 Explique por qué en física es conveniente medir ângulos 
en radianes. 

PROBLEMAS 

2.1 Sabiendo que una uma es igual a 1.6605 x 10”^^ kg, 
exprese en kilogramos la masa de un átomo de (a) hidrógeno y 
(b) de oxigeno, (c) ^Cuántos átomos de (i) H y de (ii) O hay en 
un kilogramo de cada elemento? Use la tabla A.l, donde se dan 
las masas atómicas dei hidrógeno y dei oxigeno. 

2.2 (a) ^Cuántas moléculas, cada una compuesta de un átomo 
de oxigeno y dos de hidrógeno, hay en un gramo de agua? (b) ^En 
18 gramos? (c) ^En un centímetro cúbico? (Use la tabla A.l.) 

2.3 Las moléculas de hidrógeno, oxigeno y nitrógeno están 
compuestas por dos átomos idênticos, (a) Calcule el número de 
moléculas de cada uno de estos gases a temperatura y presión 
normales (TPN) en 1 m^. Utilice los valores de densidades 


2.6 Sabiendo que la circunferência de un círculo es 2;r/?, 
compruebe que el ângulo plano completo alrededor de un punto 
es 2;rrad, de modo que 2;r radianes son equivalentes (jno 
iguales!) a 360°. 

2.7 Compruebe que la masa de un mol de un elemento 
químico o de un compuesto, expresada en gramos, es igual a la 
masa atómica dei elemento o compuesto expresada en uma. 

2.8 Explique por qué el número de moléculas en 1 cm^ de 
agua es igual a A/^/18. 

2.9 ^Cuánto tiempo, en anos, tardaria una senal de luz en ir 
dei sol al centro de la galaxia? (Véase la Fig. 6.2.) 

2.10 tQué le sucedería al área, al volumen y a la densidad de 
un planeta si el radio (a) se duplica, (b) se reduce a la mitad, sin 
cambiar la masa? 

2.11 /.Qué le sucederia a la masa de un planeta si su radio (a) 
se duplica, (b) se reduce a la mitad, mientras que la densidad se 
mantiene constante? 


relativas dados en la tabla 2.2. (b) Aplique sus cálculos a otros 
gases. ^Qué conclusión general se puede obtener de este 
resultado? 

2.4 (a) Suponiendo que el aire está compuesto de 20% de 
oxigeno y 80% de nitrógeno y que estos gases tienen moléculas 
con dos átomos cada una, obtenga la masa molecular “efectiva” 
dei aire. (b) Estime el número de moléculas que existen en un 
centímetro cúbico de aire a TPN. ^Cuántas moléculas son de 
oxigeno y cuántas de nitrógeno? 

2.5 La densidad de la matéria interestelar en nuestra galaxia 
se estima en 10“^* kg m“^, aproximadamente, (a) Suponiendo 
que la matéria es principalmente hidrógeno, calcule el número 
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de átomos de hidrógeno por centímetro cúbico, (b) Compare el 
resultado con el aire a TPN (problema 2.4). 

2.6 Un vaso de vidrio que contiene agua tiene un radio de 2 
cm. En dos horas el nivel dei agua baja 1 nun. (a) Estime en 
gramos por hora la rapidez con la que se evapora el agua. (b) 
^Cuántas moléculas por segundo se están evaporando de cada 
centímetro cuadrado de superfície de agua? (Sugerimos que el 
estudiante efectüe este experimento y obtenga sus propios datos. 
/,Por qué se obtienen resultados distintos en diferentes dias?) 

2.7 Utilizando los datos de las tablas 2.2 y A.l estime la 
separación media entre moléculas en (a) hidrógeno a TPN (gas), 
(b) en agua (líquido) y (c) en hierro (sólido). (Sugerencia: 
Obtenga el número de moléculas por m^. Suponga que el volumen 
ocupado por cada molécula es un cubo y encuentre sus bordes.) 

2.8 Prácticamente toda la masa de un átomo está en su núcleo. 

El radio dei núcleo de urânio es de 8.68 x 10"*^ m. (a) Mediante 
la masa atómica dei urânio dada en la tabla A.l, obtenga la 
densidad de la “matéria nuclear”, (b) Este núcleo contiene 238 
nucleones’. Estime la separación media entre nucleones. (c) De 
este resultado y dei obtenido en el problema 2.7, ^llegaría a la 
conclusión de que es razonable tratar la matéria nuclear de la 
misma forma que la matéria en el espacio, es decir, sólidos, 
líquidos y gases? ^ 

2.9 (a) Obtenga la densidad media de la Tierra, de los planetas 
y dei Sol. (Utilice los datos de la tabla 11.1.) (b) Si compara 
estos valores con los datos de la tabla 2.2, í,cuál es su conclusión 
acerca de la estructura de tales cuerpos? 

2.10 La velocidad de la luz en el vacío es de 2.9979 x 10^ m s"^ 
(a) Exprésela en kilómetros por hora. (b) ^Cuántas veces podría 
viajar un rayo de luz alrededor de la Tierra en un segundo? El 
radio de la Tierra es de 6.37 x 10® m. (c) í,Qué distancia 
recorrería la luz en un ano? A esta distancia se le llama ano luz. 

2.11 El radio de la órbita de la Tierra alrededor dei Sol es de 
1.49 X 10’* m. Esta distancia se conoce como unidad 
astronómica. Exprese un ano luz en unidades astronómicas 
(véase el Prob. 2.10). 

2.12 El paralaje es la diferencia en la dirección aparente de 
un objeto debida al cambio de posición dei observador. (Coloque 
un lápiz frente a usted y cúbrase primero un ojo y después el 
otro. Note que en cada caso el lápiz aparece sobre un fondo 
distinto.) El paralaje estelar es el cambio de posición aparente 
de una estrella como resultado dei movimiento orbital de la 
Tierra alrededor dei Sol. Se expresa cuantitativamente como la 
mitad dei ângulo formado por el diâmetro orbital de la Tierra 
£^£ 2 , perpendicular a la recta que une a la estrella con el Sol 
(véase la Fig. 2.5). Está dado por 0 = | (180°- a- j3), en donde 
los ângulos a yp se miden en las posiciones y ^2’ separadas 
seis meses. La distancia r de la estrella al Sol se puede obtener 
de « = rO, donde a es el radio de la órbita terrestre y d está 
expresado en radianes. La estrella más próxima. Alfa dei 


Centauro, tiene el paralaje más grande, de 0.76". Halle su 
distancia al Sol expresada en (a) metros, (b) anos luz y (c) 
unidades astronómicas. 



Figíira 2.5 

2.13 Un parsec es igual a la distancia dei Sol a una estrella 
cuyo paralaje es de 1". Exprese un parsec en (a) metros, (b) 
anos luz y (c) unidades astronómicas. 

2.14 La distancia entre San Francisco y Nueva York, medida 
a lo largo dei círculo máximo que pasa por ambas ciudades, es 
de 4137 km. Calcule el ângulo entre las verticales de las dos 
ciudades. (El radio de la Tierra es de 6.37 x 10® m.) 

2.15 Consulte la tabla de funciones trigonométricas o utilice 
su calculadora para hallar el ângulo para el cual (a) sen 6 es 
menor que tan 0en (i) 10%, (ii) 1%, (iii) 0.1%. (b) Haga lo 
mismo para sen 0 y 0 y para 0 y tan 0, donde 0 debe expresarse 
en radianes. (c) ^Qué conclusión puede sacar de sus resultados? 

2.16 Un automóvil describe una curva circular de 100 m de 
radio. La longitud de la curva es de 60 m. (a) i,Cuál es el ângulo 
que describió el automóvil? (b) iQue distancia ha recorrido 
cuando el ângulo descrito es de 20°? 

2.17 La distancia de la Luna a la Tierra es de 3.84 x 10® m. 
^Qué distancia se ha movido la Luna cuando su posición 
relativa a la Tierra ha cambiado 30°? 

2.18 (a) Halle la distancia que un punto, localizado en el 
ecuador de la Tierra, se mueve en una hora debido a la rotación 
terrestre, (b) /.Cuál es la distancia para un punto colocado a 30° 
de latitud? (c) a 80° de latitud? (El radio de la Tierra es de 
6.37 X 10® m.) 

2.19 (a) ^Cuál es el ângulo subtendido por la Luna vista 
desde la Tierra? (b) lY el que subtiende el Sol? (Utilice los 
datos de la tabla 11.1.) 

2.20 (a) Suponiendo que se puede considerar la galaxia como 
dos conos aplanados, de 10^® m de altura y 5 x 10^® m de radio, 
unidos por su base común (véase la Fig. 6.2), compruebe que el 
volumen de la galaxia es dei orden de 6 x 10®’ m^. (b) Si el 
número total de estrellas en la galaxia es de aproximadamente 
10”, compruebe que su separación promedio es de 10 anos luz. 


Nucleón es el nombre que designa indistintamente a nuetrones y protones. (N. dei T.) 







Galileo Galilei fue un científico 
italiano que, entre otros 
descubrimientos, demostró que todos 
los cuerpos caen con aceleración 
constante independiente de su masa. 
La leyenda dice que dejó caer balas de 
canón y balines desde la Torre 
Inclinada de Pisa para mostrar que 
llegan al suelo al mismo tiempo, 
aunque en sus escritos no hay un 
registro de tal experimento. Inventó 
también el telescópio, con el cual 
descubrió las lunas de Júpiter, los 
cráteres de la Luna, las manchas en 
movimiento en el Sol y las fases dei 
planeta Vénus. 
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3.1 Mecânica 

El fenómeno más fundamental y obvio que observamos a nuestro alrededor es el movimiento. El 
viento que sopla, las olas dei océano, un pájaro en vuelo, animales que corren, bojas que caen; 
todos éstos son ejemplos de movimiento. Prácticamente todos los procesos imaginables pueden 
rastrearse hasta el movimiento de los cuerpos. La Tierra y los otros planetas se mueven alrededor 
dei Sol. Este, a su vez, lleva al sistema solar alrededor dei centro de la galaxia. Los electrones se 
mueven dentro de los átomos, dando lugar a la absorción y a la emisión de luz; además se desplazan 
dentro de un metal, produciendo una corriente eléctrica. Las moléculas de un gas se mueven al azar, 
provocando la presión y los procesos de difusión. Nuestra experiencia diaria nos dice que el movi¬ 
miento de un cuerpo está influido por los que lo rodean, es decir por sus interacciones con ellos. En 
un tubo de televisión o en el monitor de un sistema de computación el haz de electrones debe 
moverse de forma tal que produzca una cierta figura en la pantalla. En una máquina térmica, las 
moléculas dei combustible se deben mover de una manera particular, de modo que un pistón o una 
turbina, a sü vez, se desplacen en una dirección deseada. Una reacción química es la consecuencia 
de ciertas interacciones atómicas que dan como resultado una nueva disposición, formando nuevas 
clases de moléculas. 

Uno de los cometidos de los físicos e ingenieros es descubrir la relación entre los movi- 
mientos y las interacciones responsables de ellos, y ordenar las cosas de modo que se produzcan 
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movimientos útiles. Iniciaremos el estúdio dei movimiento de los cuerpos sin considerar su forma, 
tamano, dimensiones y estructura interna; es decir, tomaremos los cuerpos como masas puntuales o 
“partículas”. Ésta es una simplificación razonable cuando la estructura interna y la composición de 
los cuerpos no cambian durante el movimiento, y cuando éstos se mueven en una región mucho 
mayor que su tamano (por ejemplo, electrones en un tubo de televisión, la Tierra en su desplaza- 
miento alrededor dei Sol, el Sol en su movimiento por la galaxia o un automóvil que se desplaza). 
Así pues, utilizaremos los términos cuerpo y partícula indistintamente. Al principio dei capítulo 13 
consideraremos de manera explícita la estructura interna de los cuerpos en movimiento. 

Para analizar y predecir el movimiento de partículas producido por los diferentes tipos de 
interacciones, se han creado algunos conceptos importantes, como momentum o momento lineal, 
fuerza y energia. Éstos han llegado a ser tan importantes que rara vez analizamos un proceso sin 
expresarlo en función de ellos. El conjunto de regias o principios que se aplican al análisis de todo 
tipo de movimiento constituyen la mecânica. 

La mecânica es una de las áreas fundamentales de la física y debe entenderse completamen¬ 
te antes de iniciar la consideración de interacciones particulares. Galileo reconoció este papel bási¬ 
co de la mecânica en su afirmación “Ignorato motu, ignoratur natura'\ (“Si no entendemos el 
movimiento, no entendemos la naturaleza”). 

La ciência de la mecânica como la entendemos en la actualidad es principalmente el resul¬ 
tado dei genio de Isaac Newton (1642-1727), quien en el siglo xvii, produjo la gran síntesis cono- 
cida como leyes dei movimiento de Newton. Sin embargo, otros científicos han contribuído a su 
desarrollo a través de los siglos. Algunos de los más ilustres nombres son: Arquímedes (2877-212 
A. c.), Galileo Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630), René Descartes (1596-1650), 
Christiaan Huyguens (1629-1695), Joseph Louis Lagrange (1736-1813), William R. Hamilton (1788- 
1856), Emst Mach (1838-1916) y más recientemente Albert Einstein (1879-1955). 

Para seguir un curso de mecânica debemos empezar por aprender como describir el movi¬ 
miento que observamos. La descripción dei movimiento se conoce como cinemática, palabra deri¬ 
vada dei griego kinetna, que significa “movimiento”. 



Un objeto está en movimiento con respecto a otro cuando su posición, medida en relación con el 
segundo cuerpo, está cambiando con el tiempo. Por otro lado, si esta posición relativa no cambia 
con el tiempo, el objeto se encuentra en reposo relativo. Reposo y movimiento son conceptos rela¬ 
tivos", es decir, dependen de la condición dei objeto con respecto al cuerpo que sirve de referencia. 
Un árbol y una casa están en reposo con relación a la Tierra, pero en movimiento con respecto al 
Sol. Cuando pasa un tren por una estación, décimos que está en movimiento con respecto a la 
estación; un pasajero que vaya en él podría decir que la estación está moviéndose en relación con 
el tren, pero en la dirección opuesta (Fig. 3.1). 

Para describir el movimiento, el observador debe definir un sistema de referencia en rela¬ 
ción con el cual se analiza el movimiento. Un sistema de referencia puede considerarse como un 
objeto o conjunto de objetos en reposo con respecto al observador. Para ser más precisos, el obser¬ 
vador coloca un conjunto de ejes de coordenadas en el objeto que está en reposo con respecto al 
observador, según lo hacemos normalmente en geometria. En la figura 3.2 tenemos dos observado¬ 
res O y O', uno en la casa y el otro en un automóvil. Estos observadores utilizan los sistemas de 
referencia XYZ y X'Y'Z' colocados en la casa y el automóvil, respectivamente. Si O y O' están en 
reposo uno respecto de otro, observarán el mismo movimiento de cualquier cuerpo. Pero si están 
en movimiento uno con respecto al otro, su observación dei movimiento de un tercer cuerpo será 
diferente. Por ejemplo, los antiguos astrónomos utilizaban un sistema de referencia geocêntrico 
(con centro en la Tierra) para estudiar el movimiento planetário, y obtenían órbitas muy complica¬ 
das. Cuando Nicolás Copémico (1473-1543) y Kepler refirieron el movimiento de los planetas a un 
sistema de referencia heliocêntrico (es decir, colocado en el Sol), la descripción dei movimiento 
planetário se hizo mucho más sencilla. 
















Movimienb rectilíneo: velocidad 


z 



X' 

Figura 3.2 Sistemas de referencia en movimiento relativo. 


3.3 Movimiento rectilíneo: velocidad 

El movimiento más fácil de analizar es el rectilíneo, cuya trayectoria es una línea recta. Éste es, por 
ejemplo, el movimiento de un cuerpo que cae verticalmente cerca de la superfície terrestre. Tomemos 
nuestro sistema de referencia de modo que el eje X (Fig. 3.3) coincida con la trayectoria. La posición 
dei objeto está defínida por su coordenada jc, que es la distancia desde un punto arbitrário O, escogido 
como origen dei sistema coordenado. En principio, la coordenada x se puede correlacionar con el 
tiempo mediante una relación funcional x como se representa en la figura 3.4 para un caso 
arbitrado. Obviamente, x puede ser positiva o negativa, dependiendo de la posición dei cuerpo en 
relación con O. 

Para expresar de forma cuantitativa la rapidez con que se está moviendo un cuerpo utiliza¬ 
mos el concepto de velocidad. Para determinar la velocidad de un cuerpo dividimos la distancia 
recorrida entre el tiempo transcurrido. Así, si un automóvil se desplaza 150 km en 3 horas, su 
velocidad media es de 50 km h"^ Para ser más precisos, supongamos que en el tiempo t el objeto 
está en la posición P, con OP = x (Fig. 3.3). En un tiempo posterior t ', está en F, con OF = x'. Por 
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tanto, el cueipo ha experimentado un desplazamiento PP' ~ xf -x durante el intervalo de íiempo 
f -1. El desplazamiento es positivo o negativo, dependiendo dei sentido dei movimiento dei cuerpo. 

La velocidad media dei cuerpo cuando se mueve de P a F' está definida, entonces, me^- 
diante la relación 


^med 


x' — X Ax 
t' — t At 


(3.1) 


donde Ax = x' - x es el desplazamiento dei cuerpo y Aí = f - í es el tiempo transcurrido. Por tanto, 

la velocidad media durante un cierto intervalo de tiempo está dada por el cociente dei 
desplazamiento entre el intervalo de íiempo. 


Pero, durante un intervalo de íiempo, un cuerpo puede desplazarse más rápidamente en algunas 
ocasiones y con mayor lentitud en otras. 

Para determinar la velocidad Instantânea en cierto tiempo, cuando el cuerpo pasa por un 
punto dado, como P, debemos tomar un intervalo de tiempo Aí tan pequeno como sea posible. En 
lenguaje matemático esto es equivalente a calcular el limite dei cociente que qparece en la ecuación 
3.1 cuando el denominador Aí tiende a cero. Esto se escribe como 


'ím ''med = 


Ax 

"ÃT 


Aí -> 0 Aí 0 

Pero ésta es la defínición matemática de la derivada temporal de x; es decir. 


dx 

dí 


(3.2) 


de modo que 

la velocidad instantânea es igual a la tasa de cambio dei desplazamiento con respecto al 

tiempo. 

Operacionalmente, la velocidad instantânea se encuentra observando el cuerpo en movi¬ 
miento en dos posiciones muy cércanas, separadas por la pequena distancia dx, y midiendo el 
pequeno intervalo de tiempo dí que se necesita para pasar de una posición a otra. En un automóvil 
esto lo hace de manera continua el velocímetro, mediante un dispositivo eléctrico. 

Generalmente la velocidad de un cuerpo varia durante su movimiento. Décimos que es una 
fimción dei tiempo; esto es, v -j{t). Si la velocidad permanece constante, el movimiento es uniforme. 

La velocidad también puede determinarse fácilmente a partir de una gráfica de la posición 
como función dei tiempo, es decir, x =j{t). Refiriéndonos a la figura 3.4, la velocidad media entre 
í y í' se obtiene midiendo Aí = AC y Ax = BC en el triângulo ABC. Entonces, 

Ax BC 

^med “ — ~ ~ pendiente de la línea AB 

At AC 


Si deseamos medir la velocidad instantânea al tiempo í, debemos hallar la pendiente de la tangente 
a la curva en A que, por ejemplo, está dada por DCIAC. 

Si sabemos cómo varia la velocidad con respecto al tiempo, podemos hallar el desplaza¬ 
miento X -Xq dei cuerpo durante cualquier intervalo de tiempo í - Íq mediante el método siguiente. 
Primero dividimos el intervalo de tiempo í- í^en intervalos sucesivos pequenos dí^, díj, díj, etc. En 
seguida calculamos la velocidad media v^, Vj, etc. en cada intervalo pequeno de tiempo. Los 
desplazamientos correspondientes, de acuerdo con la ecuación 3.2, son y^dí^, v^dt^, v^dt^ etc. En¬ 
tonces el desplazamiento total dei cuerpo es la suma de todos los desplazamientos pequenos: 

desplazamiento '= x — Xq = Vq dÍQ + díj 4- + ••• = ^ y,- dí,- 
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y =f(0 




Figura 3.5 Gráfica de la 
velocidad como función dei 
tiempo. 


Cuando los át son muy pequenos, la sumatoria '£v.dt. es equivalente a la operación matemática cono- 
cida como Integración, denotada con J' vát. Por tanto, el desplazamiento dei cuerpo está dado por 


X = Xo + 


Esta expresión matemática resulta útil siempre que sea posible calcular la integral; de otro modo, 
debe utilizarse un método gráfico. Si nos referimos a la figura 3.5, la suma X,- v. d/,, es igual al área 
bajo la curva. Esto nos da una sencilla forma geométrica para calcular el desplazamiento cuando se 
conoce la gráfica de la velocidad como función dei tiempo. 

El estudiante debe recordjar que el desplazamiento Ax (o dx) puede ser positivo, si el movi- 
miento de la partícula es bacia la derecha, o negativo, si es bacia la izquierda. El resultado es un 
signo positivo o negativo para la velocidad. Así, 

el signo de la velocidad en el movimiento rectilíneo indica el sentido dei movimiento. 

El sentido es bacia -h-OX si la velocidad es positiva y bacia -OX si es negativa, Algunas veces, en 
lenguaje coloquial, cuando nos referimos sólo a la magnitud de la velocidad utilizamos la palabra 
rapidez o celeridad. 

Unidades de velocidad. En el SI de unidades la velocidad se expresa en metros por segun¬ 
do o m s~^ Esta es la velocidad de un cuerpo que se mueve uniformemente un metro en un segundo. 
Desde luego, la velocidad se puede expresar también en una combinación de unidades de espacio y 
de tiempo, como kilómetros por bora, metros por minuto, etcétera. 


EJEMPLO 3.1 

Calcular la velocidad media de un automóvil que se desplaza en una línea recta (es decir, de forma 
rectilínea), cuyo kilometraje en ciertos tiempos está dado en la tabla siguiente: 


Tiempo (b: min) 
Kilometraje (km) 


03:02 

1582.6 


03:06 

1586.8 


03:12 

1593.4 


03:15 

1598.2 


03:20 

1606.4 


03:24 

1613.1 


O La velocidad media entre la primera y la última observación es 

_ ^ _ 1613.1 km - 1582.6 km _ 30.5 km 
Aí 3 h 24 min — 3 h 2 min 22 min 
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De manera parecida, resulta fácil verificar que la velocidad media entre las primeras dos observaciones 
es 1.05 km min"^ Dejamos al estudiante la tarea de calcular la velocidad media para cada uno de los 
otros intervalos. 


EJEMPLO 3,2 

Desplazamiento de un automóvil cuya velocidad, registrada en tiempos diferentes, está dada en la si- 
guiente tabla: 


Hempo (h: min) 09:06 09:10 09:13 09:18 09:20 09:24 

Velocidad (km h-^) 38 44 48 50 42 24 


O En la figura 3.6 hemos representado la velocidad como función dei tiempo. Para estimar la distancia total 
desplazada entre la primera observación y la última, podemos determinar el área bajo la curva. Como 
primera aproximación podemos medir el área de cada rectángulo que se muestra en la figura 3.6 y 
sumarias. Por ejemplo, el área dei primer rectángulo es 

(38 km h"*) x (4 min) = (38 km/60 min) x (4 min) = 2.53 km 

Si repetimos el procedimiento para los otros rectángulos obtenemos un valor de 2.53 + 2.20 + 4.00 + 
1.67 + 2.80 = 13.20 km. El cálculo se puede mejorar si utilizamos la velocidad media en cada intervalo, 
que para intervalos pequenos puede aproximarse hallando el valor medio de mediciones sucesivas. Así, 
para el primer intervalo, la velocidad media es |(38 + 44) km h~* = 41 km h"*. Entonces la distancia para 
el primer intervalo es 

(41 km h~') X (4 min) = (41 km/60 min) x (4 min) = 2.73 km 

Repitiendo el procedimiento para los otros intervalos tenemos 2.73 + 2.30 + 4.08 + 1.53 + 2.20 = 12.84 
km para la distancia. La técnica para resolver numéricamente el área bajo curvas es una rama especial de 
las matemáticas y tiene muchas aplicaciones. Un computador es una herramienta especialmente útil para 
hacer una tarea tan repetitiva como la sugerida por este ejemplo y el anterior. 


Figura 3.6 



EJEMPLO 3.3 

La posición (medida desde la parte superior dei plano) de un disco que se desliza por un plano inclinado, 
en cualquier instante, está dada por x = (3 m s-^)P + 1 m, donde x está en metros y / en segundos. 
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Calcular su velocidad media en el intervalo de tiempo entre (a) 2 s y 3 s, (b) 2 s y 2.1 s, (c) 2 s y 2.001 s, 
(d) 2 s y 2.0ÍX) 01 s. (e) Encontrar también la velocidad instantânea en 2 s. 

[> Sea íq = 2 s, que es común a todo el problema. Con ;c = (3 m s"^)/^ + 1 m, tenemos que jCq = (3 m s"^) x (2 
s)^ + 1 m = 13 m. Por tanto, en todos los casos, 

Ax = j£:-.ÍQ = :r-13m y At = t-tQ=t-2s. 

(a) Para / = 3 s, tenemos A/ = 1 s, 

;c = (3 m s-2) X (3 s) 2 + 1 m = 28 m y Ax = 28 m-13 m= 15 m. 

Así, = Ax/At (F-3)= 15 m/l s = 15 m s“^ 

(b) Para / = 2.1 s, se tiene que Aí = 0.1 s, 

;c = (3 m s"^) X (2.1 s)^ + 1 m = 14.23 m y Ax=1.23m. 

Así, = AxIAt = 1.23 m/0.1 s = 12.3 m s“^ 

(c) Para t = 2.001 s, tenemos At = 0.001 s, 

;c = (3 m s“^) X (2.001 s)^ + 1 m = 13.012 003 m y Ax = 0.012 003 m. 

Así, = AxIAt = 0.012 003 m/0.001 s = 12.(K)3 m s"^ 

(d) El estudiante puede comprobar que para í = 2.000 01 s, = 12.000 03 m s“*. 

(e) Notamos entonces que, a medida que Aí disminuye, la velocidad se acerca al valor de 12 m s“*, y 
podemos esperar que ésta sea la velocidad instantânea en í = 2 s. De hecho, 

d _ , ,, 

X) = — = — (3í +1) — dt 
dí dí 

Cuando hacemos í = 2 s, obtenemos y= 12 m s“^ 


3.4 Môvimíenfo rectilíneo: aceleración 


En general, cuando un cuerpo se mueve, su velocidad no siempre es la misma (observe el velocíme¬ 
tro de un automóvil). En algunos momentos el cuerpo va más rápido que en otros. Para medir el 
cambio de la velocidad de un cuerpo se ha introducido el concepto de aceleración. Refiriéndonos a 
la figura 3.7, supongamos que en el tiempo í hay un objeto en P con velocidad v y que en el tiempo 
í' está en F con velocidad v La aceleración media entre Py F se calcula mediante la relación 


v' — V Av 

'med = jr—t ~ Ãí 


(3.4) 


donde Ay = y' - y es el cambio de velocidad y, como antes. Aí = í' - í es el tiempo transcurrido. Por 
tanto. 


la aceleración media durante un cierto intervalo de tiempo está dada por el cociente dei 
cambio de velocidad entre el intervalo de tiempo. 

La aceleración instantânea es el limite de la aceleración media cuando el intervalo de 
tiempo. Aí, se hace muy pequeno. Esto es. 


a = lím 

At-.O 


Ax 
lim — 
A£-o Aí 
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Io que da como resultado 

dü _ d^x 

d = — ,0 Cl - -J2J- 

dt 


(3.5) 


puesto que v ■ 


dr 

d7 


Por lo tanto, 

la aceleración instantânea es igual a la tasa de cambio de la velocidad con respecto al 

tiempo. 

Operacionalmente, la aceleración instantânea se encuentra observando el pequeno cambio 
de velocidad dvque se efectúa en un intervalo de tiempo muy pequeno dr. En lo sucesivo, “acelera¬ 
ción” significará aceleración instantânea. Nótese que el signo de la aceleración depende de que 
dt/dr sea positiva o negativa. 

En general, la aceleración varía durante el movimiento. Si el movimiento rectilíneo tiene 
una aceleración constante, se dice que es uniformemente acelerado. Si la velocidad aumenta en 
valor absoluto con respecto al tiempo, como sucede cuando se presiona el acelerador de un automó- 
vil, se dice que el movimiento es “acelerado”; pero si la velocidad disminuye en valor absoluto con 
respecto al tiempo, se dice que es “desacelerado”, como sucede cuando se frena un automóvil. 

La aceleración se puede calcular también mediante una representación gráfica de v{t). Ha- 
ciendo referencia a la figura3.8, la aceleración media entre t y r'se obtiene midiendo At-AC y Av- 
CB en el triângulo ABC. Entonces 




Av 

At 


BC 

AC 


pendiente dei segmento de línea AB 


Si deseamos medir la aceleración en el tiempo t, debemos hallar la pendiente de la tangente a la 
curva en A que está dada, por ejemplo, por CD/AC. 

Si conocemos la aceleración como fiinción dei tiempo, podemos calcular el cambio de velocidad 
y - Uq en cualquier tiempo mediante un procedimiento parecido al utilizado para el desplazamiento. 




Figura 3.8 Gráfica de la velocidad como función dei tiempo. 


Figura 3.7 
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Primero dividimos el intervalo de íiempo í- íq en intervalos pequenos sucesivos díQ, dtp dí 2 , etc. En 
seguida calculamos la aceleración media Oq, a « 2 » ®tc., en cada intervalo. Después, con base en la 
ecuación 3.5, encontramos que los câmbios correspondientes de velocidad son a^dí^, a 2 d^ 2 ’ 
etc. Por tanto, el cambio total de velocidad es 


cambio de velocidad = v — Vq — üq dÍQ + «i dí^ + fl 2 <^^2 + ■" ~ X 

í 

Cuando los intervalos de tiempo dt. son muy pequenos, la sumatoria S«.dí. es equivalente a la 
integral J' a dt. Por tanto, el cambio de velocidad dei cuerpo es 


y _ ÜQ = fl dí 
' fo 


V = Vn + a dt 

'to 


(3.6) 


Esta expresión se puede usar siempre y cuando sea posible efectuar la integración. De otro modo 
podemos usar el mismo método gráfico que se explicó para el desplazamiento. Al observar la figura 
3.9, que es una gráfica de la aceleración en función dei tiempo, nos damos cuenta de que el cambio 
de velocidad entre íq y í es igual al área bajo la línea que representa a a(t). 



Podemos introducir otro concepto relacionado con la rapidez de cambio de la aceleración 
con respecto al tiempo, normalmente conocido como “tirón”. Esto podría resultar útil en casos 
donde la aceleración varia rápidamente, como en el lanzamiento de un cohete. No obstante, para la 
mayoría de las aplicaciones de mecânica, los conceptos de velocidad y aceleración son suficientes. 

Unidades de aceleración. En el SI de unidades la aceleración se expresa en metros por 
segundo por segundo, es decir (m s"*)s“* = m s“^. Esta es la aceleración de un cuerpo cuya velocidad 
aumenta un metro por segundo en un segundo, con aceleración constante. Pero la aceleración se 
puede expresar también en otras unidades como (km h“*)s“*, que da el cambio de velocidad expre- 
sado en km h“* en un segundo. 


Figura 3.9 Gráfica de la 
aceleración como función dei 
tiempo. 


EJEMPLO 3.4 

Tomando en cuenta los datos dei ejemplo 3.2, calcular la aceleración media. 
^ La aceleración media durante el intervalo completo es 


_ Ai;_(24kmh“i -38kmh-‘)_ -14kmh-‘ 
Aí (9 h24min — 9 hómin) 18 min 


0.78 km 
(60 min) min 


0.013 km min 


-0.778 


km 

hmin 
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El signo negativo indica que en todo el intervalo el movimiento fue desacelerado. Por el mismo método 
de cálculo, la aceleración fue +1.5 km h"* min"*, es decir + 0.025 km min"^ durante el primer intervalo y 
el movimiento fue acelerado, mientras que la aceleración fue de - 4.5 km h"* min"*, esto es - 0.075 km 
min"^ en el último intervalo y el movimiento fue desacelerado. 


EJEMPLO 3.5 

Un automóvil es acelerado durante unos pocos segundos, de modo que su posición a lo largo de la 
carretera como función dei tiempo está dada por 

X = (0.2 m s"^)/^ + (0.5 m s~^)P- + 0.5 m 

donde ;c está en metros y / en segundos. Hallar (a) la velocidad y la aceleración en cualquier instante; (b) 
la posición, la velocidad y la aceleración a / = 2 s y 3 s; y (c) la velocidad y aceleración medias entre / = 
2 s y / = 3 s. 

O (a) Mediante las ecuaciones 3.2 y 3.5 podemos escribir 


dx d 

v^ = [(0.2 ms-3) + (0.5ms-2)/2 + 0.5m] = (0.6 ms-^) + 

dt dt 

a- — = — [(0.6 ms"^) /^ + (1.0 ms”^)r] = (1.2 ms"^) / + 1.0 ms"^ 

dí dí 


(b) Al tiempo / = 2 s, usando las expresiones correspondientes, tenemos 
X = 4.1 m, y= 4.4 m s"*, a = 3.4 m s~^ 

De manera similar, para t-3s 

X = 10.4 m, i;= 8.4 m s"*, a = 4.6 m s"^ 

(c) Para hallar la velocidad y la aceleración medias entre / = 2syr = 3s, tenemos A/ = 1 s y, de la 
parte (b), Ax = 6.3 m y Aí;= 4.0 m s"*. Entonces ^ 

Ax 6.3 m 
‘'med- Yt ~ ~Ts 

Av 4.0ms~‘ 


.«med 


= 6.3 ms ^ 

= 4.0 ms"^ 


1 s 


3.5 Âlgunos movimíeníos especiales 

Consideremos ahora dos tipos importantes de movimiento. Las relaciones obtenidas en esta sec- 
ción se utilizarán muchas veces a lo largo de todo el libro. 

(a) Movimiento recíilíneo uniforme. Como veremos en el capítulo 6, este movimiento es el 
producido cuando las fuerzas que actúan sobre un cuerpo suman cero. Cuando un cuerpo se en- 
cuentra en movimiento rectilíneo uniforme, su velocidad yes constante. Por tanto 



dí 

es decir, no hay aceleración. De la ecuación 3.3, cuando yes constante, tenemos 

X = Xo + V dt = Xq + V dt 
•I to ^0 













V 


X 
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Figura 3.10 Gráficas de la 
velocidad y el desplazamiento 
en el movimiento uniforme. 


O 


x = Xo + v(t- to) (3.7) 

En la figura 3.10(a) se presenta la gráfica de ycomo función de / y en la 3.10(b) se tiene la gráfica 
de X como función de t para el movimiento rectilíneo uniforme. 

(b) Movimiento rectilíneo uniformemente acelerado. Éste se produce cuando la fuerza neta 
que actúa sobre un cuerpo es constante. Cuando un cuerpo se encuentra en movimiento rectilíneo 
uniformemente acelerado, su aceleración es constante. Por tanto, de la ecuación 3.6 tenemos 


V = Vo + 


a dt — Vq + a dt 


V to 


v = Vo + a{t- to) 

También de la ecuación 3.3 tenemos 


(3.8) 


X = Xo + [i^o + «(í - ío)] dí 


Xn + Vr 


dt + a (í — to) dt 


o 

X = Xo + Voit - ío) + ^a{t - to)^ (3.9) 

Además, cuando eliminamos í - Íq, combinando las ecuaciones 3.8 y 3.9 obtenemos la útil relación 

= vl + 2a{x — Xo) (3.10) 

Cuando, por razones de simplicidad, hacemos = 0 y Xq = 0, las ecuaciones 3.8 y 3.9 se 
convierten en 

x = Vot + ^at^ 


V = Vo + at 


y 
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V 


X 


Figura 3.11 Gráficas de la 
velocidad y el desplazamiento en 
el inovimiento uniformemente 
acelerado. 


Figura 3.12 Cálculo dei 
desplazamiento en el movimiento 
uniformemente acelerado. 




Ambas ecuaciones han sido graficadas en la figura 3.11. En el caso especial en que también Vq = 0, 
las ecuaciones 3.8, 3.9 y 3.10 quedan 

V = at, X = jat^ y = 2ax (3.11) 

Las ecuaciones 3.11 muestran que el desplazamiento de un cuerpo uniformemente acelerado varia 
con el cuadrado dei tiempo y que la velocidad varia como la raiz cuadrada dei desplazamiento. 
Éstas son caracteristkas interesantes que sirven para identificar el movimiento uniformemente ace¬ 
lerado. De hecho, mediante la relación de proporcionalidad xai^, Galileo demostró que los cuerpos 
en caida libre, asf como los que se deslizan o ruedan por un plano inclinado, se hallan en movimien¬ 
to uniformemente acelerado. 

La relación 3.9 se puede deducir también calculando el área bajo la gráfica de la velocidad 
de un cuerpo en aceleración uniforme (Fig. 3.12); es decir, 

desplazamiento = x-Xq = área ABEC = área ABDC + área CDE 

Pero el área ABDC = AC x AB = VqÍí - /q) y el área CDE = }CD x DE = /q)^. Por tanto, 

x-Xq= VqÍí - í(j) + \a{t - Íq)^ 





Movimienfo vertical libre bajo la acción de la gravedad 


Tabla 3.1 Resumen de relaciones dei movimiento rectilíneo 
Movimiento uniforme a = 0 

V = const. 
x = Xo + v(t - to) 

•Movimiento uniformemente acelerado 

a = const. 
v = Vo + a{t - to) 
x = Xo + Voit - to) + ia(r - to)^ 
= vl + 2a(x — Xo) 


EJEMPLO 3.6 

Un tren se mueve a lo largo de una sección recta de vía con una velocidad de 180 km h"*. La desaceleración 
de frenado es de 2 m s"^. Suponiendo que la desaceleración permanece constante, ^a qué distancia de una 
estación el maquinista deberá aplicar los frenos para que el tren se detenga en ella? ^Cuánto tardará el 
tren en detenerse? 

O Tenemos Vq = 180 km h~* = 50 m s“* y a = -2 m s“^, También, como el tren se detiene, v=0. Entonces, 
mediante la ecuación 3.10, 

0 = (50 m s“*)^ + 2(-2.0 m s"^)(jr - Xq) 
de modo que 

2500 m^s"^ 

X — Xo = -— = 625 m '• 

4ms 

El tiempo que se necesita para detener el tren se encuentra con la ecuación 3.8 con i;= 0: 

0 = 50 m s"^ + (-2 m s~^)(í -tf) o t- íq- 25 s 


3.6 Movimiento vertical libre bajo la acción de la gravedad 

Se ha comprobado experimentalmente que, cuando un cuerpo cae bajo la acción de la gravedad una 
distancia relativamente corta de unos cuantos metros, el movimiento es uniformemente acelerado. 
Esta aceleración es la misma para todos los cuerpos, se denota con g y se conoce como acelera- 
ción de la gravedad. Por supuesto, si el movimiento es hacia arriba, la aceleración es la misma (es 
decir, hacia abajo) pero el movimiento es desacelerado. Estas afirmaciones son correctas siempre y 
cuando podamos despreciar los efectos debidos a la resistência dei aire, y por tanto se pueden 
aplicar a cuerpos compactos cuando se mueven verticalmente distancias no mayores de unos cien- 
tos de metros. El valor de g varia de un lugar a otro de la superfície terrestre, pero siempre está 
cercano a 5 ^= 9.8 m s“^. Como veremos en el capítulo 11, la aceleración de la gravedad disminuye 
según nos alejamos por debajo o por encima de la superfície terrestre, pero el cambio es muy 
pequeno para variaciones de hasta algunos miles de metros. Por ejemplo, en la cima de una monta- 
na de ICKX) m de altura el valor de p^disminuyp sólo un 0.03%. 

Cuando se estudia el movimiento vertjcal, se puede tomar cualquiera de los sentidos, hacia 
arriba o hacia abajo, como positivo. Si el sentido hacia arriba se toma como positivo, definimos a = 
-g, donde el signo negativo se debe a que la aceleración gravitacional es siempre hacia abajo. Además, 
la velocidad dei cuerpo es positiva si éste se mueve hacia arriba y negativa si lo hace hacia abajo. 

Para el movimiento vertical, con a = - 5 ^=-9.8 m s~^, las relaciones de la tabla 3.1 son 

( v = Vo-9{t-to) 

sentido positivo hacia arriba < y = yo + ^o) “ 29Ít — ío)^ (3.12) 

= vl- 2giy - yo) 
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suck> y su velocidad en esc instante. 

^ n «- 08 m H V = Va = 100 m (cl origen de coordenadas foc 

Mediante las ecuaciooes 3.12, coo íq - 0. / tenemos 

_A. «t «ia,.*! Hd. la calle> V <7= 9.8 m s-^ a cualquier iiempo / tenemos. 


r= 98 tn s-'- (9.8 m s-^ 
y = 100 m + (98 m s"*)/ - (4.9 m rV 

En el punto de altura máxima, r = 0. Por tanto 

98 m s-‘- (9.8 m r*)/= 0 o 


Susütuyeodo el valor de / en la expresk^ de y tenemos 

y, = 100 ra + (98 m s-‘K10 s) - (4.9 m s-^XlO s)^ = 590 m 

A fin de obtener el tiempo necesario para Ikgar el suelo (es decir. cl punto O. hacemos - ®- 
pues C es noestro origen de coordenadas. Entonces 


0 = 100 m + (98 m s-‘)<-{4.9 m s-^X^ 
es una ecuacióo de segundo grado (o cuadrática) en /, cuyas raices son 
/ = - 0.96 s y / = 20.96 s 
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na colocando el orifcn de codrdenadas ea A. Entoncea 


EJ£MP10X8 

Sc laiuta una pelota veiticalmente bacia arriba con una velocidad inicial de 50 m a**. Dos segundos 
deqaiés se lanza otra pelota bacia amba con la misma velocidad. (pté altura y en <pi6 tiempo te 
encontrarán? ^Cuál será $u velocidad cuando se enci^tren? 

t> Tótnese el ongen de coordenadas en la posición inicial de los cuerjxM y el sentido bacia arriba como 
positivo. Pari la (ximeta pelota, con * 0, tenemos 

V = Co -gt y y * y„/ _ jgfi 

Como la segunda pelota se lanza a s 2 s, dcbemos cscribir 

V ^v„-g(t-2) y y = Vo(t - 2) - ig(t - 2)^ 

Cuando se encuentren. y' = y, lo que da 


t’oí - = »o(f - 2) - jg(t - 2)2 

Cancelando los términos comunes de ambos lados, tenemos 


0 = -2vçy-2g + 2gt = 2{-Vo - g + gt) 


Por tanto i - v^/g ■¥ I = 50/9.8 + 1 = 6.10 s. La altura a la que se encuentran se puede bailar ahora 
mediante cualquiera de las expresiones de y o /. El resultado es 122.7 m. 

Las velocidades respectivas, que se ballan mediante la primera ecuación de cada conjunto, son 
v= -9.78 m s"’ y ü '= +9.82 m s~‘. En otras palabras, dentro de la piecisión de los cálculos, ambos 
cuerpos se muevcn con la misma rapidez (9,8 m s"*) pero en direcciones opuestas. El prímer cuerpo ba 
alcanzado ya su altura máxima, = v^üg = 127.6 m, al tíempo r = Vy = 5.10 s y se encuentra de 
rcgreso cuando el segundo aún se dirige bacia arriba. 

Este ejemplo muestra la importância de mantener una orientación consistente de los ejes a lo 
•argo de todo el problema. 




Representacíón vectorial de la velocidad y la aceleroción en el movimiento 
rectilíneo 


uando una partícula se mueve en línea recta, su posición se puede expresar mediante un v 
* - OP, ÊMe vector proporciona el desplazamiento de la partícula con relación al orígen i 
orntô parecida, la velocidad en cl movimiento rectilíneo está representada por un vector 
^ngttud Cüiá dada por v = dxJàt y cuya dirección coincide con la dei movimiento (Fig. 3 
ei movimiento rectilíneo sólo se puede producir en uno de los dos sentidos opuesu 

»cctor Ví^i/jcidad puede estar en la dirección + OX o - OX. Esto también se puede determina 
signo dc dx/d/. 
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V y a positívas v y a negativas 

^ I 

O 
(a) 


O 

(a) Movimiento (b) Movimiento 

(b) hacia arriba bacia abajo 


Figura 3.14 Relación vectorial entre velocidad y aceleración en el movimiento rectilíneo. La Figura 3.15 (a) Movimiento hacia arriba: la 

posición de la partícula, en cada caso, está dada por el vector jr = OP. (a) Movimiento acelerado: V velocidad y la aceleración tienen sentidos opuestos; 

y a tienen el mismo sentido, (b) Movimiento retardado: Vy a tienen sentidos opuestos. (b) movimiento hacia abajo: la velocidad y la 

aceleración tienen el mismo sentido. 

La aceleración está representada por un vector cuya magnitud está dada por la ecuación 
3.5. El vector apunta en el sentido de OX o en el opuesto, dependiendo dei sentido dei cambio de 
velocidad, es decir, de que àviát sea positiva o negativa. 

Si I es un vector unitário que apunta en el sentido positivo (+OX dei eje X), podemos escribir 
en forma vectorial 

.. . dy 

x = IX, V = ív = I - — V a = ia = I — (3.14) 

dí dí 

Los vectores x, v y a apuntan en el sentido de i o en el opuesto, dependiendo de los signos de x, àx/ 
dt y àvídt, respectivamente. El movimiento puede ser acelerado o desacelerado, si vy a apuntan en 
el mismo sentido o en sentidos opuestos (Fig. 3.14). Por tanto, si yy a tienen el mismo signo, el 
movimiento es acelerado; si los signos son contrários, el movimiento es desacelerado. 

Para el caso dei movimiento vertical de un cuerpo bajo la acción de la gravedad, la acelera¬ 
ción g siempre es hacia abajo (Fig. 3.15). La velocidad es un vector que apunta hacia arriba o hacia 
abajo, dependiendo dei sentido en el cual se mueve el cuerpo. Así, el movimiento libre hacia arriba 
siempre es desacelerado mientras que el movimiento libre hacia abajo es acelerado. 

3.8 Cômposícíón d@ velocidades y aceleradones 

En muchos casos un cuerpo está sujeto a distintos agentes, dándole cada uno de ellos una velocidad 
y/o aceleración diferentes. El movimiento resultante se obtiene mediante la combinación de las 
respectivas velocidades y aceleraciones, de acuerdo con las regias de la suma de vectores. 

Por ejemplo, supóngase que se tiene un bote que se mueve con velocidad Fg en relación con 
el agua (Fig. 3.16). Si el agua está en reposo, Fg es también la velocidad dei bote medida por un 
observador en la orilla. Pero si el agua fluye con cierta rapidez, este hecho introduce un factor de 
arrastre que debe anadirse a la velocidad dei bote. Así, la velocidad resultante dei bote, medida por 
el observador de la orilla, es la suma vectorial de la velocidad dei bote Fg en relación con el agua y 
la velocidad de arrastre Vç, debida a la corriente de agua; esto es 

V= Fb+ Vc 

Una lógica parecida se aplica a los objetos que se mueven por aire, como los aeroplanos. 
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Figura 3.16 Composición de 
velocidades: (a) el bote se 
mueve corriente abajo; (b) el 
bote se mueve corriente arriba; 
(c) el bote se mueve a través de 
la corriente. 


EJEMPLO 3.9 

Un bote de motor se dirige hacia el norte a 15 km h"* en un lugar donde la corriente es de 5 km h"* en 
dirección S 70° E. Hallar la velocidad resultante dei bote con relación a la orilla. 

O Este problema se resuelve de manera gráfica en la figura 3.17, donde Vg es la velocidad dei bote en 
relación con la dei agua, la velocidad de arrastre o de la corriente y V la velocidad resultante con 
respecto a la orilla obtenida de 

V=V^+Vc 

Analiticamente, como 6= 180° - 70° =110°, la ley de los cosenos, ecuación A,3, nos da la magnitud de 
V como 

F= [15^ + 5" + 2(15)(5)cos ^ 14.1 kmh-^ 

Para obtener la dirección aplicamos la ley de los senos, ecuación A.4, 




V _ Vç 

sen 9 sen P 



Figura 3.17 


o sea P= 19.4°; el movimiento resultante está en la dirección N 19.4° E. 



EJEMPLO 3.10 

Un bote de carreras se desplaza en la dirección N 30° E a 25 km h“‘. Se encuentra en un lugar donde la corrien¬ 
te da un movimiento resultante de 30 km Ir^ en la dirección N 50° E. Hallar la velocidad de la corriente. 


^ Llamemos Fg a la velocidad dei bote, Vç, a la de la corriente y Fa la resultante; tenemos F= Fg + Vç., de 
modo que Vç, = F- Fg. Los vectores Fy Fg se muestran en la figura 3.18, así como la diferencia entre 
ellos, que es Vç.. Para calcular Vç., notamos que el ângulo entre F y Fg es de 20°. Así, mediante la 
ecuación A.6, 


Fc = [302 + 252 _ 2(30)(25) cos 20°]>/2 = 10.74 km h-^ 







fiUl 





s 

Figura 3.18 


Figura 3.19 Aceleración en un 
plano inclinado. 


Para obtener Ia dirección de obtenemos primero el ângulo a entre Vç, y mediante la ecuación A.4 


V 


Vr 


sen a , sen 20° 


Sena 


Fsen20° 


0.955 


lo que da a = 72° 45'. Por tanto, el ângulo con el eje NS es 72° 45'-}- 30° = 102° 45'y la dirección de Vq 
esS77° 15'E. 


iJEMPLO 3.II 

Aceleración de un cuerpo que se desliza a lo largo de un plano inclinado. 

[> Sea P (Fig. 3.19) un cuerpo que se desliza por un plano inclinado AB sin fricción. El plano forma un 
ângulo 9. Si el plano no estuviera en su lugar, el cuerpo caería libremente a lo largo de la vertical con la 
aceleración de la gravedad, 5 -= 9.8 m s"^. Las componentes de g paralela y perpendicular al plano son 
a = p' sen 0 y a'= gcos 9. La componente a da la aceleración dei cuerpo a lo largo dei plano. La componen¬ 
te a' no produce ningún movimiento porque el plano se opone al movimiento perpendicular a él (es 
decir, la suma de las fuerzas normales al plano da cero, según veremos en el capítulo 7). Notemos que 
cuanto más pequena sea la inclinación dei plano con respecto a la horizontal, menor será la aceleración 
a lo largo dei plano. 



3.9 Môvimlenfo relafivo 

Considere dos objetos A y B y un observador O que utiliza el sistema de referencia de ejes XVZ 
(Fig. 3.20). Las velocidades deAyB con relación a O son y V^. Entonces la velocidad de B con 
relación a A está dada por 

Vba=Vb-V^ (3,15) 

y la velocidad de A en relación con B está dada por 

^AB = (3.16) 



Figura 3.20 Definición de 
velocidad relativa. 


X 


Y 










Por tanto, para obtener la velocldad relativa de dos cuerpos, se restan sus velocidades con relación 
a un observador. Observemos que 
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(3.17) 


En otras palabras, la velocidad de B en relación con A es igual y opuesta a la de A en relación con B. 

De manera parecida, si y son las aceleraciones deByA con respecto a un observador 
O, entonces 

%A = «B - «A y «AB = «A - «B (3.18) 


son, respectivamente, la aceleración de B en relación con A y de A en relación con B. Por tanto, para 
obtener la aceleración relativa de dos cuerpos se restan sus aceleraciones con respecto al observador. 


ÊJEMPLO 3J2 

Un avión (Fig. 3.21) vuela hacia el norte a 300 km h“* en relación con el suelo. Al mismo tiempo otro 
avión B vuela en dirección N 60° a 200 km h"* en relación con el suelo. Hallar la velocidad de A con 
respecto a 5 y de B con respecto a A. 


[> En la figura 3.21 (a) y (b) se representan las velocidades é&AyB con respecto al suelo. A la derecha, en la 
figura 3.21(c), tenemos la velocidad de A en relación con B, es decir, - Vg y la de 5 en relación con 

A, es decir, Fg^ = ~ Notemos que F^g = - Fg^, como debe ser según la ecuación 3.17. 

Para calcular F^g utilizamos la ecuación A,6,itomando en cuenta que el ângulo 0 entre F^ y Fg es 
de 60°. Así 

Vab = [3002 ^ 2002 ~ 2(300)(200)cos 60°]'/2 ^ 264.6kmh"'. 


Para obtener la dirección de ^AB Utilizamos las leyes de los senos, ecuación A.4: 


Vb _ Vab 
sen a sen 60° 



lo que da a = 40.7°. Por tanto, a un pasajero que viaja en el aeroplano B le parece que el aeroplano A se 
mueve a 264.6 km h“* en la dirección N 40.7° E. La velocidad relativa Fg^ tiene la misma magnitud, 
264.6 km h"*, pero la dirección opuesta S 40.7° O. 



S 

(a) 


(b) 


(c) 


Figura 3.21 
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Nota 3ol La edad dei universo 

Un problema que siempre ha fascinado a filósofos y científicos es la forma en que se inició el universo, si éste tuvo un inicio, y 
cuánto tiempo hace de ello. Se ha aprendido mucho en las últimas décadas acerca de las condiciones dei universo temprano. Se 
verán algunos aspectos en las secciones 11.2 y 41.9. Por ahora es suficiente mencionar la idea de que el universo se inició como 
una singularidad en el espacio y el tiempo, que se conoce como la Gran Explosión. Entonces todo estaba condensado en un 
espacio pequeno en el que existían densidades y temperaturas extremadamente altas (en realidad, esa explosión fue el principio 
dei espacio y el tiempo como los conocemos). Desde entonces el universo ha estado en expansión continua de modo que la 
densidad y la temperatura medias han disminuido continuamente. 

La velocidad de expansión dei universo (esto es, la rapidez con que las galaxias se alejan entre sí) está determinada por la 
ley de Hubble, descubierta en 1929 por el astrónomo Edwin Hubble (1889-1953) al analizar los espectros de galaxias lejanas 
(véase la Sec. 28.14). Esta ley establece que la velocidad de separación de dos galaxias dei universo es directamente proporcional 
a su separación. Así, si tenemos dos galaxias apartadas entre sí una distancia R, su velocidad relativa de separación actual es 


v=HR 

donde H es un factor de proporcionalidad conocido como 
(con un error de ± 35% es 

H = 2.32 X 10-‘® s-’ = 22 km s-‘ MALuz-^ 


parâmetro de Hubble. El valor normalmente aceptado de este parâmetro 


Un MALuz (mega-ano luz) es 9.46 x 10^* m (véase el Prob. 2,10). 

No estamos seguros de si H es una constante o varia con el tiempo. Por simplicidad, supongamos que es constante. 
Entonces podemos definir un tiempo igual a RIv, que corresponde al tiempo en que dos galaxias alcanzan una separación R. 
Mediante la ley de Hubble hallamos que ^ 

=: — = — = 4,3 X 10^^ s = 1.36 X 10^° anos 
V H 

Este tiempo, conocido como tiempo de Hubble, se considera una estimación aproximada dei orden de magnitud dei tiempo transcu- 
rrido desde la Gran Explosión y, por tanto, de la edad dei universo. Se han efectuado otras estimaciones, de entre 1.0 y 2.0 x 10*® 
anos. Lo más probable es que valga unos 1.5 x 10*® anos. Regresaremos a esta cuestión con más detalles en los capítulos 11 y 41. 

A partir dei tiempo de Hubble podemos estimar el “tamano” dei universo observable. Como la luz (es decir, la radiación 
electromagnética) viaja con una velocidad c = 3 x 10® m s“*, la distancia más grande, conocida como distancia de Hubble, que 
se puede observar desde la Tierra es 

dn = cíh = (3 X 10® ms“'^) x (4.3 x 10*’ s) = 1.3 x 10^^ m 

aproximadamente 1.3 x lO'* MALuz. Esta distancia se conoce también como horizonte dei universo. 

El objeto más lejano, y viejo (observado en 1989) se encuentra cerca de la constelación de la Osa Mayor. Es un objeto con 
forma de estrella, llamado cuasar, designado con PC-1158 + 4635, y se estima a una distancia de 1.4 x 10"* MALuz. Por tanto, se 
encuentra muy cerca dei horizonte dei universo. Han transcurrido unos 1.4 x 10*® anos para que su luz nos llegue y, por tanto, lo 
observamos tal como era 0.1 x 10*® anos después de la Gran Explosión. Se espera que la información obtenida de su estúdio 
proporcione algunas claves sobre el universo temprano. El térniino “cuasar” es una abreviatura de “fuente de radio cMfl5'i-estelflr”. 


PMGUNTÂS 


3.1 iQué se quiere decir con “el movimiento es relativo”? 

3.2 ^Por qué un observador debe definir un sistema de 
referencia para el análisis dei movimiento de los cuerpos? 

3.3 Un cuerpo se lanza verticalmente hacia arriba con una 
velocidad Vq. ^Cuáles serán la velocidad y la aceleración cuando 


(a) el cuerpo alcance su punto más alto y (b) el cuerpo regrese a 
la superfície terrestre? 

3.4 Dibuje los vectores que representan la velocidad y la 
aceleración de (a) un cuerpo en caída libre y (b) un cuerpo que 
se mueve verticalmente hacia arriba. 









3.5 ^Cómo cambian la velocidad y la aceleración de un 
cuerpo cuando se mueve libremente (a) bacia arriba y (b) bacia 
abajo? 

3.6 ^Cómò se puede distinguir experimentalmente el 
movimiento uniforme dei acelerado? 

3.7 Un cuerpo es lanzado verticalmente bacia arriba. Después 
de que alcanzâ cierta altura, comienza a caer. Haga un diagrama 
que muestre la velocidad y la aceleración cuando pasa por el 
mismo punto bacia arriba y bacia abajo. 

3.8 ^Por qué la velocidad y la aceleración son cantidades 
vectoriales? 

PROBLEMAS 

3.1 Un cuerpo empieza a moverse con velocidad inicial de 3 
m s“* y una aceleración constante de 4 m s“^ en el mismo 
sentido que la velocidad. (a) ^Cuál es la velocidad dei cuerpo y 
la distancia recorrida al término de 7 s? (b) Resuelva el mismo 
problema para un cuerpo cuya aceleración tenga sentido opuesto 
al de la velocidad. (c) En cada caso escriba la expresión para la 
velocidad y el desplazamiento como función dei tiempo. 

3.2 Un avión, para despegar, recorre una trayectoria de 600 m 
en 15 s. (a) Suponiendo que tiene una aceleración constante, 
calcule la velocidad de despegue, (b) Calcule también la 
aceleración en m s"^. 

3.3 Uh automóvil inicialmente en reposo alcanza 60 km b~* en 
15 segundos, (a) Calcule la aceleración media en m min~^ y la 
distancia recorrida, (b) Suponiendo que la aceleración es 
constante, ^cuántos segundos más tardará el auto en alcanzar 80 
km b“^? (c) iCuál será la distancia total recorrida? 

3.4 Un auto parte dei reposo y se mueve con una aceleración 
de 1 m s"^ durante 10 s. El conductor apaga entonces el motor y 
permite que el auto desacelere, debido a la fricción y al arrastre 
dei aire, durante 10 s con una aceleración de 5 x 10“^ m s~^. 
Entonces aplica el freno y el auto queda en reposo durante 5 
segundos más. (a) Haga una gráfica dea, vyx en función de /. 
(b) Calcule la distancia total recorrida por el automóvil. 

3.5 Un automóvil parte dei reposo con una aceleración de 4 m 
s~^ durante 4 s. En los siguientes 10 s tiene un movimiento 
uniforme. Después se aplican los frenos y el auto desacelera a 
razón de 8 m s“^ basta que se detiene. (a) Haga una gráfica de la 
velocidad en función dei tiempo. (b) Verifique que el área 
limitada por la curva de velocidad y el eje dei tiempo sea una 
medida de la distancia total recorrida. 

3.6 Un automóvil se está moviendo con una rapidez de 45 
km b"* cuando se enciende la luz roja dei semáforo de la 
siguiente esquina. Si el tiempo de reacción dei conductor es de 
0.7 s y el auto desacelera a razón de 2 m s"^ en cuanto el 
cbofer aplica el freno, calcule la distancia que recorre el auto 
desde el momento en que el conductor ve la luz roja basta que 
el cocbe se detiene. (El “tiempo de reacción” es el intervalo 
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3.9 Un pájaro vuela borizontalmente y en línea recta con í:' a 
velocidad constante en relación con la tierra. i;En qué * ^ 

condiciones parecerá el pájaro en reposo con rèspêcto a un 
observador ubicado en un automóvil que se mueve ^ Iti llr^í*^ 
de una carretera? ^En qué circunstancia parecerá quee!^^ 
se desplaza bacia atrás? 

3.1® Explique por qué la velocidad de A en relación con B y 
la de B en relación con A tienen la misma magnitud pero 
direcciones opuestas. 

3.Í1 Los meteoritos llegan a la parte superior de la atmósfera 
terrestre con una velocidad dei orden de los lO'^ m s“^ ^Cuál es 
sü velocidad en km b"^? 


entre el momento en que el cbofer ve la luz roja y el momento 
en que aplica el freno.) 

3.7 Dos automóviles. Ay B, se mueven en la misma dirección 
con velocidades y v^, respectivamente. Cuando el auto A está 
a una distancia d detrás de B, se aplica el freno en A, 
produciendo una desaceleración a. Verifique que para evitar un 
cboque entre Ay B es necesario que v^-v^< {2ad)^'^. (Suge ren¬ 
da: Use la posición inicial de A como origen de coordenadas.) 

3.8 Dos cuerpos. Ay B, se mueven en el mismo sentido. Cuando 
t = 0, sus respectivas velocidades son 1 m s~^ y 3 m s"* y sus 
aceleraciones respectivas son 2 m s"^ y 1 m s"^. Si A está a 1.5 m 
adelante de 5 en / = 0, calcular cuándo y dónde estarán uno al lado 
dei otro. 

3.9 Un cuerpo se mueve a lo largo de una línea recta de 
acuerdo con la ley x = 16t - 6/^, con x medida en metros y t en 
segundos, (a) Hallar la posición dei cuerpo en el tiempo 
t=ls. (b) ^En qué tiempo pasará el cuerpo por el origen? 

(c) Calcule la velocidad media en el intervalo 0 < / < 2 s. (d) Halle 
la expresión general de la velocidad media en el intervalo íq < / 

< (íq + Aí), (e) Calcule la velocidad instantânea en cualquier 
tiempo dado. (f) Calcule la velocidad en el tiempo í = 0. (g) ^En 
qué tiempos y posiciones estará el cuerpo en reposo? (b) Halle 
la expresión general de la aceleración media en el intervalo de 
tiempo ÍQ<t<(tQ- At), (i) Halle la expresión general de 
la aceleración en cualquier instante, (j) ^En qué momentos la 
aceleración es cero? (k) Grafique, en un solo conjunto de ejes, x 
contra t, i; contra ty a contra t. (1) ^En qué tiempos el movi¬ 
miento es acelerado y en cuáles es desacelerado? 

3.10 La aceleración de un cuerpo que se mueve en línea recta 
está dada por a = 4-t^, con a en m s“^ y / en segundos. 

(a) Halle las expresiones para la velocidad y el desplazamiento en 
función dei tiempo, dado que cuando / = 3s, y=2ms“^yx = 9 
m. (b) Grafique a, vy xen función dei tiempo. (c) ^Cuándo es 
acelerado el movimiento y cuándo es desacelerado? 

3.11 Un cuerpo se encuentra en movimiento rectilíneo con 
una aceleración dada por a = 32 - 4y. Las condiciones iniciales 
son x = 0yy=4at = 0. Halle (a) v como función de t, (b) x 
como función de / y (c) x como función de v. 
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3.12 La posición de un cuerpo en movimiento en términos 
dei tiempo está dada en la figura 3.22. Indique (a) si el 
movimiento tiene sentido positivo o negativo, (b) cuándo es 
acelerado o desacelerado, (c) cuándo pasa el cuerpo por el 
origen y (d) cuándo es cero la velocidad. Haga también una 
gráfica de la velocidad con respecto al tiempo. Estime, usando 
la gráfica, la velocidad media entre (e) / = 1 s y / = 3 s, 

(0 / = 1 s y / = 2.2 s, (^) / = 1 s y / = 1.8 s. 


X(m) 



Figura 3.22 

3.13 Una piedra cae desde un globo que desciende con 
velocidad uniforme de 12 m s“*. (a) Calcule la velocidad y la 
distancia recorrida por la piedra después de 10 s. (b) Resuelva el 
mismo problema para el caso en que el globo se eleva uniforme¬ 
mente a 12 m s"^ 

3.14 Se lanza una piedra bacia arriba desde el fondo de un 
pozo de 48 m de profundidad con una velocidad inicial de 73.5 
m s"*. (a) Calcule cuánto tiempo tardará la piedra en alcanzar el 
borde dei pozo y su velocidad cuándo llegue. (b) Explique las 
respuestas posibles. 

3.15 Un hombre situado en la azotea de un edifício lanza una 
pelota verticalmente bacia arriba con una velocidad de 12.25 m 
s~^ La pelota llega al suelo 4.25 s después. (a) ^Cuál es la altura 
máxima que alcanza la pelota? (b) ^Qué altura tiene el edifício? 
(c) ^Con qué velocidad llega la pelota al suelo? 

3.16 Un cuerpo que cae recorre 65.1 m en el último segundo 
de su movimiento. Suponiendo que empezó desde el reposo, 
determine (a) la altura desde la cual cayó y (b) cuánto tiempo 
tardó en llegar al suelo. 

3.17 Se deja caer un cuerpo al mismo tiempo que otro es 
lanzado bacia abajo con una velocidad inicial de 1 m s~*. 
^Cuándo será de 18 m la distancia entre ellos? 

3.18 Dos cuerpos son lanzados verticalmente bacia arriba con 
la misma velocidad inicial de 98 m s“^ pero 4 s uno después de 
otro. (a) ^Cuánto tiempo tardarán en encontrarse desde que el 
primero fue lanzado? (b) ^ A qué distancia por encima (o por 
debajo) de la posición inicial se encontrarán? 

3.19 Se lanza una piedra desde la azotea de un edifício. El 
sonido de la piedra al golpear el suelo se escucba 6.5 s después. 
Si la velocidad dei sonido es de 340 m s“^ calcule la altura dei 
edifício. 


3.20 Dos trenes. Ay B, se desplazan en vias paralelas a 70 
km b"* y 90 km b“^ respectivamente. Calcule la velocidad 
relativa de B con respecto a A cuándo (a) se mueven en el 
mismo sentido, (b) se mueven en sentidos opuestos. 

3.21 Resuelva el problema anterior si las vias forman entre si 
un ângulo de 60°. 

3.22 Un tren sale de la ciudad A a las 12:00 boras bacia la 
ciudad B, que está a 400 km, y mantiene una velocidad constan¬ 
te de 100 km b~^ Otro tren sale de la ciudad B a las 2:00 p.m. y 
mantiene una velocidad constante de 70 km b“^ Determine el 
tiempo al cual se encuentran los trenes y la distancia a la ciudad 
A si (a) el segundo tren se dirige bacia A y (b) el segundo tren se 
aleja de A. 

3.23 Una persona que conduce a 80 km b“* durante una 
tormenta observa que las gotas de lluvia dejan un rastro en la 
ventanilla lateral dei vebiculo y que forrnan un ângulo de 80° 
con respecto a la vertical. Cuándo la persona detiene el 
automóvil, observa que la lluvia cae verticalmente. Calcule la 
velocidad relativa de la lluvia con respecto al automóvil (a) 
cuándo está en reposo y (b) cuándo se mueve a 80 km b“*. 

3.24 Dos automóviles que se mueven a lo largo de carreteras 
perpendiculares se desplazan bacia el norte y bacia el este, 
respectivamente, (a) Si sus velocidades con respecto al suelo son 
de 60 km b"* y 80 km b“*, calcule sus velocidades relativas, (b) 
^La velocidad relativa depende de la posición de los cocbes en 
sus respectivas carreteras? (c) Repita el problema suponiendo 
que el segundo auto se desplaza bacia el oeste. 

3.25 Un bote se mueve en dirección N 60° O a 40 km b“^ en 
relación con el agua. La corriente se encuentra en dirección y 
sentido tales que el movimiento resultante con relación a la 
orilla es bacia el oeste a 50 km b“^ Calcule la velocidad y el 
sentido de la corriente con respecto a la orilla. 

3.26 La velocidad de un bote de carreras en aguas en reposo 
es de 55 km b"^ El conductor desea ir a un punto situado a 80 
km con dirección S 20° E. La corriente es muy fuerte, con 
velocidad de 20 km b”’, en dirección S 70° O. (a) Dibuje los 
vectores que muestren la magnitud, dirección y sentido de la 
corriente, el módulo, dirección y sentido de la velocidad relativa 
dei bote, y la velocidad resultante a lo largo de la dirección S 
20° E. (b) Calcule la dirección en la que el bote debe dirigirse 
para desplazarse en línea recta, (c) Determine el tiempo total de 
recorrido. 

3.27 Dos lugares. Ay B, están separados 1 km y se 
encuentran dei mismo lado de un rio rectilíneo (perfectamente 
recto). Una persona va de A a y de regreso a A en un bote de 
remos con una velocidad de 4 km b“* con relación al rio. Otra 
persona bace el mismo recorrido caminando por la orilla a 

4 km b~^ Si el río fluye a 2 km b“*, calcule el tiempo que tarde 
cada persona en bacer el viaje de ida y vuelta. 

3.28 Usando los datos dei problema anterior determine la 
velocidad dei rio para que la diferencia en tiempo de los dos 
recorridos de ida y vuelta sea de 6 min. 
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3.29 Un río fluye hacia el norte con una velocidad de 3 km 
h~^ Un bote se desplaza hacia el este con una velocidad de 4 
km h~* con respecto al agua. (a) Calcule la velocidad dei bote 
en relación con la orilla. (b) Si el río tiene 1 km de ancho, 
calcule el tiempo necesario para cruzarlo. (c) i,Cuál es la 
desviación dei bote hacia el norte cuando llega al lado opuesto 
dei río? 

33® Un río tiene 1 km de ancho. La corriente es de 2 km h"^ 
Determine el tiempo que tardaría un bote de remos en cruzar 
directamente el río y regresar. Compare el resultado con el tiempo 
que tardaría en remar 1 km corriente arriba y de regreso. El bote 
se mueve con una velocidad de 4 km h"* con respecto al agua. 

3.31 Considere que una bala con una velocidad de salida de 
245 m s“* es disparada desde la cola de un avión que se mueve 


horizontalmente con una velocidad de 215 m s“*. Describa el 
movimiento de la bala (a) en un sistema de coordenadas 
colocado en tierra, (b) en uno situado en el avión. (c) Calcule el 
ângulo con que se debe apuntar el arma para que la velocidad de 
la bala no tenga componente horizontal en el sistema de 
coordenadas de tierra. (Suponga, por simplicidad, que la Tierra 
es plana y no se mueve.) 

332 Un tren pasa por una estación a 30 m s~*. Una pelota 
rueda sobre el piso dei tren con una velocidad de 15 m s"^ de 
modo que (a) tiene la misma dirección y el mismo sentido que el 
movimiento dei tren, (b) tiene la misma dirección, pero sentido 
opuesto y (c) es perpendicular al movimiento. En cada caso, 
halle la velocidad de la pelota con relación a un observador que 
se encuentra parado en el andén de la estación. 













Esta fotografia estroboscópica de una 
pelota de golf que rebota muestra las 
trayectorias parabólicas después de cada 
rebote. Las imágenes sucesivas están 
separadas por intervalos iguales de 
tiempo, pero cada máximo de las 
trayectorias es menor que el anterior 
debido a la pérdida de energia durante el 
“rebote” o choque con la suj>erficie 
horizontal. (Derechos reservados, Estate 
of Harold Edgerton. Cortesia de Palm 
Press, Inc.) 
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4.1 Infrôducclón 

La mayoría de los cuerpos se mueven a lo largo de líneas curvas que describen las trayectorias más 
diversas, y no en línea recta: una pelota, después de ser golpeada por un bate o con el pie, sigue una 
trayectoria que es casi una parábola; un satélite artificial describe una órbita casi circular (o más 
bien elíptica) alrededor de la Tierra; los trenes y los aviones a menudo cambian de dirección duran¬ 
te su desplazamiento; los pájaros y los insectos siguen trayectorias imprevisibles, 

En el movimiento curvilíneo tenemos que decidir primero cómo deterriiinar la posición 
dei cuerpo que se mueve. Si XYZ es el sistema de referencia utilizado por el observador O 
(Fig. 4.1), la posición dei punto P está determinada por sus coordenadas x, y, z. Si introducimos los 
vectores unitários i, Jykalo largo de los tres ejes de coordenadas, definimos el vector de posición 
de P como 

r = OP 

z 



Figura 4.1 Vector de posición en el espacio. 
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El vector OF es la suma de los vectores CM = ix, AB = jj, y BF = kz. Por tanto el vector de posición 
de P se puede escribir como 

r z= /x + jy + kz (41) 

Es claro que, conforme P se mueve, el vector de posición cambia (lo mismo que sus tres coordena¬ 
das). Así pues, décimos que r es un vector función dei tiempo, rit). 

Cuando el movimiento se lleva a cabo en un plano, podemos colocar los ejes X, F en el 
plano de modo que sólo sean necesarias dos coordenadas, x, y, para fijar la posición de P (Fig. 4.2). 
En este caso está claro que 

r = IX + jy (4.2) 


Considere una partícula que describe una trayectoria curvilínea C, como se ilustra en la figura 4.3. 
En el tiempo t la partícula está en el punto P, dado por el vector de posición r = OP. Un tiempo 
después, t', la partícula estará en P' con r = OP'. Aunque la partícula se haya movido a lo largo dei 
arco PP' = As, el desplazamienío en el intervalo de tiempo At = í' -t es el vector 

PP'=:Ar = r'-r 


La velocidad media, que también es un vector, está definida por 
Ar 

®med ^ 

At 


(43) 


La velocidad media está representada por un vector paralelo al desplazamiento Ar, esto es, a lo 
largo de la línea PP'. Para calcular la velocidad instantânea, como en el caso dei movimiento 
rectilíneo, debemos hacer que At sea muy pequeno. Es decir, 


At-*0 


Ar 
hm — 
Aí-vO Aí 


(44) 


Ahora, conforme At tiende a cero, P tiende a P', según queda indicado por los puntos P", P"',... en 
la figura 4.4. Durante este proceso el desplazamiento Ar cambia continuamente en magnitud y 
dirección, y por tanto también lo hace la velocidad media. En el limite, cuando P' está muy cerca de 
P, la dirección dei desplazamiento prácticamente coincide con la de la tangente, T, a la trayectoria 
en P. En el movimiento curvilíneo, en consecuencia, la velocidad instantânea es un vector tangente 
a la trayectoria y está dado por 


dr 

V = — 

dí 


(45) 




Figura 4.2 Vector de posición en un plano. 


Figura 4 J Desplazamiento y velocidad media 

en el movimiento curvilíneo. 
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donde dr es el pequeno desplazamiento a lo largo de la tangente durante el pequeno intervalo de 
tiempo dí. La relación 4.5 muestra que 

la velocidad de una partícula en movimiento curvilíneo es igual a la tasa de cambio dei 
vector de posición de la partícula con respecto al tiempo, 

y está representada por un vector tangente en cada punto de la trayectoria. En la figura 4.5 se 
muestra el vector velocidad en diferentes posiciones a lo largo de la trayectoria. 

Como r = ix ■¥jy + kz, donde x, y, z son las coordenadas de la partícula en movimiento, la 
velocidad es el vector 


.áx . dy , dz 

I-1_ j -^ ^ — 

dí dí dí 


(4.6) 


Las componentes de la velocidad a lo largo de los ejes X, Y, Z son 


áx 


dí’ 


a, = 


dz 

dí 


Sea O' (Fig. 4.3) un punto de referencia arbitrado sobre la trayectoria. Entonces s = 0'P da 
la posición de la partícula, medida por el desplazamiento a lo largo de la curva. Como en el caso 
rectilíneo, s puede ser positiva o negativa, dependiendo dei lado de O' en que se encuentre la 
partícula. Cuando la partícula se mueve de P a F', el desplazamiento Aj a lo largo de la curva está 
dado por la longitud dei arco PP'. Entonces 


As 

V = lim — 
At->0 Aí 


ds 

dí 


(4.7) 


es la magnitud de la velocidad, de acuerdo con nuestra definición de velocidad dada en la ecuación 
3.2. En la ecuación 4.7, ds es el desplazamiento a lo largo de la trayectoria curvilínea durante el 
tiempo dí. Así, ds desempena el mismo papel en el movimiento curvilíneo que dr en el movimiento 
rectilíneo. 

Si introducimos el vector unitário «p tangente a la trayectoria (Fig. 4.4), entonces dr = «yds 
y podemos escribir la velocidad v en forma vectorial como 


V = Un 


ds 

dí 


(4.8) 


La ecuación 4.8 para el movimiento curvilíneo es equivalente a la 3.14 para el movimiento rectilíneo. 




Figura 4.4 La velocidad es tangente a Ia trayecto¬ 
ria en el movimiento curvilíneo. 


Figura 4.5 La velocidad en tres 
puntos diferentes. 


Movimiento curvilíneo 


4.3 Movimiento curvilíneos oceleroción 

En el movimiento curvilíneo, la velocidad en general cambia en magnitud y dirección. Esto sucede, 
por ejemplo, si aceleramos un automóvil mientras tomamos una curva. La magnitud de la veloci¬ 
dad cambia debido a que la partícula puede acelerarse o frenarse; su dirección cambia debido a que 
la velocidad es tangente a la trayectoria y ésta se curva continuamente. En la figura 4.6 se indica la 
velocidad en los tiempos i y f, cuando la partícula está en F y P', respectivamente. El cambio 
vectorial de la velocidad al ir de F a F' está indicado por Ay en el triângulo de vectores dibujado a 
un lado de la figura 4.6. La aceleración media en el intervalo At está definido por 


At) 

ã .= — 
med 


(4.9) 


que es un vector paralelo a Ay. 

La aceleración instantânea está definida por 


a = lím 

Aí-.0 Aí-*-0 


Al) 

Aí 


obien 


dl) 

a = — 

dí 


Como y = iy^ -5- Jv^ + kv^, la aceleración es el vector 


. dy^ . dy^ . dy, 

<1 = I + jt—f 

dí dí dí 


(4.10) 


(4.11) 


Las componentes de la aceleración a lo largo de los ejes X, V, Z son 


dí 



dí 


La aceleración es un vector que tiene la misma dirección que el cambio instantâneo de 
velocidad. Como la dirección de la velocidad cambia en el sentido en que se curva la trayectoria, la 
aceleración en el movimiento curvilíneo siempre apunta bacia la concavidad de la curva. En gene¬ 
ral, la aceleración no es ni tangencial ni perpendicular a la trayectoria. En la figura 4.7 se muestra la 
aceleración en varias posiciones. 



Figura 4.6 Aceleración en el 
movimiento curvilíneo. La aceleración 
apunta siempre hacia el lado côncavo. 


Figura 4.7 Relación vectorial entre 
velocidad y aceleración en el 
movimiento curvilíneo. 
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4.4 Aceleraciones tangencial y normal 

Como la aceleraciÓn apunta hacia la parte cóncava de la írayectoria, podemos dividiria en dos 
componentes, una tangencial a la trayectoria y la otra perpendicular. La componente tangencial «p 
paralela a la tangente PT (Fig. 4.8), se conoce como aceleraclón tangencial. La componente per¬ 
pendicular paralela a la normal PN, se conoce como aceleración normal o centrípeta. Es 
decir, podemos escribir 

a = Cy-f 

Cada componente tiene un significado bien definido. Cuando la partícula se mueve puede ir más 
rápido o más despacio. Esto es, la magnitud de la velocidad puede cambiar y el cambio está relacio¬ 
nado con la aceleración tangencial. La dirección también puede cambiar y tal variación está rela¬ 
cionada con la aceleración normal. Es decir: 

Cambio de magnitud de la velocidad aceleración tangencial 

Cambio de dirección de la velocidad aceleración normal 

Como se muestra más adelante, la magnitud de la aceleración tangencial es 

áv 

Ur = — (4.12) 

dí 

y la magnitud de la aceleración normal o centrípeta es 

% = - (4.13) 

donde R es el radio de curvatura de la trayectoria. La ecuación 4.12 es equivalente a la 3.5 para el 
movimiento rectilíneo. Es fácil entender la ecuación 4.13; cuanto más pequeno sea el radio R y más 
grande la velocidad, más rápido será el cambio de dirección de la velocidad, según se puede ver en 
la figura 4.9. Además, cuanto mayor sea la velocidad, mayor será su cambio en una dirección 
perpendicular para una variación dada de dirección. Por tanto, la aceleración centrípeta, debe 
ser proporcional a v(v/R). En forma vectorial podemos escribir 

áv 

a = Ut - t-Ufj — 

át R 

donde Uj.y u^son vectores unitários tangente y normal a la trayectoria. 

Si el movimiento es uniforme (es decir, la magnitud de la velocidad permanece constante), 
V = const. y a de modo que no hay aceleración tangencial, pero, si el movimiento es curvilíneo, 
hay una aceleración centrípeta. Por otro lado, si el movimiento es rectilíneo (esto es, si la dirección 
de la velocidad no cambia), el radio de curvatura es infinito {R = de modo que = 0 y no hay 
aceleración normal; es decir, la aceleración es paralela a la velocidad. 

Tangente 




Figura 4.8 Aceleraciones 
tangencial y normal en el 
movimiento curvilíneo. 


Figura 4.9 Cálculo de la aceleración 
tangencial y normal. 
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Deducclón de las expresiones de las componentes tangencial y normal de la aceleraclón 

Consideremos una partícula que se mueve a lo largo de una trayectoria curva C (Fig. 4.9). En el tiempo t la partícula está en P con 
velocidad v, y en el tiempo t + Ar la partícula está en P' con velocidad v'. El cambio de velocidad es 

Av= v' - V 

dado por el vector MQ, como se muestra en el diagrama auxiliar. Si el ângulo entre vy 1 / es A6, entonces tenemos 

Componente tangencial de Av: MS = v' cos AQ-v 
Componente normal de Av: SQ = v' sen A6 

Por tanto, las componentes de la aceleración media en el intervalo Aí son 

/ componente tangencial de \ _ u' cos AO — v 
y la aceleración media j At 

í componente normal de ) _ 
y la aceleración media J At 

Las componentes de la aceleración en P están dadas por 

t;'cosA0 —ü , v'senAd 

Uf = hm - y — lim - 

At->0 Aí At—0 Aí 

Ahora, cuando At 0, también A6-^ Oy 
lím cos A0 = 1 

At-O 

De modo que podemos escribir 

í;'cos A0 — V , v' — V 

üj. = hm ---= hm - 

At-O Aí At-0 Aí 


Pero Av= v' - ves el cambio en la magnitud de la velocidad, que no debe confundirse con la diferencia vectorial Av= v' - v. 
Por tanto, 

. v' — V ^ Av dv 

a-r = hm -= hm — = — 

Ar —0 Aí At-O Aí dí 

que es la ecuación 4.12. 

De nuevo, cuando Aí 0 tenemos que sen A6 se puede sustituir por A0 y 

lím v' = v 

At-O 


En consecuencia. 


v'A0 

üfj = hm - 

At-O Aí 


V hm — 
At-O Aí 


Si llamamos R ál radio de curvatura de la trayectoria en P, y hacemos As = arc PP', de la figura resulta que 


A0 = 


As 

~R 


Así pues, si recordamos que v= ds/dt, podemos escribir 


1 As 

Uv = y hm - 

At-O R Aí 

que es la ecuación 4.13. 


1 ds 

__ 


V 


= y! 











El movimiento curvilíneo con aceleración constante se da cuando las fuerzas que lo provocan son 
constantes, según explicaremos en el capítulo 7, Dos ejemplos son el movimiento de los cuerpos 
que se encuentran cerca de la superfície terrestre, bajo la acción de la atracción gravitatoria ejercida 
por la Tierra, y el movimiento de partículas cargadas en un campo eléctrico uniforme (véase el Ej. 
21.3). Por esta razón, resulta importante entender este tipo de movimiento. 

Cuando la aceleración en el movimiento curvilíneo es constante, tanto en magnitud como 
en dirección, podemos integrar la ecuación 4.10 y obtener 



donde Vq es la velocidad en el tiempo Entonces el cambio de velocidad durante el intervalo de 
íiempo i-Íq es 

V - Vq = a{t - to) 

y la velocidad en cualquier instante es 

V = Vq + a{t — íq) (4.14) 

Recordando, de la ecuación 4.5, que v = dr/dí, dr = yd/ e integrando de nuevo obtenemos 

“"r Çt 

dl* = vát 

V fo J lo 

Introduciendo la ecuación 4.14, podemos escribir 

I* - 1*0 = í [Vo + «(í “ ^o)] 

J to 

= Vq Í dí + <Í I (t ío) dí 

J to "to 

donde da la posición en el tiempo Entonces 

f - To = VqÍí - Íq) + ^a{t - íq)^ (4.15) 

que da el desplazamiento de la partícula en cualquier instante. Nótese que el movimiento puede 
considerarse como la superposición de un movimiento uniforme en la dirección de Vq un movi¬ 
miento uniformemente acelerado en la dirección de a. Estos resultados deben compararse con los 
obtenidos para el movimiento rectilíneo (Ecs. 3.8 y 3.9) bajo aceleración constante. 

En el movimiento rectilíneo, la velocidad y la aceleración tienen la misma dirección y 
sentidos iguales u opuestos. Sin embargo, en el caso más general que estamos tratando, VqY a 
pueden tener direcciones distintas. Por tanto y, como está dada en la ecuación 4.14, no es paralela a 
a, pero está siempre en el plano definido por y^ y a. No obstante, como se muestra en la figura 4.10, 
el cambio de velocidad, v - y^, siempre es paralelo a la aceleración. También, según la ecuación 
4.15, vemos que el desplazamiento r - es una combinación de dos vectores: uno paralelo a y,, y el 
otro a a. En consecuencia, el punto extremo dei vector r siempre está en el plano, paralelo a y^ y o, 
que pasa por el punto definido por r^. Concluimos que: 


el movimiento con aceleración constante siempre ocurre en un plano; la trayectoria dei 
movimiento, descrita por la ecuación 4.15, es una parábola. 
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Figura 4.10 Velocidad y 
aceleración en el movimiento 
curvilíneo constante. 


Figura 4.11 Representacíón 
vectoríal de las relaciones v= 

i'o+a(t-to)yr-ro=Vo(t-t^ + 

jii(t - Cuando la aceleración 
es constante ia trayectoria es una 
parábola. 




EJEMPLO 4.1 

Representacíón gráfica dei movimiento con aceleración constante (Fig. 4.11) 


t> En este caso, de acuerdo con la ecuación 4.14, la velocidad en cada instante puede considerarse como la 
suma de dos vectores: uno representa la velocidad inicial y es constante; el otro es a{t -t^y aumenta 
con el tiempo. En la figura 4.1 l(a) se muestra la velocidad en tiempos diferentes, correspondientes aí- 
Íq = 1 s, 2 s, 3 s, 4 s, etcétera. 

De manera parecida, el desplazamiento de la partícula, r - es la suma de dos vectores: uno 
representa v^ft -mientras que el otro es \a{t - Íq)^. Con los mismos valores de / - que antes, se 
puede representar la trayectoria de la partícula cuando VqY a tienen direcciones diferentes, como se mues¬ 
tra en la figura 4.1 l(b). Como se puede ver, la trayectoria es una parábola. Así es, por ejemplo, el. 
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movimiento de un proyectil que se lanza desde la azotea de un edifício con cierto ângulo inicial, con 
respecto a la vertical, o el de un electrón lanzado con un cierto ângulo en un campo eléctrico uniforme. 

Se puede verificar que la velocidad es tangente a la trayectoria en cada punto A, B, C,... si se 
dibujan tangentes a la gráfica de la figura 4.11(b) en tales puntos y se observa que tales tangentes son 
paralelas a las velocidades que se graficaron en la figura 4.11 (a). 

Nótese que, cuando y a tienen la misma dirección, el movimiento sólo puede ser en línea 
recta. Por tanto, para valores dados de la magnitud de Vq y a, el movimiento resultante depende dei 
ângulo que forme la velocidad inicial con la aceleración. 


EJEMPLO 4.2 

Movimiento general de un proyectil en coordenadas rectangulares. 

O Se trata de un caso especial dei ejemplo 4.1, en el que a = ff, la aceleración de la gravedad, y en el que la 
velocidad inicial forma un ângulo a con la horizontal. Escoja el plano XV de modo que coincida con el 

plano vertical definido por y ff, con el eje X horizontal y el f dirigido hacia arriba de forma tal que ff 
apunte en la dirección -Y, como se muestra en la figura 4.12. Coloque el origen O de manera que = 0. 
Entonces el movimiento se dará en el plano vertical XY. Si a es el ângulo que forma con la horizontal, 

ya^=yocosa y yoy=yoSena 


La ecuación 4.14 se puede separar en sus componentp si escribimos (haciendo tQ= 0) 

^y=%-9t 

que indica que la componente X de v permanece constante, como debe ser, ya que no hay aceleración en 
esa dirección. Esto es, podemos decir que el movimiento es la combinación de un movimiento horizon¬ 
tal uniforme y otro vertical uniformemente acelerado con aceleración ff=-jff. 

La magnitud de la velocidad en cualquier instante es v = (v^+ De manera parecida, al 
separar la ecuación 4.15, con = 0 y Íq = 0, en sus componentes, queda 

x = VqJ y = Voyt-^gt^ 


que da las coordenadas de la partícula como funciones dei tiempo. Como en el ejemplo anterior, estas 
dos ecuaciones muestran que el movimiento es uniforme en la dirección X y uniformemente acelerado 
en la dirección Y. 

Al eliminar el tiempo entre estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuación de la trayectoria como 



g 


X 


2 


Y 
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Figura 4.12 Movimiento general de un proyectil. 
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que corresponde a una parábola. El alcance, R (range en inglês), se puede obtener haciendo y 
resolviendo para x. Esto da 


0 y 






2v^ sen a cos a 
9 


íij^sen 2a 


El alcance horizontal es máximo para sen 2a = 1, es decir, para un ângulo de lanzamiento de 45°, pues 
entonces 2a = 90° y sen 2a = 1. La altura máxima, H, se puede hallar si hacemos x = }R (la simetria 
establece que la altura máxima se alcanza a la mitad dei vuelo), lo que da 


2g 


ÜQy üosen^ a 


2 ^ 


Estos resultados son válidos si la velocidad inicial es suficientemente pequena para que se pue- 
dan despreciar (1) la curvatura de la Tierra, (2) la variación de la gravedad con la altura y (3) la resistên¬ 
cia dei aire. Si tomamos en cuenta la resistência dei aire, la trayectoria se aparta de su forma parabólica, 
como se ve en la figura 4.13, y disminuyen la altura y el alcance máximos (véase la Sec. 7.6). 

Para un proyectil de largo alcance (como el caso de un misil balístico intercontinental), la situa- 
ción es como la que se muestra en la figura 4.14, donde todos los vectores j^apuntan hacia el centro de la 
Tierra y su magnitud varia con la altura. La trayectoria, en este caso, es un arco de una elipse, según se 
verá en el capítulo 11. En el movimiento de proyectiles de largo alcance es necesario tomar en cuenta 
además la aceleración de Coriolis, que se tratará en la sección 5.5. 

El movimiento de proyectiles se presenta en muchas actividades deportivas (golf, tenis, cricket, 
fútbol, béisbol, etc.), pero en tales casos el movimiento se ve afectado por la forma de la pelota y su 
movimiento de rotación, así como por la resistência dei aire. También se aplica a un esquiador que salta 
desde una rampa y a un nadador que se lanza desde un trampolín. 



Figura 4.13 Efecto de la resistência dei 
aire en el movimiento de un proyectil. 



Figura 4.14 La trayectoria de un 
proyectil de largo alcance no es una 
parábola, sino un arco de elipse. 


EJEMPiO 4.3 

El emisor de electrones de un tubo de televisión produce electrones con una velocidad de unos 
6 X lO^m s“^ La distancia desde el emisor hasta la pantalla es de 0.40 m. Si los electrones son lanzados 
inicialmente de manera horizontal, calcular la desviación vertical con respecto a una recta, debida a la 
acción de la gravedad. 


I>E1 tiempo que tardan los electrones en alcanzar la pantalla es 
X 0.4 m 


í 


6 X 10’ ms ^ 


0.67 X 10"®s 











La distancia vertical que recorren en este tiempo es 
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y — 29^^ = 2.17 X 10 m 

que es indetectable. Por tanto, podemos ignorar los efectos de la gravedad en el movimiento de los 
electrones en un tubo de televisión. 


4oé Môvimient© d© traslación relativos transformación galileana 

Como ya lo mencionamos, el movimiento es un concepto relativo en el sentido de que siempre 
debe estar referido a un sistema particular, escogido por el observador. Como los observadores 
pueden utilizar diferentes sistemas de referencia, es importante saber cómo están relacionadas sus 
observaciones. Por ejemplo, la mayoría de las que se hacen en la Tierra están referidas a un sistema 
colocado en ésta y, por tanto, que se mueve junto con ella. En la física atómica el movimiento de los 
electrones está determinado con relación al núcleo, que también puede estar en movimiento con 
respecto al observador, Un investigador por lo general usa un sistema de referencia en el que la 
obtención de datos y el análisis son más fáciles de llevar a cabo. Debido a que dos observadores 
pueden estar en movimiento relativo uno con respecto al otro, es importante estudiar cómo pueden 
correlacionar sus mediciones: éste es el objetivo de esta sección. 

Consideremos dos observadores Oy O' que se desplazan uno en relación con el otro en un 
movimiento rectilíneo. Esto es, los observadores no giran uno con respecto al otro. Por tanto, cuan- 
do el observador O ve al observador O' que se mueve con velocidad v. O' ve a O desplazarse con 
velocidad -v (recuérdese la Sec. 3.9). Estamos interesados en compafar sus descripciones dei mo¬ 
vimiento de un objeto. Por ejemplo, un observador puede estar en el andén de una estación de 
ferrocarril y el otro en un tren que pasa moviéndose en línea recta, y ambos estar observando un 
avión que vuela directamente encima de ellos. 

Por cuestión de simplicidad escogemos los ejes X y X' a lo largo de la línea de movimiento 
relativo (Fig.4.15). Escogemos también los planos YZ y Y'Z' paralelos entre sí. Los ejes de coorde¬ 
nadas permanecen paralelos debido a la ausência de rotación relativa. Entonces v es paralela al eje 
X, Designamos el vector de posición de O' con relación a O con R - 00', que está a lo largo dei 
eje común X, Notemos en la figura que si r = OP y r'= 0'P son los vectores de posición de una 
partícula P en relación con los observadores O y O', la relación vectorial: 

OP = 00' + 0'P o 0'P = OP- 00' 



Figura 4.15 Sistemas de referencia en el movimiento 
traslacional uniforme relativo. La descripción dei 
movimiento de P es distinta para los observadores Oy CY. 












Movimiento curvilíneo 



es válida y puede reescribirse como 

r' = r-R 


(4.16) 


Esta expresión da la regia para comparar la posición P medida por O y O'. Debemos suponer que 
los observadores Oy O' utilizan el mismo tiempo, de modo que t = t'\ esto es, suponemos que las 
mediciones de tiempo son independientes dei movimiento relativo de los observadores. Esto pare¬ 
ce muy razonable, pero es sólo una suposición que podría ser refutada por los experimentos. 
Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 4.16, obtenemos 

dr' _ dr dR 

dt dt dt 

% 

Pero V = dr/dt y V= dr'/dt son las velocidades de P medidas por los observadores O y O'. También 
tenemos que v = d/?/d/ es la velocidad de íX en relación con O. Por tanto, podemos escribir 

V'=:V-v Í4J7) 

Ésta es la regia para comparar la velocidad de un cuerpo medida por dos observadores que están en 
movimiento de traslación relativo entre sí. 

Si tomamos la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 4.17, obtenemos 

dV _dV dv 
dt dt dt 

Pero a = dV/dt y -'dWd/ son la aceleración de P medida por los dos observadores, ya^ = dv/dt es 
su aceleración relativa. Por tanto. 


á = a — 


(4.18) 


Ésta es la regia para comparar la aceleración de un cuerpo medida por dos observadores en movi¬ 
miento de traslación relativo. 

Es de particular interés el caso en que los dos observadores están en movimiento de trasla¬ 
ción relativo uniforme. En este caso yes un vector constante y, si hacemos í = 0 cuando los obser¬ 
vadores O y O' coinciden, podemos escribir 00' = R = ví. También a^, = dv/dt = 0; esto es, la 
aceleración relativa es cero. Entonces podemos escribir el conjunto anterior de ecuaciones como 


r' = r — vt 
V =V-v 
a' = a 
t' = t 


(4.19) 


Este conjunto de relaciones constituye la transformación galileana de coordenadas, velocidades y 
aceleraciones. (El nombre fue asignado por Albert Einstein para diferenciarlo de la transformación 
de Lorentz, que se verá en el capítulo 19 en relación con la teoria de la relatividad de Einstein, y que 
se debe utilizar cuando la velocidad relativa de los observadores es cercana a la de la luz.) 

Una característica importante de la transformación galileana es que ambos observadores 
miden la misma aceleración. Esto es: 


de acuerdo con la transformación galileana, la aceleración de una partícula es la misma 
para todos los observadores en movimiento de traslación relativo uniforme. 

Este resultado nos ofrece un ejemplo de una cantidad física, la aceleración de una partícula, 
que parece ser independiente dei movimiento dei observador. En otras palabras, hemos hallado que 
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la aceleración de un cuerpo permanece invariante cuando se pasa de un sistema de referen¬ 
cia a otro si los dos sistemas se encuentran en movimiento de traslación relativo uniforme. 

La invariancia de la aceleración con respecto a la transformación galileana es el primer ejem- 
plo que encontramos de una cantidad física que permanece invariante bajo una transformación. 

Más adelante tendremos otras cantidades físicas que se comportan de la misma manera. Este resul¬ 
tado, como veremos, ha tenido una profunda influencia en la formulación de las leyes de la física. 

La transformación galileana muestra también que los estados de reposo o de movimiento 
rectilíneo uniforme no son propiedades intrínsecas de un cuerpo, sino que dependen de su relación 
con el observador. 


EJEMPLO 4,4 

Expresión de la transformación galileana en términos de las componentes rectangulares de los vectores. 

[>Tomando en cuenta la figura 4.15, en la que hemos orientado los ejes de coordenadas de forma que X y 
X' estén paralelos a su velocidad relativa v, tenemos que el término vt de la primera relación de la ecua- 
ción 4.19 afecta sólo a la coordenada x. Por tanto, la transformación galileana para las coordenadas es: 

x'= X—vt, y = y, z'= z, t'= t (4.20) 

Hemos agregado t' = t a las ires ecuaciones espaciales para hacer notar la suposición de que los dos 
observadores usan el mismo tiempo. Del mismo modo, la transformación galileana de las velocidades se 
convierte en 

v',= v,-v, = = (4.21) 

La transformación de las componentes de la aceleración está dada por 

4 = a^, a'y = üy, < = (4.22) 

que expresa la invariancia de la aceleración bajo la transformación galileana. 


EJEMPLO 4.5 

La velocidad dei sonido en el aire en calma a 25°C es de 358 m s“*. Hallar la velocidad medida por un 
observador que se mueve con una velocidad de 90 km h"* (a) alejándose de la fuente, (b) hacia la fuente, 
(c) en dirección perpendicular a la propagación en el aire y (d) en dirección tal que el sonido pareciera 
propagarse perpendicularmente en relación con el observador en movimiento. Suponga que la fuente 
está en reposo con respecto a ía superfície terrestre. 

l>Escoja un sistema de referencia XYZ (Fig.4.16(a)) fijo en el suelo, y por tanto en reposo con respecto al 
aire, y un sistema X'Y'Z' que se mueve con el observador, con los ejes XyX' paralelos a la velocidad dei 
observador. En relación con XYZ, la fuente de sonido se encuentra en O, la velocidad dei observador O' 
es y = 90 km h“* = 25 m s~* y la dei sonido es V = 358 m s"*. La velocidad dei sonido con respecto a 
X'Y'Z', registrada por el observador en movimiento O', es V'. Aplicando la ecuación 4.21 tenemos, para 
el caso (a) 

y' = y-y=333 ms-‘ 

En el caso (b) notamos que O' se mueve a lo largo de la dirección negativa dei eje X. Así, sustituyendo v 
por -V en la ecuación 4.21, obtenemos 


V' = V+ y=383ms-i 
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Para la situación (c) notamos que Vy v son perpendiculares, así que 

V' = (V2 + y2) ^ 35g 9 nj s-i 

Para el observador en movimiento, el sonido parece propagarse en una dirección que forma un ângulo a' 
con el eje X' tal que 

V V 

tan a' = —!^ = — = -15.32 o «' = 93.7° 

F; -t; 

Finalmente, en el caso (d) la dirección de propagación dei sonido en el aire es tal que, para O', parece 
moverse en la dirección Y'. Por tanto, V' es perpendicular a v. Así, 

V2=y2+y'2 o K = (F2 _i;2)-i/ 2^357 1 jns-i 

En este caso, el sonido se propaga por el aire en calma en una dirección que forma un ângulo a con el eje 
X tal que 

tan a = ^ = — = 14.385 o « = 86.0° 

K V 


4.2 tQué aspecto de la velocidad permanece constante y cuál 
cambia en el movimiento curvilíneo uniforme? 

4.3 i,Por qué la velocidad en el movimiento curvilíneo 
siempre es un vector tangente a la trayectoria? 


PRECUNTÂS 

4.1 ^De qué forma cambia la velocidad en (a) el movimiento 
rectilíneo uniforme, (b) el movimiento rectilíneo uniformemente 
acelerado y (c) el movimiento rectilíneo uniformemente 
desacelerado? Explique cada caso. 
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4.4 í,Por Qué en el movimiento curvilíneo la aceleración 
siempre apunta hacia el lado côncavo de la trayectoria? 

4.5 Verifique que las unidades de las aceleraciones tangencial 
y normal corresponden a las de una aceleración, es decir, que 
son m s“^. 

4.6 ^Qué movimiento resulta cuando (a) la aceleración 
centrípeta es cero, (b) la aceleración tangencial es cero? 

4.7 ^Puede usted explicar por qué el movimiento curvilíneo 
con aceleración constante debe estar en un plano? ^Qué vectores 
determinan dicho plano? 

4.8 Compruebe que se obtiene el mismo alcance de un 
proyectil para los ângulos a y 90° - a. ^Es el mismo recorrido 
en los dos casos? 



Figura 4.17 

PROBLEMAS 

4.1 Un cuerpo se desplaza a lo largo de una curva plana de 
modo que sus coordenadas rectangulares, como función dei 
tiempo, están dadas por 

x = 2P- y-P--2t-¥ 1 

Suponiendo que t está dado en segundos y las coordenadas en 
metros, calcule (a) la posición dei cuerpo cuando / = 1 s, (b) las 
componentes de la velocidad en cualquier instante, (c) las 
componentes rectangulares de la velocidad cuando / = 1 s, 

(d) la velocidad en cualquier momento (escriba el valor en 
forma vectorial), (e) la velocidad cuando / = 0 s, (0 los tiempos 
cuando la velocidad es cero, (g) las componentes rectangulares 
de la aceleración cuando t = 1 s, (h) las componentes rectangula¬ 
res de la aceleración en cualquier instante, (i) la aceleración en 
cualquier instante (escríbala como vector), (j) la aceleración 
cuando t = 0 s, (k) los tiempos en que la aceleración es paralela 
al eje y. 

4.2 Las coordenadas de una partícula en movimiento están 
dadas por 

x-t^, y = {t-Vp- 

(a) Encuentre las componentes rectangulares de su velocidad y 
de su aceleración medias en el intervalo de tiempo entre ty t + 
At. (b) Aplique el resultado al caso en que / = 2 s y A/ =1 s. 


4.9 í,Qué resultado físico se deduce de la afirmación de que 
la aceleración de un cuerpo permanece invariante bajo la 
transformación galileana? 

4.10 Dos proyectiles son lanzados en A con la misma 
velocidad inicial pero con ângulos diferentes (Fig. 4.17). 
Compare su velocidad y su aceleración cuando pasan por el 
punto P. 

4.11 Compare la velocidad y la aceleración de un proyectil 
cuando pasa por los puntos Ay B que están a la misma altura 
(Fig. 4.18). 



Figura 4.18 


(c) Compare el resultado de (b) con los valores de las componentes 
rectangulares de la velocidad y de la aceleración a / = 2 s. 

4.3 (a) Refiriéndose al problema 4.1, exprese el módulo de la 
velocidad y la aceleración dei cuerpo como función dei tiempo. 
(b) Obtenga las aceleraciones tangencial y centrípeta así como 
el radio de curvatura. 

4.4 Repita el problema anterior para una partícula que se 
mueve de acuerdo con las relaciones dadas en el problema 4.2. 

4.5 Repita el problema 4.2 usando notación vectorial en lugar 
de escribir el resultado en componentes rectangulares. 

4.6 Se dispara un proyectil con una velocidad de 100 m s“* y 
un ângulo de 60° con la horizontal. Calcule (a) el alcance 
horizontal, (b) la altura máxima, (c) el tiempo de vuelo, (d) la 
velocidad y la altura después de 10 s. 

4.7 (a) Refiriéndose al proyectil dei problema 4.6, exprese las 
coordenadas y las componentes de la velocidad y la aceleración 
como funciones dei tiempo. (b) Obtenga la magnitud de la 
velocidad, la aceleración tangencial y lá centrípeta como 
funciones dei tiempo. 

4.8 Un bombardero vuela horizontal mente a una altura de 1.2 
km con una velocidad de 360 km h“^(a) ^Cuánto tiempo antes 
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de que el avión esté sobre su objetivo deberá soltar la bomba? 

(b) iCuál es la velocidad de la bomba cuando llega a tierra? (c) 
^Cuál es la distancia horizontal que recorre la bomba? 

4.9 Se dispara un proyectil con un ângulo de 35°. Golpea el 
suelo a una distancia horizontal de 4 km. Calcule(a) la velocidad 
inicial, (b) el tiempo de vuelo, (c) la altura máxima dei proyec¬ 
til, (d) la velocidad en el punto de máxima altura. 

4.10 Se coloca un arma en la base de una colina cuya 
pendiente forma un ângulo (j) con la horizontal. Si el arma se 
coloca con un ângulo a con respecto a la horizontal y sus balas 
tienen una velocidad de salida Vq, halle la distancia medida a lo 
largo de la colina a la cual llegará la bala. 

4.11 Un avión vuela horizontalmente a una altura de 1 km 
con velocidad de 200 km h-^ Deja caer una bomba, la cual 
deberá golpear a un barco que se mueve en la misma dirección 
con una velocidad de 20 km h“*. Compruebe que la bomba debe 
lanzarse cuando la distancia horizontal entre el avión y el barco 
es de 715 m. 

4.12 Un jugador de béisbol golpea la pelota de modo que ésta 
adquiere una velocidad de 14.5 m s"^ y un ângulo de 30° por 
encima de la horizontal. Un segundo jugador, a 30.5 m dei 
bateador y en el mismo plano de la trayectoria de la pelota, 
empieza a correr en el instante en que la pelota es golpeada. 

(a) Calcule la velocidad mínima dei jugador para atrapar la 
pelota, si su mano puede llegar a 2.4 m dei nivel dei suelo y 
la pelota estaba a 0.92 m de altura cuando fue golpeada, (b) 

^Qué distancia tiene que correr el segundo jugador? 

4.13 La posición de una partícula en un sistema de coordena¬ 
das O se mide en m según la siguiente expresión 

r = i(6/^ - At) + j(-3^) + k3 


(a) Determine la velocidad relativa dei sistema (/ con 
respecto a D si la posición de la partícula con relación a(/ se 
mide en m como 

r' = i(6t^+3t)+ji-3t^) + k3 

(b) Demuestre que la aceleración de la partícula es la misma en 
ambos sistemas. 

4.14 Una pelota se mueve hacia el norte a 3.00 m s“* cuando 
se le aplica una fuerza durante 40 s, ocasionándole una 
aceleración de 0. lOm s"^ hacia el este, después de lo cual se 
retira la fuerza. Determine (a) la magnitud y la dirección de la 
velocidad final de la pelota, (b) la ecuación de su trayectoria, 

(c) su desplazamiento desde el punto inicial. 

4.15 Una partícula se mueve a lo largo de la parábola y = 
de modo que en cualquier instante i;^ = 3 m s“^ Calcule la 
magnitud y la dirección de la velocidad y la aceleración de la 
partícula en el punto x = 2/3 m. 

4.16 Un punto se mueve en el plano XY de modo que v^= 4i^ 
+ 4/ m s“* y Vy = Atra s~^ Si la posición dei punto es (1, 2) 
cuando / = 0, halle la ecuación cartesiana de la trayectoria y las 
componentes de la aceleración. 

4.17 Si las coordenadas de un cuerpo en movimiento son 

X = (3/ y y = 6 sen at, demuestre que el valor de la aceleración es 
proporcional a la distancia dei cuerpo al eje X. Haga una gráfica 
de la trayectoria. 

4.18 Encuentre el radio de curvatura dei punto más alto de la 
trayectoria de un proyectil disparado con un ângulo inicial a con 
respecto a la horizontal. (Sugerencia: En el punto máximo, la 
velocidad es horizontal y la aceleración vertical.) 
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La fotografia estroboscópica muestra 
que la masa cae con un movimiento 
uniformemente acelerado. (Esto se 
puede verificar haciendo mediciones 

en la fotografia.) \ 


5.1 Iníroduccién 

El movimiento circular es un movimiento curvilíneo cuya trayectoria es un círculo. Es, por ejem- 
plo, el movimiento de cualquier punto de un disco o de una meda en rotación, así como el de los 
puntos de las manecillas de un reloj. Como primera aproximación, es el movimiento de la Luna 
alrededor de la Tierra y dei electrón alrededor dei protón en un átomo de hidrógeno. Debido a la 
rotación diaria de la Tierra, todos los cuerpos que están en su superfície tienen un movimiento 
circular en relación con el eje de rotación terrestre. 


5.2 Movimiento circular; velocidad angular 

En el movimiento circular, la velocidad v, que es tangencial al círculo, es perpendicular al radio 
R = CA (Fig. 5.1). Cuando medimos distancias a lo largo de la circunferência dei círculo desde el 
centro O, tenemos que s = Rd, donde el angulo 6 se mide en radianes. Aplicando la ecuación 4.7 y 
tomando R como constante, la magnitud de la velocidad está dada por 


ds 

V^ — = R — 

át dt 

La cantidad 

dd 

se conoce como velocidad angular y es igual al ângulo barrido por unidad de tiempo por el radio 
durante el movimiento. La velocidad angular se expresa en radianes por segundo, rad s'*, aunque 
debe tenerse en cuenta que el radián es una unidad sin dimensiones. Por tal razón, cuando no hay 
peligro de confusión, la velocidad angular se expresa simplemente como s“^ Entonces 



Figura 5.1 Movimiento 
circular. 
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Figura 5.2 Relación vectorial 
entre velocidad angular, 
velocidad lineal y vector de 
posición en el movimiento 
circular. 


V = cúR 


(5.2) 


que indica que en el movimiento circular, para una velocidad angular dada, la velocidad es direcíamente 
proporcional al radio. 

La velocidad angular se puede representar como una cantidad vectorial cuya dirección es 
perpendicular al plano de movimiento en el sentido dado por la regia de la mano derecha (Fig. 5.2). 

De especial interés es el caso dei movimiento circular uniforme, es decir, el movimiento 
con velocidad angular constante O). En este caso el movimiento es periódico y la partícula pasa 
por cada punto dei círculo a intervalos regulares de tiempo. 

El período, P, de un cuerpo en movimiento circular uniforme es el tiempo empleado en 
efectuar una vuelta completa o revolución, y la frecuenda, v, es el número de revoluciones por 
unidad de tiempo. Así pues, si en el tiempo t la partícula efectúa n revoluciones, el período es P = t/n 
y la frecuenda v = n/t. Nótese que la frecuenda y el período son recíprocos; esto es 



(5.3) 


Cuando el período se expresa en segundos, la frecuencia debe expresarse en (segundos)"* o s-*.A 
esta unidad se le llama hertz (y se abrevia Hz) en memória de Heinrich Hertz (1857-1894), quien 
demostró experímentalmente la existência de las ondas electromagnéticas. El término coloquial es 
revoluciones (o ciclos) por segundo (rps) en lugar de s"* o Hz. Así, una frecuencia de un hertz 
corresponde a una revolución (o ciclo), por segundo. En ocasiones la frecuencia de un movimien¬ 
to se expresa en revoluciones por minuto (rpm), que es lo mismo que decir (minuto)"*. Por tanto, 
1 min"* = ^ Hz. 

Los conceptos de período y frecuencia se aplican a todos los procesos que ocurren de mane- 
ra periódica o cíclica. Por ejemplo, el movimiento de la Tierra alrededor dei Sol no es circular ni 
uniforme, pero sí periódico en una muy buena aproximación. Es un movimiento que se repite cada 
vez que la Tierra completa una órbita. Por tanto, en general, el período es el tiempo requerido para 
que un proceso complete un ciclo y la frecuencia es el número de ciclos por segundo, donde un 
hertz corresponde a un ciclo por segundo. 

Si O) es constante, integrando la ecuación 5.1 obtenemos: 



0 = 00 + - h) 


Esta relación, que sólo es válida para el movimiento circular uniforme, debe compararse con la 
expresión equivalente, la ecuación 3.7, para el movimiento rectilíneo uniforme. Normalmente los 
valores iniciales, 0^ y se hacen iguales á cero (9^=0, tg = 0) lo que da 

9 = cot o (O = - (5.4) 

t 

Para una revolución completa, t = Py 0 = Ik, lo que da como resultado 
In 

(O = — = Inv 

P 


(5.5) 







EJEMPLO 5.1 

Velocidad angular (spín) de la Tierra sobre su eje. 


t> Nuestro primer impulso seria utilizar la ecuación 5.5, ú) = 2 kIP, y tomar 8.640 x 10^ s como valor dei 
período P, correspondiente a un día solar medio. Sin embargo, esto no es correcto. Considere un punto 
A sobre la superfície terrestre que está en el “mediodía”, como se muestra en la figura 5.3 (no está a 
escala). Después de que la Tierra complete una revolución alrededor de su eje polar (conocida como día 
sideral), estará en E' debido a su movimiento de traslación y nuestro punto se encontrará en A\ Pero 
para completar un día y estar de nuevo en el “mediodía”, la Tierra aún debe girar un ângulo y hasta que 
el punto esté en A", de nuevo frente al Sol. El período de revolución de la Tierra (día sideral) es por ello 
ligeramente me/íor que 8.640 x 10^ s. Su valor medido es de P = 8.616 x 10'* s ode unos 240 s más cor¬ 
to que el día solar medio. La velocidad angular de la Tierra es, pues, 

CO = iTilP = 7.292 X 10-^ rads“i 

Es relativamente sencillo calcular esta diferencia de 240 s. La Tierra completa su órbita alrededor dei Sol 
en 365 dias, lo que significa que el ângulo /correspondiente a un día es ligeramente menor a T o 
0.01745 rad. El tiempo necesario para moverse a través de este ângulo con la frecuencia angular dada 
arriba es, según la ecuación 5.4, 



Figura 5.3 Dias sideral 
y solar. 



1.745 X 10 ^ rad 
7.292 X 10-^rads“i 


= 239 s 


que es muy cercano al valor medido. ^ 

Por comparación, la velocidad angular de la Tierra alrededor dei Sol es de aproximadamente 2kI 
(1 ano) = 2;r/(365 x 24 x 60 x 60 s) = 1.99 x 10"^ rad s"*, mientras que la velocidad angular dei electrón 
en un átomo de hidrógeno es de 4.13 x 10*® rad s"*, \ 10^^ veces mayor! 


Nota 5.1 Velocidades radia! y transversal en el movimiento curvilíneo plano 

A menudo es conveniente considerar el desplazamiento de una partícula en un plano como combinación de un movimiento 
radial (pues la distancia de la partícula al origen cambia con el tiempo) y uno angular alrededor dei origen (pues la dirección dei 
vector de posición r también cambia con el tiempo). Entonces es posible separar la velocidad en una componente a lo largo 
dei vector de posición de la partícula en relación con el origen de coordenadas y otra a lo largo de una dirección perpendicular. 
Esto es particularmente útil cuando tratamos dei movimiento de un planeta alrededor dei Sol o de un electrón alrededor de un núcleo. 

Es fácil obtener las componentes radial y transversal de la velocidad. En la figura 5.4(a) notamos que, cuando la partícula 
se mueve dePaF, su desplazamiento puede separarse en una componente de longitud dr a lo largo dei radio y una componente 
r dO perpendicular a éste; es decir, puede considerarse que el movimiento está compuesto por un desplazamiento radial y un 
desplazamiento angular transversal. Si el desplazamiento se efectúa en el intervalo de tiempo d/, la velocidad, v = dr/dt, tiene 
componentes radial y transversal (Fig. 5.4(b)) dadas por 


üf = 


dr 

dí 


y 



( 5 . 6 ) 


Si el movimiento es circular y el origen de coordenadas coincide con el centro dei círculo, entonces r es constante, de manera que 
Vj. =0. Además, para el movimiento circular, d0/d/ coincide con la velocidad angular O), de modo que Vq es equivalente a ro) (Ec. 5.2). 







Cuando Ia velocidad angular de una partícula en movimiento circular cambia con el tiempo, Ia 
aceleración angular sfe define como 


_ dcü _ à^d 
dt át^ 


(5.7) 


La aceleración angular se expresa en rad s"^ o simplemente en s"^. Cuando la aceleración angular 
es constante (es decir, cuando el movimiento circular es uniformemente acelerado), tenemos, 
integrando la ecuación 5.7, que 



w = Wq + a{t — íq) (5.8) 

donde íO^es el valor de cuen el tiempo Integrando de nuevo, y teniendo en mente que co = d 0/d/ 
o d0= codt, obtenemos 


àd 


CO dí = coq dí 4- a (t — íq) át 


de manera que 

d = do + coo(í - to) + ^a{t - tof 

Esto da la posición angular en cualquier instante. Cuando /^ = 0 y 0 q = 0, tenemos 

9 = (Dqí + 


(5.9) 


El estudiante debe comparar estas relaciones con Ias ecuaciones similares dei movimiento rectilí- 
neo uniformemente acelerado. 
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5.4 Rslaelenes vedoriales en el movlmientô clrcubr 

Considere una partícula A (Fig. 5.5) en movimiento circular con centro en Cy radio R = CA. De la 
figura 5.5, se deduce que R = r sen y, donde r es el vector de posición relativo a O, escogido como 
el origen de coordenadas. Por tanto, podemos expresar la velocidad v - (õR como v= (ür sen y 
Como y es perpendicular a w y r, la siguiente relación vectorial entre v,úiyr&s válida, en módulo 
y dirección (véase la Ec. A.21): 

V = O) X r (5.10) 


La aceleración de la partícula esa = dv/àí. Cuando el movimiento circular es uniforme, la velocidad 
angular w es constante. La aceleración, sin embargo, no es cero, ya que el vector y está cambiando 
de dirección. Por tanto, dado que v = dr/dt 

dv dr 

a = — = (O X — = 0 ) X V (5.11) 

dí dí 

De la figura 5.5 deducimos que el vector x « apunta bacia el centro C dei círculo. Por tanto, en el 
movimiento circular uniforme la aceleración es perpendicular a la velocidad y apunta radialmente 
hacia el centro dei círculo. 

Así, la aceleración dada por la ecuación 5.11 es la aceleración normal o centrípeta a^a la 
que nos referimos en la sección 4.4. Adeniás, si usamos la ecuación 5.10, podemos también escribir 
la aceleración como 


a = o) x{(ox r) ^ (5.12) 

Como (ú es perpendicular a v, la magnitud de éu x « es (üv. Mediante la ecuación 5.2, y= /?tt), 
podemos expresar la aceleración centrípeta o normal en el movimiento circular uniforme en cual- 
quiera de las dos formas: 

= (O R o = — (5.13) 

R 

La última es la expresión que dimos en la ecuación 4.13. 

En el movimiento circular uniforme la magnitud de la velocidad permanece constante. Así, 
la aceleración surge dei cambio de dirección de la velocidad durante el movimiento. 

En el caso general de movimiento circular no uniforme, la magnitud y la dirección de la 
velocidad cambian. El cambio de magnitud de la velocidad da lugar a una aceleración tangencial, 
aj. Tomando en cuenta la ecuación 4.12, aj= dvldt, y sabiendo que y= (oR, en el movimiento 
circular, tenemos que 

d(£> 

üj = R — = Ra (5.14) 

dí 

La aceleración total de la partícula,« = a^+ a^., se muestra en la figura 5.6. 


EJEMPLO 5.2 

Expresión de la velocidad y la aceleración como funciones dei tiempo en el movimiento circular uniforme. 

En la figura 5.7, las coordenadas de una partícula en el punto A son x = R cos ô,y = R sen 6. Pero si el 
movimiento es uniforme, d = cot. En consecuencia 



Figura 5.5 Aceleración 
centrípeta en el movimiento 
circular uniforme. 



Figura 5.6 Aceleraciones 
normal y tangencial en el 
movimiento circular. 


x = R cos cot, y = R sen cot 


(5.15) 
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Las componentes de la velocidad son entonces 


Figura 5.7 Componentes 
rectangulares de la 
velocidad en el 
movimiento circular. 



Figura 5.8 Velocidad y 
aceleración de un punto situado 
sobre la superfície terrestre. 


dx 

n = — = —ojR sencot 
dt 

áy 

v^ = — = cüjR COS (ot 

dt 


(5.16) 


Estos resultados para la velocidad pudieron haberse obtenido directamente de la geometna de la figura 5.7. 



Las componentes rectangulares de la aceleración pueden obtenerse de la ecuación 5.16 de la 
manera siguiente: 


dVx , dpv 

= —_ = —co^R COS cot flv = — - = —co^R sen cot 
dí dí 

a = —co^R 


o fljç= -(O^x ,ay=- cúi^y, lo cual significa que 


(5.17) 


(5.18) 


que confirma que la aceleración tiene dirección opuesta a la de i? y por tanto apunta hacia el centro 
dei círculo. 


EJEMPLO 5.3 

Velocidad y aceleración de un punto sobre la superficie terrestre. 

Debido al movimiento de rotación de la Tierra, todos los puntos de su superficie se mueven con la misma 
velocidad angular (ejemplo 5.1). La latitud de un punto A (Fig. 5.8) está definida como el ângulo X entre 
el radio de la Herra, r = CA, y el radio CD que se encuentra en el ecuador. Cuando la Tierra gira 
alrededor de su eje el punto A describe un círculo (centrado en B) de radio R = AB = rcos, X. 

La velocidad de cualquier punto localizado sobre la superficie de la Tierra es tangencial al círcu¬ 
lo paralelo al ecuador. Su módulo, según la ecuación 5.2, es y = (úR = (or cos X. La aceleración es 
centrípeta porque el movimiento circular es uniforme y está dirigido hacia B. Su magnitud, por la ecua¬ 
ción 5.13, es 

a = co^R = co^r cos X (5.19) 

Introduciendo los valores de la velocidad angular de la Tierra, (ú- 7.292 x 10"^ s"* y de su radio, r=6.35 
X 10® m, tenemos v= 459 cos A m s~V o = 3.34 x 10“^cos X m s"^. La velocidad tiene su valor máximo 
en el ecuador (A = 0°), donde v = 459 m s~* o 1652 km h~K No sentimos los efectos de la rotación 
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terrestre porque nuestro cuerpo y nuestros sentidos están acostumbrados a ella. Pero notaríamos de 
inmediato un cambio en ella. El valor máximo de la aceleración es de 3.34 x 10"^m s“^, que es aproxima¬ 
damente el 0.3% de la aceleración de la gravedad; este valor es tan pequeno en relación con g que no 
sentimos ningún cambio en la aceleración centrípeta conforme nos alejamos dei ecuador. Al desarrollar 
este ejemplo hemos supuesto que la Tierra tiene una forma perfectamente esférica, lo que no es cier- 
to: nuestro planeta está ligeramente achatado en los polos, pero esta desviación de la forma esférica se 
puede ignorar en la mayoría de los casos. 


EJEMPLO 5.4 

Un disco D (Fig. 5.9) puede girar libremente alrededor de su eje horizontal. Se enrolla una cuerda 
alrededor de su circunferência exterior y se ata a ella un cuerpo A que cae bajo la acción de la gravedad. 
El movimiento de A es uniformemente acelerado, pero, como se verá en el capítulo 13, su aceleración es 
menor que la de la gravedad. Suponga que en / = 0 la velocidad dei cuerpo A es de 0.04 m s"* y 2 s 
después ha caído 0.2 m. Hallar las aceleraciones tangencial y normal, en cualquier instante, de un punto 
cualquiera dei borde dei disco. 

O El origen de coordenadas se encuentra en la posición O cuando Íq = 0. La ecuación dei movimiento 
uniformemente acelerado de A es 

X = Vqí + 

donde x es la distancia que el cuerpo ha caído en el tiempo t. Pero sabemos que = 0.04 m s“’. Por tanto, 

\ 

X = iQ.04t + jat^)m 

Cuando / = 2 s, = 0.2 m. Sustituyendo estos dos valores en la ecuación anterior tenemos que a = 0.06 
m s"2. Podemos ahora escribir la ecuación general como 

x = (0.04/+ 0.03/2) m 

Al derivar, la velocidad de A en cualquier instante es 
dx 

V = — = (0.04 + 0.06í) m s ‘ 
dt 

Esta ecuación da también la velocidad de cualquier punto en el borde dei disco. La aceleración tangencial 
de los puntos dei borde es, en consecuencia, la misma que la aceleración de A: 


dv 

dt 


= (0.06) ms' 


y, como /? = 0.1 m, la aceleración normal es 


a^ = j = ( 0 -Q 4 + 0 . 06 /) _ ^ ^ 0 . 048 / + 0 . 036 /'')ms"" 


5.5 Movimiento de rotadón relativo 

Considere dos observadores O y C/ que giran uno con respecto al otro pero sin movimiento de 
traslación relativo. Por simplicidad suponga que Oy Cf utilizan su propio sistema de referencia 
ligado a cada uno de ellos, pero con un origen común. En este caso, el observador O, que utiliza 
el sistema de referencia XYZ (Fig. 5.10), nota que el sistema X'F''Z'ligado a O' está girando 
con velocidad angular í*>. Para el observador Cf ocurre lo contrario; esto es. O' ve al sistema XYZ 
(unido a O) girando con velocidad angular -w. Sea r el vector de posición de una partícula P 



Figura 5.9 
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Figura 5.10 Sistemas de 
referencia en el movimiento de 
rotación relativo uniforme. 


en relación con el origen común. La velocidad de P medida por O (en relación con su sistema 
de referencia XYZ) es 



(5.20) 


donde el subíndice O se utiliza para hacer notar que es la velocidad de P medida por O. Si P está en 
reposo con respecto al observador O' que está girando, P describe un círculo con velocidad angular 
€si en relación con O. Por tanto, tiene una velocidad relativa a O dada por mxr. Si, en vez de lo 
anterior, la partícula P tiene una velocidad V' relativa a 0'(es decir V' = (àr/ãt)^,), entonces la 
velocidad de la partícula P en relación con O debe ser 


zr 



V=V' + (oxr (5.21) 

Esta expresión relaciona las velocidades F y F' de la misma partícula medidas por O y O' en 
movimiento de rotación relativo entre sí con una velocidad angular úí. Se aplicaria, por ejemplo, al 
caso de un observador situado en un carrusel en movimiento y un segundo observador parado a un 
lado dei carrusel, ambos utilizando el centro dei carrusel como origen de coordenadas. La relación 
entre la aceleración de P medida por O y C/ es un poco más complicada y, como se muestra en la 
siguiente deducción, está dada por 

a = a' + Ico X F' + ü) X (co X r) (5.22) 

o 

a' = a — 2(0 X V — 2(o x ((o x r) (5.23) 

La ecuación 5.23 relaciona las aceleraciones ay a' áe la partícula P medidas por O y O' que se 
encuentran en movimiento de rotación relativo uniforme. El segundo término se conoce como 
aceleración de Coriolis, en honor a Gaspard G. de Coriolis (1792-1843), quien describió este 
efecto relacionado con el movimiento de rotación. El tercer término corresponde a una aceleración 
centrífuga. 

Las aceleraciones de Coriolis y la centnfuga son resultado dei movimiento de rotación 
relativo entre los observadores. No son aceleraciones debidas a alguna acción específica aplicada 
a la partícula. 










5.6 Movlmlento en relacíón con la Tierra 

Una de las aplicaciones más interesantes de las ecuaciones 5.21 y 5.22 es el estúdio dei movimiento 
de un cuerpo con respecto a la Tierra. Resulta importante también en el análisis de huracanes, así 
como para calcular el movimiento de misiles balísticos y de satélites artificiales. Como quedo 
indicado en el ejemplo 5.1, la velocidad angular de la Tierra es 0 ) = 7.292 x 10“^ rad s"*. Su direc- 
ción es la dei eje de rotación de la Tierra, y su sentido, de sur a norte. Considere un punto A sobre la 
superfície de la Tierra y sea i^pla aceleración de la gravedad medida por un observador que no está 
girando. Entonces corresponde a a en la ecuación 5.22. Por tanto la aceleración medida por un 
observador que gira con la Tierra es 

a' = gQ — 0 ) X {(O X r) — 2(0 X V' 


(5.27) 
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Esta relación muestra que la aceleración de un cuerpo con respecto a la Tierra depende de la velo- 
cidad V' que tiene con relación a la Tierra y de la posición r dei cuerpo. Examinaremos ahora el 
efecto de las aceleraciones centrífuga y de Coriolis por separado. Nótese que el término centrífugo 
es dei orden de 3.3 x 10 ~^ m s~^ mientras que el de Coriolis es dei orden de 7.3 x 10"^ V m s“^. Âsí 
pues, para velocidades menores que 400 m s“* o 15(X) km h"*, la aceleración de Coriolis es despre- 
ciable comparada con la aceleración centrípeta. Sin embargo, como veremos, tiene un efecto 
direccional que es importante. 

(a) Aceleración centrífuga Considere un cuerpo inicialmente en reposo, o que se mueve muy 
lentamente, de modo que el término de Coriolis, 2íú x Y, sea cero o despreciable comparado con el 
término centrífugo, x (üí x r). La aceleración a' medida en este caso se conoce como acelera¬ 
ción efectiva de la gravedad y se denota con g. Por tanto, 

g = 00 — O) X (o) X r) (5.28) 

La aceleración -to x (éu x r) apunta bacia afuera en la dirección DA, como se muestra en la figura 5.11. 

Suponiendo que la Tierra es esférica (en realidad difiere un poco de esta forma) y que no 
existen anomalias locales, podemos considerar que apunta bacia el centro de la Tierra a lo largo 
de la dirección de un radio. Debido al segundo término de la ecuación 5.28, la dirección de g 
(conocida como vertical) se desvia ligeramente de la dirección dei radio; coincide con la línea de 
una plomada. La superfície de los líquidos en equilibrio es perpendicular a g. Sin embargo, para 
fines prácticos y cuando no bay perturbaciones locales, se puede suponer que la vertical coincide 
con la dirección radial. La magnitud de g es ligeramente menor que la de g^ y se puede expresar 
aproximadamente como (véase la deducción que se da más adelante): 

g = 00 — co^r cos^ X ' (5.29) 

Aunque el último término es muy pequeno (alrededor dei 0.3%) comparado con í/q, es el factor más 
importante que afecta las variaciones de la aceleración de la gravedad con respecto a la latitud 
(véase la Tabla 5.1). 



Figura 5.11 Aceleración 
centrífuga debida a Ia rotación de 
la Tierra. 


Tabla 5.1 Valores experimentales de la aceleración 
de la gravedad_ 


Ubicación 

Latitud 

9 (ms- 2 ) 

Polo Norte 

90°00' 

9.8321 

Anchorage, Alaska 

6 P 10 ' 

9.8218 

Greenwich, Inglaterra 

5P29' 

9.8119 

París, Francia 

48°50' 

9.8094 

Washington D. C., EE. UU. 

38°53' 

9.8011 

Cayo Hueso, Florida 

24034 ' 

9.7897 

Ciudad de Panamá, Panamá 

8°55' 

9.7822 

Ecuador 

0 ° 00 ' 

9.7799 


Variaclón de la gravedad con respecto a la latitud 

En la figura 5.11 observamos que, mientras que el vector apunta bacia el centro C de la Tierra, el vector -íu x (íu x r) es paralelo 
al plano ecuatorial. La magnitud de este vector es 

|co X (to X i*)! = co^r COS X = 3.34 x cos X ms“^ 

que es muy pequeno comparado con gQ — 9.8 m s Por tanto, al calcular el módulo deg = gQ-ta x{úixr) podemos suponer que 
g se desvia tan poco de la dirección vertical AV que resulta suficiente restar de gQ la componente de x (to x r) a lo largo de AV. 
El valor de esta componente es 

|to X (to X i*)! COS X = co^r cos^ X 

Por tanto, g^gQ-íO^r cos^ X, que es la ecuación 5.29. 
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Figura 5.12 Desviación hacia el este de un 
cuerpo en caída libre, debida a la aceleración de 
Coriolis. 


Mgura 5.13 Desviación hacia la derecha de un 
cuerpo que se mueve horizontalmente en el hemisfé¬ 
rio norte. 


(b) Efecto de Coriolis La aceleración de Coriolis, -2íú x V, es perpendicular a la velocidad 
V. Por consiguiente, su efecto es desviar la partícula en dirección perpendicular a su velocidad. Por 
ejemplo, se puede ver en la figura 5.12 que el efecto de Coriolis sobre un cuerpo que cae libremente 
es desviar su trayectoria ligeramente de la línea recta, de modo que el cuerpo llega al suelo en un 
punto que está al este dei punto situado directarbente debajo de la posición inicial. 

Si la partícula se mueve en un plano horizontal, la aceleración de Coriolis tiende a desviar la 
trayectoria hacia la derecha en el hemisfério norte (y hacia la izquierda en el sur), según se puede 
observar en la figura 5.13, en la que es la componente horizontal de -2m x V\ 

El efecto de Coriolis se puede ver en dos fenómenos comunes: el movimiento de rotación 
de las tormentas alrededor de los centros de haja presión y la rotación dei plano de oscilación de un 
pêndulo. 

Si se desarrolla en la atmósfera un centro de haja presión, el viento fluirá radialmente 
hacia él (Fig. 5.14). La aceleración de Coriolis, en cambio, desvia las moléculas de aire hacia la 
derecha de su trayectoria en las latitudes norte, lo que tiene como resultado un movimiento en 
sentido contrario al de las manecillas dei reloj. En el hemisfério sur la rotación ocurre en el sentido 
de las manecillas dei reloj. 

Un segundo ejemplo dei efecto de Coriolis es el pêndulo. Cuando la amplitud de las osci- 
laciones es pequena, podemos suponer que la lenteja dei pêndulo sigue una trayectoria horizontal. 
Si el pêndulo se hiciera oscilar inicialmente en dirección este-oeste y se le soltara en el punto 
A (véase Fig. 5.15), continuaria oscilando entre A y 5 si la Tierra no girara. Sin embargo, debido a 
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figura 5.14 (a) Giro levógiro 

dei viento en el hemisfério norte 
y (b) giro dextrógiro en el 
hemisfério sur debidos a la 
formación de un centro de baja 
presión que se combina con la 
aceleración de Coriolis. 
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Figura S.15 La rotación dei 
plano de oscilación de un pêndulo 
en el hemisfério sur ocurre en 
sentido opuesto al dei hemisfério 
norte. 

la aceleración de Coríolis, que es efecto de la rotación de la Tierra, la trayectoria dei pêndulo se 
desvia continuamente hacia la derecha en el hemisfério norte y hacia la izquierda en el sur. Por 
tanto, al final de la primera oscilación llega al punto B' y no al B. De regreso llega a A', y no a A. 
En las siguientes oscilaciones completas, la lenteja llega a A", A'", etc. En otras palabras, el plano 
de oscilación dei pêndulo gira en el sentido de las manecillas dei reloj en el hemisfério norte 
y en el sentido contrario en el hemisfério sur. El efecto de Coriolis en un pêndulo es máximo en 
los polos y nulo en el ecuador. 

El efecto de Coriolis fue demostrado espectacularmente por Jean Lêon Foucault en 1851. 
En la cúpula de Les Invalides, en Paris, colgó un pêndulo de 67 m de largo. Durante cada oscilación 
la lenteja dei pêndulo iba dejando caer arena en un circulo; esto demostró experimentalmente que 
su plano de oscilación giraba a razón de 11° 15' por hora. El experimento de Foucault es una 
prueba efectiva de la rotación de la Tierra. Aun si ésta estuviera cubierta por nubes, el experimento 
habría indicado a los cientificos que la Tierra y gira les habría permitido hallar el periodo de rotación. 


5.1 6Qué significa un proceso periódico? Dê ejemplos de 
procesos periódicos. 

5.2 ^Por quê se le llama “centripeta” a la aceleración dei 
movimiento circular uniforme? (Busque el significado de la 
palabra en un diccionario.) 

5.3 ^Es posible que un cuerpo tenga aceleración centripeta y 
no tenga aceleración tangencial, o que tenga aceleración 
tangencial y no centripeta? 

5.4 ^Por quê la velocidad angular está representada por un 
vector perpendicular al plano dei movimiento circular? 

5.5 Compruebe que en el movimiento circular acelerado la 
aceleración se puede escribir como a = axr + íox({úXr), 
donde a = díú/dt es el vector de aceleración angular. 

5.6 Explique por quê la aceleración efectiva de la gravedad 
aumenta con la latitud. 

PROBLEMAS 

5.1 (a) Calcule la velocidad angular de un disco que gira, 

con movimiento uniforme, 13.2 rad cada 6 s. (b) Calcule el 
periodo y la frecuencia de rotación. ^Cuánto tiempo tardará el 
disco en (c) girar un ângulo de 780° y (d) efectuar 12 
revoluciones? 


5.7 Discuta el efecto de la aceleración de Coriolis sobre un 
cuerpo que se mueve en un plano horizontal en el hemisfério sur. 

5.8 Verifique que, en el caso de un cuerpo que cae en el 
hemisfério norte, la aceleración de Coriolis apunta hacia el este 
y tiene magnitud lú) V' cos A, donde A es la latitud. Verifique 
que si el cuerpo se mueve verticalmente hacia arriba, la 
aceleración de Coriolis apunta hacia el oeste y tiene la misma 
magnitud reciên dada. 

5.9 Compruebe que, en el caso de un cuerpo que se mueve en 
el hemisfério norte hacia el norte, la aceleración de Coriolis 
apunta hacia el este y tiene una magnitud de 2co V' sen A. 
Demuestre que si el cuerpo se mueve hacia el sur, la aceleración 
de Coriolis apunta hacia el oeste y tiene la misma magnitud 
reciên dada. 

5.10 Discuta el efecto de la aceleración de Coriolis sobre un 
cuerpo que cae en el hemisfério sur. 


5.2 Calcule la velocidad angular de cada una de las tres 
manecillas de un reloj. 

5.3 Calcule (a) la velocidad angular, (b) la velocidad lineal 
y (c) la aceleración centrípeta de la Luna. La Luna efectúa 
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una revolución completa en 28 dias y la distancia media a la 
Tierra es de 3.84 x 10® m. 

5o4 Halle (a) el módulo de la velocidad y (b) la aceleración 
centnpeta dé la Tierra en su movimiento alrededor dei Sol. El 
radio de la órbita terrestre es de 1.49 x lO!* m y su período de 
revolución alrededór dei Sol es de un ano (3.16 x 10^ s). 

5.5 Encuentre (a) el módulo de la velocidad y (b) la aceleración 
centnpeta dei Sol en su movimiento por la Via Láctea. El 

radio de la órbita solar es de 2.4 x lO^^m y su período de 
revolución es de 6.3 x 1015 s. 

5.6 Halle (a) la velocidad y (b) la aceleración centnpeta dei 
electrón en un átomo de hidrógeno, suponiendo que la órbita es 
un circulo de radio 5 x IO"” m y que el período dei movimiento 
es de 1.5 X 10"i^s. 

5.7 Un volante de 3 m de diâmetro está girando a 120 ipm. 
Calcule (a) su frecuencia, (b) el período, (c) la velocidad angular 
y (d) la velocidad lineal de un punto dei borde. 

5.8 La velocidad angular de un volante aumenta uniformemente 
de 20 rad s“* a 30 rad s~* en 5 s. Calcule (a) la aceleración 
angular y (b) el ângulo total que ha girado. 

5.9 Un cuerpo, inicialmente en reposo (0 = 0 y £0 = 0 en 
t - 0), es acelerado en una trayectoría circular de 1.3 m de 
radio de acuerdo cori la ecuación ot = \2Qfi - 48í +16. Halle 

(a) la posición angular y (b) la velocidad angular dei cuerpo 
como función dei tiempo y las componentes (c) tangencial y 
(d) centrípeta de su aceleración. 

5.10 Una particula se mueve en un círculo de acuerdo con la 
ley 0 = 3í^ + 2 / donde 0 está en radianes y 1 en segundos. 

Calcule (a) ia velocidad angular y (b) la aceleración angular 
después de 4 s. (c) Calcule la aceleración centrípeta como 
función dei tienipo si el radio dei círculo es de 2 m. 

5.11 Una rueda empieza a girar desde el reposo y acelera de 
tal forma que su velocidad angular aumenta uniformemente a 
2(X) rpm en 6 s. Después de girar algún tiempo con esta rapidez, 
se aplican los frenos y se detiene la rueda en 5 min. El 
número total de revoluciones de la rueda és de 31(X). (a) Grafique 
la velocidad angular como función dei tiempo. Calcule (b) el 
tiempo total de rotación y (c) el ángUlo total que giró la rueda. 


5.12 Un volante de 1 .6 m de radio está girando alrededor de un 
eje horizontal mediante una cuerda enrollada alrededor de su borde 
y que tiene un peso atado en un extremo. Si la distancia vertical 
recorrida por el peso está dada por la ecuación x = lOr^, donde ;c se 
mide en metros y / en segundos, calcule (a) la velocidad angular y 

(b) la aceleración angular dei volante a cualquier instante. 

5.13 Una llanta de radio R rueda con velocidad constante a 
lo largo de un plano horizontal (Fig. 5.16). (a) Verifique que la 
posición de un punto de su Ixirde, inicialmente en O, está dada por 
las ecuaciones x = R{o)t - sen a>t)yy = R{\- cos (oi), donde 

(ú - VqIR es la velocidad angular de la llanta y r se mide desde el 
instante en que el punto está inicialmente en contacto con el 
plano, (b) Halle las componentes de la velocidad y de la 
aceleración dei punto. (c) Dibuje la velocidad y la aceleración 
dei punto. (d) Trace las trayectorias de un punto dei borde de la 
llanta que esté a una distancia de 2/3 dei radio a partir dei eje. 


Y 



Figura 5.16 


5.14 Una partícula que se mueve con una velocidad de 
500 m s~* con respecto a la Tierra se dirige hacia el sur en una 
latitud de 45° N. Calcule (a) la aceleración centrífuga y (b) la 
aceleración de Coríolis de la partícula en relación con la Tierra. 

(c) Repita el problema para una posición en la latitud 45° S. 

5.15 Un rio fluye hacia (i) el norte, (ii) el sur, (iii) el este 
a 9 km h“* en la latitud 45° N. (a) Halle la aceleración de 
Coríolis. (b) ^En qué lado presionará el agua produciendo 
mayor erosión? (c) Repita el problema cuando el rio se 
encuentra en la latitud 45° S. 










Sir Isaac Newton fue el autor de 
Principia Mathematica, publicado en 
1687, que contiene las tres leyes dei 
movimiento que son la base de la 
dinâmica clásica. Newton dedujo 
también la ley de la gravitación 
universal en su Principia, y demostró 
que la misma ley gobiema el mo¬ 
vimiento de los cueipos en la Tierra y 
el movimiento de los planetas y otros 
cueipos en el universo. Descubrió 
también muchos fenómenos ópticos, 
como la dispersión de la luz. Además, 
Newton fue coinventor dei cálculo 
diferencial. 



6.1 

Introducción 

77 

6.2 

Primera ley dei movimienlo formulada por Newton 

78 

6.3 

Masa 

80 

6.4 

Momentum lineal 

82 

6.5 

Principio de conservación dei momentum 

83 

6.6 

Segunda y tercera leyes dei movimiento formuladas por Newton 

87 

6.7 

Relación entre fuerza y aceleración 

89 

Ó.8 

Unidades de fuerza 

90 

Ó.9 

Principio clósico de la relatividad 

92 

Net@ 

ó.l 

Las fuerzas que conocemos 

94 




6.1 Infroducción 

En los tres capítulos anteriores discutimos los elementos que entran en la “descripción” dei movi¬ 
miento de una partícula. Investigaremos ahora las causas dei movimiento de las partículas. ^Por 
qué los cuerpos que se encuentran cerca de la superfície terrestre caen con aceleración constante? 
i,Por qué la Tierra se mueve alrededor dei Sol en una órbita elíptica? i,Por qué se unen los átomos 
para formar moléculas? ^Por qué oscila un resorte cuando se le estira? La comprensión de tales 
movimientos y de muchos otros es importante no sólo para nuestro conocimiento básico de la 
naturaleza, sino también para las aplicaciones prácticas. Cuando sólo ‘*describimos*’ el movimien¬ 
to, únicamente aprendemos acerca de la situación específica que estamos describiendo; pero cuan¬ 
do entendemos la forma en que se produce el movimiento en general, somos capaces de disenar 
máquinas y otros dispositivos prácticos que se mueven como deseamos. El estúdio de la relación 
entre el movimiento de un cuerpo y las causas de dicho movimiento se conoce como dinâmica. 

Por nuestra experiencia diaria sabemos que 

el movimiento de un cuerpo es resultado directo de sus interacciones con otros cuerpos que 

lo rodean. 

Cuando una persona golpea una pelota existe una interacción con esta última, que modifica 
su movimiento, La trayectoria de un proyectil no es más que el resultado de su interacción gravitatoria 









Figura 6.1 Balanza de resorte 
para medir fuerzas. 
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con Ia Tierra. La Tierra se mueve alrededor dei Sol debido a que existe una interacción gravitatoria 
entre ambos. El movimiento de un electrón alrededor dei núcleo en un átomo es el resultado de su 
interacción eléctrica con el núcleo y tal vez con otros electrones. Los protones y neutrones se 
mantienen unidos en un núcleo mediante su interacción nuclear o fuerte. 

A menudo las interacciones se expresan de manera cuantitativa en témiinos de un concepto 
llamado fuerza. Tenemos una idea intuitiva de la fuerza y de su intensidad en términos de los 
conceptos de empujar y tirar. Décimos que el peso de un cuerpo es resultado de la gravitación 
terrestre que lo atrae. Otras situaciones parecidas son la atracción de un imán sobre limaduras de 
hierro y la atracción de una varilla de vidrio que se ha frotado sobre pequenos trozos de papel. Sin 
embargo, a fin de que el concepto de fuerza sea útil para un físico debemos ser capaces de expresar- 
lo de manera precisa y cuantitativa. Para ser más específicos, una fuerza debe expresarse en térmi¬ 
nos de parâmetros que describen el sistema físico, como la distancia entre partículas, su masa, su 
carga, etc. Esta importante cuestión se irá desarrollando conforme avancemos en el texto, en el 
momento en que analicemos con más detalle las diferentes interacciones halladas en la naturaleza. 
Mientras tanto, supondremos que tenemos médios experimentales para medir fuerzas y para deter¬ 
minar la forma en que dependen de la posición relativa de las partículas en interacción. Por ejemplo, 
al colgar varias masas iguales de un resorte se observa que la fuerza requerida para estirar un resorte es 
proporcional a la cantidad de estiramiento (Fig. 6.1). Éste es el principio de la balanza de resorte. 

En este capítulo se describen los métodos para determinar el movimiento de un cuerpo 
cuando se conocen las fuerzas que actúan sobre él, así como los procedimientos para determinar las 
fuerzas que actúan en un cuerpo cuando se conoce el movimiento. El estúdio de la dinâmica consis¬ 
te básicamente en el análisis de la relación entre la fuerza y el movimiento de un cuerpo. 

Las leyes dei movimiento que presentamos son generalizaciones que surgen de un cuidado¬ 
so análisis de los movimientos que observamos a nuestro alrededor. Las observaciones son 
extrapoladas a ciertos experimentos ideales o simplificados. Tales leyes fueron establecidas for¬ 
malmente por primera vez por Sir Isaac Newton (1642-1727), pero ya las había sugerido de forma 
distinta Galileo Galilei. Son válidas para partículas que se mueven con velocidades pequenas en 
comparación con la de la luz. En el capítulo 19 veremos cómo deben modificarse cuando las partí¬ 
culas se mueven con velocidades muy grandes. 

6.2 Prímero ley dei movimienfo formulada por Newton 

Una partícula libre es la que no está sujeta a ninguna interacción. Estrictamente hablando, no 
existe tal cosa, porque toda partícula está sujeta a interacciones con las demás partículas dei mun¬ 
do. En la práctica, sin embargo, existen algunas que se pueden considerar libres; por ejemplo, si las 
partículas están suficientemente retiradas entre sí, sus interacciones pueden ser despreciables o, 
debido a que el efecto de su interacción con otras partículas se cancela, su interacción neta puede 
ser nula. 

La primera ley dei movimiento formulada por Newton establece que 

una partícula libre se mueve con velocidad constante, es decir, sin aceleración. 
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Esto significa que una partícula libre o bien se mueve en línea recta con velocidad constan¬ 
te, o bien está en reposo (cero velocidad). Ésta también se conoce como ley de la Inércia. 

Como el movimiento es relativo, cuando establecemos la ley de la inércia debemos indicar 
a qué o a quién está referido el movimiento de la partícula libre. Suponemos que el movimiento de 
la partícula se relaciona con un observador que también se puede considerar partícula o sistema 
libre, es decir, que no está sujeto a interacciones con el resto dei mundo. A tal observador se le 
conoce como observador inerdal y al sistema de referencia que utiliza se le llama sistema inercial 
de referencia. Diferentes observadores inerciales pueden estar en movimiento uniforme relativo 
entre sí. Por tanto, una partícula libre que está en reposo en relación con un observador inercial 
puede parecer en movimiento con velocidad constante respecto a otros observadores inerciales. 

Suponemos que los sistemas inerciales de referencia no están girando. La rotación (cambio 
de velocidad debido al cambio de dirección) implica una aceleración. Esto es contrario a nuestra 
defmición de observador inercial como “partícula libre”, esto es, una partícula sin aceleración. 

Supondremos que los observadores inerciales correlacionan sus observaciones mediante la 
transformación galileana (Sec. 4.6). Más adelante (Cap. 9) veremos que cuando la velocidad relati¬ 
va de dos observadores es muy grande, deben correlacionar sus observaciones mediante la transfor¬ 
mación de Lorentz, pero para la mayoría de las sítuaciones prácticas, la transformación galileana 
resulta adecuada. 

Debido a su rotación diaria y a su órbita elíptica, la Tierra no es un sistema inercial de 
referencia. No obstante, en muchos casos el efecto dei movimiento terrestre es despreciable. Por 
tanto, en la mayoría de los casos, los sistemas de referencia colocados en nuestros laboratorios 
terrestres pueden considerarse inerciales sin intrpducir mucho error. Tampoco el Sol es un sistema 
inercial de referencia. Debido a sus interacciones con otros cuerpos de la galaxia, el Sol describe 
una órbita curva alrededor dei centro de la galaxia (Fig. 6.2). Sin embargo, la aceleración orbital dei 
Sol es 150 millones de veces menor que la de la Tierra. La semejanza dei Sol a un sistema inercial 
de referencia es, en consecuencia, mucho más grande. 

Muchos experimentos efectuados en nuestros laboratorios terrestres corroboran la ley de la 
inércia. Una pelota en reposo sobre una superfície horizontal lisa permanecerá en reposo a menos 
que se actúe sobre ella; esto es, su velocidad con relación a la superfície permanece constante, con 
valor igual a cero. Suponemos que la superfície sobre la que descansa la pelota equilibra la interacción 
entre la pelota y la Tierra. En consecuencia, la pelota está esencialmente libre de interacciones 
siempre y cuando se mueva sobre la superfície. Cuando se le golpea, como en el juego de biliar, 
momentáneamente sufre una interacción y gana velocidad. Inmediatamente después es libre de 
nuevo, y se mueve en una línea recta sobre la superfície con la velocidad que adquirió cuando fue 
golpeada. Si la bola es rígida y perfectamente esférica y la superfície perfectamente horizontal y 
lisa, podemos suponer que la bola continuará moviéndose de ese modo indefinidamente. En la 
práctica éste no es el caso, pues la pelota se frenará y fínalmeníe quedará en reposo. Décimos que 
ha habido una interacción adicional no equilibrada entre la bola y la superfície. Esta interacción, 
conocida como fricción, se verá en la sección 7.5. 



-5Xl020m- 


Órbita dei Sol 


'^'^P^=lano = 3.15xl0’s 

de la galaxia 

1.5Xl0iím 


X 10* anos 
= 6.3 X 10‘5 s 


Figura 62 Un sistema de 
coordenadas colocado en la Tierra 
no es inercial debido a su rotación 
diaria y a su movimiento 
acelerado alrededor dei Sol; 
tampoco el Sol es un sistema 
inercial de referencia debido a su 
movimiento alrededor dei centro 
de la galaxia; sin embargo, para 
fines prácticos, cualquiera de los 
dos cuerpos puede usarse para 
definir un sistema inercial. 
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6»3 Masa 

En la sección 2.3 definimos operacionalmente la masa como el número asignado a cada partícula 
o cuerpo, que fue obtenido mediante la comparación con un cuerpo patrón, cuya masa se define 
como la unidad, usando una balanza de brazos iguales. Este procedimiento está basado en la atrac- 
ción que ejerce la Tierra sobre todos los cuerpos; es decir, la atracción gravitatoria terrestre. Por tal 
razón, a la masa medida de esta forma se le llama masa gravitatoria. 

La defmición anterior de masa, aunque de gran valor práctico para comparar masas de 
cuerpos pequenos, tiene algunas inconveniências. Primero, no todos los cuerpos pueden colocarse 
en una balanza para bailar su masa. Segundo, además de la atracción gravitatoria, los cuerpos 
pueden experimentar (y de hecho experimentan) otros tipos de interacciones. Por tanto, necesita- 
mos saber si el concepto de masa se aplica por igual a tales casos o no. Finalmente, la defmición 
operacional de masa está basada en la suposición de que el cuerpo está en reposo; con esta defmi¬ 
ción no podemos saber si la masa será la misma cuando la partícula esté en movimiento. 

Una consecuencia inmediata de la ley de la inércia es que un observador inercial sabe que 
una partícula no es libre (es decir, está interactuando con otras partículas) cuando observa que la 
velocidad de la partícula no permanece constante. 

Supongamos que en lugar de observar una partícula aislada en el universo como lo hicimos 
para establecer la ley de la inércia, observamos dos partículas aisladas sujetas sólo a su interacción 
mutua y aisladas dei resto dei mundo. Como resultado de su interacción, sus velocidades respecti¬ 
vas no son constantes, sino que varían con el tiempo, y sus trayectorias, en general, son curvas. 
Como una simplificación adicional, supongamos que las partículas no interactúan hasta que están 
muy cerca, dentro de la región sombreada de la figura 6.3(a). En la práctica, esto es lo que sucede 
en los experimentos sobre choques. Observamos las partículas antes y después de su interacción. 
Sus respectivas velocidades antes de la interacción son y después de la interacción sus velo¬ 
cidades son y ^ 2 ’ respectivamente. El cambio de velocidad de la partícula 1 como resultado de la 
interacción es: 

Aüi = v\ — 

y el cambio de velocidad de la partícula 2 es 

Avj = «2 — «2 

El primer resultado experimental es que los câmbios de velocidad, A^j y ^ 2 , producidos por la 
interacción, siempre tienen direcciones opuestas (Fig. 6.3(b)). El segundo resultado experimental 
es que el cociente de los módulos de los câmbios de velocidad es constante: 



Figura 6.3 Velocidades antes 
y después de una interacción. 


(a) 


2 


(b) 
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Además, cuando la masa de las partículas es conocida, la partícula con mayor masa experimenta un 
cambio menor de velocidad como resultado de la interacción. De forma más precisa podemos decir 
que los câmbios de velocidad son siempre inversamente proporcionales a las masas mj y m 2 de las 
partículas; esto es 


lAuj 
I Aí), 


nn 

rrii 


( 6 . 1 ) 


La ecuación 6 .1 sirve también para comparar las masas de dos partículas. Así que si cono- 
cemos la masa m^ de la partícula 1 , podemos determinar la masa de la partícula 2 haciendo que 
ésta interactúe con la 1 y midiendo los câmbios correspondientes de velocidad. La masa obtenida 
de esta forma se conoce como masa inerclal. Por ejemplo, la masa dei neutrón fue determinada por 
primera vez basándose eii este método (véase el Ej. 14.7). 

Los experimentos muestran que la masa inercial obtenida mediante la ecuación 6.1 coinci¬ 
de con la masa gravitatoria obtenida mediante el método de la balanza, siempre que este último 
pueda usarse. Así, por lo que a nuestras mediciones experimentales concieme, las masas inercial y 
gravitacional son idênticas, lo que demuestra que la masa de una partícula es una propiedad inde- 
pendiente de la interacción a la cual se ve sometida y de las partículas con las que interactúa. Este 
hecho se analizará con más detalle en la sección 11.4. Por tanto, concluímos que 

la masa inercial de una partícula es una propiedad que determina cómo cambia su veloci¬ 
dad cuando interactúa con otros cuerpos. 

En este sentido la masa es una propiedad fundamental de la matéria. 

Podemos escribir la ecuación 6.1 en forma vectorial más general como 


miAüi 


■m, A«i 


( 6 . 2 ) 


donde el signo negativo obedece a que Av^ y Av 2 tienen direcciones opuestas. Supongamos ahora 
que somos capaces de observar las partículas mientras interactúan (Fig. 6.4) y medimos la veloci¬ 
dad de las partículas en dos tiempos t y t'. Encontramos que, siempre y cuando las partículas no 
estén muy apartadas y se muevan lentamente en comparación con la velocidad de la luz, la relación 
6.2 sigue siendo válida. Finalmente, se ha visto que la ecuación 6.2 es válida para todas las 
interacciones, dentro de los limites establecidos. 



Figura 6.4 Velocidades de dos 
partículas en interacción. 


EJEMPLO 6.1 

El diagrama que se muestra en la figura 6.5 ilustra un simple experimento para comparar masas en forma 
dinâmica. Los carros 1 y 2 están unidos por un resorte comprimido y el sistema se mantiene unido por 
una cuerda atada a los dos carros. Cuando se corte la cuerda, el resorte comprimido empujará a ambos 
carros y éstos adquirirán una velocidad y V 2 . En un experimento, las velocidades de los carros 1 y 2 
fueron de 0.6 m s“* y 0.3 m s“*, respectivamente. Si el experimento se repite con los carros 1 y 3, las 
velocidades serán de 0.4 m s"* y 0.5 m s“*. Cuando se efectúe por tercera vez el experimento con los 
carros 2 y 3, el carro 2 tendrá una velocidad de 0.8 m s“^ /,Cuál será la velocidad dei carro 3? Si la masa 
de 1 es de 2 kg, ^cuáles serán las masas de los carros 2 y 3? 



o Sean m^, m 2 y m-^ Ias masas respectivas de los carros. Sus velocidades iniciales son cero, de modo que 
A^j = üj y AWj = ^ 2 - Entonces, usando sólo magnitudes, podemos escribir: 


= m 2 Ü 2 o 


m 2 üj 0.6 

trii V 2 0.3 


y 


miUi=m3Ü3 o 


"1i = :íí = 0:Í = 0.8 

nti V 2 0.5 


Finalmente, 


"I2 n 8 "*2 

m2U2 = *^ 3^3 O ^ 3 = - i;2 = u.õ - 

1^3 m3 

Sin embargo, en los primeros dos experimentos vemos que 

^ ^ ^ 2/^1 ^^^25 
tn^/nii 0.8 

Por tanto, ^3 = 0.8 x 2.5 = 2 m s ~ De esta forma hemos obtenido la velocidad dei carro 3 sin hallar su 
masa. Cuando m, = 2 kg resulta fácil ver que m 2 = 4 kg y m 3 = 1.6 kg. 


La forma en que aparece la masa en la ecuación 6.2 sugiere la introducción de una nueva cantidad 
física. Esta cantidad se conoce como momentum linea! de una partícula y se define como el pro- 
ducto de su masa y su velocidad. Representando el momentum lineal con p, escribimos 

p = mv (6.3) 

El momentum lineal es una cantidad vectorial y tiene la misma dirección que la velocidad. Es un 
concepto físico muy importante pues combina dos elementos que caracterizan el estado dinâmico 
de una partícula: su masa y su velocidad. De aqui en adelante usaremos la palabra momentum en 
lugar de “momentum lineal”. En el SI el momentum se expresa en kg m s“* (esta unidad no tiene un 
nombre especial). 

A partir de vários experimentos sencillos se puede ver que el momentum es una cantidad 
dinâmica que aporta más información que la sola velocidad. Por ejemplo, es más difícil detener o 
acelerar un camión cargado que se mueve con velocidad v que cuando se encuentra vacío, porque 
el momentuip dei camión cargado es mayor. 

Podemos restablecer la ley de la inércia como sigue: 

una partícula libre siempre se mueve con momentum constante en relación con un sistema 
inercial de referencia: 

p - const. 

Por otro lado, si la partícula no es libre y su velocidad cambia durante un intervalo Aí, su cambio de 
momentum es 

Ap = A{mv) = mAv 


( 6 . 4 ) 
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siempre y cuando la masa no cambie. Más adelante consideraremos el caso de un cohete que quema 
combustible (véase el Ej. 7.7) de modo que su masa cambia. La definición (Ec. 6.3) de momentum 
es válida sólo para velocidades pequenas comparadas con la de la luz. En el capítulo 19 modifica¬ 
remos la definición para partículas en movimiento rápido. 

6o5 Principio d© conservación dei momentum 

Considere dos partículas con masa wij y m 2 que interactúan (Fig. 6.6(a)) de modo que la ecuación 
6.2 es válida (es decir, = - m^Av^. Entonces, mediante la ecuación 6.4, podemos reescribir la 
ecuación 6.2 como 

Ai?i = -Ap2 (6.5) 

Esta relación vectorial indica que, para dos partículas que interactúan, el cambio de momentum de 
una partícula en cierto intervalo de tiempo es igual en magnitud y tiene dirección opuesta al cambio 
de momentum de la otra durante el mismo intervalo de tiempo (Fig. 6.6(b)). El resultado anterior 
puede expresarse así: 

una interacción produce un intercâmbio de momentum. 

Esto es, el momentum “perdido” por una de las partículas en interacción es igual al momentum 
“ganado” por aquella con la cual interactúa. 

El cambio de momentum de la partícula 1 en el intervalo At = t'-tes 

Api =p'i-Pi 

El cambio de momentum correspondiente de la partícula 2 en el mismo intervalo de tiempo es 

A/J 2 = p '2 - P 2 

Por tanto, podemos reescribir la ecuación 6.5 como 
P'í - Pi = -{Pi -Pi) = -Pi +P2 
Reordenando términos podemos escribir 
Pi + P '2 =Pi^P2 
Definiremos 

P=Px+P2 = m^v^^-m2V2 (6.7) 

como el momentum total de dos partículas en el tiempo t. De manera parecida, K =/?, + j?' es 
el momentum total de las dos partículas en el tiempo t'. El lado izquierdo de la ecuación 6.6 es el 
momentum total dei sistema de dos partículas en el tiempo t' y el lado derecho es el momentum 
total dei mismo sistema en el tiempo t, de modo que tenemos P' = P. Como esto es verdadero sin 
importar qué valores tengan t y t', concluimos que el momentum total dei sistema de dos partículas 
es el mismo. En otras palabras: 

el momentum total de un sistema compuesto por dos partículas sujetas sólo a su interacción 
mutua permanece constante: 

P = Px + P 2 = const. (6.8) 

Este resultado constituye el principio de conservación dei momentum, uno de los principios más 
fundamentales y universales de la física. Por ejemplo, se puede considerar que un átomo de hidró- 
geno está compuesto por un electrón que gira alrededor de un protón. Supongamos que el átomo 


Figura 6.6 Intercâmbio de 
momentum como resultado de la 
interacción entre dos partículas. 
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consiünfe: 


(m i 


.Umnin una moIécula dc hidrógcno compucsla por dos átomos dcl elemenio 
to Sois y to protones). Si I. molíeuta eslí .isl»d.|. fólo to inicmxione. ^ 
c^tScoto .iein que .on,«se en considereción. Enlonces 1. suma de sus momem 
SS aToSm. inereial de referencia seri constante. De forma p^tto consuten». 
SIS planetário, compuesto por el Sol. los planetas y sus satél.tes. S. .^.éramo despre- 
Sintenreciones con todos los dento cuerpos celestes, el momentum total dei ..stema planeuno 

en relación con un sistema inereial dc referencia sería constante. ., j • 

No SC conoce ninguna excepeión a este principio general dc conscrvación dcl nwmentura. 

De hecho. siempre que este principio parece ser violado en un experimento, cl físico inmedtata* 
mente busca alguna partícula dcsconocida o escondida que haya pasado inadvertida, con cl fin de 
compensar la falta aparente dc conscrvación de momentum. Esta bósqueda ha llevado a los físicot 
a identificar cl neutrón, cl ncutrino, cl fotón y muchas otras partículas elcmcntalcs. 

La conscrvación dei momentum implica que, en un sistema aislado, el cambio de momo»* 
tum dc una paitícula durante un intervalo particular dc tiempo es igual y (^uesto al cambio dc momentum 
dcl resto dcl sistema durante el mismo intervalo dc tiempo. Así pues, en el caso de una molécula de 
hidrógcno aísiada, cl cambio dc momentum de un clcctrón cs igual y opuesto a la suma de loe 
câmbios de momentum dcl otro electrón y de los dos protones. 

La ley dc la inércia formulada en la sccción 6.2 es un casi 

1 -1__ - .ü. . * ... 


_^_______caso particular dei principio dc con* 

servación dcl momentum. Si sólo tenemos una partícula aislada en lugar dc varias, la ccuación 6.9 
tiene sólo un término y se convierie en P «/wy* const. Para una masa constante es equivalente a f 
const., que es la ley dc la inércia. 


_ ... —.. j/,,, >u ^re.iâvyiui 4|ut .My.Miciic Cl uiiiiái.; LJK iiidiicia paTCCida 

desintegra un nuclco (iniciulmcrue en reposv') y eniile un electrón y un ncutrino, d 
wnvntum total dcl electrón, dcl ncutrino v dt:S micleo resultante, debe sumar cero. Finalmenlft 
los. innvwt^^* cohete que explota en vuelo. L^i suma dei momentum total dc todos los fragmen* 
inmed 5 at- 4 r!^^!*^”^^ después de la cxplosión. deite ser igual al valor dei momentum dcl coheie 
tuoverse haciâ addarne tbig. 6 ?). Por esta razón todos los fragmentos tienden • 

partículas esTnsiaiu"^ ccuacioncs 6.5 y 6.8 sujKmc que la interacción entre ^ 

Presumibicmeiitc iaull ria se propagan con vclocidad fin«»* 

debida a su vclocidad r ^ tonrar en cuenta el retraso dc la interacción» 

^•5 y 6.8, No obstante*”* ^ ^ Pf^P^igación, debe iucorporarse un ténnino adicional en las ccuación^ 

, como se establet. ió con unlerioridud, siempre uue (1) las partículas sc mu®* 






van con kntitud en comparación con Ia velocidad de la I 112 v n» —<4 1 1 ^ 

jelación/y, +/» 2 = constante, y la teoria que se desnreiufe A. íií ^ «Ici^da* entre sí. la 

mación para describir Ia situación física. ** *“• excelente aproxi- 



EJEMPLO 6.2 

Un arma con una masa de 0.80 ke disnar» una kau . .. « 

lí^i I ■ 1 para a bala con una masa de 0.016 kg con nn« Am •ynn 

m s-'. Calcular la velocidad dei letixiceso dei arma. ^ veiocioad de 700 


r> Inicialmente, tanto el arma como la haia 

. 1 u • *•« »'Wnio la oaia estân en reposo y su momentum total es cero De«Hi/< rV> 1» 

CKplosión la bala se mueve bacia aA-iAn»<> ____ “ 


mueve bacia adelante con momentum 


Pi — (0.016kg)(700ms ‘)=11.20kg 


ms 


-1 


BanMdebe retroceder entonces con un monrenlum de igual magnilud pero opueslo, deniodoque 
Pi-~Pv debemos tener también pj=Pp así que ^ 

P 2 = 11.20kg m s“’ = mjiíj 

Entonces, como m 2 = 0.80 kg, 

11.20 kg ms~ ‘ 


V-, = 


= 14.0 m s ', aprox. 50 km h " ‘ 


0.80 kg 


tn A. aplicar el mismo método para obtener la relación entre las velocidades de los fragmen- 

Jí granada que se divide en dos partes cuando explota. De modo similar, si un núcleo en leposo 


emite una partícula a. entonces el núcleo resultante, N, retrocede con un momentum tal quep„ +p = 0. 

o^p = my, en rnagnitud. vemos que de modo que las velocidades están en propoíción 

inversa a ias çnasas. 



templo 6.3 

Análisis oe Ja conservación dei momentum en interacciones entre partículas atómicas. 


de h câmara de niebla de la figura 6.8(a) se muestra la llegada de una partícula a (o núcleo 

cám^ • I hidrógeno, inicialmente en reposo y que es parte dei gas de la 

lo ^ desviada de su dirección original y el átomo de bidrógeno se pone en movimien- 

(med * relativas de belio e bidrógeno están a razón de cuatro a uno. Si medimos sus velocidades 
Jdntc üxnicas especiales disefladas para analizar fotografías de câmaras de niebla y de burbujas) 

dos ‘^‘‘‘erama de momenta de la figura 6.8(b). Cuando, después dei choque, se suman loJ 

omenia, el resultado es igual al momentum de la partícula a antes de la colisión; esto es 

+ Pm 


tttplMMadiai | 

«iMe di ailUiehx etWMHM 1 

ae remerva ca h axj^Qakfiia. 
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Hasta ahora se ha visto que la conservación dei momeníum es válida en todas las interacciones atómicas 
y nucleares. De hecho, la conservación dei momentum siempre se utiliza cuando se analizan procesos 
que implican partículas fundamentales, como los que se muestran en las figuras 20.5 y 20.7. Este proble¬ 
ma se verá con detalle en los capítulos 20,40 y 41. 



UEMPLO 6.4 

Intercâmbios de momentum en el encuentro con un planeta. 

[> Cuando una sonda espacial gira alrededor de un planeta, existe un intercâmbio de momentum entre el 
planeta y la sonda. Si se ha preparado un acercamiento adecuado, Ia sonda ganará velocidad con respecto 
al Sol y esto le ayudará a continuar su exploración dei sistema planetário. 

Consideremos, por simplicidad, el caso especial de una sonda que se acerca a un planeta P casi 
directamente en sentido opuesto al movimiento dei planeta en relación con el Sol, de modo que, como se 
muestra en la figura 6.9, se trata de un encuentro cercano. Supongamos que después de pasar al planeta, 
la sonda es enviada de regreso casi en la misma dirección que la velocidad orbital dei planeta. Con 
respecto al Sol, la velocidad dei planeta es y, la de acercamiento de la sonda es V y su velocidad de 
alejamiento es V'. Un observador situado en el planeta ve a la sonda en el puntovl que se acerca con 
velocidad V + y y que se aleja, cuando está en el punto B, con velocidad V - v. También con respecto al 
planeta, el movimiento de la sonda parece ser simétrico; por tanto, su velocidad QuAyB debe ser la 
misma (pero en dirección opuesta) debido a que la simetria requiere que la velocidad ganada al acercarse 
al planeta se pierda cuando se aleja. Así pues, 

V -v^V + v o V ^V + 2v 

Esto significa que, en relación con el Sol, la sonda ha ganado una velocidad 2yy, por tanto, su velocidad 
y su momentum han aumentado. El incremento proviene dei momentum dei planeta con respecto al Sol, 
que pierde algo de velocidad (y momentum) debido al principio de conservación dei momentum. Sin 
embargo, como la masa dei planeta es de vários órdenes de magnitud mayor que la de la sonda, el 
cambio de velocidad (de acuerdo con la ecuación 6.2) es tan pequeno que se puede considerar nulo. 


V' 



Figura 6.9 


A 


V 
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Paso por 
Venus 

(10 de Febrero de 1990) 


Paso por Paso por 

la Tierra (1) la Tierra (2) 

(8 de Diciembre de 1990) (8 de Diciembre de 1992) 



Figura 6.10 Trayectoria de 
vuelo de Ia sonda Galileo. 


La situación que hemos visto en este ejemplo es la más favorable para que la sonda gane veloci- 
dad (y momentum). Para otros ângulos de acercamiento, la ganancia de velocidad es menor. Tal ganan- 
cia de momentum se ha utilizado para impulsar a las^ sondas a través dei sistema solar (véase la Sec. 
12.4). Este principio se utilizó con la sonda espacial Galileo, lanzada en octubre de 1989, que llegará a 
Júpiter en diciembre de 1995 y estudiará su atmósfera y sus lunas más grandes durante dos anos. La 
trayectoria de la sonda Galileo (Fig. 6.10) implica un paso cerca de Venus y dos cerca de la Tierra, hasta 
que gane el momentum suficiente para llegar a Júpiter. Por tal razón, la trayectoria se conoce como 
Ayuda Gravitatoria Venus-Tierra-Tierra o VEEGA (siglas dei inglês Venus-Earth-Earth Gravity Assist). 
Esta trayectoria reduce considerablemente el momentum inicial que se requiere para lanzar la sonda 
desde el transbordador espacial. Un motor de propulsión de combustible sólido, conocido como Etapa 
Superior Inercial (Inertial Upper Síagé), suministra el momentum inicial. Una trayectoria alternativa hu- 
biera tomado sólo dos anos y medio en llegar a Júpiter, pero habría requerido un propulsor mucho más 
poderoso, que utilizara hidrógeno y oxigeno líquidos, lo que representaria un riesgo para el transbordador. 
La sonda espacial Ulises, lanzada en octubre de 1990, utilizó el mismo principio (véase el Cap. 12). 

El estudiante deberá considerar el caso en que la sonda se acerca al planeta “por atrás”. En este 
caso los dos se mueven en la misma dirección con respecto al Sol, y entonces existe una pérdida de 
velocidad (y momentum) por parte de la sonda, con respecto al Sol. 


éi Segunda y tercera leyei dei movimienfo formuladas por Newfon 

En muchos casos observamos el movimiento de una partícula sin relacionarlo con las demás partí¬ 
culas con las que interactúa, ya sea porque no hay forma de observarias o porque las ignoramos 
deliberadamente, y así es bastante difícil utilizar el principio de conservación dei momentum. Sin 
embargo, existe una manera práctica de resolver esta dificultad. La teoría correspondiente se cono¬ 
ce como dinâmica de una partícula. 

La ecuación 6.5, Ap j = -Ap 2 » relaciona los câmbios de momentum de las partículas 1 y 2 
durante el intervalo de tiempo Aí = f - t. Si dividimos ambos lados de esta ecuación entre Aí, 
podemos escribir 

Ai?i _ Ap2 

At At 


( 6 . 10 ) 
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Figura 6.11 Como resultado 
de la conservación dei 
momentum, la acción y la 
reacción son de igual magnitud, 
pero de dirección opuesta. 


que indica que las tasas (vectoriales) promedio de los câmbios de momentum de las partículas en 
un intervalo de tiempo Aí son iguales en magnitud y opuestas en dirección. Si hacemos que Aí sea 
muy pequeno, es decir, si bailamos el limite de la ecuación 6.10 conforme Aí 0, obtenemos 


àpi _ dp2 
dt dt 


( 6 . 11 ) 


de modo que, en relación con un sistema inercial, los dos cuerpos en interacción, en cualquier 
tiempo í, iníercambian momentum con la misma rapidez pero en direcciones opuestas. Por ejem- 
plo, la tasa de cambio de momentum dei electrón de un átomo de hidrógeno aislado es igual y 
opuesta a la dei protón, en relación con un sistema inercial de referencia; o, suponiendo que la 
Tierra y Ia Luna constituyen un sistema aislado, la tasa de cambio de momentum de la Tierra es 
igual y opuesta a la de la Luna, en relación con un sistema inercial. 

Debemos recordar que el cambio de momentum de una partícula se debe a sus interacciones 
con otras partículas. Éstas se expresan de manera cuantitativa en términos dei concepto de fuerza. 
En consecuencia, debemos introducir ahora, siguiendo el planteamiento de Newton, la fuerza como 
una cantidad dinâmica relacionada con la tasa de cambio de momentum mediante la expresión: 


F=— (6.12) 

dí 

Esta relación constituye la segunda ley dei movimiento formulada por Newton: 

la tasa de caníbio de momentum de una partícula con respecto al tiempo es igual a la fuerza 
que actúa sobre la partícula. 

Dicho de otra manera, la fuerza que actúa sobre una partícula determina la tasa de cambio de su 
momentum. 

Si la partícula es libre, de acuerdo con la segunda ley de Newton, 


dp 

p = const. y F = — = 0 

dí 

En consecuencia, podemos decir que sobre una partícula libre no actúa ninguna fuerza. En este 
caso, el momentum de la partícula es constante, lo que significa que la partícula está en reposo o se 
mueve con velocidad constante con respecto a cualquier sistema inercial de referencia, que es la 
primera ley de Newton. 

Mediante el concepto de fuerza podemos escribir la ecuación 6.11 como 

F^ = -Fj ( 6 . 13 ) 

donde Fj = dp fdt es la fuerza que actúa sobre la partícula 1 debido a su interacción con la 2 y F 2 = 
dpjdt es la fuerza ejercida sobre la partícula 2 debido a su interacción con la 1. Por tanto, conclui- 
mos que 

cuando dos partículas interactúan, la fuerza sobre la primera, ejercida por la segunda, es 
igual y opuesta a la fuerza sobre la segunda ejercida por la primera. 

Ésta es la tercera ley dei movimiento formulada por Newton, consecuencia de la segunda ley y 
dei principio de conservación dei momentum. También se conoce como ley de acción y reacción 
(Fig. 6.11). 

La segunda ley dei movimiento formulada por Newton (Ec. 6.12) no es sólo una definición 
de fuerza; el hecho es que, en un gran número de experimentos, Fj (y por supuesto F 2 también) o 
las correspondientes tasas de intercâmbio de momentum pueden expresarse como funciones dei 
vector de posición relativa de las dos partículas, r j 2 y tal vez también como funciones de la veloci¬ 
dad relativa entre ellas. También se suelen expresar en términos de otros parâmetros (masa, carga. 
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etc.) característicos de las partículas. Incluso se ha visto que esta expresión de fuerza se aplica no 
sólo a dos partículas específicas, sino a todas las partículas sujetas al mismo tipo de interacción. La 
detemiinación de F(r^ 2 ) diversas interacciones halladas en la naturaleza es uno de los más 

importantes problemas de la física. Precisamente porque los físicos han podido asociar formas 
funcionales específicas para F(r^ 2 ) diferentes interacciones observadas en la naturaleza, el 

concepto de fuerza ha sido de tanta utilidad en el análisis dei movimíento de partículas bajo 
interacciones dadas. 

Por ejemplo, los sistemas Tierra-Luna y Sol-Tierra se mueven cada uno bajo su interacción 
gravitatoria mutua. Igualmente, un electrón se mueve con respecto a un núcleo de un átomo bajo su 
interacción eléctrica mutua. Como veremos más adelante, al medir la tasa de cambio de momentum 
de esos cuerpos se ha encontrado que las fuerzas en todos los casos son inversamente proporciona- 
les al cuadrado de la distancia r que separa los dos cuerpos en interacción, esto es, Focl/r^. En el caso 
de la gravitación, la fuerza depende también de la masa de las partículas, mientras que en el caso de 
la interacción eléctrica la fuerza depende de las cargas de las partículas (véase la Nota 6.1). La 
constante de proporcionalidad se determina experimentalmente en cada caso. 

A diferencia de los casos sencillos de dos cuerpos, mencionados en el párrafo anterior, hay 
ocasiones en que la partícula interactúa con muchas otras, de modo que la fuerza no se puede 
expresar fácilmente en términos de unos cuantos parâmetros. Sin embargo, en tales casos la fuerza 
se puede obtener de manera empírica efectuando una serie de mediciones que se utilizan después 
en la ecuación 6.13 sin hacer referencia alguna a las interacciones básicas. Podemos decir que son 
fuerzas “estadísticas”. Éste es el caso, por ejemplo, de las fuerzas elásticas, de fricción y de visco- 
sidad, que en el análisis final resultan ser de origen eléctrico, pero implican un número muy grande 
de átomos o moléculas y por ello se determinan experimentalmente. 


Recordando la defmición de momentum, ecuación 6.3, podemos escribir la ecuación 6.12, F = 
dp/dí, como 


d(mu) 

dí 


(6.14) 


En caso de que m sea constante tenemos 
du 

F — m — o F = ma (6.15) 

dí 

Ésta es otra versión de la segunda ley dei movimiento formulada por Newton, pero resulta más 
restrictiva debido a la suposición de que la masa permanece constante. Además tenemos que sólo se 
aplica a una partícula cuya velocidad es pequena comparada con la de la luz (véase la Sec. 19.8). 
Notemos que la aceleración tiene la núsma dirección que la fuerza (Fig. 6.12). 

En la ecuación 6.15 vemos que, si la fuerza es constante, la aceleración a = F/m es también 
constante y el movimiento es uniformemente acelerado. Esto es lo que sucede a los cuerpos que 
caen cerca de la superfície terrestre. Es un hecho experimental bien conocido el que todos los 
cuerpos cercanos a la superfície terrestre caen con la misma aceleración g. Así, la fuerza de la 
atracción gravitatoria de la Tierra, conocida como peso, es 


W=mg (6.16) 

Puesto que la aceleración de la gravedad es la misma para todos los cuerpos, concluímos que el 
peso de un cuerpo es proporcional a su masa. Esto ha dado lugar, en nuestra experiencia diaria, a 
considerar peso y masa como equivalentes, lo cual no es correcto. 


V 



A F = im 


Figura 6.12 La fuerza tíene la 
misma dirección que Ia 
aceleración. 





La ecuación 6.15 se puede usar para determinar la masa de una partícula si medimos la 
aceleración producida por una fuerza conocida y aplicamos m = Fia. Esto se puede hacer, por 
ejemplo, para una partícula cargada que se mueve en campos eléctricos o magnéticos uniformes. 
De hecho, ésta fue la forma en que se midió por primera vez la masa dei electrón (véase el Cap. 22). 
Si las masas de las dos partículas en interacción son wij y m 2 , sus respectivas aceleraciones a^ya 2 
son tales que las fuerzas son Fj = m^a^ y F 2 = m.^ 2 - Como hemos demostrado que Fj = -F 2 , tene- 
mos también que - -m .^2 o» usando sólo magnitudes, Esta relación muestra 
que, cuando dos cuerpos interactúan, sus aceleraciones respectivas son inversamente proporciona- 
les a sus masas, lo que resulta equivalente a la ecuación 6.1, donde la misma relación se expresa en 
términos de câmbios de velocidad. El resultado confirma que es más difícil acelerar al cuerpo de 
mayor masa con la misma fuerza. Si uno de los cuerpos tiene mucho más masa que el otro (por 
ejemplo m^» mf), su aceleración es muy pequena (aj « af) e incluso despreciable. En tal caso, 
podemos suponer que el cuerpo con más masa está (prácticamente) en reposo en un sistema inercial 
y sólo tenemos que considerar el movimiento dei cuerpo más ligero. Entre los ejemplos en los que 
se puede utilizar esta aproximación se incluyen el movimiento de la Tierra alrededor dei Sol o el de 
la Luna alrededor de la Tierra, una pelota que se deja caer cerca de la superfície terrestre y el 
movimiento dei electrón alrededor dei protón en un átomo de hidrógeno. En los ejemplos 6.5 y 6.6 
se discuten dos de tales casos. 


De las ecuaciones 6.12 y 6.15 deducimos que la unidad de fuerza debe expresarse en términos de 
unidades de masa (kg) y de aceleración (m s"^). Así pues, en el SÍ la fuerza se mide en kg m s"^, 
unidad llamada newton y representada por N; esto es 

N = kg m s“^ 

En consecuencia, definimos el newton como la fuerza que, aplicada a un cuerpo cuya masa es de 1 
kg, le produce una aceleración de 1 m s”^. 

Otra unidad, utilizada a menudo por los ingenieros, está basada en la ecuación 6.16 que 
define el peso de un cuerpo. El kilogramo-fuerza, abreviado kgf, se define como la fuerza igual al 
peso de una masa igual a un kilogramo. Esto es, haciendo m = 1 kg en la ecuación 6.16 se tiene: 

lkgf = ^N=-9.81N 

El estudiante debe tener en cuenta que en la equivalência entre kgf y N está implicada la acelera¬ 
ción gravitatoria, g, que varia ligeramente de un lugar a otro de la superfície de la Tierra. Por 
tanto, 1 kgf es una cantidad diferente de fuerza, dependiendo dei lugar. Nótese que la masa 
medida en kilogramos y la fuerza medida en kilogramos-fuerza se expresan mediante el mismo 
número. Así, una masa de 7.24 kg pesa 7.24 kgf (70.95 N). Aunque el peso, siendo una fuerza, 
debería expresarse en N, es costumbre, especialmente en ingeniería y en el hogar, expresarlo en 
kilogramos-fuerza. En la práctica con frecuencia se habla de una fuerza de tantos kilogramos, 
pero no es una buena práctica. 


EJEMPLO 6.5 

Como veremos en el capítulo 11, la fuerza de atracción gravitatoria entre la Tierra y la Luna es 
F= 1.985 X 10*^ N. La masa de la Tierra es de 5.97 x lO^'* kg y la de la Luna es de 7.35 x 10^^ kg. 
Calcular la aceleración de cada cuerpo debida a esa fuerza. 

t> Por la ley de conservación dei momentum (ley de acción y reacción), la fuerza gravitatoria con que la 
Tierra atrae a la Luna es igual a la fuerza con que la Luna atrae a la Tierra, tal como se indica en la figura 
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6.13. Como consecuencia, la aceleración de cada cuerpo es diferente debido a que sus masas son dife¬ 
rentes. Así, para la Luna la aceleración es 

F 1.985 X 10^’N 

«L = — =-—-= 2.70 X 10 ® m s ^ 

7.35 .x lO^^kg 

Ésta es la aceleración centrípeta dei movimiento orbital de la Luna. Para la Tierra la aceleración es 


F _ 1.985 X 10^^N 
5.97 X lO^^^kg 


3.32 X 10“®ms-2 


o casi 1(K) veces menor que la de la Luna. Por esta razón, cuando vemos el movimiento dei sistema 
Tierra-Luna, a menudo suponemos que la Tierra está en reposo y la Luna se mueve alrededor de ella. En 
realidad, como veremos en el capítulo 13, los dos cuerpos se mueven alrededor de su centro de masa. 


EJEMPLO é.é 

Como se verá en el ejemplo 21.2, la fuerza de atracción eléctrica entre el electrón y el protón en un 
átomo de hidrógeno es F = 8.20 x 10^ N. La masa dêl electrón es de 9.109 x 10“^* kg, y la dei protón es 
de 1.672 X 10^^^ kg. Calcular la aceleración de cada partícula debida a su interacción mutua. 

I> Este ejemplo es parecido al anterior, sólo que la fuerza es alfiora de origen eléctrico, más que gravitatoria 
(Fig. 6.14). La aceleración dei electrón debida a esta fuerza es 


F 8.20xl0-«N _2 

a= — = - -— = 9.02 X 10 ^^ m s ^ 

9.109 X 10 kg 

jque es casi 10^^ veces la aceleración de la gravedad! La aceleración dei protón debida a la misma fuerza es 


8.20 X 10"®N 
1.672 X 10-2^ kg 


4.91 X 10‘^ms“2 


o cerca de 1840 veces menor. Por tal razón, cuando hablamos dei movimiento dei sistema electrón- 
protón normalmente suponemos (al menos en una buena primera aproximación) que el protón de un 
átomo de hidrógeno está en reposo y el electrón se mueve a su alrededor. Sin embargo, el hecho de que 
el protón no esté en reposo produce ciertos efectos que se pueden detectar con las modernas técnicas de 
medición. Discutiremos estos efectos en el capítulo 23. 


Electrón 


EJEMPLO 6.7 

Calcular la fuerza requerida para desviar un electrón en un tubo de televisión (véase el Ej. 4.3) una 
distancia de 0.1 m. 


Figura 6.13 Fuerzas 
gravitatorías en el sistema Tierra- 
Luna. 


Figura 6.14 Fuerzas eléctricas 
en un sistema protón-electrón. 






> Como el electKSn dei ejemplo 4.3 Ilega a la panulla en 6.7 x 10^ s. usando v - W « 

la aceleracéón necesaría dei electnSn debe ser ^ 

2>’ 2(0.1 m) 

lapmximadamenle 5 x 10'^ veces la aceleración de la gravedad! U fuerza que se requien: es 
F mm ma ^ (9.109 x 10 kg)(4.46 x 10*^ « 4.06 x 10“ N 

c- P- p.™ 4.4 . „H «cc U r.™ 



6.9 PrnKÍpio dásico de la relatívidod 

En la sec^ 4.6 dedujimos la transfonnación gaJilcana onire velocidades y accioraciones tnediA« 
pordo.ol»av«l««.. ™vinü<,nlo unifonnc relativo do oaslackín. &lab!«inKK tambié.^ 
leyes dei movi^itto deben considenuw en relactón con un observador inercial. Por lanlo^ 

mo. venficar ahom qoe. á U. leyes dei movimienlo son válidas para u„ observador inereiX^ 
ser válidas para lodos los observadores inerciales. ^ 

ConsMciemos dos observadores inerciales O y íT que se muevcn con una velocidad relativa 
constante « Supongamos que los dos observadores relacionan sus respectivas observaciones <fel 
nusmo lenomeno mediante la transformación galileana, ecuación 4.19: 


r — rr, V V 


p. a = o, t' -t 


ConMderemos dm partículas dc masa m, y m^y scan V, y Vjsus velocidades medidaspord 
ooacrvador tnereial O. Si no actúan fuerzas externas sobre las partículas, el principio dc 
ciaa dd roomentum requtere que 


conserva- 


i»ii F, -f ffi] ^2 const. 


(617) 


Para oiio observador ineicial O', que se mueve en relación con O a velocidad constante a las 

velocidades de m, y m, son 


F,-s o F, = r,+ r y F,«r,+ 


r, - F, - r y r, : 

Sttstituycado estos valores en la ecuación 6.17. tenemos 
"»i( ►"»+•) + nijl r, + a) » fonsí. 

o. reonleiiMKlo lénninos, 

"•i Fi + «] • cemst. - (m, + nijls 

o la velocidad relativa, m es constante, cl lado deiecho de la ecuación anterior cs tanilâís 

y d observador <y pwode esciibir 

■•i F*! -f ni] F*] M ctrnst. 

<| 06 ealB resah ad o es válkfo aólo si la velocidad relativa a es tambíín constante; es»**. ** 
^•io»o observador iaereial. La ecuación 6 .18 es aemejanie a la 6.1 7 y. por tanto, 

•ws wmáaler iw0riaR W peme^io ét comstrumcióm dei mom enmm . Estamos s«çooi«»JO' v 
•• ii eaperitmcla. qaa loa dos observadores midea la misma masa paia cada c««po. 











Q)i}^p«enK» abora las 
coB velockfad letatíva r 
(es dccir,«' * «). De 


medidas por dos obsesvadores taefdâtes O i Cf qae se 
de modo «pie ambos mkka la misine aceteradó» de la 
I la sefttiida ley de Nes^ton. la fimna medida por el 


Des 


da dF 

f s m =s m — *= 

dt dt 




Itfwtra 


observador D'es 




.t v:,. vi’* 



dp dr 

r --L. = m -* mm 

dt dt 

Ea visu de que a's a, concluimos que 

F^r 





(Í.I») 


tairto rmdws observadores inerviales miden la misma fuerza sobre la partícula cuando compe- 
IS sus metfidooes usando la transformación galileana. El hecho de que ambos deben usar las 
^cmjw leyes dei movimiento sugiere que: 

ha leyes dei movimiento son las mismas para todos los observadores inerciales que se 
muevot con velocidad constante relativa, cuando comparan sus mediciones mediante ta 
transformación galileana. 

Esta afiimack^ constituye el principio dáaco de la relatividad. Nuestra demostración es 
vâkh siempre y coa n do la partícula se mueva con velocidades mucho menores que la de la luz. 

Para Qustrar este príncipo, consideremos un observador O situado en una estaciòn de ferro- 
canil y ono (f sobre uo tren que pasa con un movimiento rectilíneo uniforme. Hagamos que Oy(/ 
deaáen d mismo experimento: los dos juegan aJ biliar y ambos deben usv las mismas leyes para 
^ ® ^ movimieitto de las bolas: éslas se deben mover exactarneme igual en Ia estaciòn y en el 


Uümo 6.8 

“»ciúo dd movínuento con referencia a un observador no inercial; fuerzas inerdaks. 

Smo^adxDaoesinenád.sovek^dadrconrcspectoaunobservadorjnerciaJOnocsconstao- 

«■dticirpo.Si«, = cr d/csla 2 celeracióodc<y co rciaciÓD coo D, de acucrdo cou la ecu»do 4 18 

que 


m 

wbre 


t*3^ .'Basâ m medáàsi por cl observador O es 


f = 


sasr 



•K snerciaí » O' usa la nusiia defiaicíân de f uena, !a íoe ru scèee la 


por 






ia 

r ^F~ 


telurida entre u y 4 r', 


i6J»} 
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Así: 


el observador no inercial mide unafuerza diferente de la que mide el observador inercial. 

En otras palabras, el observador no inercial (/ considera que hay otra fuerza Fj que actúa 
sobre la partícula y que está dada por 

Fj = —ma^ (6.21) 

Esta fuerza es adicional a F medida por el observador inercial O (que incluye todas las interacciones 
a las que la partícula está sujeta). Por tanto, la fuerza resultante sobre la partícula medida por O' es 
F + Fj. La fuerza ficticia Fj se conoce como fuerza inercial. 

Para describir el movimiento de una partícula en relación con un sistema de referencia que 
está girando, como la Tierra (que no es ün sistema inercial de referencia), debemos utilizar este tipo de 
lógica. En este caso, a^está dado por los dos últimos términos de la ecuación 5.23. Por tanto, la fuerza 
inercial sobre una partícula cuando el observador está en la Tierra es 

Fj = —mo) X (íü X r) — 2mo> x V (6.22) 

Esta fuerza corresponde a una fuerza centrífuga y a una de Coriolis que actúan sobre la partícula 
además de F. 


Nota 6.1 Las fuerzas qoe conocemos 

En este capítulo hemos analizado el concepto general de fuerza, que es igual a la tasa de cambio dei momentum con respecto al 
tiempo. Pero hay una pregunta que no se ha planteado formalmente: ^de dónde vienen tales fuerzas? 

Cuando miramos a nuestro alrededor, vemos muchos “tipos” de fuerzas. Aplicamos una fuerza sobre el suelo cuando 
caminamos; empujamos y levantamos objetos aplicando una fuerza; para estirar una cuerda debemos aplicar una fuerza; el viento 
tira un árbol y empuja un bote mediante una fuerza; la expansión de gases en los motores de combustión interna produce una fuerza 
que hace que un automóvil, un bote o un avión se muevan; los motores eléctricos producen una fuerza que mueve objetos. Podemos 
pensar en muchos otros ejemplos en los que se generan y aplican fuerzas. 

Los ejemplos anteriores de fuerzas físicas se dan en sistemas complicados, como en nuestros cuerpos, en un motor, en la 
atmósfera terrestre y en cables que llevan corriente eléctrica. Podemos decir que son fuerzas estadísticas porque, si analizamos 
la situación en que aparecen, nos damos cuenta de que se trata de cuerpos compuestos por un gran número de átomos. La cuestión 
es, entonces, si podemos dividir tales fenómenos en componentes microscópicos, como moléculas, átomos, electrones y sus 
respectivas interacciones. Uno de los grandes logros de las últimas décadas ha sido la reducción de todas las fuerzas observadas 
en la naturaleza a unas cuantas interacciones básicas o fundamentales entre los componentes básicos de la matéria. Esto significa 
que las fuerzas estadísticas son simplemente manifestación de las fuerzas fundamentales cuando entran en acción grandes núme¬ 
ros de partículas. En la sección 1.7 dijimos que normalmente reconocemos cuatro fuerzas o interacciones fundamentales entre 
partículas elementales: gravitatoria, electromagnética, fuerte y débil. Repasaremos ahora las características generales de éstas, 
que fueron reconocidas como resultado dei análisis de un gran número de experimentos. 

Las fuerzas o interacciones fundamentales están asociadas con fuentes. Estas entidades pueden considerarse ya sea como 
el origen de las fuerzas o bien como los sujetos sobre los cuales éstas actúan. Esto se concluye directamente de la ley de conser- 
vación dei momentum o su equivalente, la tercera ley de Newton de “acción” y “reacción”, ya que cualquier fuente u origen de 
una fuerza es también una entidad sobre la cual puede actuar esa fuerza. En otras palabras, una fuente es algo que puede capturar 
pero que también puede ser capturado. Esto resulta natural porque las fuerzas son una expresión dei intercaníBio de momentum 
entre cuerpos en interacción. Según se explicó en la sección 1.7, los tipos de fuerzas tienen diferentes clases de fuentes asociadas 
a distintas propiedades de las partículas: la masa es la fuente de la fuerza gravitatoria; la carga eléctrica es la fuente de la fuerza 
eléctrica o, más bien, de la fuerza electromagnética; la carga de color, característica de las partículas llamadas quarks, es la 
fuente de la fuerza fuerte; y la interacción débil tiene su fuente en la carga débil. No todas las partículas tienen estas cuatro 
características y ésta es la razón por la cual las partículas se ven afectadas de forma distinta por las cuatro interacciones. 

Es posible que para un mismo tipo de fuerza existan vários tipos de fuentes o sólo uno. De la fuente de fuerza gravitatoria 
(la masa) hay sólo una clase; de la carga eléctrica existen dos; y la carga de color consta de seis tipos distintos, según se explicará 
en el capítulo 41. Esta característica tiene un efecto sobre el sentido de la fuerza: determina si ésta será siempre de atracción o será 
tanto de atracción como de repulsión. 
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Las fuentes pueden ser puntuales o extendidas. En ei primer caso son como puntos, sin esíructura, mientras que en el 
segundo íienen alguna especie de estractura interna. Según nuestro punto de vista actual acerca de la naturaleza, las fuentes 
puntuales son fundamentales; las fuentes extendidas, en cambio, son secundarias y están compuestas, quizá, por varias fuen¬ 
tes puntuales. Por ejemplo, los electrones se consideran fuentes puntuales, mientras que los protones y los neutrones aparentemen¬ 
te están compuestos de tres quarks cada uno. Las leyes fundamentales de las fuerzas se formulan generalmente en términos de 
fuentes puntuales, aunque tal vez no existan exactamente fuentes con esta característica. Sin embargo, la noción de fuente puntual 
proporciona una descripción sencilla que se puede utilizar eníonces para analizar los sistemas que realmente vemos en la natura¬ 
leza. De hecho, algunas fuentes compuestas se pueden considerar puntuales en ciertas circunstancias o aproximaciones. 

En un intento por lograr la simplicidad, los físicos tratan de reducir las fuerzas existentes entre muchas fuentes a fuerzas 
entre dos fuentes; esto es, a fuerzas o interacciones entre dos cuerpos. En muchos casos, tal intento ha sido un completo êxito, 
aunque no tenemos la certeza de que no exista una fuerza que implique muchos cuerpos (o fuentes) y que no puede reducirse a la 
separación de fuerzas entre dos partículas. En las interacciones de dos cuerpos, la magnitud de la fuerza es proporcional a una 
combinación simétrica, tal como el producto de dos cantidades que describen la “intensidad” de cada fuente. Por ejemplo, la 
fuerza gravitatoria es proporcional al producto de las masas de los dos cuerpos en interacción (F a mm') y la fuerza eléctrica es 
proporcional al producto de las cargas de los dos cuerpos (F a qq'). La constante de proporcionalidad depende dei tipo de fuerza 
y a menudo se llama constante de acoplamlento. Parece razonable suponer que la magnitud de la fuerza que existe entre dos 
fuentes depende de la distancia, r, que las separa. Esta dependencia de la distancia, o dependencia radial, es lína propiedad muy 
importante de la fuerza y desempena un papel decisivo en la determinación de las características básicas dei mundo en que 
vivimos. La intensidad de dos de las fuerzas básicas (gravitatoria y eléctrica) disminuye confornie aumenta la distancia que las 
separa, de acuerdo con 1/r^. Por tanto, la fuerza gravitatoria es de la forma (Cap. 11): 
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y la fuerza eléctrica tiene la forma (Cap. 21): 
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donde Gy son las constantes de acoplamiento. En el caso de la fuerza eléctrica, la expresión es correcta siempre y cuando las 
partículas estén en reposo o se muevan con una velocidad relativa entre sí muy pequena. Por esta razón usamos en ocasiones el 
término “electrostática” para la expresión de fuerza eléctrica que acabamos de dar. La fuerza nuclear entre protones y neutrones es 
manifestación de la interacción fueríe; disminuye mucho más rápidamente que 1/r^con el aumento de r. Su dependencia real de la 
distancia aún no se conoce bien (Caps. 39 y 41). Se puede decir lo mismo de la interacción débil. 

Las fuerzas gravitatoria y eléctrica son de largo alcance; su influencia se extiende de un lado dei universo al otro. La 
interacción fuerte, por el contrario, es de corto alcance, dei orden de lO"’^ m. Aparentemente, la interacción débil es de un alcance 
aún menor que el de la interacción fuerte (Tabla 6.1). 

El hecho de que una fuerza sea de alcance largo o corto (finito o infinito) tiene importantes consecuencias. Por ejemplo, en 
una molécula o en cualquier fragmento de matéria, los núcleos atómicos están separados por distancias dei orden de 10“*®m. Por 
tanto las interacciones fuertes entre ellos son prácticamente nulas. En consecuencia, los átomos de un cuerpo se mantienen unidos 
exclusivamente por fuerzas eléctricas. (Como veremos más adelante, la fuerza gravitatoria que existe entre los átomos es demasia¬ 
do pequena para ser tomada en cuenta.) Así, la interacción fuerte no produce efectos medibles en los experimentos normales de 
todos los dias. Esto explica por qué la interacción fuerte no había sido descubierta hasta la década de los treinta, cuando se 
construyeron máquinas especiales capaces de detectar efectos a distancias de hasta 10“*'* m. Las fuerzas gravitatoria y eléctrica, 
por el contrario, se conocen desde hace mucho tiempo. Por su parte, la fuerza débil es responsable de algunos procesos radiactivos 
que se pueden observar con mucha facilidad. En realidad, debido a su largo alcance, las fuerzas gravitatoria y eléctrica explican la 
inmensa mayoría de los fenómenos que observamos en el mundo. Podemos decir, de manera muy simplificada, que las fuerzas 
gravitatorias son responsables de las estructuras extremadamente grandes dei universo (galaxias, sistemas planetários, estrellas), 
mientras que las interacciones fuerte y débil operan en el otro extremo (núcleos, partículas elementales). Las fuerzas eléctricas, 
situadas en medio, dan origen a la mayoría de las propiedades generales de la matéria (átomos, moléculas, líquidos, sólidos) 
así como también a las reacciones químicas. En realidad muchas de las fuerzas estadísticas que observamos en nuestra vida diaria, 
como la fricción, la viscosidad, la presión de un gas, etc., son esencialmente resultado de interacciones eléctricas entre un gran 
número de átomos y moléculas. 

La dirección de una fuerza debe determinarse de alguna manera a partir de las propiedades de las fuentes y de sus posicio¬ 
nes relativas. Si las fuentes no tienen propiedades direccionales, entonces la única dirección posible es la definida por la línea que 
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conecta a las dos fuentes. Los experimentos han mostrado que la fuerza acíúa en esa dirección. A tales fuerzas se les ilama 
centrales, debido a que si consideramos una de las fuentes como centro de nuestro sistema de coordenadas, la fuerza sobre la otra 
fuente siempre apuntará bacia este centro o en sentido contrario. Las fuerzas gravitatoria y eléctrica son fuerzas centrales siempre 
y cuando consideremos interacciones entre fuentes puntuales. Sin embargo, si se agrupan varias fuentes para formar un sistema 
compuesto (átomos, moléculas, etc.) que, por su forma y simetria, defina una dirección adicional, la fuerza resultante puede no ser 
central. Éste es el caso de las fuerzas intermoleculares y de las fuerzas entre pequenos imanes (o “dipolos” magnéticos), así como 
las que existen entre corrientes eléctricas. Para distribuciones de masas o cargas eléctricas que muestran simetria esférica, la 
fuerza sigue siendo central. Esto ocurre, con una muy buena aproximación, con la fuerza gravitatoria entre la Tierra y el Sol. 
Existen otras propiedades que determinan la dirección de las fuerzas entre partículas elementales. Una de ellas se conoce como 
momentum angular intrínseco o spln (Gap. 13). En este caso la fuerza puede no ser central. 


Tabla 6.1 Interacciones fundamentales 


Interacción 

Intensidad 

relativa 

Alcance 

Propiedad de 
la matéria 

Bosón 

mediador 

fuerte 

1 

10"*^m 

carga de “color”* 

gluón 

débil 

10-1^ 


carga “débil” 

bosón débil 

electromagnética 

10”2 

00 

carga eléctrica 

fotón 

gravitatoria 

10-38 

00 

masa 

gravitón 


*No está relacionada con el color de Ips objetos que vemos 


Otra característica importante son las intensidades relativas de las cuatro fuerzas, dadas en la tabla 6.1, en la que la 
intensidad de la interacción fuerte se tomó como unidad. 

Una pregunta importante que debemos considerar es como funcionan las fuerzas entre fuentes separadas, y cómo es que 
intercambian momentum. Se puede dar una explicación común a los cuatro tipos de fuerzas en términos de un modelo de fuerzas 
de intercâmbio. De acuerdo con este modelo, una fuerza entre dos fuentes es generada por el intercâmbio de alguna entidad o 
“partícula”, conocida como bosón mediador, que desempena el papel de portador de momentum. Si el bosón mediador tiene 
una masa diferente de cero, se puede demostrar que la fuerza resultante tiene un alcance finito. En particular, cuanto más grande 
sea la masa de la partícula intercambiada, más corto será el alcance de la fuerza resultante. Se dice que las fuerzas electromagné¬ 
ticas, de alcance infinito, son generadas por el intercâmbio de partículas de masa cero o fotones, representados por el símbolo y. 
En las interacciones débiles el intercâmbio se debe a partículas con masa, de manera que producen una fuerza de un alcance muy 
corto. Estas partículas, llamadas bosones intermédios o débiles (designados con los símbolos W* y Z% fueron identificadas por 
primera vez en los anos ochenta. Se dice que las interacciones fuertes vienen dei intercâmbio, entre quarks, de ciertas partículas 
conocidas como gluones. Se considera que los gluones son partículas sin masa, pero con otras propiedades de los gluones, que 
serán examinadas en el capítulo 41, y que hacen que el alcance de la interacción fuerte sea dei orden de 10“*^ m. Estas partículas 
mediadoras se encuentran en la naturaleza sólo denín? de los protones, los neutrones y los mesones. Se supone que el mediador de 
la fuerza gravitatoria es el gravitón, partícula de masa cero que hasta la fecha no ha sido detectada experimentalmente. 

El modelo de intercâmbio de partículas permite explicar las interacciones fundamentales. La validez dei modelo ha sido 
comprobada experimentalmente en términos generales. Los detalles necesarios para efectuar cálculos precisos no se han desarro- 
llado por completo (excepto para el caso de la fuerza eléctrica y sólo parcialmente para las interacciones débil y fuerte) y aún 
quedan muchas interrogantes sin respuesta que constituyen ei centro de la investigación actual en física teórica y experimental. 

Es necesario hacer una anotación final: la conservación dei momentum se aplica a todas las interacciones. La ley dei 
movimiento, F = dp/dí, parece aplicarse a todas las fuerzas “estadísticas”. Sin embargo, las fuerzas o interacciones “fundamenta¬ 
les” no pueden expresarse en los mismos términos (con excepción de las de largo alcance -la gravitatoria y la electromagnética- 
en algunas circunstancias especiales). Una de las razones es la necesidad de tomar en cuenta el fenómeno de intercâmbio, median¬ 
te el cual el momentum es llevado de una fuente a otra. Regresaremos a este tema en el capítulo 41. 
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PREGUNTÂS 

6.1 ^Que es una partícula “libre”? ^Cómo se reconoce 
experimeníalmente una partícula “libre”? 

6.2 Discuta el concepto de observador inercial. ^Cómo es 
posible diferenciar un observador inercial de uno no inercial? 

6.3 Establezca el principio de conservación dei momentum 
cuando se aplica a una molécula de hidrógeno aislada y al 
sistema solar. 

6.4 ^Por qué podemos decir que la “masa” es una propiedad 
de cada partícula, independiente de las fuerzas que actúan sobre 
ella? 

6.5 Establezca la ley de acción y reacción cuando se aplica 
(a) al sistema Tierra-Luna y (b) al sistema protón-electrón de un 
átomo de hidrógeno. 

6.6 ^Cuál es la relación entre la dirección de una fuerza y (a) 
el cambio de momentum y (b) la aceleración de una partícula? 

6.7 En un tiempo dado, la fuerza que actúa sobre una partícula 
es F. Un tiempo después, la fuerza se duplica. ^Cuál es la 
relación entre las tasas de cambio de momentum de la partícula 
en los dos tiempos? 

6.8 ^Cómo reconocemos que la Tierra ejerce una fuerza sobre 
todos los cuerpos cercanos a su superfície? ^Cómo medimos la 
fuerza? ^Cómo llamamos a esta fuerza? 

6.9 ^Qué cantidades físicas son “invariantes” bajo una 
transformación galileana? 

6.10 El Impulso de una fuerza F que actúa sobre una 
partícula durante el tiempo (q al tiempo t está definido como 


Fdt 


Muestre que el impulso es igual al cambio de momentum: 
àp = I. Compruebe que cuando la fuerza es constante, I = FA/, 
donde At = t-t, 


0 - 


6.11 Grafique la fuerza F que actúa sobre un cuerpo, como 
función dei tiempo. Verifique que el área bajo la curva 
correspondiente al intervalo í-t^es igual al impulso. 

6.12 ^En qué condiciones una fuerza muy intensa que actúa 
durante un período muy corto produce el mismo cambio de 
momentum que una fuerza débil que actúa durante un período 
largo? Haga un diagrama de las fuerzas como funciones dei 
tiempo para explicar su respuesta. 

6.13 Discuta la relación entre los conceptos de “interacción” 
y “fuerza”. 

6.14 Designe a la fuerza ejercida por la Tierra sobre un 
cuerpo como F y el radio de la Tierra como R. Grafique los 
puntos que corresponden a la fuerza sobre el cuerpo cuando su 
distancia es 2R, 3R y 4R dei centro de la Tierra, si la fuerza varía 
en proporción inversa al cuadrado de la distancia. Una los 
puntos con una línea curva. Si la aceleración para la caída libre 
cerca de la superfície es de 9.8 m s"^, ^cuál es la aceleración a 
las distancias 2R, 3R y 4/?? 

6.15 ^Qué relación o relaciones son las mismas para todos 
los observadores inerciales, de acuerdo con el principio clásico 
de la relatividad? 

6.16 Explique el origen de las “fuerzas inerciales” y dé 
algunos ejemplos. 

6.17 Un objeto que se mueve con velocidad V en relación con 
un observador inercial O golpea un muro que se mueve en 
dirección opuesta con velocidad í^en relación con O. ^Cuál es la 
velocidad dei objeto con respecto al muro antes y después dei 
choque? ^Cuál es la velocidad dei objeto con respecto a O 
después dei choque? (Nota: Recuerde el Ej. 6.4.) 

6.18 Escriba la ecuación 6.2 cuando interactúan las partículas 
1 y 3, y las partículas 2 y 3, 


PROBÍEMÂS 

6.1 Un vagón de ferrocarril en reposo es golpeado por otro 
que se mueve a 0.04 m s“^ Después dei choque el primer vagón 
se pone en movimiento con una velocidad de 0.053 m s"*, 
mientras que la velocidad dei segundo disminuye a 0.015 m s“*. 
(a) Calcule el cociente de las masas de los dos vagones. (b) 
Dibuje los vectores que representan la velocidad de cada vagón 
antes y después dei choque y el cambio vectoríal de sus veloci¬ 
dades. 

6.2 Repita el problema anterior si el primer vagón tiene una 
velocidad final de 0.01 m s”* y (a) continúa en la misma 


dirección que el segundo, (b) se mueve en la dirección opuesta 
después de la colisión. 

6.3 Dos carros. Ay B, son empujados uno hacia el otro. Al 
principio B está en reposo mientras A se mueve hacia la derecha 
a 0.5 m s“*. Después de que chocan, A retrocede a 0.1 m s“^ 
mientras que B se mueve a la derecha a 0.3 m s~^ En un 
segundo experimento, A está cargado con una masa de 1 kg y se 
le empuja contra B con una velocidad de 0.5 m s~*. Después dei 
choque, A queda en reposo y fí se mueve hacia la derecha a 0.5 
m s”^ Halle la masa de cada coche. 
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6.4 (a) Halle el momentum adquirido por una masa de 1 g, 1 
kg y 10^ kg cuando cada una de éstas cae una distancia de 100 
m. (b) Como el momentum que adquiere Ia Tierra es igual y 
opuesto, determine la velocidad (hacia arriba) que adquiere la 
Tierra. La masa de la Tierra es de 5.98 x 10^'^ kg. ^Cuál es su 
conclusión? 

6.5 Una partícula de 0.2 kg de masa se mueve a 0.4 m s"* a Io 
largo dei eje X cuando choca con otra partícula de 0.3 kg de 
masa que se encuentra en reposo. Después dei choque la 
primera partícula se mueve con velocidad de 0.2 m s“* en una 
dirección que forma un angulo de +40° con el eje X. Determine 
(a) el módulo y la dirección de la velocidad de la segunda 
partícula después dei choque y (b) el cambio de velocidad y el 
momentum de cada partícula. 

6.6 Una partícula de 3.2 kg de masa se mueve hacia el oeste a 
6.0 m s“*. Otra partícula de 1.6 kg de masa se desplaza hacia el 
norte con una velocidad de 5.0 m s“^ Las dos partículas 
interactúan y, después de 2 s, la primera se mueve en dirección 
N 30° E a 3.0 m s~*. Halle (a) el módulo y la dirección de la 
velocidad de la otra partícula, (b) el momentum total de Ias dos 
partículas, al principio y después de transcurridos los 2 s, (c) el 
cambio de momentum de cada partícula, (d) el cambio de 
velocidad de cada partícula y (e) las magnitudes de taleS 
câmbios de velocidad. 

6.7 En la reacción química H + Cl HCl, el átomo de H se 
movia inicialmente en la dirección positiva X con una velocidad 
de 1.57 X 10 ^ m s■^ mientras que el átomo de Cl se movia en la 
dirección positiva de Vcon velocidad de 3.4 x lO^m s"^ Halle el 
módulo y la dirección (en relación con el movimiento original 
dei átomo de H) de la velocidad de la molécula resultante de 
HCl. Use las masas atómicas de la tabla A.l. 

6.8 En 28 dias, la Luna (cuya masa es de 7.34 x 10^^ kg) gira 
alrededor de la tierra a lo largo de un círculo de 3.84 x 10* m. 

(a) ^Cuál es el cambio de momentum de la Luna en 14 dias? (b) 
^Cuál debe ser el cambio de momentum de la Tierra en 14 dias? 
(c) ^Está la Tierra estacionaria en el sistema Tierra-Luna? (d) La 
masa de la Tierra es 80 veces mayor que la de la Luna. ^Cuál es 
el cambio de velocidad de la Tierra en 14 dias? (e) Repita el 
problema para 7 dias. 

6.9 Un disco que se desliza sobre una superfície lisa a 0.025 
m s"* golpea a otro que está en reposo. Después de la colisión el 
primer disco se mueve a 0.015 m s"* en una dirección que forma 
30° con la dirección inicial, (a) ^Cuál es la dirección de movi¬ 
miento dei segundo disco? (b) Si el segundo disco retrocede con 
una velocidad de 0.20 m s“^ ^cuál es el cociente de las masas de 
los discos? 

6.10 Una granada que se mueve horizontalmente con 
respecto al suelo a 8 km s~* explota dividiéndose en tres frag¬ 
mentos iguales. Uno de ellos continúa moviéndose horizontal¬ 
mente a 16 km s~^; otro se mueve hacia arriba con un ângulo de 


45°; y el tercero con un ângulo de 45° por debajo de la horizon¬ 
tal. Halle el módulo de la velocidad dei segundo fragmento y dei 
tercero. 

6.11 Un carro de 1.5 kg de masa se mueve a lo largo de su 
riel a 0.20 m s"^ hasta que choca con un tope que se encuentra al 
final dei riel. ^Cuál es su cambio de momentum y la fuerza 
media ejercida sobre el carro si, en 0.1 s, (a) queda en reposo, 

(b) retrocede con una velocidad de 0.10 m s -^? (c) Explique la 
conservación de momentum dei choque. 

6.12 Un automóvil tiene una masa de 1500 kg y su velocidad 
inicial es de 60 km h“^ Cuando se le aplican los frenos, produ- 
ciendo una desaceleración uniforme, el coche se detiene en 1.2 
min. Determine la fuerza aplicada al coche. 

6.13 (a) Calcule el tiempo necesario durante el cual debe 
actuar una fuerza de 80 N sobre un cuerpo de 12.5 kg para que 
le dé una velocidad de 72 km h“* partiendo dei reposo. (b) 
^Cuánto tardará y en qué dirección debe actuar la misma fuerza 
constante sobre el cuerpo para dejarlo en reposo? 

6.14 Un cuerpo con una masa de 10 g cae desde una altura de 
3 m sobre un montículo de arena. El cuerpo penetra 3 cm en la 
arena antes de detenerse. i,Qué fuerza se ejerció sobre el 
cuerpo? 

6.15 Un cuerpo cuya masa es de 2 kg se mueve sobre una 
superfície horizontal lisa bajo la acción de una fuerza horizontal 
F=55 + i^, donde F está en newtons y t en segundos. Calcule la 
velocidad dei cuerpo cuando / = 5 s (el cuerpo se hallaba en 
reposo en / = 0). 

6.16 La fuerza ejercida sobre un objeto de masa m es 
F = Fq- kt, donde F^y k son constantes y t es el tiempo. 

Halle (a) la aceleración y (b) la velocidad y la posición en 
cualquier tiempo. 

6.17 Una partícula de masa m, inicialmente en reposo, se ve 

influida por una fuerza F = Fq[ 1 - (2í - durante el 

intervalo 0 > / > T. (a) Verifíque que la velocidad de la partícu¬ 
la al final dei intervalo es Note que depende sólo dei 

producto FqT y, si T disminuye, se obtiene la misma velocidad 
haciendo Fq proporcionalmente más grande, (b) Haga una 
gráfica de F y y en función de /. (c) Describa alguna situación 
física para la cual el problema seria una descripción adecuada. 

6.18 Una fuerza F que dura 20 s se aplica a un cuerpo de 
500 kg de masa. El cuerpo, inicialmente en reposo, adquiere una 
velocidad de 0.5 m s“^ como resultado dei efecto de la fuerza. Si 
ésta se aumenta linealmente desde cero durante los primeros 

15 s y después disminuye linealmente hasta cero en los siguien- 
tes 5 s, (a) halle el impulso (véase la Pregunta 6.10) causado por 
la fuerza sobre el cuerpo, (b) encuentre la fuerza máxima 
ejercida sobre el cuerpo y (c) haga una gráfica de F en función 
de í y halle el área bajo la curva. ^E1 valor de esta área está de 
acuerdo con el resultado dei inciso (a)? 
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Un paracaidista desciende con 
velocidad constante (movimiento 
uniforme) cuando la fuerza hacia 
arriba debida al arrastre dei aire sobre 
el paracafdas equilibra el peso dei 
paracaidista. Para aumentar el arrastre 
dei aire, los paracafdas tienen un área 
grande y una forma côncava. (Cortesia 
dei Airbome Forces Museum, 
Aldershot, EE. UU.) 
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7.1 Infroducción 

Cuando se conoce la fuerza que actúa sobre un cuerpo, es posible detemninar su movimiento aplican¬ 
do la segunda ley de Newton, que se expresa mediante las relaciones F = dplátoF = ma. En este 
capítulo vamos a ejemplificar algunas aplicaciones sencillas, pero importantes, de estas relaciones. 

7.2 Movimiento bojo una fuerza constante 

Cuando una partícula está sujeta a una fuerz;a constante F, la aceleración también es constante y 
está dada por 



m 


En este caso podríamos aplicar las relaciones obtenidas en la sección 4.4 y escribir 

V — Vq = — {t ~ íq) (7.2) 

m 

La ecuación 7.2 muestra que la velocidad siempre cambia en dirección paralela a la fuerza aplicada 
(Fig. 7.1 (a)); por tanto, la trayectoria tiende asintóticamente a la dirección de la fuerza (Fig. 7.1(b)). 
La ecuación vectorial para la trayectoria, según la ecuación (4.15), es 

1 F 

r-ro = Vo(t - ío) + - - (í - tgf 

2 m 


(7.3) 
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Aplicaciones de hs leyes c/eímovimíenfo 




Figitni 7.1 Movtmimto bajo 
una fuerza constante. 




De la ecuación 7.3 deducimos que, cuando la fuerza es constante, el títísplazamiento es una 
combinación de dos vectorcs; uno está cn la dirección de la velocidad inictai y el otro.en lacfi. 
rección de la fuerza aplicada F. Si D^es paralela a F, el movimicnto ei rectilíneo. Cuando i>,y Pno 
son paralelas, enlonces el movirruento se dará en el plano determinado por las direcciones de p,y p_ 
Esta situación corresponde, por ejemplo, al caso de un proyeciil cuya fuerza cs su pcso.k 
cual es una fuerza constante (]ue apunta hacia abajo. En la sección 4.5 anallzamos este caso. B 
mismo análisis se aplica cuando una partícula cargada, como un electrón, pasa por una regíóQ de j 
campo eléctrico uniforme. La fuerza ejercida sobre la partícula cargada es constante y actua en h j 
dirección dei campo eléctrico. En el ejemplo 6.7 se calcularon la aceleración y la fuerza sobre la i 

electrón que se movia en tal campo. 
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7.3 Fuerza resultante 

Al escribir la ecuación 6.12. F = àplAt, supusimos implicitamente que la partícula interactuaba sob 
con otra partícula. Sin embargo, si la partícula m interactúa con las partículas m., m 
(Fie 7 2), cada una produce un cambio en el momentum de m que está caracten^ por te r» 
{«ctívas fucrzas F,, F^, F,... Entonces. la tasa de cambio total de momentum de la parüculames 


^ = Fj + F2 + Fj + ••• = F 

dí 


(7.4í 
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F *mg=tna 

Si la fuerza F actúa hacia abajo. la relación entre las magnitudes es 
F * mg 
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y la aceleración hacia abajo cs inayor que cl valor de la accleración de la gravedad. Si P actúa hacia 
ohba, la relación entre las magnitudes es 

F-mg= ma 

Si la fuerza F es mayor que el peso. la aceleración es hacia arriba. Éste es el caso, por ejemplo, de 
un globo o de un cohete en ascenso. Si Fes menor que el peso, la aceleración es hacia abajo, pero 
menor que la de la gravedad. Éste es el caso de un cuerpo que cae en el aire o en otro fluido. 
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EJEMPtO 7.1 

Aceleración de Ias masas m y de la figura 7.S. Suponga que la meda puede girar libremente airededor 
de 0 y no tonne en cuenta ningón posible efecto debido a la masa de la meda (tales efectos se considera- 
rán más adelante en los capítulos 13 y 14) o de Ia cuerda. 

^Siqxmga que el movimiento ocurre en la dirección seflalada por Ia flecha en la parte superior de Ia meda, 
de modo que la masa m cae y m' sube. Ambas masas se mueven con la misma aceleración e interactúan 
a través de la cuerda. En cada una se ejerce una fuerza de Ia misma magnitud pero de dirección opuesta, 
denotada con F. Entonces, el movimiento hacia abajo de m con aceleración a está dado por 

mg-F = ma 

y cl movimiento hacia arriba de con la misma aceleración es 
F ~ m'g - /n'a 

Sumando las dos ecuaciones eliminamos F y obtenemos 
rri m' 

a = -- g 

m 

su aceleración común. Inserlando este valor de la aceleración en cualquiera de las dos ecuaciones. 
^*^ntramos que la tensión en la cuerda es 

2mm 

f - - ^ 

m ? m 

Un dispositivo parecido al presentado en la figura 7.5 se utiliza para el estúdio de las Icyes dcl 
^l^^imienio uníforrncmentc aceler ad o, y se conoce conno máquina de Alwood. Una ventaja de este 
^P^hivo es que. si los valores dc m y dc m' son casi iguales, la aceleración a cs muy pcqucAa, lo que 
la obscrvacíón dei movimiento y la toma de mediciones. 
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EJEMPLO 7.2 

Un automóvil cuya masa es de lOíX) kg sube por una calle inclinada 20° con respecto a la horizontal. 
Determinar la fuerza que el motor debe producir para que el auto se mueva (a) con movimiento unifor¬ 
me, (b) con una aceleración de 0.2 m s"^. Hallar también, en cada caso, la fuerza ejercida por la calle 
sobre el automóvil. Ignórense todos los efectos de la fricción. 


[>Sea m la masa dei automóvil; las fuerzas que actúan sobre él se ilustran en la figura 7.6. Éstas 
son: su peso W = mg, que apunta hacia abajo; la fuerza F debida al motor, que apunta hacia arriba 
de la calle; y la fuerza N debida a la calle y perpendicular a ésta. Mediante un conjunto de ejes 
colocado como se indica en la figura y empleando la ecuación 6.15, tenemos que el movimiento 
a lo largo de la dirección X satisface la ecuación 

F-mg sen a=ma o F = mia + g sen a ) 


Y 

\ 

\ 



Figura 7.6 Movimiento en un plano inclinado. La fuerza dei motor es necesaria no sólo para acelerar el 
automóvil, sino también para vencer la resistência dei aire y la fricción de las llantas con el pavimento. Sin 
embargo, sin la fuerza de fricción con el pavimento, el motor no podría mover el automóvil. Esto es lo que 
ocurre cuando hay hielo sobre el pavimento. 

El automóvil no tiene movimiento a lo largo dei eje Y. Por tanto, 

N-mg COS a = 0 o N = mg cos a 

La fuerza N debida a la calle es independiente de la aceleración dei automóvil y, con los valores 
numéricos, es igual a 9210 N. Pero la fuerza F debida al motor sí depende de la aceleración dei 
automóvil. Cuando éste se mueve con movimiento uniforme, a = 0 y 

F = mg sen a 

En nuestro ejemplo, F=3350N. Cuando el automóvil se mueve con una aceleración de 0.2 ms“^, 
F = 3550 N. 

Sugerimos al estudiante que resuelva el problema de nuevo, pero en esta ocasión para un auto¬ 
móvil que baja por la calle con velocidad constante y con aceleración. 


7.4 Equílibrí© de una partícula 

Refiriéndonos a la figura 7.4(e), cuando la fuerza hacia arriba F es igual al peso, la fuerza resultante 
es cero y la aceleración de la partícula también es cero. La partícula está entonces en reposo o en 
movimiento uniforme; en este caso décimos que está en equilíbrio; por ejemplo, un globo cuyo 
peso total está balanceado por la fuerza de sustentación dei aire que desplaza, está en equilíbrio. De 
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manera parecida, un cuerpo que flota en el agua está en equilíbrio porque su peso está balanceado 
por el empuje dei agua desplazada. Un avión que vuela horizontalmente con velocidad constante 
está en equilíbrio, aunque no esté en reposo, debido a que el empuje de los motores está balanceado 
por la resistência dei aire y su peso por la fuerza de sustentación de las alas. En general: 

una partícula está en equilíbrio si la suma de todas lasfuerzas que actúan sobre ella es cero 
y, por tanto, su aceleración también es cero: 

+ ^2 + ^3 + ^4 + • ■ • = 0 O Fi^O 

i 

Por ejemplo, un cuerpo (Fig. 7.7) que se encuentra sobre un plano inclinado está en equilíbrio sólo 
si la fuerza de tracción F, su peso W y la fuerza normal N ejercida por el plano suman cero. Esto es, 
el cuerpo está en equilíbrio si 

F + W-¥N = 0 



Para que esto sea cierto es necesario que la resultante de las fuerzas Ny F sea igual en magnitud y 
tenga la misma dirección y sentido opuesto que el peso W. 

En términos de las componentes rectangulares de las fuerzas, las condiciones de equilíbrio 
se pueden expresar como 

Y.F,, = 0. If„ = 0 y = 0 

Por ejemplo, refiriéndonos a la figura 7.7 y usando los ejes XY como se muestra, F está a lo largo 
dei eje X, a lo largo de f y las componentes de W son -W sen a a lo largo de X y -W cos a a lo 
largo de Y. Por tanto, la condición de equilíbrio da las dos siguientes ecuaciones: 

F-W sen a = 0 o F=W sen a 
N-W COS a = 0 o N=W cos a 

que dan las relaciones entre las magnitudes de las tres fuerzas. 


EJEMPLO 7.3 
Equilíbrio de tres fuerzas. 

I>Para el caso de tres fuerzas F^, F^ y F^ (Fig. 7.8(a)) que actúan sobre la misma partícula y están en 
equilíbrio, tenemos 

Fj + F2 + F3 = 0 

Si dibujamos un polígono con las tres fuerzas [Fig. 7.8(b)] obtenemos un triângulo. Así, cuando tres 
fuerzas concurrentes están en equilíbrio deben estar en un plano, y la resultante de dos de ellas debe ser 
igual y opuesta a la tercera fuerza; esto es, Fj + Fj = -Fy 



Figura 7.7 Equilíbrio de un 
cuerpo. 



(a) (b) 


Figura 7.8 Equilíbrio de tres 
fuerzas: Fj + + Fj = 0. 


:ndo 


licaciones de las leyes dei movimiento 

Aplicando la ley de los senos (Ec. A.5) al triângulo cuyos lados son las tres fuerzas, obtenemos 


_LL = _LL- = 
sen a sen j5 sen y 

que es una fórmula muy útil que relaciona las magnitudes de las fuerzas y los ângulos entre ellas cuando 
las fuerzas están en equilibrio. 


Equilibrio de una partícula en un plano inclinado liso, cuando la fuerza es oblicua al plano. 

t> Consideremos la partícula O en reposo, sobre un plano inclinado liso (sin fricción) AB (Fig. 7.9), que 
está sujeta a las siguientes fuerzas: su peso W, la tracción F y la reacción normal al plano N. Para 
expresar F y Nen términos de W, a y 9, usamos la ley de los senos y tomamos en cuenta la geometria 
de la figura 7.9: 

F _ N _ W 

sen( 180°-oc) sen(9O° + a + 0) sen(9O°-0) 


F _ N _ W 

sen a cos(a + 6 ) cos 6 

\ 

Despejando Fy N obtenemos 

Ifsena l^cos(a + 0) 

F = -, N = - 

cos 6 COS 6 

De forma alternativa, podemos requerir que las fuerzas a lo largo de los ejes X, Y, [Fig. 7.9] sean cero, y 
obtenemos el mismo resultado. 

Cuando el plano no es liso debemos incluir una fuerza de fricción paralela al plano y opuesta a la 
dirección en que el cuerpo tiende a deslizarse (véase la siguiente sección). 


Figura 7.9 Equilibrio de un 
cuerpo sobre un plano inclinado. 
La fuerza F no es paralela al 
plano. 


180°-a 


^°-e 


Fy^ 

B ^ X 


0 


mm 

\ 
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75 Fuirias de fricción 

Siempre que haya dos cuerpos en contacto, como en el caso de un libro sobre una mesa, existe una 
resistência que se opone al movimiento relativo de los cuerpos entre sí. Por ejemplo, supongamos 
que se empuja el libro a lo largo de la mesa, imponiéndole cierta velocidad. Después de soltarlo, el 
libro frena hasta que se detiene. Esta perdida de momentum dei libro es indicativa de una fuerza 




















Ibbte 7,1 Ccfâficieníes de fricción (iodas las superfícies se 

suponen secas)^ 

Material 



Acero sobre acero (duro) 

0.78 

0.42 

Acero sobre acero (dulce) 

0.74 

0.57 

Plomo sobre acero (dulce) 

0.95 

0.95 

Cobre sobre acero (dulce) 

0.53 

0.36 

Níquel sobre níquel 

1.10 

0.53 

Hierro moldeado sobre hierro moldeado 

1.10 

0.15 

Teflón sobre teflón (o sobre acero) 

0.04 

0.04 


^Estos valores deben considerarse sólo indicativos, ya que los coeficientes de 
frícción son cantidades macroscópicas que dependen de ias propiedades micros¬ 
cópicas de ambos materiales y flucCúan en gran medida. 


que se opone a su movimiento, conocida como fricción por deslizamiení®. La fuerza de frícción 
se debe a la interacción entre las moléculas de los dos cuerpos, y se conoce como coheslóii cuando 
los dos cuerpos son dei mismo material o como adhesión cuando son de material diferente. Así, en 
la frícción interviene un numero extremadamente grande de moléculas de los dos cuerpos en con¬ 
tacto, lo que hace muy difícil calcular la fuerza resultante a partir de los prímeros príncipios. Por 
tanto, las fuerzas de frícción deben determinarse experímentalmente. De hecho, el fenómeno es 
bastante complejo y depende de muchos factores, como la condición y la naturaleza de las superfí¬ 
cies, la velocidad relativa, etc. Podemos verificar experímentalmente que, para la mayoría de los 
propósitos prácticos, la magnitud de la fuerza de frícción es proporcional a la fuerza normal N que 
presiona un cuerpo contra otro (Fig. 7.10). A la constante de proporcionalidad se le conoce como 
coeficiente de fricción y se representa con /i. Esto es, 

Fuerza de frícción por deslizamiento = fiN (7.5) 

La fuerza de frícción por deslizamiento siempre se opone al movimiento relativo de los cuerpos y, 
por tanto, tiene dirección opuesta a la de la velocidad relativa entre los cuerpos. 

Cuando se aplica una fuerza F al cuerpo de la figura 7.10 de modo que éste se mueve ba¬ 
cia la derecha, la fuerza de frícción fiN es bacia la izquierda y la fuerza resultante sobre el cuerpo es 
F - jjN. Si m es la masa dei cuerpo y a su aceleración, la ecuación de movimiento dei cuerpo es 

F-iJN = ma (7,6) 

En caso de que la fuerza normal N sea el peso dei cuerpo, lo que ocurre cuando el movimiento es 
sobre una superfície horizontal, podemos escríbir iV = W = mg. La ecuación de movimiento se 
transforma en 
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Movimiento 



Figura 7.1® La fuerza de 
fricción se opone al movinüento 
y depende de Ia fuerza normal. 
(La fuerza hacia arriba ejercida 
por la superfície sobre el cuerpo 
no se dibuja. Es de magnitud 
igual a ^ y de la misma 
dirección, pero de sentido 
opuesto.) 


F-lÂmg= ma o F = m(a + fig) 

que da la fuerza necesaría para deslizar un cuerpo sobre un plano horizontal con una cierta acelera¬ 
ción. Cuando el movimiento es uniforme (a = 0), la fuerza es F-fiN\ es decir, la fuerza aplicada es 
igual a la de frícción. 

En general existen dos tipos de coeficientes de frícción: el estático y el cinético. El coefi¬ 
ciente estático, fi^, al ser multiplicado por la fuerza normal da la fuerza mínima necesaría para 
poner en movimiento relativo entre sf a dos cuerpos, inicialmente en contacto y en reposo relativo. 
El coeficiente cinético, fi^., al ser multiplicado por la fuerza normal da la fuerza necesaría para 
mantener un movimiento uniforme relativo entre los dos cuerpos. Se ha determinado experímental¬ 
mente que fi^ es mayor que fi^ para la mayoría de los materiales. En la tabla 7.1 se da una lista de 
valores representativos de ju^y jU^para diferentes materiales. 

Debemos senalar que los efectos de la frícción no siempre son indeseables. Sin la frícción 
seríamos incapaces de caminar, y las medas no podrían rodar. Es la fricción entre nuestros pies y 
el suelo lo que nos permite avanzar y detenemos. Si no hubiera frícción, las medas patinanan 
y un automóvil no podría tomar una curva. 






lOó 


Aplicaciones de las leyes dei movimiento 

Queremos enfatizar que la fuerza de fricción, expresada como jilN, es una fuerza 
macroscópica de naturaleza estadística porque representa la suma de un número muy grande de 
interacciones entre las moléculas de los dos cuerpos en contacto. Es imposible tomar en cuenta 
las interacciones moleculares individuales, de ahí que se determinen de forma colectiva median¬ 
te algún método experimental y se representen aproximadamente con el coeficiente de fricción. 
Por tanto, debe reconocerse que la ecuación 7.5 no es una ley física en el mismo sentido que las 
leyes de Newton; es más bien una aproximación empírica conveniente de la fuerza real entre dos 
cuerpos que se deslizan entre sí. Tal aproximación en términos de conceptos y parâmetros empí¬ 
ricos se conoce en física como descrlpción fenomenológica y sirve para establecer un cierto or- 
den entre las observaciones, aun cuando no haya un completo entendimiento de tales fenómenos. 



Un cuerpo cuya masa es de 0.80 kg se encuentra sobre un plano inclinado 30° con respecto a la horizon¬ 
tal. ^Qué fuerza debe aplicarse al cuerpo para que se deslice (a) hacia arriba y (b) hacia abajo? En ambos 
casos suponga que el cuerpo se mueve (i) con movimiento uniforme y (ii) con una aceleración de 
0.10 m s~^. El coeficiente de fricción de deslizamiento con el plano es de 0.30. 

t> (a) Consideremos primero que el cuerpo se mueve hacia arriba. Las fuerzas que actúan sobre él se ilus- 
tran en la figura 7.11 (a). Su peso es W= mg, que apunta hacia abajo; la fuerza aplicada es F (que se dirige 
hacia arriba dei plano); la fuerza normal, N, que es ejercida por el plano sobre el cuerpo; la fuerza de 
fricción fXN, que siempre está en contra dei movimiento y por tanto en este caso debe ser hacia abajo dei 
plano. Cuando separamos el peso en sus componentes a lo largo dei plano y perpendicular a éste, el 
movimiento dei cuerpò a lo largo dei plano, usando la ecuación 7.6, es 

F -W sen a - ijN = ma 

Pero en la figura 7.11 (a) vemos que la fuerza normal que presiona al cuerpo contra el plano esN=W cos 
a . Así, la ecuación de movimiento es 

F- W(sen a + fx cos a)-ma 

Esta ecuación sirve para dos propósitos. Si conocemos la aceleración a, podemos hallar la fuerza aplica¬ 
da F. A la inversa, si conocemos la fuerza aplicada F podemos hallar la aceleración. En el primer caso 
tenemos, sustituyendo W por mg, 

F = m[a + ^(sen a + fi cos a)] 

Por ejemplo, si el movimiento es uniforme, a = 0 y sustituyendo los correspondientes valores numéricos, 
F = 5.95 N. Cuando el cuerpo se mueve hacia arriba, con aceleración 0.10 m s~^’ obtenemos F = 6.03 N. 

(b) En la figura 7.11 (b) se muestran las fuerzas cuando el cuerpo se mueve sobre el plano hacia abajo. En 
este caso suponemos que F apunta en la dirección dei movimiento, pero también pudimos haber hecho 




Figura 7.11 (a) Cuerpo que se 

mueve hacia arriba, (b) Cuerpo 
que se mueve hacia abajo. 


W cos a = N 


W cos a = N 
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Ia suposición contraria. Sin embargo, la fuerza de fricción debe ser bacia arriba para que se oponga al 
movimiento relativo. Tomando como positiva la dirección bacia abajo sobre ei plano, el estudiante pue- 
de comprobar que la ecuación de movimiento es abora 

F sen a - /W = ma 

o, como N=W COS a, 

F W(sen a- n cos a) = ma 

Sustituyendo W por mg podemos escribir 

F = m{a - p'(sen a - /Z cos a)] 

Si el movimiento es uniforme (a = 0), cuando sustituimos los valores numéricos obtenemos 
F=-1.88N.Si el bloque se desliza bacia abajo con aceleracióndeO.lO ms"^, obtenemosF = -1.80N. 
El signo negativo en ambos casos indica que la fuerza F apunta bacia arriba, y no bacia abajo como 
lo babíamos supuesto. 

Sugerimos que el estudiante determine el movimiento dei cuerpo si no se aplica la fuerza F y, en 
vista dei resultado obtenido, justifique el signo negativo de F obtenido en la parte (b). 


7.é Fuerzas de fricción en fluidos 

Cuando un cuerpo se mueve a través de un fluido (como un gas o un líquido) experimenta una 
fuerza de fricción (o arrastre) que aumenta con la velocidad dei cuerpo relativa al fluido. Esto se 
debe a que, cuando el cuerpo se mueve por el fluido, tiene que empujar las moléculas de éste y 
hacerlas a un lado, transfiriéndoles momentum. Cuanto más rápido se mueva el cuerpo, más grande 
será la tasa de transferencia de momentum, es decir, mayor será la fuerza de fricción o de arrastre. 
Además, existe una fuerza de fricción entre capas distintas de un fluido que se mueven con veloci¬ 
dades diferentes; este problema se tratará en el capítulo 18. Las fuerzas de fricción en fluidos se 
conocen como fuerzas viscosas y son fuerzas estadísticas macroscópicas, ya que en ellas partici¬ 
pa un gran número de moléculas. Por tanto, las fuerzas viscosas se deben determinar de manera 
experimental. A una velocidad relativamente baja, la fuerza de fricción es aproximadamente 
proporcional a la velocidad dei cuerpo y opuesta a ella. Así pues, escribimos 

Fuerza de fricción dei fluido = -Krfv (7.7) 

donde 7] es el coeficiente de viscosidad dei fluido y ^ es el coeficiente de arrastre. El coefi¬ 
ciente de viscocidad rj depende de las propiedades moleculares dei fluido. El coeficiente de arrastre 
K depende de la forma y dei tamano dei cuerpo y se debe obtener experimentalmente, aunque en 
algunos casos también se puede calcular. Por ejemplo, en el caso de una esfera de radio R que se 
mueve leniamente, un cálculo laborioso indica que 

K=67tR (7.8) 

relación conocida como ley de Stokes. 

Cuando el cuerpo se mueve a través de un medio viscoso bajo la acción de la fuerza F, 
la fuerza resultante es F - Krjv y la ecuación de movimiento es 

ma = F- Krjv (7.9) 

Suponiendo una fuerza constante F, la aceleración a produce un aumento en ay el correspon- 
diente en la fricción dei fluido. Esto, a su vez, trae como resultado una disminución de la 
aceleración. Finalmente, cuando se alcanza cierta velocidad, el lado derecho de la ecuación 7.9 
se iguala a cero. En ese instante la aceleración también es cero y ya no aumenta más la velocidad: 
la fuerza aplicada está balanceada exactamente por la fricción dei fluido. La partícula continua 






108 Aplicaciones de las leyes dei movimiento 


moviéndose en dirección de la fuerza con velocidad constante, llamada velocidad limite o termi 
nai, que se puede determinar haciendo a = 0 en la ecuación 7.9. Así 


Kr] 


(7.10) 


Por tanto, la velocidad limite depende de r] y AT (esto es, de la viscosidad dei fluido y de la forma y 
dei tamano dei cuerpo) pero es independiente de la velocidad inicial. En la figura 7.12 se muestra la 
variación de la velocidad dei cuerpo con el tiempo, para diferentes velocidades iniciales. 

En caída libre bajo la influencia de la gravedad, F -W = mgy la ecuación 7.10 se vuelve 


mg 


(7.11) 


Este resultado se aplica no sólo al movimiento vertical, sino también al movimiento de un proyectil 
lanzado en cualquier dirección en el aire o en cualquier fluido. La velocidad dei proyectil tiende a 
una dirección paralela a íj' y el proyectil finalmente cae de manera vertical, sin importar la dirección 
de la velocidad inicial. En la figura 7.13 se ilustra la trayectoria que sigue un cueipo lanzado hori- 
zontalmente que cae bajo la acción de su propio peso F = W=mgy de la fuerza viscosa F' = -Kr]v. 

La ecuación 7.11 debe corregirse para tomar en cuenta la fuerza de empuje ejercida por el 
fluido que, de acuerdo con el principio de Arquímedes (véase la Sec. 14.10), es igual al peso 
dei fluido desplazado por el cuerpo. El empuje se toma en cuenta al restar la masa m' dei fluido 
desplazado por el cuerpo de m, la masa dei cuerpo. En consecuencia, la ecuación 7.11 se puede 
sustituir por 


«I = 


(m — m')g 
Kr] 


En la tabla 7.2 se listan los coeficientes de viscosidad para vários fluidos. 


Tabla 7.2 Coeficientes de viscosidad, en poises* 


Líquidos 


7] 


Gases 


Agua (0°C) 
Agua 

Agua (40°C) 
Alcohol 
Glicerina 
Aceite de rícino 


1.792 X 10-2 
1.005 X 10-2 
0.656 X 10-2 
0.367 X 10-2 
8.33 

9.86 X 10-2 


Aire (0°) 

Aire 

Aire (40°C) 
Hidrógeno 
Amoníaco 
Dióxido de carbono 


1.71 X 10-^ 
1.81 X 10^ 
1.90 xl(H 
0.89 X 10^ 
0.97 X 10-^ 
1.46x10^ 


*Todos a 20°C, excepto donde se índica. 


«'o 




Figura 7.12 Velocidad en función dei tiempo de un cuerpo 
que cae a través de un fluido viscoso, (a) Vq = 0, (b) 

(c)yo>^L- 


Figura 7.13 Movimiento bajo la acción de la gravedad y de una fuerza viscosa. 
Debido a la viscosidad, el proyectil lanzado en forma horizontal fmalmente caerá 
siguiendo la vertical. 
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Sea V el volumen dei cuerpo, y p y p' la densidad dei cuerpo y la dei fluido, respectivamente. 
Entonces, m=Vpym' = Vp\ y podemos escribir la ecuación anterior de la forma alternativa 

{p-p')Vg 


Cuando la densidad dei cuerpo es mucho mayor que la dei fluido, como es el caso de un cuerpo 
sólido que cae en el aire, el empuje puede ignorarse. Si la densidad dei cuerpo es menor que la dei 
fluido, como el caso de un globo lleno de helio, el cuerpo se elevará y también alcanzará una 
velocidad terminal. 

La expresión F = -Krjv para las fuerzas viscosas es otro ejemplo de descripción fenome- 
nológica de una fuerza estadística. No expresa una ley fundamental, sino que es una aproximación 
conveniente cuando la velocidad dei cuerpo relativa al fluido es pequena. Para velocidades relativas 
grandes necesitamos utilizar otra expresión para la fuerza viscosa, que puede ser proporcional al 
cuadrado de la velocidad. 

Unidades de viscosidad. El coeficiente de viscosidad en el SI se expresa en N s m“^. Esto se 
puede ver de la manera siguiente: de la ley de Stokes, ecuación 7.8, observamos que K está expre- 
sada en metros (se aplica la misma unidad a cuerpos con diferente forma). Así, de acuerdo con la 
ecuación 7.7, t] debe expresarse en N/m(m s~^), que es la misma unidad indicada antes. Si tomamos 
en cuenta que N = kg m s'^, podemos expresar también la viscosidad en kg m"^ s“’. La viscosidad 
también se puede expresar en una unidad conocida como poise, abreviada P. El poise es igual a un 
décimo de la unidad SI para la viscosidad; esto es. 


1 kg m" 


= lOP 


Ip = 0.1 kg m"V 


EJEMPLO 7.6 

Velocidad limite de una bola de acero, de 2 mm de radio, que cae a través de glicerina. 

t> Como la densidad dei acero es de 7.9 x 10^ kg m~^ y la de la glicerina es de 1.3 x 10^ kg m"^, no podemos 
despreciar los efectos dei empuje. Mediante la ecuación 7.8, K = 6;tr, y aplicando la ecuación 7.12 con 
V = (4/3);n^, encontramos que la velocidad limite está dada por 

2(p - p'yg 


Sustituyendo los valores numéricos, tenemos que 
yj^= 6.9 X 10"^ m s“* 


7.7 Sisfemas con masa variable 

La gran mayoría de los sistemas que encontramos en la física pueden considerarse de masa cons¬ 
tante. Sin embargo, en ciertos casos la masa de una parte dei sistema es variable. El ejemplo más 
sencillo es el de una gota de lluvia. Mientras cae, en su superfície se puede condensar humedad o el 
agua puede evaporarse, lo que trae como resultado un cambio en la masa de la gota. Supongamos 
que la masa de la gota es m cuando se mueve con velocidad v. La humedad, con velocidad Vq, se 
condensa en la gota con la tasa dm/dí. La tasa total de cambio de momentum de la gota con respecto 
al tiempo es la suma de m di^dt, debido a la aceleración de la gota, y {dm/dt){v- y^), correspondien- 
te a la ganancia de masa por condensación. Asi pues, la ecuación de movimiento de la gota, usando 
la ecuación 6.14, es 

^ d/7 di7 dm , 

F= — = m - 1-(f — Vo) 

dí dí dí 


(7.13) 
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Figura 7.14 



Para resolver esta ecuación es necesario hacer algunas suposiciones acerca de la forma en que la 
masa varía con el tiempo. 

Otro ejemplo de un sistema de masa variable es una cinta transportadora (Fig. 7.14) sobre la 
que se deposita material en un extremo y se descarga en el otro. Supongamos que el material 
se deposita continuamente en la cinta con tasa dm/dt. La cinta se mueve con velocidad constante v y 
se aplica una fuerza F para que la cinta siga moviéndose con tal velocidad. Si M es la masa de la cinta 
y m la dei material depositado en el tiempo í, el momentum total dei sistema en ese tiempo esP = 
{m->rM)v. Por tanto, la fuerza que se debe aplicar a la cinta para mantenerla moviéndose con velocidad 
constante es 


dP dm 

F = — =1) — 

dí dí 

Nótese que la fuerza en este caso está relacionada con el cambio de masa y no con el cambio de 
velocidad. 

Tal vez el ejemplo más interesante es el de un cohete cuya masa disminuye debido a que 
expulsa el combustible que consume. En el ejemplo siguiente se analiza la dinâmica de un cohete. 


EJEMPLO 7.7 

Movimiento de un cohete. 

o Para lanzar un proyectil al aire se le debe imprimir un impulso inicial. Por ejemplo, los jugadores de 
beisbol y de golf deben golpear fuerte la pelota durante un tiempo muy corto. De manera parecida, en un 
fusil o en un canón, el misil (bala o granada) recibe un impulso inicial durante un tiempo muy corto 
debido a la expansión de gases en el barril dei arma. Por otro lado, un cohete es un misil sobre el que 
actúa una fuerza continua derivada de la expulsión de gases producidos en la câmara de combustión 
que se encuentra dentro dei mismo misil (Fig. 7.15). El cohete al despegar tiene cierta cantidad de 
combustible que se utiliza gradualmente y, por tanto, la masa dei cohete se reduce poco a poco. 

Sea yla velocidad dei cohete con respecto a un sistema inercial de referencia, que supondremos 
es la Tlerra, y v' la velocidad de los gases expulsados, en relación con la Tierra. Entonces, la velocidad de 
los gases expulsados en relación con el cohete (o velocidad de escape) es 


v^=v'-v 

Esta velocidad es paralela a v pero de sentido contrario. Sea m la masa dei cohete, incluyendo su combus¬ 
tible, en cualquier instante. Durante un intervalo de tiempo muy pequeno d/, la masa dei cohete experimen¬ 
ta un pequeno cambio dm, que es negativo debido a que la masa disminuye. En el mismo intervalo 
de tiempo la velocidad dei cohete cambia en dy. El momentum dei sistema (formado por el cohete y 
el combustible no consumido) con respecto a la Tierra en el tiempo t es p = mv. El momentum dei 



Figura 7.15 
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sistema (el coheíe más los gases consumidos) en e! íiempo í + d/, cuando la masa dei cohete es w + dm 
(donde dm es muy pequena, y negativa) es 


p' = (m + dm){v + du) + (—dm)v' 
Cohete Gases 


p'= mv-i-m dv-(v'- v) dm 

donde - dm es el valor positivo de la masa de los gases expulsados; en la ecuación hemos despreciado el 
término de segundo orden dm dy. Como v^ = if - v, podemos escribir la ecuación anterior como 

p' = mv-v mdv- v^dm 

Comop = my, el cambio de momentum en el tiempo dr es 
àp =p'-p = mdv- v^dm 

y el cambio de momentum dei sistema por unidad de tiempo es 

dp dl) dm 

— = m- V. — 

dí dt dt 

Cuando no existen fuerzas externas que actúan sobre el sistema, dp/dt = 0 y ia “fuerza” m(di/d/) que 
experimenta el cohete debe ser igual a la “fuerza” debida a los gases que escapan, dada por -vj(dm/dt) y 
conocida como em puje dei cohete. 

Si existe una fuerza externa F que actúa sobre el cohete, la ecuación de movimiento, de acuerdo 
con la segunda ley de Newton, es F = dp/dt; entonces, para nuestro caso, tenemos 

^ dl) dm dl) ^ dm 

f = m—-i)e^ o m — = F+i)e— 
dí dí dí dí 

Para resolver esta ecuación debemos hacer algunas suposiciones acerca de v^. En general, se supone 
que y^ es constante. Despreciando también la resistência dei aire y la variación de la gravedad con la 
altitud, podemos escribir F = mg, de modo que la ecuación 7.14 se convierte en 


Multiplicando por dí e integrando desde el inicio dei movimiento (í = 0), cuando la velocidad es y^ y la 
masa mg, hasta un tiempo arbitrário í, tenemos 


dv = g dí + i) 


El cálculo de cada integral da 

V - Vq = gt + v^ln — 
mo 

Para el caso especial en que el movimiento es vertical hacia arriba, y apunta hacia arriba, mientras que 5 ' 
y y^ están dirigidas hacia abajo. El movimiento es entonces rectilíneo y la ecuación anterior se puede 
escribir en forma escalar como 

v = Vo-gt + Ue In — (7.16) 

m 


Sea í el tiempo necesario para consumir todo el combustible. Entonces, en la ecuación 7.16, m es la masa 
final y y la velocidad máxima lograda por el cohete. Por ejemplo, si un cohete tiene una masa inicial de 
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2.72 X 10^ kg y una final de 2,52 x 10^ kg después de consumir el combustible, y los gases son expulsa¬ 
dos a razón de 1290 kg s~’, el tiempo total para el agotamiento de combustible es de 155 s. Si suponemos 
una velocidad de escape de 55 000 m s"* y üq = 0 , la velocidad máxima dei cohete, suponiendo que se lanza 
verticalmente bacia arriba, será 

2 72 X 10^ 

y- 55000In-^-(9.8)(155) = 2681 ms"» 

2.52 X 10^ 

Esta velocidad es mayor que 9600 km h"^ 

Los cohetes se utilizan para la propulsión de vehículos con diferentes fines. Son esenciales para 
la propulsión de vehículos en el espacio, según lo veremos en el capítulo 12. 


PREGUNTÂS 

7.1 Explique por qué, cuando la fuerza es constante, el 
movimiento ocurre en el plano determinado por la dirección de 
la fuerza y la de la velocidad inicial. 

7.2 En la figura 7.2 dibuje las fuerzas que actúan sobre mj 
debidas a otras masas. Suponga que las fuerzas son de atracción, 

7.3 Un cuerpo cuelga de una cuerda. Una persona tira bacia 
arriba dei otro extremo de la cuerda. ^La fuerza dei tirón es 
mayor, igual o menor que el peso dei cuerpo cuando el v 
movimiento bacia arriba es (a) uniforme, (b) acelerado, 

(c) desacelerado? 

7.4 Explique qué se quiere decir con la afirmación de que las 
fuerzas de fricción y de viscosidad son estadísticas, 

7.5 ^Existe una relación específica entre la dirección de la 
fuerza de fricción y la dirección de la velocidad de un cuerpo? 
^Está relacionada la dirección de la fuerza de fricción de un 
cuerpo con la de su aceleración? 

7.6 Un cuerpo se mueve sobre una superfície horizontal bajo 
la acción de una fuerza aplicada. ^Qué tipo de movimiento 
resulta cuando la fuerza aplicada es (a) mayor, (b) igual y (c) 
menor que la fuerza de fricción? ^Qué tipo de movimiento 
resulta si la fuerza se hace cero? 

7.7 Explique por qué un cuerpo que cae en un fluido viscoso 
alcanza una velocidad constante o limite, ^Cuál es la relación 
entre el peso dei cuerpo y la fuerza viscosa cuando el cuerpo 
alcanza la velocidad limite? ^Afecta la forma dei cuerpo a la 
velocidad limite? 

7.8 ^Puede un cuerpo estar en equilibrio y en movimiento? 
^Qué tipo de movimiento? ^Puede un cuerpo estar en reposo 
pero no en equilibrio? 

PROBLEMAS 

7.1 Una persona se encuentra de pie en la plataforma de un 
camión que se mueve a 36 km h“^ lA qué ângulo y dirección 
debe la persona inclinarse para evitar caer si, en 2 s, la velocidad 
dei camión cambia a (a) 45 km h“^ (b) 9 km h~*? 


7.9 ^Existe una relación específica entre la dirección de 

la fuerza resultante sobre una partícula y las ditecciones de la 
aceleración de la partícula y de su velocidad? 

7.10 Aristóteles afirmó que cuerpos diferentes caen con 
diferente velocidad. Galileo demostró que todos los cuerpos 
caen con la misma aceleración. ^En qué condiciones ambas 
afirmaciones son correctas? 

7.11 La ecuación 7,9 para el movimiento en un fluido viscoso 
se puede escribir como m dv/dt = F- Krjv. Si F es el peso, mg, 
dei cuerpo, esta ecuación se reduce a 

dv Krj 

— = fl- V 

dt m 

(a) verifique por sustitución directa que la solución de esta 
ecuación es 

V = ^(l - -Kr,t/m 

Kt] 

donde Vq es la velocidad inicial (t = 0). (b) Confirme que la 
velocidad limite (t -*■ oo) está dada por la ecuación 7.11 
independientemente dei valor de Vq. Nótese que la contribución 
de la velocidad inicial disminuye exponencialmente con el 
tiempo. Tomando en cuenta que v = dridt, obtenga r en función 
de t. Esto da la ecuación vectorial de la trayectoria descrita por 
un proyectil. (c) Tomando Krj/m C 1, encuentre los valores 
asintóticos y compárelos con los resultados de la sección 7.2. 

7.12 ^Es posible que tres fuerzas estén en equilibrio y no 
estén en el mismo plano? 


7.2 Un ascensor cuya masa es de 15(X) kg lleva a tres personas 
de 60 kg, 80 kg y 100 kg, La fuerza inicial ejercida por el motor 
es de 20 000 N, (a) ^Con qué aceleración subirá el ascensor? (b) 
Si parte dei reposo, ^qué altura alcanzará en 5 s? (c); Cuál será 
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la fuerza ejercida por el motor para que el ascensor se muevi 
con velocidad constante? 


7.3 Una persona cuya masa es de 60 kg se encuentra en un 
ascensor. Determine la fuerza que ejerce el piso sobre la persona 
cuando el ascensor: (a) sube con movimiento uniforme, (b) baja 
con movimiento uniforme, (c) acelera bacia arriba a 3 m s"^, 

(d) acelera bacia abajo a 3 m s"^ y (e) cuando se rompen los 
cables dei ascensor y cae libremente. 



(a) 


Figura 7.18 



7.4 Un cuerpo de 1.0 kg de masa se encuentra en un plano 
inclinado liso que forma un ângulo de 30° con la horizontal. 
^Con qué aceleración y en qué sentido se moverá el cuerpo si 
bay una fuerza de 8.0 N aplicada de forma paralela al plano y 
dirigida (a) bacia arriba, (b) bacia abajo? 

7.5 Los cuerpos A,ByCdela figura 7.16 tienen una masa de 
10 kg, 15 kg y 20 kg, respectivamente. Se aplica una fuerza F 
igual a 50 N a C. (a) Halle la aceleración dei sistema, 
suponiendo que no bay fricción y (b) la tensión en cada cable. 
(c) Analice el problema cuando el sistema se mueve hacia arriba 
por un plano inclinado 20° con respecto a la borizontal. 



Figura 7.16 


7.9 Repita el inciso (b) dei problema anterior cuando bay 
fricción, con coeficientes de fricción 0.12 en la primera 
superfície y 0.10 en la segunda. Explique todos los 
movimientos posibles. 

7.10 Calcule la aceleración de los cuerpos m j y m j y la 
tensión en las cuerdas (Fig. 7.19). Considere las poleas sin peso 
y sin fricción y el deslizamiento de los cuerpos sin fricción. 
Resuelva algebraicamente; después aplique el resultado al caso 
en que m^ = 4 kg, m 2 = 6 kg. 



7.6 Repita las partes (a) y (b) dei problema 7.5 cuando el 
coeficiente de fricción de los cuerpos con la superfície es de 0.1. 

7.7 Calcule la aceleración de los cuerpos de la figura 7.17 y la 
tensión en la cuerda. Primero resuelva el problema 
algebraicamente y aplique después el resultado al caso en que 
m^ = 50 kg, m 2 = 80 kg y F = lOÍX) N. 



Figura 7.17 


7.8 Determine la aceleración con que se moverán los cuerpos 
de la figura 7.18(a) y (b) y también la tensión de las cuerdas. 
Suponga que los cuerpos se deslizan sin fricción. Primero 
resuelva el problema de manera general y después aplique el 
resultado al caso en que mj = 20 kg, m 2 = 18 kg, a= 30°, /3= 60°. 


Figura 7.19 

7.11 Las masas de A y F en la figura 7.20 son 10 kg y 5 kg, 
respectivamente. El coeficiente de fricción de A con la mesa es de 
0.20. (a) Hallar la masa mínima de C que evitará que A se mueva. 
(b) Calcule la aceleración dei sistema si se retira C. 



Figura 7.20 

7.12 Repita el ejemplo 7.5 para el caso en que no bay fuerza 
aplicada. La velocidad inicial dei cuerpo es de 2 ms“* bacia 
arriba dei plano, (a) ^Qué distancia sobre el plano recorrerá el 
cuerpo antes de detenerse? (b) ^Cuál es el menor valor dei 
coeficiente de fricción que debe existir para que el cuerpo, una 
vez detenido, no empiece a resbalar bacia abajo? 

7.13 Un bloque con masa de 0.2 kg se mueve bacia arriba de un 
plano inclinado que forma un ângulo de 30° con la borizontal, a una 
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la fuerza ejercida por el motor para que el ascensor se muevs 
con velocidad constante? 


73 Una persona cuya masa es de 60 kg se encuentra en un 
ascensor. Determine la fuerza que ejerce el piso sobre la persona 
cuando el ascensor: (a) sube con movimiento uniforme, (b) baja 
con movimiento uniforme, (c) acelera bacia arriba a 3 m s“^, 

(d) acelera bacia abajo a 3 m s”^ y (e) cuando se rompen los 
cables dei ascensor y cae libremente. 



Figura 7.18 



7.4 Un cuerpo de 1.0 kg de masa se encuentra en un plano 
inclinado liso que forma un ângulo de 30° con la borizontal. 
^Con qué aceleración y en qué sentido se moverá el cuerpo si 
bay una fuerza de 8.0 N aplicada de forma paralela al plano y 
dirigida (a) bacia arriba, (b) bacia abajo? 

7.5 Los cuerpos A, B y C de la figura 7.16 tienen una masa de 
10 kg, 15 kg y 20 kg, respectivamente. Se aplica una fuerza F 
igual a 50 N a C. (a) Halle la aceleración dei sistema, 
suponiendo que no bay fricción y (b) la tensión en cada cable. 
(c) Analice el problema cuando el sistema se mueve bacia arriba 
por un plano inclinado 20° con respecto a la borizontal. 



Figura 7.16 


7.9 Repita el inciso (b) dei problema anterior cuando bay 
fricción, con coeficientes de fricción 0.12 en la primera 
superfície y 0.10 en la segunda. Explique todos los 
movimientos posibles. 

7.10 Calcule la aceleración de los cuerpos m j y m j y la 
tensión en las cuerdas (Fig. 7.19). Considere las poleas sin peso 
y sin fricción y el deslizamiento de los cuerpos sin fricción. 
Resuelva algebraicamente; después aplique el resultado al caso 
en que m^ = 4 kg, ni 2=6 kg. 



(a) (b) (c) 


7.6 Repita las partes (a) y (b) dei problema 7.5 cuando el 
coeficiente de fricción de los cuerpos con la superfície es de 0.1. 

7.7 Calcule la aceleración de los cuerpos de la figura 7.17 y la 
tensión en la cuerda. Primero resuelva el problema 
algebraicamente y aplique después el resultado al caso en que 
mj = 50 kg, m 2 = 80 kg y F = 10(X) N. 


Figura 7.17 


7.8 Determine la aceleración con que se moverán los cuerpos 
de la figura 7.18(a) y (b) y también la tensión de las cuerdas. 
Suponga que los cuerpos se deslizan sin fricción. Primero 
resuelva el problema de manera general y después aplique el 
resultado al caso en que Wj = 20 kg, mj = 18 kg, a= 30°, /3=60°. 


Figura 7.19 

7.11 Las masas de A y fí en la figura 7.20 son 10 kg y 5 kg, 
respectivamente. El coeficiente de fricción de A con la mesa es de 
0.20. (a) Hallar la masa mínima de C que evitará que A se mueva. 
(b) Calcule la aceleración dei sistema si se retira C. 



Figura 7.20 

7.12 Repita el ejemplo 7.5 para el caso en que no bay fuerza 
aplicada. La velocidad inicial dei cuerpo es de 2 ms“* bacia 
arriba dei plano, (a) ^Qué distancia sobre el plano recorrerá el 
cuerpo antes de detenerse? (b) /.Cuál es el menor valor dei 
coeficiente de fricción que debe existir para que el cuerpo, una 
vez detenido, no empiece a resbalar bacia abajo? 

7.13 Un bloque con masa de 0.2 kg se mueve bacia arriba de un 
plano inclinado que forma un ângulo de 30° con la borizontal, a una 
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velocidad de 12 m s~^ (a) Si el coeficiente de fricción es de 0.16, 
determine la distancia que recorrerá el bloque antes de detenerse. 

(b) ^Cuál es la velocidad dei bloque cuando regresa a la parte baja 
dei plano, si es que esto sucede? 

7.14 Determine la fuerza de fricción que el aire ejerce 
sobre un cuerpo cuya masa es de 0.4 kg cuando cae con una 
aceleración de 9.0 m s~^. 

7.15 (a) Integrando la ecuación 7.9, con F = mg, muestre que 
la velocidad de un cuerpo que cae libremente a partir dei reposo 
en un medio viscoso está dada por 

9=9i(}- 

donde P - mlKr\. (b) Compare la velocidad dei cuerpo en el 
tiempo r = P de la ecuación anterior con la dei cuerpo en 
caída libre. 

7.16 Un cohete de 10^ kg es colocado verticalmente en su 
plataforma de lanzamiento. El combustible propulsor es 
expulsado a razón de 2 kg s~*. (a) Halle la velocidad mínima de 
los gases expulsados para que el cohete pueda elevarse. (b) 

Halle la velocidad dei cohete 10 s después dei lanzamiento, 
suponiendo la mínima velocidad de expulsión. 

7.17 Un cohete lanzado verticalmente expulsa masa còn una 
rapidez constante de 5 x 10"^ w^kg s~^ donde w^es su masa 
inicial. La velocidad de expulsión de los gases con respecto al 
cohete es de 5 x 10^ m s"‘. Halle (a) la velocidad y (b) la altura 
dei cohete después de 10 s. 

7.18 Un vagón cisterna de ferrocarril con una capacidad de 
10 m^ está lleno de agua. El tanque tiene una fuga en el fondo, 
de modo que pierde agua a razón de 100 cm^ s"^ (a) ^Cómo 
cambia la aceleración dei vagón si se le aplica una fuerza 
constante? (b) ^Cómo deberá variar la fuerza para mantener una 
aceleración constante? 

7.19 Un vagón vacío con una masa de 10^ kg pasa debajo de 
un depósito de carbón estacionário con una velocidad de 0.5 m 
s“k Si en el tiempo que pasa por el depósito se le carga con 2 x 
10^ kg de carbón, (a) ^cuál será la velocidad final dei vagón?, 

(b) ^cuál será la velocidad dei vagón si el carbón sale de éste 
por una tolva en dirección vertical con respecto al vagón? 

7.20 Un cuerpo se mueve bajo la acción de una fuerza 
constante F a través de un fluido que se opone al movimiento 
con una fuerza proporcional al cuadrado de la velocidad, esto es, 
-kí?-. Muestre que la velocidad limite es v^= (F/k)*^^. 

7.21 Un poste de teléfono se mantiene vertical mediante un 
cable fijo a una altura de 10 m y en el piso a 7 m de la base dei 
poste. Si la tensión dei cable es de 500 N, ^cuáles son las 
fuerzas vertical y horizontal que ejerce sobre el poste? 

7.22 Un plano inclinado tiene 2 m de altura y 5 m de largo. 
Sobre éste se encuentra un bloque de piedra (100 N de peso) 
detenido por un obstáculo fijo. Halle la fuerza que el bloque 
ejerce sobre (a) el plano y (b) el obstáculo. 


7.23 Halle el módulo y la dirección de la resultante de los 
sistemas de fuerzas representados en la figura 7.21. 


Y 



Y 


6N 

8N 

30° 

12 N 


(b) 


Y 



Figura 7.21 

7.24 Determine la tensión en las cuerdas AC y BC (Fig. 7.22) 
si M tiene una masa de 40 kg. 



(c) 


Figura 722 

7.25 El cuerpo representado en la figura 7.23 pesa 400 N. Se 
mantiene en equilibrio mediante la tensión en la cuerda AB y la 
fuerza horizontal F. Dado que = 1.50 m y que la distancia 
entre la pared y el cuerpo es de 0.90 m, calcule (a) el valor de la 
fuerza F y (b) la tensión en la cuerda. 

7.26 Para la figura 7.24 calcule el ângulo 0 y ia tensión en la 
cuerda AB si Mj = 300 kg y M 2 = 400 kg. 

7.27 Una persona con una masa de 45 kg cuelga de una barra 
fija. íQué fuerza ejerce cada uno de sus brazos sobre la barra 
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Figura 723 


Figura 7.24 



cuando (a) los brazos están paralelos entre sí y (b) forman un 
ângulo de 30° con la vertical? (c) Grafique la fuerza como 
función dei ângulo, (d) qué conclusión llega a partir de la 
gráfica? \ 

7.28 Una cuerda cüelga de los puntos fijos Ay D (Fig. 7.25). 
En el punto B hay una masa de 12 kg y en C un peso 
desconocido. Si el ângulo de AB con la horizontal es de 60°, BC 
es horizontal y CD forma un ângulo de 30° con la horizontal, 
calcule el valor de W para que el sistema esté en equilibrio. 


73® Determine las fuerzas (Figs. 7.26 (a), (b) y (c)) sobre la 
viga BA ejercidas por la masa M y el cable AC, suponiendo que 
M tiene una masa de 40 kg y el peso dei cable y de la viga se 
pueden despreciar. 



Figura 7.26 


A D 



Figura 7.25 

7.29 Una esfera de 50 kg de masa está apoyada en dos planos 
inclinados lisos, inclinados respectivamente 30° y 45° con 
respecto a la horizontal. Calcule las fuerzas de los dos planos 
sobre la esfera. 


731 Calcule el peso P necesario para mantener el equilibrio 
en ei sistema que se muestra en la figura 7.27, cuando A es de 
100 kg y (2 es de 10 kg. El plano y las poleas son lisos. La 
cuerda AC es horizontal y la cüerda AB es paralela al plano. 



( 2=10 


Figura 727 
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Nota 



8.1 Dispersión de una partícula por una fuerza central repulsiva inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia 
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La fuerza ejercida por el viento sobre 
las aspas de un molino hace que éstas 
giren, lo que da como resultado el 
movimiento angular de la meda. La 
medida de la eficiencia con que 
la fuerza hace que gire el cuerpo sobre 
el cual actúa se conoce como torque. 
(Cortesia de la Canadian Pacific 
Limited M8646.) 


Intrõducción 


Muy raras veces un cuerpo se mueve en línea recta o bajo una fuerza constante, porque la fuerza 
resultante sobre un cuerpo por lo general forma un ângulo con la velocidad dei cuerpo y varía de un 
punto a otro. Para tratar tales casos ha resultado de utilídad introducir nuevos conceptos, como el de 

torque y el de momentum angular. 


8.2 Movimiento curvilíneo 


Si la fuerza que actúa sobre una partícula tiene la misma dirección que la velocidad, el movimiento 
ocurre en una línea recta. Para producir un movimiento curvilíneo, como ya se vio en la sección 
7.2, la fuerza resultante debe formar un ângulo con la velocidad. Recordemos que la aceleración 
siempre es paralela a la fuerza, por lo que la aceleración tendrá una componente paralela a la 
velocidad, que cambia su magnitud, y otra perpendicular a la velocidad, que es responsable dei 
cambio de dirección dei movimiento. La relación entre estos vectores en el movimiento curvilíneo 
se muestra en la figura 8.1. 

De la relación F =m y la ecuación 4.12, que da la aceleración tangencial como a j. = d viát, 
concluimos que la componente de la fuerza tangente a la trayectoria, o fuerza tangencial, es 

du 

Fj = ma-r o Fj = m— (g.i) 



Figura 8.1 Relación entre las 
componentes de la fuerza y la 
aceleración en el movimiento 
curvilíneo. 










Torque / momentum angular 

Mediante la ecuación 4.13 para la aceleración normal, = vVR, la componente de la fuerza 
perpendicular a la trayectoria, llamada fuerza normal o centrípeta, es 

mv^ 

Fj^ = o =- (^-2) 

R 

donde R es el radio de curvatura de la trayectoria. La fuerza centrípeta apunta siempre hacia el 
centro de curvatura de cada punto a lo largo de la trayectoria. La fuerza tangencial es la responsable 
dei cambio de módulo de la velocidad, mientras que la fuerza centrípeta es responsable dei cambio 
de dirección de la velocidad. Cuando la fuerza tangencial es cero, no hay aceleración tangencial, lo 
que tiene como resultado un movimiento curvilíneo uniforme. Si además la fuerza centrípeta es 
constante, el movimiento es circular. Cuando la fuerza centrípeta es cero, no hay aceleración normal 
y el movimiento es rectilíneo. 

En el caso particular dei movimiento circular, v = coR, de modo que la fuerza centrípeta se 
puede escribir también como 

= mco^R ( 83 ) 

donde R es ahora el radio dei círculo. En el movimiento circular uniforme la única fuerza es F^. 


EJEMPLO 8.1 

Peralte de curvas. 


t> Las vias de ferrocarril y las carreteras se encuentran peraltadas con el fin de producir la fuerza centrípeta 
necesaria para que un vehículo se mueva a lo largo de una curva. Si las curvas no estuvieran peraltadas, 
la fuerza centrípeta debería ser proporcionada por una fuerza lateral sobre la vía o sobre las ruedas, o por 
la fricción de la carretera sobre las llantas. La figura 8.2 ilustra el peralte, aunque el ângulo se ha exagerado. 
Las fuerzas que actúan sobre el coche son su peso W=mffy la fuerza normal N debida a las vias. Para 
recorrer una curva de radio R a una velocidad v de modo que no haya fuerza aplicada a las ruedas por la 
vía a lo largo de la dirección de su eje, la fuerza resultante, F^, de WyNdehe ser suficientemente intensa 
para producir la fuerza centrípeta dada por la ecuación 8.2. Ásí pues, F^= mvVR, donde R es el radio de 
la curva. Entonces, de la figura vemos que 


tan a 


W Rg 


El ângulo de peralte es, por tanto, independiente de la masa dei cuerpo. Como a queda fijo cuando se 
construyen la vía o la carretera, esta fórmula da la velocidad correcta para recorrer la curva de manera 
que no haya fuerzas laterales actuando sobre el vehículo. Para velocidades ligeramente menores o mayores 
no habrá problema para tomar la curva, ya que la fricción de las ruedas o de los neumáticos proporciona 
la fuerza lateral de equilibrio necesaria. Sin embargo, para velocidades más altas el coche tenderá a 
salirse de la curva. 



Figura 8.2 Peralte para 
producir una fuerza centrípeta. 


(a) 








o 


EJEMPLO 8.2 

Se hace girar una masa suspendida de un punto fijo mediante una cuerda de longitud L alrededor de la 
vertical con velocidad angular £ 0 . Hallar el ângulo que forma la cuerda con la vertical. A este dispositivo 
se le llama pêndulo cónico. 

> El sistema se muestra en la figura 8.3. El cuerpo A se mueve alrededor de la vertical OC, describiendo un 
círculo de radio R = CA = OC sen a = L sen a. Las fuerzas que actúan sobre A son su peso W=mg y\di 
tensión F de la cuerda. Su resultante F^debe ser justamente la fuerza centrípeta necesaria para describir 
el círculo. Así, usando la ecuación 8.3, tenemos F^= mm^R = mco^L sen a. De la figura vemos que 

F^ ca^L sen a 



o, como ían a = sen a/cos a, Figura 8 J Pêndulo cónico. 

COS a = glaP-L 

Por tanto, cuanto mayor sea la velocidad angular m, mayor será el ângulo a. Por esta razón el pêndulo 
cónico se ha utilizado desde hace mucho como regulador (o “gobemador”) de la velocidad en las máquinas 
de vapor; cierra la válvula de entrada de vapor cuando la velocidad sube más allá de un limite determinado 
y la abre cuando la velocidad es menor. 


EJEMPLO 8.3 s 

Movimiento helicoidal bajo una fuerza axial. Caso en que F = A x v, donde A es un vector constante. 

O Una fuerza que actúa sobre una partícula es axial si su dirección apunta siempre hacia un eje. Éste es el 
caso de un electrón en una molécula diatómica (véase el Ej. 8.7). Consideremos, por ejemplo, una partícula 
P sujeta a una fuerza axial F, constante en magnitud y perpendicular al eje ZZ' (Fig. 8.4). Podemos 
descomponer la velocidad, u, de la partícula en una componente i;| en un plano perpendicular a ZZ' y 
otra Vj paralela al eje. La fuerza F hace que la partícula se mueva alrededor de ZZ', cambiando la 
dirección de la componente Vy Como no hay fuerza que actúe en la dirección de ZZ*, la componente ^2 
permanece constante y el movimiento paralelo a ZZ' es uniforme. El resultado es un movimiento helicoidal; 
esto es, la trayectoria de la partícula es una hélice. Cuando ves perpendicular a OP y el módulo de 
(= |i;|) es tal que OP = R = mv^lF, el movimiento alrededor de ZZ' es un círculo; esto es, la hélice es 
circular, según se indicó en la figura 8.4. 


z'! 




I 

z ' 


Figura 8.4 Movimiento bajo una fuerza axial. 


Figura 8 J Movimiento bajo una fuerza ¥ = Ax v. 
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De especial interés es el caso en que la fuerza axial está dada por el producto vectorial F=Axv, 
donde Â es un vector constante y ü es la velocidad de la partícula. Esta fuerza se da, por ejemplo, 
cuando los elecírones, o cualquier partícula cargada, se mueven en un campo magnético (véase el Cap. 
22). Es también la fuerza que genera huracanes y tomados debido a la aceleración de Coriolis (recuerde 
la sección 5.6). Por las propiedades dei producto vectorial vemos que la fuerza F está en dirección 
perpendicular aA y o (Fig. 8.5) y su módulo es proporcional a la velocidad. Si se coloca el eje Z en la 
dirección de A, entonces la ecuación de movimiento F = ma, si usamos la ecuación 5.11, « = xv, para 
la aceleración centrípeta, da m&i x v = Ax v y que muestra que la velocidad angular (constante) de la 
partícula es 



m 


un valor independiente de la velocidad e inversamente proporcional a la masa de la partícula. Este resul¬ 
tado era esperado, ya que cuanto más grande sea la masa más difícil resulta para la fuerza F = A x v 
cambiar la dirección de la velocidad y mantener una trayectoria circular. 

Cuando la velocidad no es perpendicular a A, podemos separar la velocidad en una componente 
V 2 paralela a A y otra v^ perpendicular a A. La velocidad perpendicular tiene como resultado un movi¬ 
miento circular con una velocidad angular dada por la ecuación 8.4, mientras que la velocidad paralela 
no se ve afectada por la fuerza aplicada, puesto que A x yj = 0. Por tanto, el movimiento resultante es 
helicoidal. 


8.3 Iorque 

Cuando una fuerza actúa sobre un cueipo, éste no se mueve sólo en la dirección de la fuerza sino 
que, normalmente, también gira alrededor de algún punto. Consideremos una fuerza F que actúa 
sobre una partícula A (Fig. 8.6). Supongamos que el efecto de la fuerza es mover a la partícula 
alrededor de O. Nuestra experiencia diaria sugiere que la efectividad de rotación de F aumenta con 
la distancia perpendicular (llamada brazo de palanca) b = OB dei centro de rotación O a la línea 
de acción de la fiierza. Por ejemplo, cuando abrimos una puerta siempre empujamos o tiramos lo 
más lejos posible de las bisagras e intentamos tirar de la puerta o empujarla perpendicularmente. 
Esta experiencia común sugiere la conveniência de definir una cantidad física x, que se conocerá 
como íorque, de acuerdo con 

x= Fb o torque = fuerza X brazo de palanca 

El torque debe expresarse como el producto de una unidad de fuerza por una unidad de 
distancia. Así, en el SI el torque se expresa en newton metro o N m. 


O 



Figura 8.6 Torque de una 
fuerza. 



Figura 8.7 El torque es 
peipendicular al plano 
determinado por r y F. 


X 


F 
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Si notamos en la figura que b = r sen 9, podemos escribir también 

% = Fr sen 9 (8o5) 

Al comparar esta ecuación con la ecuación A.21 para el producto vectorial concluímos que el 
torque puede considerarse como la cantidad vectorial dada por el producto vectorial 

x = rxF (8o6) 

donde r es el vector de posición, en relación con O, dei punto A sobre el que actúa la fuerza. 

De acuerdo con las propiedades dei producto vectorial, el torque está representado por un 
vector perpendicular a r y a F. Esto es, el torque es perpendicular al plano que contiene tanto a r 
como a F, y su dirección está determinada de acuerdo con la regia de la mano derecha (Fig. 8.7). 

iJEMPLO 8.4 

Expresión dei torque en términos de las componentes de r y F. 

> Si colocamos los ejes X y F en el plano determinado por r y F (Fig. 8.7), tenemos que 
r = ix -i-jy y F = iF^ + JF^ 

donde (jc, y) son las coordenadas de A y (F^, F^) las componentes de F. En consecuencia, t =(ix+ jy) x 
(íFx + j'Fy); mediante la aplicación de la ecuación A.24 obtenemos 

T =kixFy-yFx) (8.7) 

que es un vector paralelo al eje Z, según se representa en la figura 8.7. El módulo dei torque es 


T =xF-yF^ (8.8) 

y 

El torque es positivo o negativo dependiendo dei sentido de la rotación alrededor dei eje Z. 



El momentum angular con respecto a un punto O (Fig. 8.8) de una partícula de masa m que se 
mueve con velocidad v (y por tanto con momentum p = mv) está definido por el producto vectorial 



L = rxp o L = mr XV (8.9) pigura 8.8 Momentum 

angular de una partícula con 

donde r es el vector de posición de la partícula en relación con O. El momentum angular es, por respecto a o. 
tanto, un vector perpendicular al plano determinado por ry v. Además su magnitud depende de la 
posición dei punto O y está dada por 

L = mrv sen 9 

donde 9 es el ângulo entre r y v. El momentum angular de la partícula generalmente cambia de 
magnitud y dirección conforme la partícula se mueve. Sin embargo, para una partícula que se 
mueve en el plano que contiene al punto O, la dirección dei momentum angular permanece igual 
(esto es, perpendicular al plano) ya que ry v están en dicho plano. Para el caso especial dei movi- 
miento circular (Fig. 8.9), cuando el momentum angular se calcula con respecto al centro dei 
círculo, los vectores ry v son perpendiculares (0 = 90°) y también tenemos la relación v - cor, de 
modo que podemos escribir 

L = mrv-mr^(ü (8.10) 

La dirección de L es la misma que la de w, así que la ecuación 8.10 se puede escribir en forma 

vectorial como Figura 8.9 Relación vectorial 

- entre la velocidad angular y el 

L = mr (ú (8.11) momentum angular en el 

movimiento circular. 







122 forque y momenfum angular 


Ei momentum angular orbital y el torque de las fuerzas que actúan sobre una partícula, dado 
por X =r xF (ambascantidadesevaluadasconrespectoal mismopunto), tienenunarelaciónmuy 
importante. Según se verá en seguida: 

la tasa de cambio dei momentum angular de una partícula es igual al torque de la fuerza 
aplicada a la partícula. 

Esto es, 


dX 

dí 


( 8 . 12 ) 


Queremos recalcar que esta ecuación es correcta sólo si L y t se miden con respecto al mismo punto. 

La ecuación 8.12 se asemeja mucho a la ecuación 6.12, àp/àt = F, con el momentum lineal 
p sustituido por el momentum angular L, y la fuerza F sustituida por el torque x. Esta relación es 
fundamental en el tratamiento dei movimiento rotacional. Como veremos más adelante, la relación 
también es importante cuando el momentum angülar es la cantidad física que se conoce. Este es el 
caso particular de los experimentos de dispersión, así como en el análisis dei ipovimiehto de los 
electrones en los átomos. 


Deducción de la relación entre torque y momentum angular 
Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 8.9, tenemos 


dL dr do 

— = — X p + r X — 

dí dí dí 

Pero dr/dt = o, yp = moes siempre paralelo a v. Entonces 


(8.13) 


dr 

— xp = vxp = mvxv = 0 
dí 

Por otro lado, dp/dt = F de acuerdo con la ecuación 6.12. Por tanto, la ecuación 8.13, con dp/dt sustituida por F, se convierte en 


— = r X F = X 
dí 

que es la ecuación 8.12. Nótese que mientras que dpidt = F es una ley fundamental dei movimiento, dL/dí = x es consecuencia de 
la ley dei movimiento. 


S.5 Fuerias cenírales 

Si el torque sobre una partícula es cero (x=r x F = 0), de acuerdo con la ecuación 8.12 debemos tener 
áL 

— = 0 o L = vector constante 
dí 

Asív el momentum angular de una partícula con respecto a un punto es constante en magnitud y 
dirección si el torque en relación con el mismo punto es cero. Esta condición se cumple si F = 0; esto 
es, si la partícula es libre y, por tanto, se mueve con velocidad constante. De la figura 8.10, tenemos 

L = mvr sen 9 = mvd 

donde í/ = r sen 0 . La trayectoria de la partícula libre está en una línea recta y la velocidad no 
cambia. Por tanto, la cantidad mvd permanece constante debido a que todos sus factores son 
también constantes. 
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Figura 8.10 El momentum angular es 
constante para una partícula libre. 


Figura 8.11 El momentum angular es 
constante para el movimiento bajo una fuerza 
central. 


La condición t = r x F = 0 también se cumple si F es paralela a r; en oíras palabras, si la 
dirección de F pasa por el punto O. Entonces el torque debido a esa fuerza, en relación con O, es 
cero. Una fuerza cuya dirección siempre pasa por un punto fijo se conoce como fuerza central 
(Fig, 8.11). Al punto fijo se le llama centro de fuerza. Por tanto: 

cuando un cuerpo se mueve bajo la acción de una fuerza central, el momentum angular en 
relación con el centro de fuerza es una constante de movimiento, y viceversa. 

Este resultado es muy importante porque las fuerzas que aparecen en muchos sistemas naturales 
son centrales. Por ejemplo, la Herra se mueve alrededor dei Sol bajo la influencia de una fuerza 
central cuya dirección siempre pasa por el centro dei Sol (Fig. 8.12(a)). Por tanto, el momentum 
angular de la Tierra con respecto al Sol es constante. El electrón en un átomo de hidrógeno 
esencialmente se mueve bajo la acción de la fuerza central debida a la interacción eléctrica con el 
núcleo, que siempre apunta bacia este último (Fig. 8.12(b)). Así, el momentum angular dei electrón con 
relación al núcleo es constante. Si se lanza un protón a gran velocidad contra un núcleo, se ye sujeto a 
una fuerza central repulsiva (Fig. 8.12(c)). Por tanto, durante el tiempo en que el protón es desviado (o 
dispersado) de su trayectoria original, su momentum angular permanece constante. 

En los átomos que tienen muchos electrones, la fuerza resultante en cada electrón no es 
rigurosamente central. Además de la interacción central con el núcleo, existe también la interacción 
con los otros electrones. Pero en muchas situaciones la fuerza media sobre el electrón se puede 
considerar central a una aproximación satisfactoria. Así pues, podemos considerar que cada electrón 
se mueve con momentum angular constante en relación con el núcleo. También en los núcleos 
podemos suponer, como primera aproximación, que sus componentes (prótones y neutrones) se 
mueven bajo fuerzas centrales y por tanto cada nucleón tiene momentum angular constante. Sin 
embargo, en la mayoría de los núcleos ésta no es una aproximación muy satisfactoria. 



‘ ^Tietia 



‘ ^Protón 

1 Sol j 

Iví'/ 

/protón 

1 ””” Electrón / 

/ Protón 

. 

^Núcleo / 

/ 


(a) 

(b) 

4 

(C) 


EJEMPLO 8.5 

Momentum angular de la Tierra alrededor dei Sol y de éste alrededor de la galaxia. 


Figura 8.12 Momentum 
angular de (a) la Tierra movién- 
dose alrededor dei Sol, (b) un 
electrón en un átomo de 
hidrógeno, (c) un protón 
dispersado por un núcleo. 


C> A una buena aproximación, se puede suponer que la órbita terrestre es circular. Entonces se aplican las 
relaciones que se muestran en la figura 8.9. La masa de la Tierra es de 5.98 x 10^ kg y su distancia media 


' V'oa N?* 
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al Sol es de 1.49 x 10” m. También con base en nuestra definición de segundo dada en la sección 2.4, 
concluímos que el período de revolución de la Tierra alrededor dei Sol es de 3.16 x 10^ s. Así, la velocidad 
angular media de la Tierra alrededor dei Sol es 



2n 

3.16 X 10''s 


= 1.98 X 


10“^s-' 


Por tanto, a partir de la ecuación 8.10, el momentum angular de la Tierra en relación con el Sol es 
L = mr^cü 

= (5.98 X 102^kg)(1.49 x 10^im)2(1.98 x 10“^s-‘) 

= 2.67 X lO^^kgm^s"! 


De forma parecida, el Sol se mueve alrededor dei centro de la galaxia y descríbe una trayec- 
toría que es aproximadamente un círculo de radio 3 x 10^® m con una velocidad de 10“*^ s“*. Deja- 
mos el cálculo dei momentum angular dei Sol alrededor dei centro de nuestra galaxia como ejerci- 
cio al estudiante. Es dei orden de 10^^ kg m^ s“*. 


EJEAAPLO 8.6 

Momentum angular de. un electrón alrededor dei núcleo de un átomo de hidrógeno. 

t> En el ejemplo anterior consideramos una situación macroscópica extrema, en la que se tienen distancias 
y masas planetarías. Nos volvemos ahora hacia el extremo opuesto y consideramos una situación atómica. 
Consideremos el electrón de un átomo de hidrógeno: masa de 9.11 x 10"^* kg, distancia media al núcleo 
de 5.29 X 10"” m y velocidad angular de 4.13 xlO*® s~* (recuerde el ejemplo 5.1). Suponiendo de nuevo 
una órbita circular y usando la ecuación 8.10, encontramos que el momentum angular dei electrón alrededor 
dei núcleo es 


L = mr^o) 

= (9.11 X 10-3'kg)(5.29 X 10-"m)2(4.13 x lO^S"') 

= 1.05 X 10-^“*^ kgm^s"^ 

Este valor numérico constituye una de las constantes más importantes en física y se denota con el símbolo 
h, que se lee h barra. El momentum angular de las partículas atómicas se expresa normalmente en 
unidades de h. La cantidad h = 2nk se conoce como constante de Planck. 

Aunque existe una enorme disparídad entre los valores dei momentum angular de la Tierra con 
respecto al Sol y dei electrón con respecto a un núcleo, en ambos casos las fuerzas son centrales y el 
momentum angular es constante. Sin embargo, al tratar con el electrón, una partícula atómica, se requiere 
cierta modificación de nuestros métodos: usamos una técnica conocida como mecânica cuántica, matéria 
que veremos en el capítulo 36. Uno de los resultados que se obtienen es que el momentum angular de los 
electrones en los átomos no puede tener cualquier valor arbitrário; su valor está restringido a aquellos 
dados por 

L^ = hH{U\) ( 8 . 14 ) 

donde I es un entero positivo (0, 1, 2, 3,...) (véase la discusión de la sección 23.5). Esta propiedad se 
conoce como cuantización dei momentum angular. Además, el momentum angular dei electrón sólo 
puede tener ciertas orientaciones en el espacio. A esta restricción se le llama cuantización espacial. 
Como consecuencia, la componente dei momentum angular de un electrón atómico en una dirección 
dada está limitada a ciertos valores. 
















OEMPtO 8.7 

Momentum angular en el movimiento bajo una fuerza axial. 

O En el ejemplo 8.3 se dijo que una fuerza axial es aquella cuya dirección siempre pasa por un eje fijo, que 
tomamos (y lo haremos de nuevo) como el eje Z (Fig. 8.13). El momentum angular de la partícula P es 
L=r X py éi torque de la fuerza axial es x = r xF, donde tanto L como x se miden con respecto al 
origen O. 

El torque x es perpendicular al plano OPQ definido por r y F. Por tanto debe estar en el plano XY, 
de modo que la componente Z de x siempre es cero. Así, la componente Z de la ecuación ÚLIát = x es en 
este caso 

= 0 O Lj, = const. (8.15) 

dí 

Así, cuando una partícula se mueve bajo una fuerza axial, la componente Z dei momentum angular es 
constante. En cambio, el momentum angular total no es constante y sufre un movimiento de precesión 
alrededor dei eje Z conforme se mueve la partícula, pero su ângulo 6 , con respecto al eje Z, varía de tal 
modo que permanece constante. 

Este tipo de movimiento es, por ejemplo, el dei electrón en la molécula ionizada de hidrógeno, 
H 2 , que está compuesta por dos protones y sólo un electrón (Fig. 8.14). La fuerza resultante sobre el 
electrón siempre pasa por la línea PjPj que une a los dos protones. 



Figura 8.13 Momentum angular de una 
partícula que se mueve bajo una fuerza axial. 



Figura 8.14 Momentum angular dei electrón en la 
molécula ionizada de hidrógeno, Hj. La componente 
permanece constante. 


EJEMPLO 8.8 

Dispersión de una partícula por una fuerza central. 

[> Este problema es de especial interés por su aplicación a la física atómica y nuclear. Por ejemplo, 
consideremos un protón acelerado por una máquina, como un ciclotrón o un sincrotrón. Cuando pasa 
cerca de un núcleo de un material que sirve de blanco el protón, es dispersado (o desviado) bajo la acción 
de la fuerza debida a la repulsión eléctrica dei núcleo. De manera parecida son desviados o dispersados los 
cometas que vienen de fuera dei sistema planetário, y las sondas espaciales planetarias lanzadas desde la 
Tierra, por la atracción gravitatoria dei Sol (véase el Ej. 6.4) o por un planeta, respectivamente. Para 
este ejemplo, consideramos sólo una fuerza central repulsiva. 
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Sean O el punto de dispersión o centro de fuerza y A una partícula lanzada contra O desde una 
gran distancia con velocidad y^CFig. 8,15). La distancia b, conocida como parâmetro de impacto, es 
la distancia perpendicular de Ã a la línea OX trazada a través de O paralela a Vq. Suponiendo que la 
fuerza entre Ay O es repulsiva y centrai (se puede utilizar una lógica parecida para el caso en que 
la fuerza es de atracción), la partícula seguirá la trayectoria AMB. La forma de la trayectoria depende 
de la manera en que varie la fuerza con la distancia. Cuando una partícula se encuentra en A, se 
momentum angular, L en relación con 0,esL=mvjb. En cualquier posición, digamos M, su momentum 
angular aún tiene el mismo valor. 


Figura 8.15 Dispersión de una 
partícula bajo la acción de una 
fuerza central repulsiva. 



Conforme la partícula se aleja de O, la fuerza disminuye. En el punto B, muy alejado de O, la 
magnitud de la velocidad es de nuevo o^ya que, por simetria, la velocidad perdida cuando la partícula 
se acerca a O debe recuperarse cuando se aleja de O. (El principio de conservación de la energia, que se 
verá en el capítulo siguiente, también apoya esta afirmación.) En cambio, la velocidad en B está en una 
dirección distinta a la de la velocidad inicial. La conservación dei momentum angular bajo la acción de 
una fuerza central requiere que la distancia de Ba OX' sea también el parâmetro de impacto b. 

El ângulo ^ en que cambió la dirección de la velocidad se conoce como ângulo de dispersión. 
Es claro que cuanto más intensa sea la fuerza repulsiva mayor será el ângulo de dispersión. Por otro lado, 
cuanto mayor sea el momentum angular de la partícula (w, v^o b grandes), menor será el ângulo de 
dispersión, puesto que la fuerza es menos efectiva para cambiar la dirección dei movimiento. 

Como el ângulo de dispersión está determinado por la forma en que la fuerza depende de la distancia, 
los experimentos de dispersión son muy útiles para determinar la ley que rige a la fuerza en interacciones 
entre partículas, o_el tamano y estructura dei centro dispersor. Por ejemplo, al analizar la dispersión de 
partículas a obtenidas de una muestra de radio -experimento efectuado por primera ocasión por Hans 
Geiger (1882-1945) y Edward Marsden (1889-1970) en 1911, siguiendo una sugerencia de Emest Rutherford 
(1871-1937)- fue posible probar que los átomos tienen un núcleo extremadamente pequeno, cargado posi¬ 
tivamente, y unas 10 000 veces menor que el mismo átomo. En la nota 8.1 y en el ejemplo 9.10 se da un 
análisis cuantitativo de la dispersión por una fuerza regida por una ley dei inverso dei cuadrado. 


Nota 8.1 Dispersión de una partícula por una fuerza centra! repulsiva inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia 

El problema de la dispersión de una partícula sujeta a una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia es de 
especial interés debido a su aplicación en la dispersión por fuerzas gravitatorias y eléctricas. 

Sean O el centro de fuerza (o de dispersión) y A una partícula lanzada contra O desde una gran distancia con velocidad 
inicial Vq (Fig. 8.15). Colocamos el eje X de tal forma que pase por O y sea paralelo a Vq, de modo que la distancia b sea el 
parâmetro de impacto. Cuando la fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, tenemos F = k/r^ y se puede 
demostrar que la trayectoria es una hipérbola (véase la Nota 11.1). El momentum angular de la partícula en relación con O es 
mv^b. En cualquier otra posición, como en M, de acuerdo con la ecuación 8.11, con 0)= dO/dt, su momentum angular es mr\dd 
Idi) . El momentum angular debe permanecer constante debido a que se trata de una fuerza central. Por tanto 


làB . 

— = mvob 

dt ® 


(8.16) 
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La ecuación de movimiento en la dirección Y se obtiene aplicando la segunda ley de Newton. Esto es, 

dy,, k 

m —í = F = F sen 0 = -- sen 9 
dt 

Eliminando mediante la ecuación 8.16, podemos escribir 

dvy k d6 

dí mv^b dt 

Para bailar la desviación de la partícula debemos integrar esta ecuación desde un extremo de la trayectoria hasta el otro. En 
A el valor de es cero (ya que se escogió el eje X paralelo al movimiento inicial) y también 9 = 0. En B tenemos sen <j> 

y 0 = TC -(j). Entonces 


l'vQsen(t> 


dVy = 


MVqÒ 


'n — 4> 


sen 9 d9 


Al integrar, obtenemos 


Vo sen0 


mv^b 


(1 + COS 4 )) 


Utilizando la identidad trigonométrica cot j 0 = (1 -kcos ^)/sen (j), finalmente obtenemos 

1 , fnvlb 
cot j(f) = - 


(8.17) 


Esta relación da el ângulo de dispersión (j) en términos dei parâmetro de impacto y de la constante de la fuerza k, y es válida sólo 
para una fuerza que varia de modo inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. 


PREGUmAS 

8.1 Un cuerpo se mueve a lo largo de una trayectoria curva. 
^La fuerza es tangente a la trayectoria bacia el lado côncavo o 
bacia el convexo? 

8.2 Si el módulo de la velocidad permanece constante en el 
movimiento circular uniforme, ^por qué es necesaria una fuerza 
centrípeta? 

83 iQné le sucede a la velocidad angular y al radio si la fuerza 
tangencial es cero y la centrípeta aumenta constantemente? 

8.4 Responda la pregunta anterior para el caso en que la fuerza 
tangencial aumenta constantemente mientras que la centrípeta 
permanece constante. 

83 ^Por qué es recomendable el peralte en carreteras y vias de 
ferrocarril? 

8.6 iCüál es el efecto sobre la velocidad de (a) una fuerza 
centrípeta y (b) una fiierza tangencial? 

8.7 ^Qué le sucede al módulo de la velocidad bajo una fuerza 
axial F=Axvl iQué le sucede a la dirección? 


8.8 Compruebe que el torque también se puede definir como el 
producto de la longitud dei vector de posición r y la componente de 
la fuerza F perpendicular a r. 

8.9 iCnéX es la relación entre la dirección dei momentum 
angular de un cuerpo y su velocidad? 

8.10 ^Existe una relación entre la dirección dei torque y la de (a) 
la fuerza, (b) el momentum angular, (c) la tasa de cambio dei 
momentum angular? 

8.11 ^Cuál ecuación es más fiindamental; F = dplát o x = àUàtl 
i,Por qué? 

8.12 i,Qué cantidad es una constante dei movimiento cuando 

la fuerza es central? ^.Qué cantidad permanece constante cuando la 
fuerza es axial? 

8.13 iQué significa “cuantización” dei momentum angular de 
un electrón en un átomo? 

8.14 Verifique que la constante de Planck, h = iKh, es igual a 
6.6256 X 10-34kg m2 s"*. (Véase Ej. 8.6.) 




128 Iorque y momentum angular 

8.15 ^Cómo varia el ângulo de disj^rsión conforme disminuye el 
parâmetro de impacto? ^Cuâl es el ângulo de dispersión cuando 
el parâmetro de impacto es cero (es decir, se trata de un choque 

de frente)? 

8.16 Dado que el momentum angular permanece constante en 
un experimento de dispersión, ^cómo estâ la velocidad de la 
partícula a la distancia de máximo acercamiento relacionada con la 
velocidad inicial? 

PROELEMÂS 

8.1 Una piedra, cuya masa es de 0.4 kg, estâ atada a un extremo 
de una cuerda y una persona sostiene el otro extremo, (a) Si se 
hace que la piedra se mueva en un círculo horizontal de 0.8 m de 
radio con una Velocidad angular de 80 rev/min, ^cuâl es la 
magnitud de la fuerza que la cuerda ejerce sobre la piedra? (b) Si 
se rompe la cuerda cuando la tensión es mayor que 500 N, ^cuâl 
es la máxima velocidad angular posible de la piedra? (c) 
^Podemos ignorar el peso de la piedra? 

8.2 Un pequeno bloque de 1 kg de masa está atado a una 
cuerda de 0.6 m de largo y gira a 60 rpm en un círculo vertical. 
Calcule la tensión en la cuerda cuando el bloque está en (a) el 
punto más alto dei círculo, (b) en el más bajo, (c) cuando k cuerda 
está horizontal, (d) Calcule la velocidad lineal que debe tener el 
bloque en el punto más alto para que la tensión en la cuerda sea cero. 

8 J El electrón de un átomo de hidrógeno gira alrededor dei 
protón siguiendo una trayectoria casi circular de radio 0.5 x 10”^® m 
con una velocidad estimada de aproximadamente 2.2 x 10^ m s"^ 
Calcule el módulo de la ílierza entre el electrón y el protón. 

8.4 Un tren se desplaza por una curva inclinada a 63 km h ~K El 
radio de curvatura es de 300 m. Calcule (a) el grado de peralte que 
la curva debe tener para que las ruedas no experimenten fuerza 
lateral, (b) el ângulo que forma una cadena que cuelga dei techo de 
uno de sus vagones con respecto a la vertical. 

8.5 Una carretera tiene 13.6 m de ancho. Calcule la diferencia 
de nivel entre los bordes exterior e interior dei camino para que 
un coche sea capaz de viajar a 60 m s"* (sin que experimente 
fuerzas laterales) por una curva de 600 m de radio. 

8.6 Una curva de autopista de 300 m de radio no tiene peralte. 
Suponga que el coeficiente de fricción entre los neumáticos y el 
asfalto seco es de 0.75, entre los neumáticos y el asfalto mojado 
es de 0.50 y entre los neumáticos y el hielo es de 0.25. Determine 
la máxima velocidad con que se puede pasar la curva con toda 
seguridad en (a) dias secos, (b) dias lluviosos y (c) dias helados. 

8.7 Un cuerpo D cuya masa es de 12 kg (Fig. 8.16) cuelga dei 
punto E' y descansa en una superfície cónica ABC. El cuerpo y 
el cono giran alrededor dei eje EE' con una velocidad angular de 
10 rev/min. Calcule (a) la velocidad lineal dei cuerpo, 

(b) la reacción de la superfície sobre el cuerpo, (c) la tensión en la 
cuerda y (d) la velocidad angular necesaria para reducir a cero 
la reacción dei plano. 


8.17 Defina el concepto “parâmetro de impacto”. Explique por 

qué es ütil dicho concepto. 

8.18 Explique la imixirtancia de los experimentos de dispersión 
para determinar la ley de fuerza entre las partículas. 

8.19 ^Cómo varia la distancia de máximo acercamiento 
conforme disminuye la velocidad inicial v^? iCómo varia la distancia 
de máximo acercamiento conforme disminuye la constante de 
acoplamiento, k? Véanse el ejemplo 8.8 y la nota 8.1. 


8.8 Una pequena pelota de masa m, inicialmente en A, se 
desliza sobre la superfície circular lisa ADB (Fig. 8.17). Muestre 
que, cuando la pelota está en el punto C, la velocidad angular y 
la fuerza ejercida por la superfície son í0= [2ff sen (a/r)p^ 
yF=3mgsenoi. 



Figura 8.16 

8.9 El vector de posición de un cuerpo de 6 kg de masa está 
dado por r = i(3t^- 6t) +j(- 4t^) m. Halle (a) la fuerza que 
actúa sobre la partícula, (b) el torque, con respecto al origen, 
que actúa sobre la partícula y (c) los momenta lineal y angular 
de la partícula con respecto al origen. 



Figura 8.17 

8.10 En / = 0 s, una masa de 3 kg está localizada en r = 5í m 
y tiene una velocidad de KJ/ m s“^ No existen fuerzas que 
actúen sobre la masa. Determine el momentum angular de la 
masa con respecto al origen en (a) / = 0 s y (b) / = 12 s. 

8.11 Cuando la Tierra está en el afelio (la posición más 
alejada dei Sol) el 2 de julio, su distancia al Sol es de 1.52 
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10** m y su velocidad orbital es de 2.93 x 10'* m s~*. (a) Halle su 
velocidad orbital en el perihelio (posición más cercana al Sol), 
aproximadamente seis meses después, cuando su distancia al 
Sol es de 1.47 x 10** m. (b) Halle la velocidad angular de la 
Tierra alrededor dei Sol en ambos casos. {Sugerencia: En ambas 
posiciones, afelio y perihelio, la velocidad es perpendicular al 
radio vector.) 

8.12 (a) Refiriéndose al problema 8.1, si, mientras sigue 

girando, la piedra se aleja soltando cuerda lentamente, ^qué 
sucede con la velocidad angular de la cuerda? (b) ^Qué sucede 
si, en lugar de soltar, se recoge la cuerda? (c) ^Se conserva en 


este proceso el momentum angular? (d) Obtenga una relación 
entre la tasa de cambio de Ia velocidad angular de la piedra y la 
tasa de cambio de la longitud de la cuerda. 

8.13 Un proyectil (masa m) es disparado desde el punto O 
con una velocidad inicial Vq y un ângulo a sobre la horizontal, 
(a) Calcule el momentum angular dèl proyectil como función 
dei tiempo. (b) Determine la tasa de cambio con respecío al 
tiempo dei momentum angular dei proyectil. (c) Calcule el 
torque dei peso dei proyectil y compare el resultado con el dei 
inciso (b). Calcule el torque y el momentum angular con 
respecto al punto O. 
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La relación entre el flujo de calor y el 
trabajo fue demostrada de manera 
concluyente en 1843 por James 
Prescott Joule, quien hizo la primera 
medición de la conversión directa de 
energia mecânica en calor. En honor a 
sus investigaciones sobre el calor y la 
energia sé dio su nombre a la unidad 
común de trabajo, el joule. 
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En este capítulo vamos a considetar algunos conceptos nuevos que no corresponden a la experien- 
cia directa pero que han adquirido mucha importância. Se aplican a gran número de fenómenos y se 
han incorporado a nuestro lenguaje cotidiano. Tales conceptos son trabajo, potência y energia. 
Por ejemplo, décimos que nos cansamos cuando el trabajo es duro. Retribuímos a un “trabajador” 
de acuerdo con el trabajo hecho. Pagamos la cuenta mensual de electricidad basándonos en la 
cantidad de energia que usamos. Un automóvil consume gasolina porque necesita energia 
para moverse. Y todos necesitamos una ingestión diaria de energia, contenida en los alimen¬ 
tos, para sobrevivir. 

Los conceptos de trabajo y de energia de la manera en que los usamos en la actualidad en 
física fueron desarrollados durante el siglo xix, más de cien anos después de que Newton formulara 
sus leyes dei movimiento. Entre los que contribuyeron significativamente al desarrollo de los concep¬ 
tos están James P. Joule (1818-1889), Robert Mayer (1814-1878) y Lord Kelvin (William 
Thompson) (1824-1907). En el presente, estos conceptos se aplican a una gama amplia de fenó¬ 
menos, y hablamos de energia eléctrica, nuclear, de radiación, etcétera. 

9.2 Trabajo 

Es una experiencia común que, cuando empujamos un objeto sobre una superfície horizontal, nos 
cansamos más cuanto más fuerte empujamos y cuanto más grande es la distancia que recorremos 
haciéndolo. De manera parecida, para levantar un cuerpo, cuanto más pesado sea éste y más alto lo 
levantemos, más nos cansaremos. En el caso de una locomotora que arrastra un tren, ésta necesitará 
más combustible cuanto más grande sea la fuerza que aplique para arrastrar al tren y cuanto más 
grande sea la distancia a través de la cual lo remolque. 

i 
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(a) 

Desplazamiento 


F 



(b) 


Figura 9.3 Fuerzas que no 
realizan trabajo: (a) F^ (b) W. En 
(b) no se ha representado la 
fuerza normal que la superfície 
ejerce sobre el cueipo, que es 
igual y opuesta al peso y tampoco 
hace trabajo; además se ha 
supuesto que no hay fricción. 


Movimiento 



Figura 9,1 Trabajo de una fuerza constante 
paralela al desplazamiento. 



Figura 9.2 Trabajo de una fuerza constante que 
forma un ângulo con el desplazamiento. 


Todos estos ejemplos, y muchos otros, sugieren la introducción de un concepto que combi¬ 
ne fuerza y distancia. Así pues, si tenemos una partícula (Fig. 9.1) que se mueve a una distancia 
s = AB bajo la acción de una fuerza constante F, definimos el trabajo hecho mediante la expresión 


Trabajo = fuerza x distancia 
W =Fs 


0 


Es decir, el trabajo que hace una fuerza constante está dado por el producto de la magnitud de la 
fuerza y el desplazamiento de la partícula. Si la fuerza actúa formando un ângulo con la dirección 
dei desplazamiento (Fig. 9.2), entonces el trabajo hecho se calcula utilizando la componente de la 
fuerza, F^, que está en dirección dei desplazamiento; es decir. 


Así: 


W=:F^. 

el trabajo hecho por unajuerza es igual al producto dei desplazamiento de la partícula por 
la componente de la fuerza a lo largo dei desplazamiento. 


Como F^ = F COS 9, 
W -Fs COS 6 


(9.2) 


Mediante el concepto de producto escalar, ecuación A.16, e introduciendo el vector de desplaza¬ 
miento s = AB, podemos escribir el trabajo como el producto escalar 

W = F’S (9.3) 

Notemos que si la fuerza es perpendicular al desplazamiento, de modo que 0=90°, el trabajo hecho 
por la fuerza es cero. Éste es, por ejemplo, el caso de la fuerza centrípeta F^en el movimiento circular 
(Fig. 9.3(a)) y dei peso W de un cuerpo cuando éste se mueve en una superfície horizontal (Fig. 
9.3(b)). Si 0es mayor que 90°, cos 0es negativo y también el trabajo. Éste es el caso de las fuerzas de 
fricción y viscosas, que siempre actúan en dirección opuesta a la dei movimiento. En el caso de un 
cuerpo que cae, el peso hace un trabajo positivo, pero si el cuerpo se mueve hacia arriba, el trabajo dei 
peso es negativo. 

La ecuación 9.3 para el trabajo es válida cuando la fiierza es constante y el cuerpo se mueve en 
línea recta. Consideremos ahora un caso más general: supongamos una partícula A que se mueve a lo 
largo de una curva Cbajo la acción de una fuerza variable F (Fig. 9.4). En un tiempo muy corto, dí, la 
partícula se mueve de A a JS. El desplazamiento, que también es muy pequeno, se puede escribir como 

AB = àr. 

Mediante la relación 9.3, el trabajo hecho por la fuerza F durante ese desplazamiento es el producto 
escalar 


diy=F-dr 


(9.4) 


Si representamos el módulo de àr (es decir, la distancia recorrida a lo largo de la curva) como dí, 
podemos también escribir la ecuación 9.4 de la forma 


dW -F ás COS 9 


(9.5) 












Figura 9.4 El trabajo es igual al desplazamiento multiplicado Figura 9,5 El trabajo total es la suma de 

por la componente de la fuerza a lo largo de éste. muchos trabajos infinitesimales. 

donde 9 es el ângulo entre la dirección de la fuerza F y el desplazamiento dr, que es tangente a la 
trayectoria. Como F cos 6 es la componente F^de la fuerza a lo largo de la tangente a la trayectoria, 
tenemos que 

dW=Fy,dí (9.6) 

Así, en el movimiento curvilíneo el trabajo también es igual al desplazamiento por la componen¬ 
te de la fuerza a lo largo de la tangente a la trayectoria, pero la dirección de la tangente varia a lo 
largo de la trayectoria. 

La ecuación 9.4 da el valor dei trabajo para un desplazamiento infinitesimal. El trabajo total 
hecho sobre la partícula cuando ésta se mueve úeAaB (Fig. 9.5) es la suma de los trabajos hechos 
en los pequenos desplazamientos sucesivos a lo largo de la trayectoria. Esto es, 

W = F,’ár,+ F2'dr2 + F^-ár^ + ••• =XF,.-dr,. 

Cuando los desplazamientos dr. son muy pequenos, la suma puede reemplazarse por una integral. 
Por tanto. 


W 


CB 


F'ár 


Ja 


Ft ds 


(9.7) 


Con el fin de efectuar la integral que aparece en la ecuación 9.7 debemos conocer F como 
función de r. También, en general, debemos conocer la ecuación de la trayectoria a lo largo de la 
cual se mueve la partícula. Altemativamente, debemos conocer Fyr como función dei tiempo o de 
alguna otra variable. La integral de la ecuación 9.7 se conoce como integral de línea porque se 
calcula a lo largo de cierta trayectoria (véase el Apêndice A. 10). 


EJEMPLO 9.1 

Trabajo como el área bajo una curva. 

t> En general, conforme se mueve un cuerpo vana la componente tangencial de la fuerza, Fp que actúa 
sobre el cuerpo. En la figura 9.6 hemos representado F^-como función de la distancia s medida a lo largo 
de la trayectoria. El trabajo dW = F^-dy que se hace durante un pequeno desplazamiento ds corresponde 
al área dei rectángulo angosto. Por tanto, podemos hallar el trabajo total hecho sobre la partícula de la 
figura 9.5 para moveria deAaB dividiendo, primero, toda el área sombreada de la figura 9.6 en rectán- 
gulos delgados y, después, sumando sus áreas. Esto es, el trabajo total está dado por el área sombreada 
de la figura 9.6. Este resultado es importante, desde un punto de vista práctico, para el cálculo dei trabajo 
hecho por diferentes máquinas. 
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Figura 9.6 El trabajo total que 
se realiza al ir de A a B es igual al 
área bajo la curva. 


Fr 



En muchas aplicaciones prácticas es importante conocer la tasa con la que se hace trabajo. La 
potência se define como el trabajo hecho por unidad de tiempo. Así, si dVf es el trabajo hecho en un 
intervalo pequeno de tiempo d/, la potência será 


dW 

dt 


(9.8) 


Mediante la ecuación 9.4, dW = F • dr, y recordando que v-dr/dt, podemos escribir también 


P = 



F'v 


(9.9) 


Por tanto, la potência se puede definir también como el producto escalar de la fuerza y la veloci- 
dad. La ecuación 9.8 da la potência instantânea. La potência media durante un intervalo de 
tiempo At = t - íqSC obtiene al dividir el trabajo total W, dado por la ecuación 9.7, entre el 
intervalo de tiempo Ar, 


P 


med 


w 

At 


(9.10) 


Desde el punto de vista de la ingeniería, el concepto de potência es muy importante. Guan¬ 
do un ingeniero disena una máquina, lo que importa generalmente es la tasa con que ésta hace 
trabajo, más que la cantidad total de trabajo que pueda hacer, aunque esto también es relevante. 


9.4 Unidades de trabajo y potência 

En las ecuaciones 9.1 y 9.4 vemos que el trabajo debe expresarse como el producto de una unidad 
de fuerza por una de distancia. En el SI, el trabajo se expresa como newton metro, unidad conocida 
como joule, abreviada J. Así pues, un joule es el trabajo hecho por una fuerza de un newton que 
mueve a una partícula una distancia de un metro en la misma dirección que la fuerza. Como 
N = kg m s~^, tenemos que 

J = N m = kg m^ s~^ 

El término joule se escogió en honor a James P. Joule, famoso por su investigación sobre los con- 
ceptos de calor y energia. 

De acuerdo con la defínición 9.8, la potência debe expresarse como el cociente entre una 
unidad de trabajo y una de tiempo. En el SI, la potência se expresa en joules por segundo, unidad 
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conocida como watt y abreviada W. Un watt es la potência de una máquina que hace trabajo a razón de 
un joule cada segundo. Recordando que J = kg m^ tenemos que 

W = J s = kg m^ s"^ 

El nombre se escogió en honor a James Watt (1736-1819) quien mejoró la máquina de vapor con 
sus inventos. Existen tres múltiplos dei watt que son de uso general: kilowatt (kW), megawatt 
(MW) y gigawatt (GW) definidos como 

lkW=103W, 1 MW= 106 W, 1GW=109W 

Los ingenieros aún utilizan la unidad de potência conocida como caballo de fuerza, que es igual a 
745.7 W. 

Otra unidad utilizada para expresar el trabajo es el kilowatt hora (kWh), que es igual al 
trabajo hecho durante una hora por una máquina que tiene una potência de un kilowatt. Así, 

1 kilowatt hora = (10^ W)(3.6 x lO^s) = 3.6x10^1 

Normalmente pagamos nuestra cuenta de electricidad de acuerdo con el número de kWh con¬ 
sumidos. 


EJEMPLO 9.2 

Un automóvil, con una masa de 1200 kg, se mueve hacia arriba por una colina inclinada 5° con una 
velocidad de 36 km h~k Calcular (a) el trabajo que hace el motor en cinco minutos y (b) la potência 
desarrollada. Despreciar el efecto de la fricción. ' 

O El movimiento dei automóvil a lo largo de la colina es el producto de la fuerza F ejercida por el motor 
y la fuerza W sen a, que es la componente dei peso dei auto a lo largo de la colina (Fig. 9.7). Así, con 
W = mg, escribimos 

F - mg sen a = ma 

Como el movimiento es uniforme, a = 0y 

F = mgsen a = (1.2 x 10^kg)(9.8 m s“^) sen 5°= 1.023 x 10^N. 

La velocidad dei automóvil es í;=36kmh"^ = 36(10^m)/(3.6x 10^s)= 10ms"k En cinco minutos 
(300 s) el automóvil se mueve la distancia s= vAt= (10 m s-*)(300 s) = 3 x 10^ m. 

(a) Por tanto, usando la ecuación 9.8, el trabajo hecho por el motor es 

W =F5 = (1.023 X 103N)(3x 103m) = 3.069 X lO^J 

(b) La potência media se puede calcular de dos formas distintas. Primero, podemos decir que 


P = 


1L_ 3.069 X 10® J 
Aí 3 X 10^s 


= 1.023 X 10‘^W = 10.23 kW 


Y 



Figura 9.7 







Altemativamente, usando la ecuación 9.9, podemos decir que 
P = Fy =(1.023 X 103 N)(10ms-í)= 1.023 X lO^W 


EJEMPLO 9.3 

Trabajo requerido para estirar un resorte una distancia x sin aceleración. 

O Es fácil comprobar experimentalmente que cuando se estira un resorte una pequena distancia x (Fig. 
9.8), éste ejerce una fuerza proporcional y opuesta al desplazamiento, esto es, - kx. Si se estira sin 
aceleración es necesario aplicar una fuerza igual y opuesta, F = + fcc. En la figura 9.9 se muestra la 
variación de la fuerza aplicada con respecto al desplazamiento. 

Para encontrar el trabajo realizado por la fuerza aplicada para estirar el resorte una distancia x 
sin aceleración, debemos usar la ecuación 9.7, que en este caso es 

rx 

kx dx = k X dx = jkx^ (9.11) 

0 J 0 

Este resultado también se puede obtener calculando el área dei triângulo sombreado de la figura 9.9; 
esto es 



W = ^(base x altura) = ^(x)(kx) = ^kx^ 

Cuando dei resorte se cuelga un cuerpo, éste ejerce la fuerza de su peso (es decir, F = mg) y el 
resorte se estira una dis(ancia x, de modo que mg= kx. En consecuencia, si conocemos k y medimos x, 
podemos obtener el peso dei cuerpo. Normalmente k se obtiene colgando dei resorte un cuerpo de peso 
conocido. Este es el principio de la balanza de resorte (o dinamómetro), utilizado comúnmente para 
medir fuerzas. Ya habíamos hecho mención de este dispositivo en la sección 6.2 como una forma de 
comparar masas. Por ejemplo, supongamos que el resorte se estira 1.5 x 10“^ m cuando m = 4 kg. Entonces 


k = ^ 


X 


39.2 N 

1.5 X 10~^m 


= 2.61 X 103 Nm"' 


Si introducimos este valor numérico de k en la ecuación 9.11, encontramos que el trabajo requerido para 
estirar el resorte una distancia x = 0.02 m es 


W = ^{2.61 X 103 Nm-i)(0.02m)3 = 0.522 J 



Figura 9.8 Trabajo hecho al estirar un 
resorte. 



Figura 9.9 Trabajo hecho por una fuerza 
proporcional al desplazamiento. 
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9.5 inergío cinético 

Consideremos un cuerpo que se mueve a lo largo de la curva C bajo la acción de una fuerza F (Fig. 
9.10). La fuerza tangencial en P es 

Fj,= m(dí/dí) 

(recuérdese la Ec. 6.15). Por tanto, el trabajo realizado por F^-en un desplazamiento ds es 


Fr ds = m — ds = m — dv = mv dv 


(9.12) 


ya que v= ds/dt, de acuerdo con la ecuación 4.7. El trabajo total que se hace al mover el cuerpo de 
A aB es, entonces, 


W = Fj- ds = mv dv = 2 ^v\ — 2 ^v\ 
Ja Ja 


(9.13) 


donde Vg es la velocidad de la partícula enBy es su velocidad en A. El resultado 9.13 indica que 
el trabajo W^hecho sobre la partícula es igual a la diferencia de la cantidad ^mü^evaluadaal final y 
al principio de la trayectoria. La cantidad \mv'^ se conoce como energia cinética de la partícula 
y se representa con E^, Por tanto, ^ 



(9.14) 


ya que /? = my. La ecuación 9.13 se puede expresar como 


o W = AE^ (9.15) 

La ecuación 9.15 indica que 

el trabajo hecho por la fuerza que actúa sobre una partícula es igual al cambio de su 
energia cinética. 

Éste es un resultado de validez general, cualquiera que sea el movimiento de la partícula. 
Sin embargo, cuando se aplica esta relación a un cuerpo compuesto por muchas partículas, puede 
necesitar algunos câmbios, según se verá en el capítulo 14. 

La relación W = AE^ no implica ninguna nueva ley de la naturaleza, sino simplemente es 
consecuencia de la definición de trabajo y de la ley dei movimiento, F = m(d v/dt), aplicada a una 
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partícula de masa m. Sin embargo, es de aplicación práctica general. Por ejemplo, si conocemos la 
velocidad inicial y, por tanto, la energia cinética inicial de un cuerpo, podemos calcular fácilmente 
la velocidad final en términos dei trabajo hecho sobre el cuerpo. 

La energia cinética de una partícula es una cantidad que se puede calcular en cualquier punto 
durante el movimiento, si se conoce la velocidad. El trabajo, en cambio, es una cantidad asociada con 
una fuerza y un desplazamiento y, en general, depende de la trayectoria seguida. Así, un aspecto 
interesante de la ecuación 9.15 es que relaciona una característica de la partícula (energia cinética) 
con una cantidad que depende de su trayectoria (el trabajo hecho). 

También tenemos que si la fuerza resultante sobre la partícula es cero, su velocidad es 
constante y, en consecuencia, su energia cinética permanece constante. El trabajo total que se efec- 
túa también es cero, aun cuando cada una de las fuerzas aplicadas al cuerpo hace algo de trabajo. 
Por ejemplo, si un automóvil se mueve con velocidad constante, su energia cinética no cambia y 
el trabajo neto que se realiza sobre el auto es cero. El motor ejerce una fuerza hacia adelante y hace 
un trabajo positivo, pero a la fuerza dei motor se le oponen las fuerzas de fricción y la resistência 
dei aire, que se oponen al movimiento y efectúan trabajo negativo. Así, el trabajo neto es cero. Sin 
embargo, el conductor debe pagar la gasolina que se necesita para hacer la parte positiva dei traba¬ 
jo. Desafortunadamente, el conductor no recibe nada por el trabajo negativo que realizan las fuer¬ 
zas de fricción; por eso, para reducir el costo de operación de un automóvil, uno debe tratar de 
minimizar las fuerzas de fricción y viscosas. 

El término “energia” se deriva dei griego y es una combinación de la palabra ergon, que 
significa “trabajo”, y el prefijo en, que significa “en” o “contenido”. 


EJEMPLO 9.4 

Energia cinética de una partícula unida a un resorte. El resorte dei ejemplo 9.3 tiene una masa m unida a 
su extremo, como se muéstra en la figura 9.11. La masa se muevé hacia la derecha una distancia a y 
después se suelta. Calcular su energia cinética cuando está a una distancia x de la posición de equilibrio. 

t> De acuerdo con nuestra explicación dei ejemplo 9.3, el resorte ejerce una fuerza F = ~kx sobre la masa m 
cuando está a una distancia x de la posición en la que el resorte no está estirado, siempre y cuando el 
desplazamiento jc no sea muy grande. (El signo negativo indica que la fuerza producida por el resorte apunta 
hacia la izquierda cuando el cuerpo se despjaza hacia la derecha y viceversa.) La posición de equilibrio 
corresponde a la posición = 0, donde F = 0. 

Cuando se está a punto de soltar la masa (Fig. 9,1 l(b)), x = a,F = -kay\a velocidad inicial es 
cero (yQ = 0), lo que tiene como resultado una energia cinética inicial de cero. Llamemos ya la velocidad 
en la posición intermedia x. Entonces, usando la ecuación 9.13, tenemos que W=jmv^. Pero 



Figura 9.11 Movimiento de un 
cuerpo unido a un resorte. 


kx 
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Figura 9.12 Fuerza y energia 
cinétíca cuando la fuerza es 
proporcional al desplazanúento. 


Esta expresión da la energia cinética de la partícula como función de la posición (Fig. 9.12(b)) cuando 
F = -kx (Fig. 9.12(a)). Nótese que la energia cinética es simétrica con respecto a x = 0 y tiene valor 
cero para x = ± a. 

Como la energia cinética no puede ser negativa (jvea qué le sucedería a la velocidad!), el 
movimiento de la partícula está limitado entre x = -a y x = +a. En la ecuación 9.16 vemos que la 
velocidad de la partícula es ^ 

V — ± [(k/m)(a^ — 

que indica que la velocidad tiene la misma magnitud para los mismos valores pòsitiyo o negativo 
de x\ es decir, el movimiento es simétrico con respecto a O. El signo doble indica que la velocidad en 
X es la misma yá sea que la partícula se mueva a la derecha o a la izquierda, Finalrtíente, el radical 
(a^-x2)i/2 confirmá el hecho de que el movimiento de la partícula está confinado a la región com- 
prendida entre X = + a y X = - a. 


9.6 Unldodes de energia 

Considerando la ecuación 9.15, podemos ver que la energia cinética se mide en las mismas unida¬ 
des que el trabajo, es decir, en joules en el SI. Esto se verifica notando, en la ècuación 9.14, que 
en el SI debe expresarse en kg m^ s"^, que es la expresión dimensional para el joule en términos de 
las unidades fundamentales. 

Otra unidad de energia utilizada ampliamente por los físicos para describir procesos quimi- 
cos atómicos y nucleares es el electronvolt, abreviado eV, cuyà definición precisa se dará en el 
capitulo 21. Su equivalência es 

leV= 1.60218 X 10-19 J 

Un múltiplo útil dei electronvolt es el megaelectronvolt, MeV: 

1 MeV = 10 6 eV = 1.60218x10-13 J 


EJEMPLO 9.5 

Un electrón acelerado en un tubo de televisión llega a la pantalla con una energia cinética de 10 (KX) eV. 
Hallar la velocidad dei electrón. 





I> Debemos expresar la energia cinética dei electrón en J. Así 

Ek = 10000 eV = (1.0 X 10'^)(1.602 x 10“ = 1.602 x 10“'^ J 

De E^ = obtenemos y= Usando el resultado anterior para E^^y la masa dei electrón, 

9.109 X10”^* kg, obtenemos 

y= 5.931 X lO^ms-í 

jAlrededor de 14 x 10^® km h“M 


9.7 frabajô de ona fuerza constante 

Consideremos una partícula m que se mueve bajo la acción de una fuerza F constante en magnitud 
y dirección (Fig. 9.13). Es posible que actúen sobre la partícula otras fuerzas, constantes o no, pero 
las tendremos en cuenta en este momento. El trabajo de F cuando la partícula se mueve de A a F es 


1F= F-dr 

A 


dr = F“(rB-»*J 


Una conclusión importante de la ecuación 9.17 es que el trabajo, en este caso, es independiente de 
la trayectoria que une a los puntos Ay B.FX trabajo depende sólo dei desplazamiento resultante 
- r^=AB y de la componente de la fuerza en dirección de este desplazamiento. Por ejemplo, si en 
lugar de mo verse a loAargo de la trayectoria (1), la partícula se mueve a lo largo de la (2), que 
también une a A y F, el trabajo de F será el mismo porque el desplazamiento rg~r^ = AB es el 
mismo. Nótese que la ecuación 9A7 se puede escribir también de la forma 


final inicial 


(9.18) 


y, por tanto, W es igual a la diferencia entre F • r evaluada al final y al principio de la trayectoria. 

Una importante aplicación de la ecuación 9.17 es el trabajo que hace la fuerza de gravedad 
(Fig. 9.14). Escogiendo el eje Y que apunta verticalmente hacia arriba, la fuerza es F = mg= -jmg. 
También tenemos que r = ix+jy. Por tanto, F • r= -mgy. Sustituyendo este valor en la ecuación 9.18 
tenemos W = -mgy^- (-mgy^) o 


W = mgy A - mgyg 

inicial final 


(9.19) 



Figura 9.13 El trabajo hecho por una fuerza 
constante es independiente de la trayectoria. 


Y 



de la diferencia de altura inicial y final. 
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En la ecuación 9.19 no existe referencia a la trayectoria, y el trabajo depende solamente de la 
diferencia de la cantidad mgy evaluada en los puntos inicial y final. 


EJEMPLO 9.6 

Cambio de energia cinética de un cuerpo que se mueve bajo la acción de la gravedad (caída libre). 

t> Consideremos un cuerpo que cae libremente con velocidad a una altura y velocidad Vg cuando 
está a una altura yg. Combinando las ecuaciones 9.13 y 9.19 encontramos que el cambio de energia 
cinética es 

^mvl - \mv\ = mgy^ - mgyg 

Esta relación es válida si la partícula se mueve verticalmente o a lo largo de cualquier trayectoria curva 
que una a los puntos Ay B. Nótese que la ecuación anterior se puede escribir de la forma v^ = i^^-2g 
que es idêntica a la ecuación 3.12. Altemativamente podemos escribir 

vl + Igyg = v^ + 2gy^ 

que sugiere que la cantidad + 2gy permanece constante durante el movimiento. En la siguiente sec- 
ción veremos lo que implica este resultado. 


9.8 Energia pôfencia! 

La situación ilustrada en la sección 9.7 es sólo un ejemplo de una clase importante de fuerzas, 
conocidas como fuerzas conservaíivas. Una fuerza es conservativa si su dependencia dei vector de 
posición r de la partícula es tal que el trabajo W realizado por la fuerza se puede expresar como la 
diferencia entre una magnitud E^(r) evaluada en los puntos inicial y final (Fig. 9.15), sin importar 
la trayectoria seguida por la partícula. La cantidad E^(r) se conoce como energia potencial de la 
partícula asociada a la fuerza conservativa aplicada, y sólo es función de la posición de la partícula. 
Entonces, si F es una fuerza conservativa. 


W = 




inicial final 


(9.20) 



Figura 9.15 El trabajo hecho 
por una fuerza conservativa es 
independiente de la trayectoria. 


Nótese que escribimos E^^^^ - E^^g^ y no E^f^^y esto es, el trabajo hecho es igual a E^ en el 
punto inicial menos E^ en el final. Cuando se conoce la expresión para la energia potencial, 
el trabajo de una fuerza conservativa se puede calcular sin hacer referencia alguna a la trayectoria 
seguida. Esto es. 


^ “ '^pdnicial) ^p(final) 

O, como AEp = es el cambio de energia potencial, 

W=-AE^ (9.21) 

Se debe advertir que, sin importar cuál sea la fuerza F, la energia cinética siempre está 
definida como y la ecuación 9.15, W = AE^^, siempre es válida. Por otro lado, en la ecuación 
9.21 la forma de la energia potencial E^(r) depende de la naturaleza de la fuerza F. No todas las 
fuerzas satisfacen la condición impuesta por la ecuación 9.20, sólo las conocidas como conservativas. 
Por ejemplo, comparando la ecuación 9.20 con la 9.18 vemos que la energia potencial correspon- 
diente a una fuerza constante es 

E =-F-r 

p 


(9.22) 
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De manera parecida, en la ecuación 9.19 notamos que la fiierza de gravedad es una fuerza conservativa 
y que la energia potencial debida a la gravedad, cuando tomamos el eje F en la dirección vertical 
hacia arriba, está definida como 



Figura 9.16 El trabajo hecho 
por una fuerza conservativa a lo 
largo de una trayectoria cerrada 
es cero. 


Ep=mgy ( 9 . 23 ) 

La energia potencial está definida siempre salvo una constante aditiva arbitraria, porque, 
por ejemplo, si escribimos mgy + C en lugar de mgy, la ecuación 9,21 aún es la misma, ya que la 
constante C, que aparece en los dos términos, se cancela. 

Debido a esta arbitrariedad, el cero o eivei de referencia de la energia potencial puede 
definirse donde mejor convenga. Por ejemplo, para los cuerpos que caen, la superfície terrestre es el 
nivel de referencia más conveniente; por tanto, en ella, la energia potencial debida a la gravedad se 
escoge como cero. Para ún satélite terrestre, ya sea natural o artificial, el cero de energia potencial 
se define normalmente a una distancia infinita de la Herra. Para un electrón de un átomo, el cero de 
energia potencial se escoge a una distancia infinita dei núcleo. 

Es importante resaltar que el trabajo hecho por una fuerza conservativa es independiente de 
la trayectoria que une a los puntos Ay B; la diferencia es siempre la misma porque sólo 

depende de las coordenadas de A y B. En particular, si la trayectoria es cerrada (Fig. 9.16), de 
manera queel punto final coincide con elinicial(es decir,/4 y B son el mismo punto), entonces E^^^^ = 
£p(g) y el trabajo es cero (W = 0), Esto significa que durante una parte de la trayectoria el trabajo 
de Ia fuerza conservativa es positivo y durante la otra es negativo exactamente en la misma canti- 
dad, lo cual da un resultado neto de cero. Por ejemplo, al subir una escalera, la energia potencial 
debida a la gravedad aumenta, pero al regresar al piso disminuye la misma cantidad, de modo que 
el cambio neto de energia ^potencial es cero. De manera parecida, la energia potencial gravitatoria 
de los astronautas que están en órbita alrededor de la Tierra cambia con la altura, pero cada vez que 
pasan por el mismo punto de su órbita su energia potencial tiene el mismo valor. Por tanto, el 
cambio de energia potencial, siempre que completan una órbita, es cero. 

Cuando la trayectoria es cerrada se acostumbra escribir la integral que aparece en la ecuación 
9.20 como (El circulo sobre la integral indica que la trayectoria es cerrada, y a la integral de linea 
se le conoce como circulacíón. Véase el apêndice A. 10.) Por tanto, para fuerzas conservativas. 



que significa; el trabajo de una fuerza conservativa a lo largo de cualquier trayectoria cerrada 
es cero. 

Es posible probar que la condición expresada por la ecuación 9.24 puede adoptarse como la 
definición de fuerza conservativa. En otras palabras, si una fuerza F satisface la ecuación 9.24 para 
cualquier trayectoria cerrada escogida arbitrariamente, entonces se puede demostrar que la ecuación 
9.20 es válida. 

9.9 Reladén entre fuerza y energia pofenda! 

Para satisfacer la ecuación 9.21, VF = -AE^, es necesario que para cada pequeno desplazamiento el 
trabajo realizado esté relacionado con el cambio de energia potencial mediante 

dW = F-dr= -dEp (9.25) 

Como F'dr = F^ds, donde F ^es la componente de F en la dirección dei desplazamiento dr y dí es 
la magnitud dei desplazamiento dr, podemos escribir, en lugar de la ecuación 9.25, F^ds = - dE^, o 



(9.26) 










^elación entre fuerza y energia potencial 143 


Por tanto, si conocemos E (r) podemos obtener la componente de la fuerza F en cualquier 
dirección mediante el cálculo de la cantidad - dE^/ds, donde ds corresponde a un desplazamiento 
en esa dirección. Así, las componentes de F a lo largo de los ejes de coordenadas X, Y, Z están 
relacionadas con la energia potencial mediante 


F 


X 


^ F F =-^ 

dx ’ " dy’ " dz 


(9.27) 



La cantidad dfp/d.y es igual al cambio de energia potencial por unidad de desplazamiento y 
se conoce como tasa de cambio espacial de E^ en la dirección asociada con dí. Por esta razón 
también se conoce como derivada direccional de E^ (véase el Apêndice A.9). 

Si un vector es tal que su componente en cualquier dirección es igual a la derivada de una 
función en esa dirección, se llama gradiente de la función. Por tanto, una fuerza conservativa F es 
igual al negativo dei gradiente de la energia potencial E^. 

Cuando la energia potencial E^ depende sólo de la distancia r a un punto fijo O y no de la 
dirección de r, escribiremos E^(r). Entonces la energia potencial sólo varía a lo largo de la dirección 
radial y la única componente de la fuerza está a lo largo de la dirección en la que r aumenta o 
disminuye, esto es, la dirección dei radio vector r, de modo que la fuerza es central y su linea de 
acción pasa siempre por el punto O. Sustituyendo ds por dr en la ecuación 9.26, la magnitud de una 
fuerza central es 



Por el contrario, se puede demostrar (véase la Nota 9.1) que 

si la fuerza es central, la energia potencial depende sólo de la distancia al centro. 

Por ejemplo, la energia potencial de la Tierra en su movimiento alrededor dei Sol sólo depende de 
su distancia al astro. Lo mismo se aplica a un astronauta que se mueve alrededor de la Tierra y al 
electrón que se mueve alrededor dei protón en un átomo de hidrógeno. 


EJEMPLO 9.7 

Energia potencial de una particula asociada con las siguientes fuerzas centrales: (a) F = - A:r y (b) F = 
- kJp-, donde r es la distancia dei centro a la particula. El signo negativo en ambos casos indica que la 
fuerza es de atracción con respecto al centro. Si se utiliza un signo positivo, la fuerza es de repulsión. 


1> Mediante la ecuación 9.28, para el caso (a) tenemos 
F = - dFp/dr = -kr o dFp = kr dr. 
Al integrar obtenemos 


E 


p 


kr dr = {kr^ + C 


(9.29) 


La constante de integración C se determina asignando un valor de Fpa una posición dada. En este caso se 
acostumbra hacer £p = 0 a r = 0, de modo que C = 0 y Fp = | kf^. Esta expresión es útil cuando se estudia el 
movimiento oscilatorio en un plano, como veremos en el capitulo 10. 

Para el caso (b) que, como veremos en los capitulos 11 y 21, corresponde a las interacciones 
gravitatoria y eléctrica (véase la Sec. 8.5), tenemos 



F = 


dr 


k 




= k 


dr 


o 
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Al integrar, obtenemos 


f, dr k 

Ep = k — = -hC 

r r 


Para fuerzas que varían de modo inversamente proporcional a r se acostumbra determinar C haciendo 
Ep = 0 en r = 00 , de modo que C = 0 y, por tanto, tenemos para nuestro caso 


Esta expresión se utiliza en el estúdio dei movimiento planetário (Cap. 11) y de la estructura atómica 
(Cap. 23). Si la fuerza es de repulsión, F = kJt^, la energia potencial es = Jdr. Éste es el caso, por 
ejemplo, de un protón dispersado por un núcleo. 
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9J0 Conservación de la energia de un@ partícula 

Cuando la fuerza que actúa sobre una partícula es conservativa, podemos combinar la ecuación 
9.21, W= -AEp, con la relación general W = AE^, lo cual da 

A£k = -A£p (933) 

que indica que los câmbios de y E^ son iguales y opuestos. Esta expresión también se puede 
escribir como 

A(£, + £p) = 0 

La cantidad E^. + E^ se conoce como energia total de la partícula y se denota con E 
energia total de una partícula es igual a la suma de su energia cinética y potencial: 

E = E^. + Ep = + £p 

La ecuación 9.34 indica que el cambio de la energia total es cero. Por tanto, 

cuando la fuerza es conservativa, la energia total E de la partícula permanece constante. 

En otras palabras, la energia total de una partícula se conserva. Así, podemos escribir para cual- 
quier posición de la partícula, 

E = E^-,E^ = const. o 

donde A y B son dos posiciones cualesquiera de la partícula. Recordando que E^=\mi?-, podemos 
escribir ^ 

E = = const. (936) 

Ésta es la razón por la cual décimos que cuando hay una energia potencial, las fuerzas son 
conservativas. Durante el movimiento bajo este tipo de fuerzas, la energia cinética y la potencial 
pueden variar, pero siempre de forma tal que su suma permanece constante. Por tanto, si aumenta la 
energia cinética, la energia potencial debe disminuir en la misma cantidad, y viceversa. Décimos 
también que durante el movimiento existe un intercâmbio continuo de energia cinética en poten¬ 
cial, y viceversa. En realidad no se intercambia nada, sino que ésta es una forma conveniente de 
referirse a la manera en que funciona la naturaleza en el caso de fuerzas conservativas. 

Por ejemplo, en el caso de un cuerpo que se mueve bajo la influencia de la gravedad vemos 
que la energia potencial es E^ = mgy (Ec. 9.23) y la conservación de la energia se expresa así: 

E = -I- mgy = const. (937) 

que es equivalente a + 2gy = const. (véase el Ej. 9.5) si multiplicamos por jm. Conforme el cuer¬ 
po se mueve bacia arriba o bacia abajo y la altura y aumenta o disminuye, la velocidad dei cuerpo 
disminuye o aumenta de modo que se cumple la ecuación 9.37. Si la partícula está inicialmente a 
una altura Jq y su velocidad es cero, la energíá total es mgy^ y tenemos 

+ mgy = mgy o, o = 2g{yo - y) = 2gh 

donde h=yQ-yes\a altura desde la cual ba caído. Este resultado es la bien conocida fórmula para 
la velocidad adquirida por el cuerpo en caída libre desde una altura h. Debemos notar, sin embargo, 
que la ecuación 9.37 no éstá restringida al movimiento vertical: es igualmente válida para el movi¬ 
miento de un proyectil que se desplaza formando un ângulo con la vertical. 

Como un segundo ejemplo consideremos una partícula sujeta a una fuerza F= - kx, caso que ya 
analizamos en el ejemplo 9.4. De la ecuación 9.29, con r sustituida porx, concluimos que la energia 
potencial de la partícula es 

Ep = 


(934) 
. Entonces, la 

(935) 
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Entonces, la energia íotal de la partícula es 
E = = const. 

Este resultado debe compararse con la ecuación 9.16, de lo cual concluímos que E = ^ka^. 

A primera vista, la conservación de la energia de una partícula puede parecer simplemente 
un resultado matemático basado en la defmición de energia potencial y en la relación entre trabajo 
y energia cinética (que, como ya dijimos, es a su vez consecuencia de la ley dei movimiento formu¬ 
lada por Newton). Sin embargo, el hecho de que existan en la naturaleza fuerzas a las que se les 
pueden asociar ciertas formas de energia potencial es indicativo de alguna relación profunda que 
funciona a un nivel fundamental. Esto se verá más adelante. 



EJEMPLO 9.8 

Altura mínima a la cual debe empezar a deslizarse un disco por una rampa para que recorra con êxito el 
ciclo mostrado en la figura 9.19. 

1> Supongamos que el disco se desliza sin fricción y que se le suelta en el punto Â a una altura h por 
encima de la base dei círculo (Fig. 9.19). El disco gana velocidad conforme se mueve hacia abajo 
dei círculo y la pierde cuando se mueve hacia arriba. En cualquier punto de la trayectoria las fuerzas 
que actúan sobre el disco son: (i) su peso mg y (ii) la fuerza F debida a la trayectoria. (La fuerza F 
apunta en todo momento hacia el centro dei ciclo, ya que la trayectoria “empuja” el disco pero no 
“tira” de él.) En el punto más alto dei ciclo, tanto mg como F apuntan hacia el centro O y, de acuerdo 
con la ecuación 8.2, debemos tener 

F + mg = mv^lR 

donde R es el radio de la trayectoria. Como F no puede ser negativa, la velocidad naínima dei cuerpo en 
B (si va a recorrer la espira sin caerse) debe corresponder aF-Oomg-mv^lR, que da 

= gR 0 V = igRY'^ 

Si la velocidad es menor que igRy^, el peso hacia abajo es mayor que la fuerza centrípeta necesaria para 
describir el círculo, y el disco se separará dei ciclo antes de llegar al punto B. 

Para obtener la altura correspondiente, h, notamos que la energia total en cualquier punto es 
E = ^mv^ + mgy. En A, donde y = 0, la energia total es 

Ea = (Ek + Eph = mgh 
En B, donde y = 2Ryv^=gR, 

Eg = (£fc + Ep)g = ^m{gR) + mg{2R) = ^mgR 



Figura 9.19 
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Así pues, igualando los valores de y E^obtenemos h = (l)R, que es la altura mínima de la posición 
inicial dei disco si se pretende que recorra completamente el ciclo. La energia total durante el movimien- 
to es E = mgh = I mgR. Este resultado es correcto siempre que podamos despreciar las fuerzas de fric- 
ción. Si en lugar de un cuerpo que se desliza tuviéramos una bola que rodara, tendríamos que tomar 
en cuenta la energia de rotación. En estas condiciones, se deben utilizar los métodos que se verán en 
el capítulo 14. Notemos también que, como la fuerza F no hace trabajo, no contribuye a la energia de 
la partícula. 

En el punto C, donde y = 0, la energia total es cinética y E = {mí/. Pero la energia total es 
I mgR, por tanto, = 5gR. Como en el punto C las fuerzas F y mí^tienen direcciones opuestas, debemos 
tener F-mg = mv^lR. Por tanto, F = 6mp; esto es seis veces el peso dei disco. Éste, usando la jerga de la 
aviación, “siente seis g es”. 


9o11 Estudíõ de los curvas de energia potencíol 


Las gráficas que representan a E^(r) en función de r son de gran utilidad para entender el movi- 
miento de una partícula, aun sin resolver la ecuación de movimiento. Por simplicidad consideraremos 
primero el caso dei movimiento rectilíneo o en una dimensión, de modo que la energia potencial sólo 
depende de una variable, x; esto es, E^(x). Se aplicará el mismo análisis a las fuerzas centrales si sustitui- 
mos a X por r. En la figura 9.20 se representa una curva de energia potencial posible para el movimiento 
en una dimensión. Cuando usamos la ecuación 9.26, la fuerza sobre la partícula, para cualquier valor de 
jc, está dada por 



Ahora dE^/dx es Ia pendiente de la curva E^ix). La pendiente es positiva siempre que la curva aumente 
o suba, y negativa si disminuye o baja. Por tanto, la fuerza F = - dEJdx es negativa - o está dirigida 
hacia la izquierda - siempre que la energia potencial aumente, y es ^sitiva - o está dirigida hacia la 
derecha - siempre que la energia potencial esté disminuyendo. Esta situación ha sido indicada en 
la figura 9.20 mediante las flechas horizontales en las diferentes regiones, marcadas debajo de la figura. 

En los puntos en que la energia potencial es mínima o máxima, como M\,M jy My tenemos 
àEJdx = 0. Por tanto, en estos puntos F = 0 y son posiciones de equilibrio. Las posiciones en las que 
Ep(jc) es mínima son de equilibrio estable porque, cuando se desplaza la partícula ligeramente de su 
posición de equilibrio, sobre ella actúa una fuerza que tiende a llevarla a esa posición. Donde E^(jc) es 
máxima, el equilibrio es Inesíable, yaque un pequeno desplazamiento de la posición de equilibrio 
hace que la partícula experimente una fuerza que tiende a alejarla de tal posición. 



Figura 9.20 Relación entre el 
movimiento en línea recta y Ia 
energia potencial. La dirección 
de la fuerza en cada región se 
muestra mediante flechas 
horizontales. 



Consideremos ahora una partícula con energia total E, como se indica en la línea horizontal 
(1) de la figura 9.20. En cualquier posición x, la energia potencial corresponde a la ordenada de la 
curva, y la energia cinética, Ey.-=E- E^, está dada por la distancia de la curva E^ix) a la línea E. Ahora 
la línea E corta a la curva E^{x) en los puntos A y fi. A la izquierda de A y a la derecha de B, la energia 
E es menor que la eneigía potencial E^(x) y, por tanto, en esa región la energia cinética debería ser 
negativa. Pero eso es imjwsible porque Ey. = ^miP‘ necesariamente es positiva. Por tanto, el movimien- 
to de la partícula está limitado al intervalo AB, y la partícula oscila entre A y B. En estos puntos, 
conocidos como puntos de retroceso, la velocidad es cero y la partícula invierte su movimiento. 

Si la partícula tiene una energia mayor, como la correspondiente a la Knea (2), tiene dos 
posibles regiones de movimiento, conocidas como pozos de potencial. En una región, la partícula 
oscila entre G y D; en la otra, oscila entre F y G. Si la partícula está en una región nunca podrá saltar 
a la otra, debido a que necesitarfa pasar por la región DF donde la energia cinética seria negativa y por 
tanto la zona DF está prohibida. Décimos que las dos regiones o pozos de potencial donde se permite 
el movimiento están separadas por una barrera de potencial. 

En el nivel de energia (3), el movimiento es oscilatorio entre Hei. Finalmente, en el nivel 
de energia (4) el movimiento ya no es oscilatorio y la partícula se mueve entre Kyel infinito. Por 
ejemplo, si la partícula se mueve inicialmente hacia la izquierda, cuando alcanza el punto K “rebo¬ 
ta” y retrocede hacia la derecha sin regresar jamás. 

Cuando consideramos el movimiento de partículas atómicas, de modo que se aplica la me¬ 
cânica cuántica, la descripción que hemos hecho necesita algunas modificaciones. Existe una posi- 
bilidad de que las partículas se muevan un poco más allá de los puntos de retroceso e incluso que 
pasen por una barrera de fwtencial (Sec. 37.8). 

Con base en el tratamiento anterior podemos ver que las curvas de energia potencial pueden 
ser muy útiles en el análisis de posibles movimientos de una partícula. En la nota 9.2 se analizan 
con más detalle las relaciones de energia en el movimiento curvilíneo plano. 


EJEMPLO 9.9 

Energia potencial para la interacción entre átomos de una molécula diatómica. 

t> Una molécula diatómica es un sistema estable compuesto por dos átomos cuyos núcleos se mantienen a 
cierta distancia de equilíbrio. La interacción intermolecular es de naturaleza eléctrica; sin embargo, 
debido a que los átomos son estructuras más o menos complejas compuestas por varias partículas carga- 
das, la determinación de E^(r) sólo se puede efectuar de manera aproximada. En cualquier caso, la 
energia potencial puede representarse mediante la curva de la figura 9.21, donde r es la separación entre 
los átomos. La separación de equilíbrio r ^ corresponde al mínimo ^p.O de la energia potencial de la 
molécula. Para distancias menores que Tq, la fuerza interatómica es de repulsión (Fp(r) es una función 
decreciente) y para distancias mayores que r^es de atracción (Fp(r) es una función creciente). Cuando r 
aumenta más allá de r^, la fuerza F=- àEJàr disminuye jwrque la ^ndiente de EJj) disminuye. Sin embaigo, 
para r < r^, la fuerza de repulsión es muy intensa jxjrque la pendiente de EJ^r) es muy grande. 

Si la energia total de los dos átomos es negativa, como Fj, los dos átomos oscilan entre los valores 
mínimo y máximo de la separación interatómica y forman un sistema ligado o molécula. Si la energia es 
positiva, como E^, los átomos se aproximan entre sí hasta que su distancia alcanza un valor mínimo. Entonces 
se separan y nq se forma un sistema ligado, a menos que el exceso de energia sea liberado de alguna manera, 
como sucede en algunas reacciones químicas. 

Cuando la molécula está en equilibrio, es necesario suministrarle al menos la energia E ^ para 
separar a los dos átomos. Por esa razón, Fp^ se conoce como energia de enlace de la molécufa. (En 
realidad, la energia de enlace es ligeramente menor debido a razones que explicaremos en los capítulos 
10 y 37.) La gráfica de la fuerza F = - áEJár como función de la distancia está dada en la figura 9.22. 
Hemos superpuesto la gráfica de Fp(r) para comparar. Nótese que la fuerza es independiente de la ener¬ 
gia total de la partícula. La energia potencial para la interacción entre dos moléculas de gas es también 
muy parecida a la de la figura 9.21, sólo que la energia total de las moléculas es positiva, como en el caso 
de la energia Fj. 
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Figura 9.21 Energia potencial intermolecular. Figura 9.22 La fuerza está relacionada con la energia 

potencial mediante F = - dE^/dr. 


EJEMPLO 9.10 

Cálculo de la distancia de máximo acercamiento en la dispersión de una partícula por una fuerza central 
de repulsión inversa al cuadrado de la distancia. 

I> En el ejemplo 8.7 se discutió la dispersión de una partícula. Guando la fuerza es de repulsión existe una 
posición C a la cual la partícula está más cerca dei centro de dispersión O (Fig. 9.23). En esta posición la 
velocidad es perpendicular a la fuerza, ya que en C la velocidad radial es cero. La distancia = OC 
depende de Vq, y de la intensidad de la fuerza. Suponiendo una fuerza de repulsión inversa al cuadrado 
de la distancia, F = kJp-, cuanto mayor sea la constante de acoplamiento k, o menor la velocidad Vq, 
mayor será Tq (ya que será más fácil rechazar a la partícula en cualquiera de las dos condiciones). Esto se 
puede verificar de la siguiente manera: en A, que está muy lejos de O, la energia total de la partícula es 
sólo energia cinética; esto es, E = E^ = C, sin embargo, donde la velocidad tiene el valor 

y y la energia potencial es + (recuerde el Ej. 9.7), la energia total es E = + kJr^. Igualando estas 

expresiones para la energia total se obtiene 

k 

H-= 2^Vo 

'*0 

Por otro lado, el momentum angular de la partícula, en relación con (7, cuandoésta en/l, esmVçp. ,En 
la posición de mayor acercamiento, donde la velocidad es normal ,a la línea de radio, el momentum 
angular es mur^. Igualando estos dos valores (ya que, para una fuerza central, el momentum angular se 
conserva), tenemos 

mvvQ = mvQO o y = Wo — 

V^o 



Figura 9.23 Dispersión de una 
partícula bajo la acción de 
una fuerza central de repulsión 
inversa al cuadrado de la 
distancia. 
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Por tanto, usando este valor para la velocidad, la relación de energia queda 

bV k 

fo 


2fnvo 


H -= ^müQ 


Ésta es una ecuación cuadrática en la distancia de máximo acercamiento. Para una colisión 
frontal, ò = 0 y la ecuación se reduce a k/rQ=imv^o rQ = kJQmi^). La partícula se detiene momentanea¬ 
mente en r = Tq antes de alejarse de nuevo. En el caso general, haciendo algunas manipulaciones a la 
ecuación anterior, tenemos que 


mv^ 


-t- 




+ b'^ 


1/2 


I) 


Se puede comprobar que si v^ob son muy grandes, el valor de tiende a b, y la partícula pasa 
cerca dei centro de fuerza O sin sufrir una desviación apreciable. Para b o Vq muy pequenas o k muy 
grande, tiende a tomar el valor k/jmüQ, que corresponde a una colisión directa o de frente. 



EJEMPLO 9.11 

Energia potencial de un pêndulo. 

^ Considere una masa m suspendida de un punto O mediante una varilla delgada de masa despreciable y 
longitud / (Fig. 9.24). El sistema constituye un pêndulo. Cuando la masa se desplaza bacia un lado o se 
le da una velocidad inicial, el pêndulo se mueve a lo largo dei arco de un círculo vertical cuyo radio es /, 
bajo la acción de su peso y la tensión de la varilla. Definiremos el angulo (vertical) ô como positivo 
cuando el pêndulo está a la derecha dei punto más bajo, C, y negativo cuando está a la izquierda. Por 
tanto, 0 puede variar desde -;r hasta +7ren D y es cero en C. 

La energia potencial dei pêndulo en un punto arbitrário A (cuando tomamos el cero de energia 
potencial en el punto más bajo, C) es 


E^-mgh 


Pero 


Figura 9.24 Movimiento de un 
pêndulo de longitud /. 


h = BC=OC 
Por tanto. 


OB = 1-1 COS 6 =1(1 - COS 6) 


Ep=mgl(l - COS G) 


Si graficamos esta energia potencial, veremos que corresponde a un coseno invertido segiín se muestra 
en la figura 9.25. E^es mínima (Ê'p = 0) para 0 = 0 en el punto Cy máximo (igual a EQ=2mgJ) para 
6=±k enelpuntoD. Por tanto, el fondo (0= 0) es una posición de equilibrio estable y la cima (0=±n) 
es de equilibrio inestable. (Resulta muy difícil equilibrar una varilla con una masa en su extremo superior; 
jintêntelo!) 


Figura 9.25 Energia potencial 
de un pêndulo. En la figura, 

Ef. = 2m^. 















Para una energia total E menor que Eq, el pêndulo oscila entre los limites P y Q dados por la 
intersección de la linea P'Q' con la curva de Epde la figura 9.25. Cuando E es mayor que Eq, el movi- 
miento dei pêndulo es una rotación alrededor de O. La velocidad disminuye conforme el pêndulo ascien- 
de acercándose a D, y aumenta cuando desciende hacia C. Décimos que el movimiento es una rotación 
modulada. El movimiento ocurre en sentido dextrógiro o al contrario, dependiendo de las condiciones 
iniciales. Para E = E^, el pêndulo llega a D con velocidad cero. Sin embargo, es muy dificil darle a un 
pêndulo exactamente esa energia porque requeriria darle una velocidad exactamente igual a (2^/)^'^ y ni 
gvàl SC conocen exactamente. 


Nota 9.2 Energia en el movimiento curvilíneo plano 

Consideremos una particula que se mueve en un plano bajo la acción de una fuerza conservativa cuya energia potencial es E^. La 
energia total de la particula es 

E = + £p 

Podemos expresar la velocidad ven términos de las velocidades radial y transversal (Fig. 9.26). Mediante las ecuaciones 5.6 (es 
decir, v^=dr/dt y Vg=r (d&dt)), podemos escribir 


= vf + yf 


de 

+ r"| — 
dr 


Recordando la ecuación 8.11,1, = mt^co, donde Ia velocidad angular es fi) = àO/àí, podemos escribir 


(O 


2 _ 


d0Y_ £2 

dí / 


Entonces, el segundo término de la ecuación anterior se puede escribir como 


JdO 


H - 


Vdí 

Así, la energia total de una particula en movimiento curvilineo plano se puede expresar como 

E = jm{ 


dr\2 

+ -r + £„ 


dí 


2mr^ 


(9.39) 


El primer término de la ecuación 9.39 representa la energia cinética asociada con el movimiento radial; el segundo es la energia 
cinética asociada con el movimiento angular; el tercero es Ia energia potencial de la partícula. 



O 


X 


Figura 9.26 Componentes 
radial y transversal de la 
velocidad. 
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Consideremos ahora el caso dei movimiento bajo la acción de una fuerza central con energia potencial Ep(r). El momentum 
angular es constante y el segundo término de la ecuación 9.39 sólo depende de la distancia radial y se le puede considerar 
formalmente equivalente a una energia potencial. Podemos suponer, entonces, que el movimiento radial bajo una fuerza central es 
ocasionado por una energia potencial efectiva 

£p,ef = :^ + Êp(^) (9-40) 

Imr 

El término Ü-HmP- siempre es positivo y aumenta muy rápidamente conforme disminuye la distancia radial, ya que varia inversamente 
con el cuadrado de la distancia. Este término se ha representado en Ia figura 9.27 con una linea punteada (b). Se puede considerar 
equivalente a la energia potencial de una fuerza centrifuga ficticia y se conoce como energia potencial centrífuga. 

Supongamos que la energia |X)tencial real corresponde a una energia potencial de atracción a todas las distancias. Esta es la 
situación en el movimiento planetário, asi como en el de los electrones en los átomos. Entonces, si tomamos el cero de energia 
potencial a grandes distancias, la energia potencial E^r) siempre es negativa y tiene la forma general de la curva (a) de la figura 9.27. 

Cuando combinamos los dos términos de la ecuación 9.40, la forma general de la energia potencial efectiva corresponde 
a la curva (c) de la figura 9.27. En muchos casos de interés, la energia potencial centrifuga es el término dominante a distancias 
cortas, lo que tiene como resultado una energia potencial efectiva Ep^^con la forma mostrada por la curva (c). Este es el caso de 
muchos problemas de interés fisico, como el movimiento planetário y el de los electrones en átomos. Para el caso de un electrón 
en un átomo, vimos en el ejemplo 8.6 que el momentum angular está cuantizado de acuerdo con la ecuación 8.14. Por tanto, 
existen diferentes curvas de energia potencial efectiva, dependiendo dei valor de L?. Si la energia total E de la particula es negativa 
y corresponde a la linea horizontal (1), el radio de la órbita oscilará entre los valores minimo y máximo, Tj y ry, la órbita tendrá la 
forma que se ilustra en la figura 9.28. Pero si la energia es positiva, correspondiendo a un valor como el que da la linea (2) de 
la figura 9.27, la órbita no es cerrada. La particula viene desde el infinito hasta el punto de máximo acercamiento, C, a la 
distancia (Fig. 9.29) y entonces se aleja sin volver nunca. Si la energia corresponde al minimo, M, de Ep representado por la 
linea (3) de la figura 9.27, existe sólo una intersección y la distancia al centro permanece constante; la particula describe una 
trayectoria circular de radio Tq. La distancia de máximo acercamiento aumenta al aumentar el momentum angular, debido al efec- 
to de la energia potencial centrífuga. 

Si, mediante algún mecanismo, una particula que tiene una energia igual al nivel (1) (Fig. 9.27) puede absorber energia y, 
en consecuencia, saltar al nivel (2), la particula se alejará dei centro de fuerza; es decir, la particula se dísocia dei centro de fuerza. 
La energia minima que necesita una particula para disociarse dei nivel de energia (1) se indica en la figura 9.27 mediante E^j. Por 
otra parte, si la particula está inicialmente en el nivel (2) y, mediante algún proceso, pierde energia cuando pasa cerca dei centro de 
fuerza, puede saltar al nivel de energia (1) y permanecer en una órbita cerrada. Décimos que la particula ha sido capturada por el 
centro de fuerza. Ambas situaciones se encuentran, por ejemplo, en la formación y disociación de moléculas. 


Figura 9.27 Relaciones de energia en 
el movimiento bajo fuerzas centrales. 
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9.12 Fy©rzQi no censervativas y diiipatón da enargío 

A primera vista hallamos fuerzas no conservativas en la naturaleza. Un ejemplo es la fricción. La 
fricción de deslizamiento siempre se opone al desplazamiento. Su trabajo depende de la trayectoria 
seguida y, aunque ésta puede ser cerrada, el trabajo no es cero, de modo que no es válida la ecuación 
9.24. De manera parecida, la fricción por viscosidad de un fluido se opone a la velocidad y depende 
de ésta pero no de la posición. Un cuerpo, por tanto, puede estar sujeto a fuerzas conservativas y no 
conservativas al mismo tiempo. 

Por ejemplo, un cuerpo que cae en un fluido está sujeto a la fuerza gravitatoria conservativa 
y a la fricción por viscosidad dei fluido, qué no es conservativa. Sea Epla energia potencial corres- 
pondiente a las fuerzas conservativas y W' el trabajo hecho por las fuerzas no conservativas (traba¬ 
jo que, en general, es negativo debido a que las fuerzas de fricción se oponen al movimiento). El 
trabajo total hecho sobre el cuerpo cuando se mueve de A a 5 se encuentra sumando W ' al lado 
derecho de la ecuación 9.21; esto es, 

W=-AEp+W' 

Usando la ecuación 9.15, W = AE' podemos escribir 

AE^, = -AE^+W' 
o 

A{E,, + E^)=W' (9.41) 

En este caso, la cantidad E^, + E^ no permanece constante sino que disminuye si W' es negativo o 
aumenta si es positivo. Por otra parte, no podemos decir que E^ + E^ es la energia total dei cuerpo 
porque este concepto no se aplica en este caso, ya que no incluye a todas las fuerzas presentes. El 
concepto de energia total de un cuerpo sólo tiene significado cuando todas las fuerzas son 
conservativas; sin embargo, la ecuación 9.41 es útil cuando deseamos hacer una comparación 
entre el caso en que sólo actúan fuerzas conservativas (de modo que E^. + E^es la energia total) y 
el caso en que existen fuerzas no conservativas adicionales. Décimos entonces que la ecuación 
9.41 da la ganancia o la pérdida de energia debidas a las fuerzas no conservativas. 

La existência de fuerzas no conservativas, como la fricción, no implica necesariamente 
que puedan existir interacciones no conservativas entre los constituyentes elementales de la ma¬ 
téria ni que la energia deba desaparecer o ser creada. Debemos recordar que las fuerzas de fric¬ 
ción no corresponden a una interacción entre dos particulas. En realidad se trata de fuerzas de 
naturaleza estadistica que implican interacciones entre grandes números de moléculas (recuérdese 
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el tratamiento de la Sec. 7.5). La fricción por deslizamiento, por ejemplo, es resultado de un gran 
número de intercâmbios de energia y momentum entre las moléculas de los dos cuerpos en con¬ 
tacto. La energia se conserva en cada una de tales interacciones individuales. Sin embargo, el 
efecto macroscópico es no conservativo ya que la energia se redistribuye (o disipa) entre un gran 
número de moléculas, de manera que resulta difícil su recuperaCión. Esto significa que, aunque 
el cuerpo puede volver al mismo estado macroscópico mediante alguna acción externa, quedan 
câmbios en el nivel microscópico. Así, el estado final no es microscópicamente idêntico al ini¬ 
cial, ni equivalente al inicial en un sentido estadístico. Décimos, entonces, que la fricción da como 
resultado una disipación irreversible de energia. 


EJEMPLO 9.12 

Un cuerpo cae desde el reposo en un fluido viscoso a una altura y^. Calcular la tasa de disipación de su 
energia cinética y potencial gravitatoria después de que ha alcanzado su velocidad limite. 


I> Cuando el cuerpo está a la altura y, cayendo con velocidad v, su energia cinética más l^a energia potencial 
gravitatoria es + mgy. La tasa de disipación de energia (o energia perdida por unidad de tiempo) 
debida a la acción de las fuerzas viscosas no conservativas es, usando la ecuación 9.41, 


d 

dí 


(£k + Ep) = 


dW 

dt 


= F 


dt 


dond^F' es la fuerza no conservativa. En este ejemplo, F* se debe a la fricción dei fluido y tiene la forma 
F' = -Krfv dada en la ecuación 7.7. Asi, 

^ (£^ + E,) = F'^ = {-Knv)v = -Knv^ 
dt dí 

En la ecuación 7.11 vimos que después de mucho tiempo la v elocidad se hace constante e igual a 
mglKr). Por tanto, sustituyendo v por mg! Kr) en la ecuación anterior, obtenemos la tasa de disipación 
de la energia una vez alcanzada la velocidad limite, como 


d 

— (Fjj. -I- £p) =- 

dí Kt) 


El signo negativo muestra que el cuerpo pierde energia. Como todas las cantidades que aparecen en la 
expresión son constantes, la energia disnúnuye con tasa constante. Sin embargo, esta energia no se “pierde” 
realmente, sino que es transferida a las moléculas dei fluido, de manera que es prácticamente imposible su 
recuperación. Es un proceso disipativo irreversible. 

En realidad, como la energia cinética dei cuerpo permanece constante cuando se alcanza la veloci¬ 
dad hmite, es la energia potencial gravitatoria perdida por el cuerpo la que se disipa en agitación molecular 
dei fluido. Ésta es una manera diferente de decir que la fuerza de gravedad hacia abajo está equilibrada por 
la fuerza que se le opone, debida a la viscosidad dei fluido. 


FiEGUNTÂS 

9.1 Establezca las condiciones en las cuales el trabajo hecho 
por una fuerza es (a) cero, (b) positivo y (c) negativo. 

9.2 ^Cómo mide usted la potência media de una máquina 
durante cierto intervalo de tiempo? 

93 Remitase a la figura 9.7 y suponga que el auto se mueve 
hacia arriba. Indique qué fuerzas hacen trabajo positivo, cuál es 


negativo y cuáles no realizan ningún trabajo. Haga lo mismo 
cuando el auto se íliueve hacia abajo. 

9.4 ^Qué le sucede a la energia cinética de una partícula cuando 
el trabajo de la fuerza aplicada es positivo? cuando es negativo? 

93 iQué le sucede a la energia potencial de una partícula cuando 
el trabajo de la fuerza aplicada es positivo? cuando es negativo? 
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9.é ^Cuál es la relación eníre el cambio de energia cinética y 
de energia potencial de una particula cuando las fuerzas son 
conservativas? 

9.7 Una particula de masa m cae verticalmente desde una 
altura h. Escriba una ecuación que relacione el cambio de 
energia cinética de la particula con el trabajo hecho por su peso. 

9.8 Refiérase al ejemplo 9.4. ^Qué significado físico se le 
puede asociar al heçho de que la energia cinética depende dei 
negativo dei cuadrado dei desplazamiento, x, de la particula? 
^Existe limite para los posibles valores de xl 

9.9 Una particula de masa m está unida a un resorte de 
constante elástica k. El resorte se estira una distancia a y se 
suelta. Relacione la energia potencial de la particula en x = a 
con su energia cinética en x = 0. ^Cuál es la velocidad de la 
particula en x = 0? Recuerde el ejemplo 9.4. 

9.10 Refiérase al ejemplo 9.8. ^Por qué podemos ignorar la 
fuerza F al escribir la conservación de la energia? 

PROBÍEMAB 

9.1 Calcule el trabajo de una fuerza constante de 12 N cuando 
la particula sobre la que actúa se mueve 7 m y si el ângulo entre 
las direcciones de la fuerza y el desplazamiento es (a) 0°, 

(b) 60“, (c) 90°, (d) 145°, (e) 180°. 

9.2 Calcule el trabajo hecho por una persona que arrastra 10 
m un costal de 65 kg de harina con una fuerza de 250 N y 
después lo levanta para depositário en un camión cuya caja está 
a 75 cm dei piso. ^Cuál es la potência desarrollada por la 
persona si tardó 45 s en todo el proceso? 

9.3 Un cuerpo con una masa de 4 kg se mueve hacia arriba en 
un plano inclinado 20° con respecto a la horizontal. Bajo las 
fuerzas que se muestran en la figura 9.30, el cuerpp se desliza 
20 m sobre el plano hacia arriba. Calcule el trabajo total hecho 
por el sistema de fuerzas que actúan sobre el cuerpo. 



Figura 930 

9.4 Un hombre de 80 kg de masa sube por un plano inclinado 
que forma un ângulo de 10° con la horizontal, a una velocidad 
de 6 km h“}. Calcule la potência desarrollada. 

9.5 Un automóvil sube por un camino inclinado 3° con una 
velocidad constante de 45 km h"*- La masa dei automóvil es de 
1600 kg. (a) ^Cuál es la potência desarrollada por el motor? 

(b) ^Cuál es el trabajo efectuado por el motor en 10 s? Ignore 
la fricción. 


9.11 ^Qué es lo que “conserva” una fuerza conservaíiva? 

9.12 ^Cuál es el significado fisico de las fuerzas disipativas? 

9.13 Explique, a partir de la gráfica de E^(r) en función de r, 
cómo podemos determinar si una fuerza central es de atracción 
o de repulsión. Trace una gráfica de E^ir) correspondiente a una 
fuerza central que sea de repulsión a cortas distancias y de 
atracción a grandes distancias. Repita el ejercicio para el caso 
opuesto. 

9.14 Una partícula se mueve bajo la influencia de una fuerza 
cuya energia potencial puede describirse como pozo de 
potencial, con profundidad ^Qy anchura b. Dibuje la curva de 
energia potencial, con un borde dei pozo en x = 0 y el otro en 
x = b. ^Cuándo es ligado el movimiento? ^y no ligado? 

9.15 ^Cuáles son las tres parejas de conceptos relacionados que 
se han introducido hasta este punto para estudiar el movimiento 
de una partícula? 


9.6 . Un coche eléctrico pesa 1000 N y se mueve en una 
trayectoria horizontal. Alcanza una velocidad máxima de 

25 m s~* cuando el motor desarrolla su máxima potência, 42 kW. 
Calcule la velocidad máxima dei coche cuando sube por una 
colina cuya pendiente es dei 5%. Suponga que la resistência dei 
aire es constante. (Nota: una pendiente dei 1 % corresponde a un 
ângulo a tal que tan a = 0.01.) 

9.7 (a) ^Qué fuerza constante debe ejercer el motor de un 
automóvil cuya masa es de 1500 kg para que aumente la 
velocidad dei auto de 4.0 km h“* a 40 km h~* en 8 s? 

(b) Determine la variación dei momento y de la energia 
cinética, (c) Determine el trabajo hecho por la fuerza. 

(d) Calcule la potência media dei motor. 

9.8 Una pequena bola de acero de 1 kg de masa está atada al 
extremo de un cable de 1 m de longitud que gira en un círculo 
vertical alrededor dei otro extremo con una velocidad angular 
constante de 120 rad s”^ (a) Calcule la energia cinética. 

(b) ^Cuál es la diferencia de energia potencial entre el punto más 
alto y el más bajo dei círculo? 

9.9 Un cuerpo de masa m se mueve con velocidad V en 
relación con un observador O y con velocidad V' con respecto a 
(/. La velocidad de (/ con respecto aOes v. Encuentre la 
relación entre las energias cinéticas E^y Ef ^dei cuerpo medidas 
por O y 0\ 

9.10 (a) Exprese, en eV, la energia cinética de un electrón 
(masa = 9.109 x 10"^* kg) que se mueve a una velocidad de 

10^ m s~^ (b) Repita el problema para un protón (masa = 1.675 x 
10"^^ kg) a la misma velocidad. 

9.11 Halle la velocidad de (a) un electrón que se desplaza en 
un tubo de televisión y choca con la pantalla con una energia de 
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2.5 X 10‘*eV y (b) un protón qoe sale de un acelerador de 

partículas con una energia de 3 x 10^ eV, 

9.12 Dada F = i(7 N) -j(6 N), (a) calcule el trabajo realizado 
cuando una partícula va dei origen ar = i(-3 m) -f- j'(4 m). ^Es 
necesario especificar la trayectoria seguida por la partícula? (b) 
Calcule la iwtencia media si tarda 0.6 s en ir de un lugar al otro. 
Exprese el resultado en watts, (c) Si la masa de la partícula es de 
1.0 kg, calcule el cambio de energia cinética. 

9.13 La fiierza dei problema anterior es conservativa, ya que es 
constante, (a) Calcule la diferencia de energia potencial entre el 
origen y el punto (-3, 4). (b) Determine la energia potencial en 
el punto r = i(7 m) +j(16 m) si la energia potencial en el origen 
es cero. 

9.14 Una partícula se mueve bajo la acción de una fuerza de 
atracción dei inverso dei cuadrado, F = - kJt^. La trayectoria es 

un círculo de radio r. Muestre que (a) la energia total es £ =- kJlr, 
(b) la velocidad es ü = y (c) el momento angular 

es L = {mkrY^^. 

9.15 Grafique las energias cinética y potencial como función 
de (a) el tiempo y (b) la altura, conforme la partícula cae desde 
una altura h, iniciando desde el reposo. Verifique que las curvas 
en cada caso siempre aumentan en el mismo valor constante. 

9.16 Un cuerpo de 20 kg de masa es lanzado verticalmente 
hacia arriba con velocidad inicial de 50 m s■^ Calcule (a) las 
energias E^, E^y E iniciales, (b) Ej^y Epdespués de 3 s, (c) Ey.y 
Ep a 100 m de altura y (d) la altura dei cuerpo cuando Ej, se 
reduce un 80% de su valor inicial. Sitúe el cero de energia 
potencial en la superfície terrestre. 

9.17 Resuelva el problema 9.16 para el caso en que el cuerpo 
es lanzado con un ângulo de 70° con respecto a la horizontal. 

9.18 Una pelota de 0.4 kg es lanzada horizontalmente desde la 
cima de una colina de 120 m de altura con una velocidad de 6 m 
s“^ Calcule (a) la energia cinética inicial de la pelota, (b) su 
energia potencial inicial, (c) su energia cinética cuando llega al 
suelo y (d) la velocidad con que golpea el suelo. 

9.19 Una masa de 0.5 kg se deja caer desde una altura de 1 m 
sobre un pequeno resorte fijado verticalmente en el suelo. La 
masa, al golpear el resorte, queda unida a él. La constante dei 
resorte es k = 2000 N m~^ Calcule la deformación máxima dei 
resorte. 

9.20 En la molécula de NHj el átomo de N ocupa el vértice de 
un tetraedro en el que los tres átomos de H ocupan la base 
(véase la Fig. 2.3). Queda claro que el átomo de N tiene dos 
posiciones de equilibrio estable. Dibuje una curva de energia 
potencial esquemática para el átomo de N como función de su 
distancia a la base dei tetraedro y explique su posible 
movimiento en términos de su energia total. 

9.21 En la molécula de etano (C 2 Hg), los dos grupos CHj son 
tetraedros con el átomo de C en un vértice (Fig. 9.31). Los dos 
grupos CH 3 pueden girar en relación uno con otro alrededor de 


la línea que une a los dos átomos de carbono. La simetria 
sugiere que existen dos conjuntos de posiciones de equilibrio 
para este movimiento: uno consiste en posiciones estables y el 
otro en inestables. (a) Determine tales posiciones y haga una 
gráfica esquemática de la energia potencial como función dei 
ângulo ^ entre 0 y 2;r. (b) Explique los posibles movimientos 
para diferentes valores de la energia total. 


H 



Figura 9.31 

9.22 Un trineo de 20 kg se desliza por una colina, desde una 
altura de 20 m. El trineo inicia su movimiento a partir dei reposo 
y tiene una velocidad de 16 m s“^ cuando llega al pie de la colina. 
Calcule la pérdida de energia debida a la fricción. 

9.23 Una pelota de 0.5 kg de masa, lanzada verticalmente hacia 
arriba con velocidad inicial de 20 m s■^ alcanza una altura de 15 m. 
Calcule la pérdida de energia debida a la resistência dei aire. 

9.24 Un coche que inició su movimiento a partir dei reposo 
recorre 300 m hacia abajo una pendiente dei 1%. Con el ímpetu 
que adquiere sube 60 m por otra pendiente dei 2% y se detiene. 
Calcule la fuerza de resistência al movimiento dei coche. (Nota: 
una pendiente dei 1% tiene un ângulo a tal que tan a = 0.01.) 

9.25 Un cuerpo de masa m se desliza hacia abajo por un plano 
inclinado con un ângulo a. El coeficiente de fricción es (i. Halle 
la tasa con la cual se disipa la energia cinética más la potencial. 

9.26 Una partícula está sujeta a una fuerza asociada cOn la 
energia potencial E^ix) = 3x^-x^. (a) Trace una gráfica de 
Ep(x). (b) Determine la dirección de la fuerza en cada intervalo 
apropiado de la variable x. (c) Analice los movimientos 
posibles de la partícula para los diferentes valores de su 
energia total, (d) Encuentre sus posiciones de equilibrio 
(estable e inestable). 

9.27 La interacción entre dos nucleones puede representarse 

por el potencial de Yukawa: E^(r) = donde 

VQy TgSon constantes, (a) Encuentre la fuerza entre las dos 
partículas como función de su separación. (b) Encuentre el 
valor de la fuerza en r = r^. (c) Encuentre el valor de r cuando la 
fuerza tiene el 1% de su valor en r = r^. (d) ^Puede explicar por 
qué Tq se conoce como alcance de la fuerza? 

9.28 En la dispersión bajo una fuerza central de repulsión dei 
inverso dei cuadrado se puede demostrar que la distancia de 
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máximo acercamiento está relacionada con el ângulo de dispersión 
<J> (véase la Fig. 9.23) mediante rQ= (k/mvQ)(í + esc Mediante 
la ecuación 8.17, compniebe que esta expresión es idêntica a la 
ecuación 9.38. (Sugerencia: use la relacióÃ B.4.) 

9.29 Verifique que la ecuación cuadrática para la distancia de 
máximo acercamiento en el ejemplo 9.10 puede escribirse como 

- {Iklmv^VQ- = 0. Obtenga la ecuación 9.38, resolviendo 

la expresión anterior. 

2 

9.30 Una partícula está sujeta a una fuerza central F, de 
módulo constante y que apunta bacia un punto fijo O. Verifique 
que la energia potencial E^ir) = -Fr. Grafique la energia 


potencial efecíiva. Explique cualitativameníe los movimieníos 

posibles. ^En qué condiciones el movimiento es circular? 
(Recuerde el Ej. 8.3.) 

9.31 La interacción entre dos quarks o entre un quark y un 
antiquark se puede aproximar empiricamente, a distancias entre 
0.1 fm y 0.8 fm, mediante una energia potencial EJ^r) = - a/r 4 - 
br, donde a = 0.48 GeV fm y Z? = 0.18 GeV fm"*. Represente la 
energia potencial en una gráfica y explique la fuerza entre las 
partículas. Una energia potencial alternativa tiene la forma 
^(r) = a In (br), con a = 0.7 GeV fm y Z? = 0..5 GeV fm"*. 
Grafique de nuevo el potencial y explique la fuerza entre las 
partículas. 
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10.1 Infroducción 

Una partícula tiene un movimiento oscilatorio (vibratório) cuando se mueve periodicamente alre- 
dedor de una posición de equilibrio. El movimiento de un pêndulo es oscilatorio. Un peso unido a 
un resorte estirado comienza a oscilar cuando se suelta el resorte. Los átomos en un sólido y en una 
molécula vibran unos respecto a otros, Los electrones en una antena emisora o receptora oscilan 
rápidamente. Entender el movimiento vibratório es también esencial para el estúdio de los fenóme¬ 
nos ondulatorios relacionados con el sonido y la luz. 

De todos los movimientos oscilatorios, el más importante es el movimiento armónico 
simple (MAS). Además de ser el más sencillo de describir y analizar, constituye una descripción 
bastante precisa de muchas oscilaciones que se observan en la naturaleza. La mayor parte de nues- 
tro estúdio en este capítulo se concentrará en este tipo de movimiento. Sin embargo, no todos los 
movimientos oscilatorios son armónicos. 

10.2 Cinemática dei movimiento armónico simple 

Una partícula tiene movimiento armónico simple a lo largo de un eje OX cuando su desplazamiento x, 
con respecto al origen dei sistema de coordenadas, está dado como función dei tiempo por la relación 

( 10 . 1 ) 


x = A COS (o)t + a) 
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Figura 10.1 Gráficas de (a) el 
desplazamiento, (b) la velocidad 
y (c) la aceleración en función 
dei tiempo en el MAS. 


La cantidad (o)í + a) se conoce como ángulo de fase o simplemente como la fase dei MAS, y a es 
la fase inicial, es decir, la fase en / = 0. Aunque hemos definido el movimiento armónico simple en 
términos de un coseno, también se puede expresar en términos de un seno. La única distinción entre 
las dos formas es una diferencia de fase inicial de tú2. Como la función coseno (o seno) varía entre 
-1 y +1, el desplazamiento de la partícula varía entre Jc = -Ayj: = + A. El desplazamiento máximo 
a partir dei origen, A, es la amplitud dei movimiento armónico simple. La función coseno se repite 
cada vez que el ángulo cot aumenta 2n. Así, el desplazamiento de la partícula se repite después de un 
intervalo de tiempo de 2tí/co. Por tanto, el movimiento armónico simple es periódico y su período es 

P = 2n/(ú 

La frecuencia v de un movimiento armónico simple es igual al número de oscilaciones completas 
por unidad de tiempo; así 

v= l/p 

y se mide en hertz. La cantidad co, conocida como frecuencia angular de la partícula en oscilación, 
está relacionada con la frecuencia por una relación parecida a la ecuación 5.5 para el movimiento 
circular, a saber: 

CO = 2nIP = 2kv (10.2) 

La velocidad de la partícula es 

dx 

V = — = —coAspn {(ot + a) (10.3) 

que varía periódicamente entre los valores +coA y -coA , De forma parecida, la aceleración está 
dada por 

dv . . 

a = — = —CO A cos((üí + a) = —cü X (10.4) 

dí 


y, por tanto, varía periódicamente entre los valores +co^A y -co^A. Esta expresión indica también 
que: 

en el movimiento armónico simple la aceleración es proporcional y de sentido opuesto al 
desplazamiento. 

En la figura 10.1 se han presentadox, oy a en función dei tiempo. 
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10.3 Vedores de rofación o fasores 

El desplazamiento de una partícula que se mueve con MAS se puede considerar también como la 
componente X de un vector OP\ con OP'= A; el vector rota en sentido levógiro alrededor de O con 
velocidad angular coy en cada instante forma un ângulo {(út + a) con el eje X. En la figura 10.2 hemos 
representado el vector OP' en diferentes posiciones. El estudiante puede comprobar que, en cualquier 
tiempo, la componente X de OP' está dada por 

X = OP = OP' COS (o)t + a) 

Las ecuaciones 10.3 y 10.4 se pueden escribir como 

v= CúA cos{(út + a + 7 c/2) 


y 

a = CiP-A cos(ft)/ + a + 7t) 


Estas expresiones muestran que vy a difieren de x por una fase de 1Ü2 y Tü, respectivamente. Por 
tanto, la velocidad y la aceleración de la partícula se pueden representar también mediante los 
vectores de rotación OV' y OA\ con longitud ú)A y opA, respectivamente, en los que OV' está un 
ângulo TiJl y O A' un ângulo k adelante dei vector de rotación OF, como se muestra en la figura 
10.3. Las componentes de OV' y OA' a lo largo dei eje X dan la velocidad y y la aceleración a de la 
partícula que se mueve con MAS. A los vectores de rotación se les llama también fasores. 


EJEMPLO 10.1 

Relación entre el movimiento armónico simple y el movimiento circular uniforme. 

1> Considere una partícula Q (Fig. 10.4) que se mueve en un círculo de radio A con velocidad angular 
constante. La proyección de Q sobre un diâmetro BC es P. A partir dé la figura, queda claro que, a 
medida que Q se mueve por la circunferência, la proyección P se mueve (oscila) entre fí y C. El 


Figura 10.2' Vector de rotación 
para el desplazamiento en el 
MAS. 


Figura 10.3 Vectores de rotación 
para ei desplazamiento, la 
velocidad y la aceleración en el 
MAS. 
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Figura 10.4 Relación entre 
el MAS y el movimiento 
circular uniforme, (a) Posición, 
(b) velocidad y (c) aceleración. 



(a) 




(c) 


ângulo que el radio OQ hace con el eje X es 0 = íW + a y tenemos que OP = OQ cos 6 o x = A cos 
(ox + a). En otras palabras, P se mueve con MAS. Es decir: 

cuando una partícula se mueve con movimiento circular uniforme, su proyección sobre un 
diâmetro se mueve con MAS. 

Esta relación cinemática es muy útil en el diseno de ciertos mecanismos. 

La velocidad de Q es perpendicular a OQ y, de acuerdo con la ecuación 5.2, tiene magnitud 
V' = 0)A. La componente de y' a lo largo dei eje X es 

y=-y'sen0 o -íuA sen(ú)f + a) 

que también es la velocidad de P. La aceleración de Q es centrípeta y, de acuerdo con la ecuación 
5.13, tiene magnitud d = ofA. La componente de a' a lo largo dei eje X es 

a = -a' cos 0 o a = -co^A cos(( 0 í + a) 

que, de nuevo, coincide con la aceleración de P. Por tanto, la velocidad y la aceleración de la proyección P 
sobre el diâmetro BC son iguales a las componentes de la velocidad y de la aceleración de g a lo largo dei 
diâmetro. 


1Õ.4 Fuerza y energia en el movimiento arménico símple 

En la ecuación 10.4 encontramos que la aceleración de un cuerpo con MAS es o = -cdx. Aplicando 
la ecuación de movimiento F = ma, encontramos que la fuerza que debe actuar sobre una partícula 
de masa m con el fin de que ésta oscile con movimiento armónico simple es 


F = — mco^x — —kx 

en donde bemos becbo 

(10.5) 

k = mof 0 (0={klmf^ 

(10.6) 


La ecuación 10.5 indica que 

en el movimiento armónico simple la fuerza es proporcional y opuesta al desplazamiento. 

Esto es, cuando el desplazamiento es bacia la derecha (positivo), la fuerza apunta a la izquierda, y 
cuando el desplazamiento es bacia la izquierda (negativo), la fuerza apunta a la derecba. Así, la 
fuerza siempre apunta bacia el origen. Este es el punto de equilibrio, ya que en el origen F = 0 
porque jc = 0. Podemos decir también que la fuerza F es central y de atracción, y que el centro de 
atracción es el punto O. La fuerza dada por la ecuación 10.5 es dei tipo que aparece cuando se 
deforma un cuerpo elástico, como el caso de un resorte. La constante k = mof se conoce como 
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constante elástica y representa la fuerza necesaria para desplazar la partícula una unidad de distan¬ 
cia. Combinando las ecuaciones 10.2 y 10.6 podemos escribir 

_ - 1 


\k J 2n \m J 

La ecuación 10.7 expresa el período y la frecuencia de un movimiento armónico simple en térmi¬ 
nos de la masa de la partícula y de la constante elástica de la fuerza aplicada. La energia cinética de 
la partícula es 

Ey, = = ^mco^Á^ sen ^(coí + a) (10.8) 

Como sen^ 0 = 1 _ cos^O, usando x = A cos{cút -5- a) para el desplazamiento también podemos 
expresar la energia cinética como 

— cos^(cüí -4- a)] 

que puede escribirse como 

Ey, — — x^) 


c A 

a.^.';3LI0TECA^ o | 

L r\ I 



E^ = \k{A^ - x^) 

Éste es el mismo resultado que obtuvimos en el ejemplo 9.4 y muestra que en el MAS: 

la energia cinética es máxima en el centro (x - 0) y cero en los extremos de oscilación 
(X=:±A). 

Para obtener la energia potencial recordemos Ia ecuación 9.26, - áE^làx. Usando la 

ecuación 10.5 para la fuerza, podemos escribir d£p/djc = kx. Integrando (con el cero de energia 
potencial en el origen o posición de equilibrio), resulta (recuerde el Ej. 9.7) 


kx dx 


o 

£p = jkx^ = ^mco^x^ (10.10) 

que es el resultado obtenido en el ejemplo 9.7, Así pues, en el MAS: 

la energia potencial tiene un valor minimo {cero) en el centro (x~0)y aumenta a medida 

que la particula se acerca a cualquiera de los extremos de oscilación (x = ± A). 

Al sumar las ecuaciones 10.9 y 10.10 obtenemos la energia total dei movimiento armónico 
simple como 

E = Ey. + Ep = = ^kA^ (10.11) 

que es una cantidad constante. Esto era de esperar, ya que Ia fuerza es conservativa. Por eso pode¬ 
mos decir que durante una oscilación existe un intercâmbio continuo de energias cinética y poten¬ 
cial. Mientras la partícula se aleja de la posición de equilibrio, la energia potencial aumenta a 
expensas de la energia cinética. Guando se mueve bacia la posición de equilibrio sucede lo 
contrario. Nótese que la energia total de un oscilador es proporcional al cuadrado de la ampli- 
tud. Este hecho tiene varias consecuencias prácticas importantes, como veremos más adelante. 
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Figura 10.5 Relaciones de 
eneigía en el MAS: energia 
potencial, E ; eneigfa cinética, 
energia íotal,£ = £p + £,. 





En la figura 10.5 la energia potencial E^-\kx^ está representada por una parábola. Para 
una energia total dada E, indicada por la linea horizontal, los limites de oscilación están deter¬ 
minados por las intersecciones de esta linea con la curva de energia potencial, según se explicó 
en la sección 9.11. Como la parábola EpCS simétrica, los limites de oscilación están a la misma 
distancia de O. En cualquier punto x la energia cinética E^ está dada po’* la distancia entre la 
curva E (x) y la linea E. Esto se representa con la linea punteada, que tar.íbién es una parábola. 

En la figura 10.1 se representan el desplazamiento x y la velocidad v = áxiát como 
función dei tiempo. Sin embargo, en algunos casos es importante representar ycomo función de 
X mediante la ecuación 10.9. Esto se explica en la nota 10.4. 


10.5 Ecuación básica dei movimienfo armónica simple 

En la sección 10.2 definimos el movimiento armónico simple mediante sus propiedades cinemáticas, 
como se expresa en la ecuación 10.1. Posteriormente estudiamos el tipo de fuerza necesaria para 
producir este movimiento (dada por la Ec, 10.5). Esto es, dada una fuerza atractiva proporcional al 
desplazamiento, 

F = -kx 

el movimiento resultante es armónico simple. 

De la ecuación de movimiento, F = ma, donde F = -kxy, recordando que en el movimiento 
rectilíneo a = d^x/á^, podemos escribir la ecuación 


á^x 

m —r = —kx 
át^ 


d^x 

m —- + kx = 0 
dí" 


Haciendo 0 )^= k/m, tenemos 


d^x 


+ co^x = 0 


( 10 . 12 ) 


Esta es una ecuación que relaciona la aceleración y el desplazamiento y cuyas soluciones 
son las funciones seno y coseno de cot. Por ejemplo, sustituyendo x = A cos (ox + a) y su segunda 
derivada con respecto al tiempo en la ecuación 10.12, podemos ver que satisface la ecuación 10.12, 
independientemente de los valores de A y de a. Así, 


X = A cos{cot + a) 


es la solución general de la ecuación 10.12 porque tiene dos constantes arbitrarias, la amplitud A y 
la fase inicial a. De manera parecida, con el mismo procedimiento, podemos ver que x = A sen 












{(út a)y x = A sen cot + B cos cot también son soluciones generales de la ecuación 10.12. Por 
íanto, décimos que la ecuación 10.12 es la ecuación básica dei movimiento armónico simple. 

La ecuación 10.12 aparece en muchas situaciones físicas. Siempre que ocurre es indicación 
de que el fenómeno correspondiente es oscilatorio, de acuerdo con la ley x = A cos(cút 4- a) o con 
alguna de las otras soluciones generales. El fenómeno es oscilatorio ya sea que x describa un des- 
plazamiento lineal o angular de una partícula, una corriente en un circuito eléctrico, la concentra- 
ción de iones en un plasma, la temperatura de un cuerpo o cualquier otra situación física. 

10.6 El pêndulo simple 

Un ejemplo de movimiento armónico simple es el movimiento de un pêndulo. Un pêndulo simple 
se define como una partícula de masa m suspendida de un punto O mediante una cuerda de longitud 
/ y de masa despreciable (Fig. 10.6). Guando la partícula se coloca en la posición B, de modo que la 
cuerda forma un angulo 9^ con la vertical OC, y después se le suelta, el pêndulo oscilará entre B y 
la posición simétrica B'. El movimiento oscilatorio se debe a la componente tangencial F^-del peso, 
mg, de la partícula. Note que Fy.es máxima en F y B', es cero en Cy siempre apunta bacia C, como 
se puede apreciar si se hace el diagrama para diferentes posiciones dei pêndulo. Aunque el movi¬ 
miento angular es oscilatorio con amplitud 9^, éste no es armónico simple a menos que la amplitud 
de las oscilaciones sea muy pequena. En tal caso, como se muestra en la deducción que presenta- 
mos más adelante, el periodo de las oscilaciones está dado por 


P = 2n 



(10.13) 


Nótese que el periodo es independiente de la masa dei pêndulo y de la amplitud, hecho que fue 
reconocido por primera vez por Galileo. 

Para amplitudes grandes, el periodo de un pêndulo, F', sí depende de la amplitud 9^. La 
variación dei periodo P" con la amplitud 0^, expresada en términos dei periodo P correspondiente a 
amplitudes muy pequenas, se ilustra en la figura 10.7. Debemos advertir que sólo para amplitudes 
muy grandes el periodo P' difiere significativamente de P (véase la Ec. 10.16). 




Figura 10.6 Movimiento oscilatorio de un 
pêndulo. 


Figura 10.7 Variación dei periodo de un pêndulo 
con la amplitud. 







Deducción de la expresión para el período de un pêndulo simple 

La partícula en el extremo de un pêndulo simple se mueve en un arco de círculo de radio l = OA (véase la Fig. 10.6). Las fuerzas 
que actúan sobre la partícula son su peso mg y la tensión 7 a lo largo de la cuerda. La componente tangencial de la fuerza 
resultante es, a partir de la figura, 

FT,= -mgsen 0 


donde el signo menos se debe a que la fuerza se opone al desplazamiento í = C4. La ecuación dei movimiento tangencial es 
Fy.= mflj. Como la partícula se mueve a lo largo de una circunferência de radio /, podemos usar las ecuaciones 5.7 y 5.14, 
aj= R(d^6/d^), donde sustituimos R por /, para expresar la aceleración tangencial. Esto es. 


La ecuación para el movimiento tangencial es 


■mg sen 6 


d^e , g 


dt^ I 


+ - sen 0 = 0 


(10.14) 


Esta ecuación no es dei mismo tipo que la 10.12 debido a la presencia de sen 0en lugar de solamente 0. Sin embargo, si el angulo 
0es pequeno, lo cual ocurre si la amplitud de las oscilaciones es muy pequena, podemos usar el desarrollo en serie de sen 0(véase 
el Apêndice, Ec. B.25)) y retener sólo el primer término. Haciendo sen 0 s 0 en la ecuación 10.14 para el movimiento dei 
pêndulo, ésta toma la forma 


d^e g 


dí" I 


+ 2.0 = 0 


(10.15) 


Ésta es una ecuación idêntica a la 10.12, con x sustituida por 0, sólo que en esta ocasión se refiere al movimiento angular en vez 
de al lineal. Así, podemos concluir que, en esta aproximación, el movimiento angular dei pêndulo es armónico simple, 

con cü^ = y .El ângulo 0 se puede expresar de la forma 

0 = 0^cos (cot + a) 

Mediante la ecuación 10.2, P = lnl(ú, podemos expresar el periodo de oscilación dei pêndulo como 


P = 2ti 


que es la ecuación 10.13. Para amplitudes grandes, la aproximación sen 0 = 0 no es válida y el cálculo dei periodo es más 
complejo. 

Es ilustrativo y relativamente fácil obtener una mejor aproximación para P. Usando de nuevo el desarrollo en serie de 
sen 0 (Apêndice, Ec. B.25), reteniendo ahora sólo los dos primeros términos, podemos escribir 


sen 0 = 0 


que, cuando se inserta en la ecuación 10.15, da una aproximación de segundo orden a la ecuación de movimiento. 


+ - 1 


dt^ I 
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Podemos hacer otra aproximación si sustituimos 0^ (en el parêntesis) por (0 t ^ o (véase el Prob. 10.16). Entonces 


d^0 g 

-+ 1 

dt^ I 


1 10 = 0 
12 


que también es una ecuación dei tipo de la 10.12. Por tanto, hasta este orden de aproximación, 

,.2 9 


Entonces 


2 % 

P' = = 271 

(O ' 


■ 1/2 


2. 

V0 V 24 


Una aproximación más precisa es 

ri_ 

g 


P' = 271 


16 


donde la amplitud 6^ debe expresarse en radianes. Ésta es una aproximación suficiente para la mayoría de las situaciones prácti- 
cas. De hecho, el término correctivo 00^16 equivale a menos dei \% para amplitudes menores que 23° o 0.40 radianes. 


10 J Superposición de dos MAS de la misma dirección y frecuencia 

Cuando una partícula está sometida a más de una fuerza armónica, cada una intentando mover a la 
partícula en su propia dirección con MAS, décimos que existe una iníerferencia de movimientos 
armónicos simples. Los efectos de interferencia se observan fácilmente en la superfície de un lago 
cuando se lanzan dos piedras al agua. Como lo veremos en el capítulo 34, la interferencia es tam¬ 
bién importante en óptica y acústica, y también se manifíesta en las senales de radio. 

Consideremos primero la superposición de dos movimientos armónicos simples que produ- 
cen un desplazamiento de la partícula a lo largo de la misma línea. Empecemos con el caso en que 
ambos tienen la misma frecuencia. El desplazamiento de la partícula producido por cada movi- 
miento armónico simple está dado por 


Xi = COS cot 
x-i = Aj cos((yí + b) 

Al escribir estas ecuaciones hemos supuesto que la fase inicial de Xj es cero y que la de ^2 es 5. Esto 
se puede hacer siempre mediante una elección apropiada dei origen dei tiempo. A la cantidad ò se le 
llama diferencia de fase y es el parâmetro que interesa en realidad. 

El desplazamiento resultante de la partícula está dado por la combinación lineal 

X = + ^2 = 24i COS cot + A^ cos{cot + ô) 

y es periódico, con período P = ItiIoo, ya que ambos términos tienen el mismo período. 

Consideremos dos casos especiales importantes. Si 5 = 0 décimos que los dos movimientos 
están en fase. Entonces el movimiento resultante es 

X = Al cos cot + A2 COS cot = {A-i + yl 2 )cos cot (10.17) 

La ecuación 10.17 muestra que el movimiento resultante es también MAS con la misma frecuencia 
angular, y tiene una amplitud igual a la suma de las amplitudes de los dos movimientos; esto es. 


A — A j-i- A 2 
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Figura 10.8 Composición de 
dos MAS en fase. A = OP'^ + 
OP' 2 “ A I A 2 . 


Figura 10.9 Composición de 
dos MAS en oposición. 

A = OF^-OP^=A^-A^. 



■X 




En la figura 10.8 hemos representado gráficamente los dos movimientos y su resultante. También 
se han representado los dos vectores de rotación OP\ y OP^ correspondientes a los dos movi¬ 
mientos. El vector de rotación correspondiente al movimiento resultante es la suma de OP 2 y 
OP2'*estoes 

OP' = OP\ + OP '2 

En el segundo caso, cuando 5=71, tenemos 

X 2 = A 2 COS((ÜÍ + 7l) = —A 2 COS Cút 

Entonces el movimiento resultante es 

X = Al COS cot — A 2 COS cot = {Al — /l 2 )cos cot (10.18) 

que muestra que el movimiento resultante es MAS con la misma frecuencia angular y una amplitud 
igual a la diferencia de las amplitudes de los dos movimientos; esto es 

A=Ay-A2 

Por esta razón décimos que los movimientos están en oposición. En la figura 10.9 indicamos, para 
Ô=n, los diferentes movimientos considerados y sus vectores de rotación. 

En el caso general, en que la diferencia de fase es arbitraria, el movimiento resultante es 
también MAS, con la misma frecuencia angular y una amplitud dada por 

A = {Aj + Al + 2AiA2COSÔf^'^ 


(10.19) 
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Esto es fácil de entender si examinamos la figura 10.10, en donde se han trazado los vectores de 
rotación OF^ y correspondientes a Xj y X 2 . Se puede ver que OF^ y OP 2 forman un ângulo fíjo 
ô. Su resultante OF' es el vector de rotación correspondiente a x. Mediante la regia de la suma de 
vectores, la magnitud de OP' está dada por la ecuación 10.19. Nótese que cuando hacemos 5=0 
o 5 = ;r en la ecuación 10.19, obtenemos los dos casos vistos anteriormente. 


EJEMPLO 10.2 

Una partícula está sometida, al mismo tiempo, a dos movimientos armónicos simples de la misma 
frecuencia angular y dirección. Hallar el movimiento resultante cuando sus ecuaciones son 

/ 5 

X, = 10 COS 2t y x, = 6 cos 2t -t - n 

^ " V 12 

t> La diferencia de fase es 5= 57c/12 radianes o 75°. Por tanto, como las amplitudes son A, = 10 y ^42 = 6, la 
amplitud resultante es 

A = [ 10 ^ + 6 ^ + 2 ( 10 )( 6 ) cos ( 57 c / 12 )] 1/2 = 12.925 
La ecuación que expresa el movimiento resultante es entonces 
X = 12.925 cos(2í + a) 

donde a es la diferencia de fase entre x y Xj. Para hallar a, vemos que, en / = 0, 
x,=o = 12.925 COS a ^ 

También, 

x,=o = (xi + X 2 ),=o =10 + 6 cos(57r/12) = 11.553 
Por tanto, cos a = 11.553/12.925 = 0.8938, o a = 26.64° = 0.148 7t rad. 

En consecuencia, x = 12.925 cos(2/ + 0.148;r), a partir de lo cual se pueden encontrar la velocidad y la 
aceleración. 


10.8 Superposición de dos MÂS con la misma dirección pero diferente frecuencia 

También es importante el caso de la interferencia de dos movimientos armónicos simples con la 
misma dirección pero diferente frecuencia. Este es el tipo de interferencia que resulta cuando dos 
senales de radio son transmitidas con frecuencias cercanas pero no iguales. Consideremos los 
dos movimientos oscilatorios descritos por las ecuaciones 

Xi = Al cos coit y X 2 = ^2 cos C 02 t 

Para simplificar suponemos que las fases iniciales son cero. El ângulo entre los vectores de rotación 
OP' y OP' (Fig. 10.11) es ahora cUjí - © 2 ^ = (cUj - © 2 )^ y "o es constante. Por tanto, el vector 
resqltante QP' no tiene longitud constante y no gira con velocidad angular constante. En conse¬ 
cuencia, el movimiento resultante, 

X = Xj+ X 2 , 

no es armónico simple. En la figura 10.11, vemos que la “amplitud” dei movimiento es 

^ = [^1 + A\ + 2 A 1 A 2 cos(cOi — © 2 )^]^^^ (10.20) 


La amplitud “oscila” entre los valores 


A 

— A-i A 2 

cuando 

(coi 

- ®2)í 

= Imi 

A 

— Ml ““ ^ 2 ! 

cuando 

(coi 

- (Ú2)t 

= 2mi + n 



Figura 10.10 Composición de 
dos MAS con la misma frecuencia 
y con diferencia de fase ô. 



Figura 10.11 Composición de 
dos MAS con diferentes 
frecuencias. 




170 Á4ovimiento oscilaforio 


Se dice entonces que la amplitud está modulada. La frecuencia de la oscilación de la amplitud está 
expresada por 

V = (coi — (ü2)/2n = Vi — V 2 (10.21) 

y es igual a la diferencia de las frecuencias de los dos movimientos en interferencia. En la figura 
10.12 se muestra la variación de A con respecto a t. 

La situación descrita surge cuando dos fuentes de sonido (por ejemplo, dos diapasones) de 
frecuencias cercanas pero diferentes vibran simultáneamente en lugares cercanos. Un escucha nota 
una fluctuación en la intensidad dei sonido, llamada pulsación, debida al cambio de amplitud. Las 
pulsaciones son importantes en la afinación de pianos, órganos y otros instrumentos no percusivos. 

Se presenta un caso interesante cuando = A 2 \ esto es, cuando las dos amplitudes son 
iguales. Entonces, a partir de la ecuación 10.20, 

A = y4i{2[l + cos(cOi — a)2)í]}^^^ 

Usando 1 + cos 6=2 cos^(véaseel Apêndice, Ec. E.14), obtenemos una amplitud 

A = 2Ai cos ^(coi — (Ü 2 )t (10.22) 

que oscila entre cero y 2A j. El movimiento resultante cuando A j = A 2 está dado por 

X = Xy + X 2 = A^ cos (üit + Al cos a» 2 Í 
= /4]^(COS (Dit + cos CO 2 O 

Usando la ecuación B.8, podemos combinar las dos funciones coseno y escribir 

X = 2Ai cos j{(úi - Ül 2 )íCOS j{ 0 )i + CÚ 2 )t = A cos \{(Oi + CÚ 2 )t 

donde A está dada por la ecuación 10,22. El movimiento se puede interpretar, entonces, como un 
movimiento armónico con frecuencia ® = |^(cOj + © 2 ) X amplitud modulada de acuerdo con la 
ecuación 10.22. En la figura 10.13 se presenta la gráfica de x en función de t, en la que la línea 
punteada muestra la modulación de la amplitud. 


Figura 10.13 Pulsaciones 
cuando las dos amplitudes son 
iguales. 

10.9 Superposición de dos MAS con direcciones perpendiculares 

Como tercer ejemplo de superposición de MAS, consideremos el caso en que una partícula se 
mueve en un plano de modo que sus coordenadas X, Y oscilan con movimiento armónico simple. 
Examinaremos primero el caso en que los dos movimientos tienen la misma frecuencia. El movi¬ 
miento a lo largo dei eje X está dado por 

x = A cos cot (10.23) 

y el movimiento a lo largo dei eje Y está descrito por 

y = B cos(cot 4- 5) (10.24) 

donde 5es la diferencia de fase entre las oscilaciones en Xy en Y. Hemos supuesto que las amplitu¬ 
des Ay B son diferentes. La trayectoria de la partícula obviamente está limitada a la región definida 
por las líneas 

X = ±A y y = +B 
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Figura 10.14 Composición de 
dos MAS con la misma 
frecuencia y direcciones 
perpendiculares. La trayectoria 
depende de la diferencia de fase. 


Consideraremos ahora algunos casos especiales. Si los dos movimientos están en fase, en- 
tonces 5 = 0 y 


X = A COS (út y y — B cos cot 
Las dos ecuaciones pueden combinarse (eliminando cos cot) y se obtiene 


B 



Ésta es la ecuación de la línea recta PQ de la figura 10.14. El desplazamiento a lo largo de la 
línea PQ es 

r = + y^y^^ = (A^ + B^y^^ cos cot ' (10.25) 

El movimiento resultante es armónico simple, con amplitud OQ = (A^ + B^y^. 

Si los dos movimientos están en oposición, Ô-ny 

x = Acos (út , y = -B cos (út 

Combinando, las ecuaciones anteriores se obtiene 



que es la ecuación de la línea recta RS. Nuevamente, el movimiento es armónico simple, con ampli¬ 
tud OS = Por tanto décimos que cuando 5 = 0 o ;r, la superposición de dos movimien¬ 

tos armónicos simples perpendiculares con la misma frecuencia tiene como resultado un movi¬ 
miento armónico rectilíneo. 

Cuando ô = jrll , se dice que los movimientos a lo largo de los ejes X, Y están en cuadratura. 
Las ecuaciones son ahora 


X = A cos cot 

y = B cos{cot -f- njl) = —B sen cot 

Tomando en cuenta que sen^tüf + cos^cút = 1, estas relaciones pueden combinarse, elevando al 
cuadrado y sumando, para obtener 


que es la ecuación de la elipse que aparece en la figura 10.14. La elipse es recorrida en sentido 
dextrógiro. Esto puede verificarse si se calcula la velocidad de la partícula en x = +i4. Cuando x = 
+A, a partir de la ecuación 10.23 tenemos que cos cof = 1 {(út = 0 o 27C rad). La componente X de la 
velocidad es ^ = dx/dt = -CúA sen (út = 0. La componente Y es dy/dt = -(úB cos (út de modo que, 
en este caso, -CúB y la velocidad es paralela al eje Y. Como es negativa, el punto pasa por A 
moviéndose hacia abajo, lo que corresponde a un sentido de rotación dextrógiro. 
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Se obtiene la misma elipse si 5= 37 e/2 o -7c/2, pero en este caso el movimiento es levógiro. 
Así, podemos decir que cuando la diferencia de fase (5es ± Jt/2, la superposición de dos movimien- 
tos armónicos simples de la misma frecuencia produce un movimiento elíptico. Los ejes de la elipse 
son paralelos a las direcciones de los dos movimientos. Cuando A = B, la elipse se transforma en ue 
círculo y tenemos un movimiento circular. El movimiento circular se puede generar mediante la 
combinación de dos movimientos oscilatorios de la misma frecuencia y amplitud a lo largo de 
direcciones perpendiculares, con una diferencia de fase de ± nll. 

Para un valor arbitrado de la diferencia de fase 5, la trayectoria aún es una elipse, pero sus 
ejes se encuentran girados con respecto a los ejes de coordenadas. Las trayectorias para algunas 
diferencias de fase se muestran en la figura 10.15. Una manera de observar este movimiento es 
mediante el uso de un pêndulo simple desplazado de la vertical. En lugar de simplemente soltar el 
pêndulo, se le empuja en una dirección perpendicular al plano definido por la vertical y el pêndulo. 


Figura 10.15 Trayectorias para 
algunas diferencias de fase 
cuando A = B y íu, = 


Figura 10.16 Figuras de 
Lissajous. Dependen de la 
relación (ú^-co^ y de la diferencia 
de fase de los movimientos a lo 
largo de las direcciones XyY. 
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Otra situación de interés es la superposición de dos movimieníos oscilaíorios perpendicula¬ 
res de frecuencias distintas; esto es, 

X = Al COS coit, y = A 2 cos(íü 2 Í + (1§.26) 

La trayectoria resultante depende de la relación í 02 /C 0 jy de la diferencia de fase Ô. A estas trayecto- 
rias se les conoce como figuras de Lissajous y se ilustran eh la figura 10.16, para distintos valores 
de la relación co^cOi y con varias diferencias de fase en cada caso. Por supuesto, para íOj = 0)2 
obtenemos las trayectorias presentadas en la figura 10.15. 



10.10 Osciladores acoplados 


Una situación que encontramos con frecuencia es la de los osciladores acoplados. En la figura 
10.17 se presentan dos casos posibles. En (a) tenemos dos masas y m 2 unidas a los resortes y 
k 2 y acopladas mediante el resorte k, de modo que los movimientos de mj y m 2 no son independien- 
tes. En (b) tenemos dos pêndulos acoplados mediante una cuerda Afí. Hallaremos un caso parecido en 
el capítulo 27 cuando veamos los circuitos eléctricos oscilantes acoplados. Las oscilaciones acopladas 
también se dan en moléculas poliatómicas; las estudiaremos en la siguiente sección. El efecto neto dei 
acoplamiento de dos o más osciladores se puede describir como un intercâmbio de energia entre ellos. 

Un caso especial dei movimiento de osciladores acoplados se conoce como modo normal 
de oscilación. Los modos normales corresponden al caso en que las dos partículas se mueven con la 
misma frecuencia y mantienen una diferencia de fase constante. En un modo normal, los dos 
osciladores se mueven en fase (S = 0). En el segundo modo normal, los dos osciladores se mueven 
en oposición (S = n). Estos dos modos normales de oscilación están representados esquematica¬ 
mente en la figura 10.18. Las dos partículas pasan simultaneamente por su posición de equilibrio y 
alcanzan sus desplazamientos máximos al mismo tiempo. Se puede demostrar que el movimiento 
general de dos osciladores acoplados es una combinación lineal o superposición de modos norma¬ 
les. En este caso se aplica el análisis de las secciones 10.8 y 10.9. 

Cuando el movimiento de los osciladores acoplados se puede describir mediante un solo 
modo normal, las amplitudes permaneceu constantes y, por tanto, también la energia, es decir, no hay 
intercâmbio de energia. En el caso general, sin embargo, la amplitud de los dos osciladores no perma¬ 
nece constante y puede suceder que la amplitud de un oscilador aumente a medida que disminuye la 
dei otro. Poco después la situación se invierte. Por ejemplo, consideremos los dos pêndulos acopla¬ 
dos de la figura 10.19. Si desplazamos sólo P 2 y lo soltamos, notamos que su amplitud empieza a 
disminuir mientras Pj comienza a oscilar con amplitud creciente. Cuando P 2 se detiene, Fj alcanza 
su máxima amplitud. Entonces la tendencia se invierte y la amplitud de Pj disminuye a medida que 
aumenta la de P 2 . 



(b) 


Figura 10.17 Ejemplos de 
osciladores acoplados. 



Figura 10.18 Modos normales de oscilación de dos 
osciladores acoplados. 


Figura 10.19 Pêndulos acoplados 
de la misma longitud. 
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Figura 10.20 Desplazamiento 
en función dei tiempo para cada 
uno de dos osciladores acoplados 
idênticos que tienen la misma 
amplitud. 



En la figura 10.20 se muestra el desplazamiento de los osciladores acoplados correspon- 
diente al caso recién descrito. La variación periódica de la amplitud muestra que existe un inter¬ 
câmbio de energia entre los dos osciladores. Durante el intervalo en que la amplitud dei oscilador 1 
disminuye y la dei 2 aumenta, hay una transferencia de energia dei oscilador 1 al 2. En el siguiente 
intervalo la energia fluye en la dirección opuesta. El proceso se repite continuamente. 

\ 

10J Vibraclones moleculares 

Un ejemplo de osciladores acoplados es la vibración de los átomos en una molécula. Una molécula 
no es una estructura rigida y los átomos oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio. Para ener¬ 
gias bajas se puede suponer que los átomos oscilan con MAS. En una molécula diatómica, como la de 
CO o la de HCl, los átomos simplemente oscilan uno en relación con el otro con cierta frecuencia. La 
frecuencia de vibración para el CO es de 4.08 x lO^'^ s“* y para el HCl es de 5.40 x lO^'^ s~*. 

Para el caso de una molécula poliatómica, sin embargo, la oscilación de cada átomo afecta su 
interacción con los otros y, por tanto, forman un sistema de osciladores acoplados. Por ejemplo, 
consideremos el caso de una molécula lineal triatómica, como la dei CO 2 . Como se indica en la figura 
10.21, desde un punto de vista geométrico la molécula tiene la distribución O =C = 0 y es parecida 
a la de los osciladores de la figura 10.17(a). El movimiento relativo de los tres átomos se puede 
describir en términos de oscilaciones normales, en las que los átomos vibran al tiempo que mantienen 
una diferencia de fase constante de cero o de n. En la figura 10.21 (a), los átomos de oxigeno oscilan 
en fase, y el átomo de carbono se mueve en la dirección opuesta. Este modo corresponde a la Oscila¬ 
ción cUj de la figura 10.18. En la figura 10.21(b), los dos átomos de oxigeno se mueven en direcciones 
opuestas con respecto al átomo de carbono, que permanece fijo. Este modo corresponde a la oscila¬ 
ción «2 de la figura 10.18. El modo que se presenta en la figura 10.21(c) corresponde a un movimiento 
oscilatorio con una frecuencia 0 ) 3 , en dirección perpendicular a la linea que une a los átomos, lo que 
trae como resultado un doblamiento de la molécula. Para la molécula de CO 2 , los valores de las tres 
frecuencias angulares son 

cüi = 1.261 X lO^^s-' 

CU 2 = 2.529 X 10'‘'s~' 

CO 3 = 4.443 X 10^“^ 
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> ^ Figura 10.22 Vibraciones 

(a) (b) (c) normales de Ia molécula de HjO. 

Si la molécula no es lineal o si tiene más de tres átomos, el análisis de las oscilaciones 
normales es más complicado, pero las consideraciones físicas permanecen iguales en esencia. Por 
ejemplo, para la molécula de agua, en la que el átomo de O está en el vértice de un ângulo de 105° 
y los átomos de H están en cada lado, las vibraciones normales se ilustran en la figura 10.22. Sus 
frecuencias son 

«1 = 3.017 X 10'^s“^ 

CÜ2 = 6.908 X 10'^s"^ 

«3 = 7.104 X lO^^s"^ 

Estas frecuencias se midieron analizando el espectro de vibración de las moléculas, lo que se verá 
en el capítulo 31. 

Una característica interesante de las vibraciones moleculares es que la energia de vibración 
está restringida a ciertos valores, dados por 

E„ = (n + i)hv (10.27) 

donde h es la constante de Planck (introducida en el ejemplo 7.9, en relación con el momentum 
angular dei electrón) y n es un entero positivo o cero. Esto es, n sólo puede tomar los valores 0, 1, 

2, 3,... Décimos que la energia de vibración de la molécula está cuantizada ya que sólo puede 
tener valores discretos. Como h = h/2n y (O = 2nv, podemos definir la energia como 

E„ = {n + ^)h(o (10.28) 

Este resultado puede explicarse solamente usando la mecânica cuántica (véase la Sec. 37.8). 

Nótese que existe una energia de vibración mínima para cada vibración normal, dada por | 
hcú, que se conoce como energia dei punto cero. La diferencia de energia de niveles consecutivos 
es üo). Como las frecuencias son dei orden de lO^^^s"^ la energia hcoes dei orden de 10“^® J o 0.2 
eV. Éste es el orden de magnitud de la energia requerida para excitar vibraciones moleculares. 



EJEMPLO 10.3 

Vibración de la molécula de monóxido de carbono (CO). 


Figura 10.23 Oscilador 
armónico con posición de 
equilíbrio en 


t> La molécula de monóxido de carbono vibra con una frecuencia de 4.08 x s Por tanto, la 
separación entre dos niveles de energia es 

hco = (1.05 X 10“^^ Js)(4.08 x = 4.28 x 10“^° J = 0.268 eV 

La energia dei punto cero es la mitad de esta cantidad o 2 x 10*“* x 10“^® J = 0.134 eV, que es la mínima 
energia de vibración de esta molécula. 

Si tratamos las vibraciones dei CO como las de un oscilador elástico, podemos calcular la 
constante elástica dei enlace C = O mediante la ecuación 10.6, k = mct)^. Sin embargo, en este caso 
debemos utilizar la masa reducida de la molécula, concepto que será introducido en la sección 
13.4. La masa reducida de la molécula de CO se calcula en el ejemplo 13.6 y es igual a 11.38 x 
10~^^kg. Por tanto, 

/c = (11.38 X 10-2^kg)(4.08 x 10‘^s"V 
= 1.89 X 10^ kgs“^ 

Usando la ecuación 10,11 para la energia de un oscilador armónico, podemos calcular la amplitud de 
las oscilaciones moleculares que corresponden a la energia dei punto cero en el CO, Esto es, iguala¬ 
mos E = ^kA ^ con la energia dei punto cero ^ hcúy obtenemos 




/2(2.14 X 10-20 j)Y/2 
V1.89 X lO^kgs-^J 


= 4.75 X lO-i^m 


Por tanto, la amplitud de la oscilación es de alrededor dei 4% de la longitud dei enlace CO, que es de 
1.138 X lO"**^ m. Los resultados de este ejemplo deben tomarse sólo como una indicación dei orden 
de magnitud de los valores, ya que las oscilaciones moleculares deben analizarse mediante la mecâni¬ 
ca cuántica (Cap. 37). 


10.12 Oscilaciones no armónicas 

El movimiento armónico simple es generado por una fuerza proporcional al desplazamiento, 
F=-kx.La energia potencial es proporcional al cuadrado dei desplazamiento, = ^kx^. Para la 
fuerza y la energia potencial, el desplazamiento se mide a partir de la posición de equilibrio O. 
Cuando la posición de equilibrio está en x^ en lugar dei origen, como en la figura 10.23, entonces 
debemos escribir 

F=-k{x-Xo) y E^ = ^k{x-Xof 
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Figura 10.24 Oscilador no 
armónico con posición de 
equilibríp en x^. Los limites de 
oscilación se muestran para las 
energias E y E'. 


La gráfica de es una parábola y su punto más bajo se encuentra en jíq. Si la energia total es E 
(representada por la línea horizontal que intersecta a E en A y B), la partícula oscila con MAS 
entre las posiciones jCj y X 2 . Estos puntos están localizados simétricamente con respecto a x^. 

Ahora consideremos una energia potencial que no es una parábola pero que tiene un 
punto mínimo bien definido en la posición de equilibrio (Fig. 10.24). Ésta es la situación más 
común que encontramos en la práctica. En este caso se trata de un movimiento oscilatorio pero 
no armónico. Si la energia total es E, la partícula oscilará entre posiciones x, y X 2 , que en gene¬ 
ral son asimétricas con respecto al punto de equilibrio jc^. La frecuencia de oscilación depende 
ahora de la energia y por tanto la ecuación 10.6 no tiene validez. Éste es el caso de un pêndulo en 
el que la amplitud es grande. 

Como se dijo en el ejemplo 9.10, la energia potencial de dos átomos de una molécula 
diatómica se asemeja mucho a la de la figura 10.24. Por tanto, los dos átomos están en movi¬ 
miento oscilatorio relativo, que puede considerarse MAS sólo si la energia es muy baja, de modo 
que a bajas energias podamos aproximar la curva de energia potencial por la correspondiente a un 
movimiento armónico simple (parábola punteada de la Fig. 10.24). En otras palabras, a bajas ener¬ 
gias los movimientos vibratórios atómicos se pueden aproximar con un MAS. Conforme aumenta la 
energia de vibración de las moléculas, el movimiento se hace cada vez más no armónico y la frecuen¬ 
cia de las vibraciones cambia. Otra consecuencia de la falta de armonía en las vibraciones atómicas es 
que la eneigía de vibración aumenta la separación interatómica media. Finalmente la molécula puede 
disociarse en dos átomos. La falta de armonía en las vibraciones se aplica también a los átomos de los 
sólidos y explica por qué un sólido se expande a medida que aumenta su temperatura. 

10.13 Oscííacíones amorfíguadai 

En el movimiento armónico simple la amplitud es constante al igual que la energia dei oscilador. Sin 
embargo, sabemos que la amplitud de un cuerpo en vibración, como un resorte o un pêndulo, dismi- 
nuye gradualmente, lo que indica una pérdida paulatina de energia por parte dei oscilador. Décimos 
que el movimiento oscilatorio está amortiguado. 

Para explicar el amortiguamiento desde un punto de vista dinâmico, podemos suponer que, 
además de la fuerza elástica F = -kx, existe una fuerza que se opone a la velocidad. En la sección 
6.6 consideramos una fuerza de este tipo, debida a la viscosidad dei medio en el que se efectúa el 
movimiento. Entonces expresamos la fuerza de amortiguamiento como 


F = -Ãv 
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Figura 10.25 Relación entre 
toyy. 


Figura 10.26 Desplazamiento 
en función dei tiempo para 
oscilaciones amortiguadas. 


donde X es una constante que depende dei medio y de la forma dei cuerpo y y es la velocidad dei 
cuerpo. El signo negativo nos asegura que F' se opone a v. En situaciones físicas reales, pueden 
existir otras fuerzas de amortiguamiento, proporcionales a potências más altas de la velocidad o 
con otros tipos de relaciones. Sin embargo, una fuerza de amortiguamiento lineal es suficiente para 
analizar la mayoría de las oscilaciones amortiguadas. 

La fuerza resultante sobre el cuerpo es 

F + F = —kx — Xv 

y la ecuación dei movimiento es 
ma = —kx — Xv 

Suponiendo que el movimiento es rectilíneo, es decir que se efectúa a lo largo de la dirección X, la 
ecuación dei movimiento puede escribirse de forma escalar como 


ma + Xv + kx = 0 

Recordando que v = áxiát y que a = d^jc/dF, podemos escribir también 


(10.29) 


dx , 

YYl — h A- h kx = 0 

dF dí 


Ésta es una ecuación que difiere de la 10.12 para el MAS en que contiene un término adicional que 
es proporcional a dx/dí. La solución general de la ecuación 10.30 se puede obtener mediante la 
aplicación de las técnicas especiales para resolver ecuaciones diferenciales. 

Un efecto dei amortiguamiento es la disminución de la frecuencia de las oscilaciones, que 
está dada por 


(O = (cúl - (10.31) 

donde ú)q = (klmy^es la frecuencia natural dei oscilador sin amortiguamiento y y = X/2m. La 
relación entre co^, coy y puede representarse gráficamente mediante el triângulo de la figura 10.25. 

Otro efecto atribuible al término de amortiguamiento de la ecuación 10.30 es que la amplitud de 
las oscilaciones no es constante, sino que disminuye exponencialmente con el tiempo. Por tanto, el 
desplazamiento de la partícula está dado por una expresión de la forma 


X = Ae cos(ají + a) (10.32) 

La figura 10.26 muestra cómo varia x con respecto a t. Aunque el movimiento es oscilatorio, no es 
estrictamente periódico debido a la disminución de la amplitud. 
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Como la amplitud dei oscilador amortiguado disminuye con el tiempo, la energia de la 
partícula también lo hace. La energia perdida por la partícula es absorbida por el medio circundante 
o radiada de alguna manera. 


iJEMPLO 10,4 

Un pêndulo consiste en una esfera de aluminio suspendida de una cuerda de 1 m de largo. En 27 minutos 
la amplitud disminuye de 6.00° a 5.40°. Determinar el coeficiente y y discutir la forma en que la vis- 
cosidad dei aire afecta al período dei pêndulo. 

O Como la amplitud de las oscilaciones amortiguadas disminuye exponencialmente, podemos escribir 

A'=Ac-’^‘ 

Para hallar y tomamos el logaritmo, 

\xi A' = \n A —yt o ^ ~ 7 

Si introducimos valores numéricos, t = 27 min = 1.62 x lO^s, A - 6.00° y A' =■ 5.40°, tenemos que 
7= 6.50 X 10"^s"^ 

En el caso de un pêndulo debemos sustituir kJm por^^//en la ecuación 10.30, y entonces podemos 
escribir la frecuencia angular dei pêndulo como co — {g/l — de modo que el período es 

2n 2n 

(O (g/l - y^Y'^ 

En nuestro ejemplo g/l = 9.80 s~^, mientras que = 4.23 x 10~^s~^ un valor insignificante en compa- 
ración con g/1. Podemos entonces escribir, con suficiente precisión, 

//y /2 

P = 27r|^-j = 2.01 s 

y ( 0 = {g/iy^ *;3.13s“‘.Enconsecuencia,concluimosquelaviscosidaddelaireprácticamentenoafecta 
al período dei pêndulo considerado en este ejemplo, aunque si afecta su amplitud, que disminuye con el 
tiempo, como se puede observar experimentalmente. Por tanto, podemos describir el movimiento 
oscilatorio dei pêndulo mediante la expresión 

B = 6.00° e-i6.50xio~h) cos(3.13r) 



10.14 Oscilaciones forzadas 

Un problema de gran importância práctica es el dei movimiento forzado de un oscilador, esto es, 
cuando se aplica una fuerza oscilatória a una partícula sujeta a una fuerza elástica. Por ejemplo, 
cuando un diapasón que está vibrando se coloca en una caja de resonancia, las paredes de la caja (y 
el aire dentro de ella) son forzadas a oscilar. También, cuando las ondas electromagnéticas, absor- 
bidas por una antena, actúan sobre el circuito eléctrico de nuestra radio o televisión, se producen 
oscilaciones eléctricas forzadas. 

Para simplificar, consideremos el caso rectilíneo en el cual todo el movimiento y las fuerzas 
están a lo largo dei eje X. Sea F = cos a^t la fuerza oscilante aplicada, con una frecuencia 
angular co^. Suponiendo que la partícula está sometida también a una fuerza elástica F = -kx y una 
fuerza de amortiguamiento -Ay, la fuerza resultante es 


f z=z —Icx — ÀV + Fq cos (Úft 
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La ecuación de movimiento, F = ma, es 
ma = —kx — Ãv + Fq cos cOft 
que puede escribirse como 

ma + Ãv + kx = Fq cos co^t 

Haciendo las sustituciones v = dx/dt, a = d^x/dF, tenemos también 
d^x dx 

m —r + Ã — + kx = Fq cos COft 
dt^ dt 


(10.33) 


(10.34) 


Esta ecuación es parecida a la 10.30, pero se diferencia en que el lado derecho no es cero. Puede 
resolverse mediante técnicas usuales, pero en lugar de usar tales técnicas, utilicemos nuestra intui- 
ción física como guia. Parece lógico que, en este caso, la partícula no oscilará con su frecuencia 
angular libre, no amortiguada, £ 0 ^ = (k /ni con la ftecuencia angular amortiguada o) = (cOq- 
sino con la frecuencia angular de la fiierza aplicada, 0)^ Así, la solución de la ecuación 10.34 se puede 
escribir como 

X = .4 sen (coj-í — a) (10.35) 

donde A es la amplitud de las oscilaciones forzadas, y se le ha asignado un signo negativo a la fase 
inicial a por razones que daremos más adelante. Hemos usado también la función seno en lugar 
dei coseno para simplificar los cálculos. Esto equivale a un cambio de fase de n/l. Pero la 
amplitud A y la fase inicial a ya no son arbitrarias, sino que son cantidades fijas que dependen 
de la frecuencia de la fuerza aplicada. Cuanto más grande sea la diferencia entre 0 )^ y la 
frecuencia natural ©j,, menor será la amplitud de las oscilaciones forzadas, ya que es más 
difícil que el oscilador responda a la fuerza aplicada cuando la frecuencia forzada no es próxi¬ 
ma a su frecuencia natural. 

Como se muestra en la nota 10.1, la amplitud de la oscilación forzada es 


_ P o/% _ 

[(m©f — kjoiff + Ã^y^ 


(10.36) 


que es máxima para ©^ = (©q- 27 ^)*^. La variación de amplitud con respecto a ©^ y A se muestra en 
la figura 10.27. 


Figura 10.27 Variación de 
la amplitud de las oscilaciones 
forzadas con el amortiguamiento 
(en la figura es mayor 
que Aj). 
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Figura 10.28 Superposición 
de oscilaciones forzadas y 
transitórias. Amplitud inicial 
(a) menor, (b) mayor que la de 
las oscilaciones forzadas. 


La ecuación 10.35 indica que las oscilaciones forzadas no son amortiguadas, sino que tie- 
nen amplitud constante. Esto significa que la fuerza aplicada compensa a las fuerzas de 
amortiguamiento, proporcionando la energia necesaria para mantener las oscilaciones. En realidad, 
cuándo un oscilador amortiguado se pone en movimiento forzado, el movimiento inicial es una 
combinación de oscilaciones amortiguadas y forzadas. Para ser precisos, debemos anadir a la ex- 
presión 10.35, para las oscilaciones forzadas, la ecuación 10.32, que corresponde a las oscilaciones 
amortiguadas. Sin embargo, después de un tiempo, la amplitud de las oscilaciones amortiguadas se 
hace tan pequena que puede omitirse, y sólo permaneceu las oscilaciones forzadas (véase la Fig. 
10.28). Entonces décimos que el movimiento ha alcanzado un régimen estacionário. 

La velocidad dei oscilador forzado es 


y = dx/dí = íüf^ cos(ü)fí — a) (10.37) 

La amplitud de la velocidad es 

Vn = COfA = -- r- 

[(mcOf — k/ü)()^ + 

y a corresponde a la fase con que se retrasa la velocidad con respecto a la fuerza (debido al signo 
negativo). La variación de la amplitud de la velocidad y^con respecto a la frecuencia (õ^ se ilustra en 
la figura 10.29. A partir de la expresión para v^, se puede concluir que cuando la frecuencia de la 
fuerza directriz es igual a la frecuencia natural, esto es, cuando 


a)f = cüo = (-j (10.38) 


la amplitud de la velocidad y, por tanto, la energia cinética dei oscilador son máximas. Este hecho 
se puede comprobar experimentalmente. En estas condiciones se dice que existe una resonancia 
de energia. Por tanto, 

la resonancia de energia ocurre cuando la frecuencia de la fuerza aplicada 0)^ es igual a la 
frecuencia natural co^ dei oscilador sin amortiguamiento. 

En resonancia, la velocidad está en fase con la fuerza aplicada (a = 0). Como la potência transmiti¬ 
da al oscilador por la fuerza aplicada es Fv, esta cantidad siempre es positiva cuando Fy yestán en 
fase (a = 0), que es por tanto la condición más favorable para la transferencia de energia al oscilador. 
En consecuencia. 




en la resonancia de energia la fuerza aplicada y la velocidad están enfase y la transferen¬ 
cia de energia de la fuerza aplicada al oscilador forzado es máxima. 

La resonancia ocurre siempre que un sistema está sometido a una acción externa que vana 
periodicamente con el tiempo y con la frecuencia apropiada. Por ejemplo, si se coloca un gas en una 
región en la que existe un campo eléctrico oscilante (como en una onda electromagnética), se indu- 
cirán oscilaciones forzadas en los átomos de las moléculas dei gas. Como explicamos en la sección 
10 .11, ya que las moléculas dei gas tienen frecuencias de vibración naturales bien definidas, la 
absorción de energia será máxima cuando la frecuencia dei campo eléctrico aplicado coincida con 
una de las frecuencias naturales de las moléculas. Podemos entonces obtener el espectro de vibra» 
clóii de las moléculas si variamos la frecuencia dei campo eléctrico y observamos las resonancias. 
De manera parecida, podemos imaginar los electrones de un átomo como osciladores con ciertas 
frecuencias naturales. La energia que un átomo absorbe de un campo eléctrico oscilante es máxima 
cuando la frecuencia dei campo coincide con una de las frecuencias naturales dei átomo. Esto se 
estudiará en el capitulo 31. Algunos cristales, como el cloruro de sodio, están compuestos por 
particulas con carga positiva y negativa (conocidas como iones). Si el cristal çstá sometido a un 
campo eléctrico externo oscilante, los iones positivo y negativo oscilarán en relación uno con oiro. 
La energia absorbida por el cristal será mayor cuando la frecuencia dei campo eléctrico coincida con 
la frecuencia natural de las oscilaciones relativas de los iones. Para el cloruro de sodio la frecuencia 
natural es aproximadamente de 7 x 10*^ s“*. 

Tal vez el ejemplo más familiar de resonancia es lo que sucede cuando sintonizamos un 
receptor de radio o de televisión en cierta estación. Todas las estaciones producen a la vez oscilacio¬ 
nes forzadas sobre el circuito dei receptor, pero para cada posición dei sintonizador existe una 
frecuencia natural de oscilación dei circuito eléctrico dei receptor. Cuando esta frecuencia coincide 
con la de una estación emisora, la absorción de energia es máxima y, en consecuencia, ésta es la 
única estación que se sintoniza. 

La potência transmitida a un oscilador por la fuerza aplicada vana con la frecuencia de ésta 
y es máxima en la resonancia. En la figura 10.30 se muestra la variación de la potência media 
con la frecuencia en relación con la potência media en la resonancia (P^ed^res- Cuanto más rápido 
disminuya a cada lado de cu^, más definida será la resonancia. Se puede ver en la figura 10.30 
que para cada valor de P^^ existen dos frecuencias posibles. La diferencia ô - (O^ - (Oy^ entre las 
frecuencias, para las que P^^^ = i(Pn,ed)res conoce como ancho de banda de la resonancia. Así, 
cuanto más pequena sea ô, más definida será la resonancia. Por ejemplo, cuando dos estaciones 
tienen frecuencias muy cercanas, en ocasiones escuchamos ambas senales al mismo tiempo. El traslape 
de las senales da como resultado una interferencia indeseable. Un circuito con una resonancia más 
definida (ancho de banda menor) eliminaria dicha interferencia. 



Figura 10.29 Variación de la amplitud de la velocidad de 
las oscilaciones forzadas con la frecuencia de la fuerza 
aplicada. Aj > Aj > Aj. 
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El concepto de resonancia se puede extender a muchos procesos en los que existen condi¬ 
ciones favorables para la transferencia de energia de un sistema a otro, aun cuando no podemos 
describir el proceso en términos de oscilaciones forzadas. En este sentido es posible hablar de 
resonancias en reacciones nucleares y en procesos que se efectúan entre partículas fundamentales. 
Así es que el concepto de resonancia de energia es muy importante en la descripción de muchos 
fenómenos. 

Cuando se aplica una fuerza periódica a un oscilador no armónico aparece una nueva carac¬ 
terística. Como se dijo en la sección 10.12, la frecuencia de oscilación de un oscilador no armónico 
depende de su amplitud y, por tanto, de su energia. Suponga que la frecuencia de la fuerza aplicada 
se ajusta para que produzca resonancia a la frecuencia natural dei oscilador no armónico. A medida 
que la amplitud y la energia de las oscilaciones forzadas aumentan bajo la acción de la fuerza 
aplicada, la frecuencia natural dei oscilador cambia y la resonancia desaparece. Esto causa una 
disminución de la amplitud y, en consecuencia, de la energia dei oscilador, que intenta regresar a la 
frecuencia a la que la fuerza aplicada estaba en resonancia. 



Noia 10o 1 Impedanda de un oscilador 

La técnica de vectores de rotación o fasores resulta muy útil en el análisis de las vibraciones forzadas de un oscilador amortiguado. 
Remitiéndonos a la ecuación 10.33, 

ma + Àv + kx = Fq cos cOft (10.33) 

tenemos las cantidades siguientes que pueden repVesentarse mediante vectores de rotación: 


Magnitud 

Expresión 

Amplitud 

Fase en 

relación con Fq 

Fuerza 

F = Fq cos cüf t 

Fo 

0 

Desplazamiento 

X = A sen(cüfí — a) 

A 

-jn - a 

Velocidad 

V = (0[A cos((üfí — a) 

COfA 

— a 

Aceleración 

a = —cOfA sen(ajfí — a) 

cof A 

+ 2 ^ — a 


Podemos representar la fuerza mediante un vector de rotación de longitud que forma un ângulo co^í con el ejeX (Fig. 10.31). 
Entonces queda claro, a partir de la lista anterior, que la velocidad está representada por un vector de rotación de longitud ca^A que 
se retrasa un angulo a con respecto a F^. (Si a es negativo, í^q se adelanta a F^.) Recordando la figura 10.3, representamos el 
desplazamiento mediante un vector de rotación de longitud A que se retrasa con respecto a la velocidad un angulo de |;r. De 
manera parecida, la aceleración está representada por un vector de rotación de longitud 0)fA que se adelanta a la velocidad un 
angulo de \k. Estos vectores están representados en la figura 10.31. 

La ecuación 10.33 implica que la suma de los tres vectores de rotación correspondientes a las cantidades dei lado izquier- 
do de la ecuación, es decir, ma, Xv y kx, deben ser iguales al vector de rotación correspondiente a F. Todos estos vectores se 
representan en la figura 10.32. Son los mismos vectores que se muestran en la figura 10.31, sólo que han sido multiplicados porias 
constantes adecuadas, de acuerdo con la ecuación 10.33. 

Los vectores (1) y (2) están en direcciones opuestas y son perpendiculares al vector (3). La resultante de los vectores (1) 
y (2) tiene un módulo de 

mwf A — kA. 

Si combinamos este resultado con el vector (3) de longitud Xco^A, obtenemos 

Fo = [{mcofA - kAf + {XcOfAff'^ 


Podemos escribir esta ecuación de la manera alternativa 
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Figura 10.31 Relación entre la fuerza y los vectores de Figura 1032 Composición de los vectores de rotación que 

rotación de desplazamiento, velocidad y aceleración en los aparecen en la ecuación 10.33. 

osciladores forzados. 



La cantidad que aparece en el denominador de la ecuación 10.39 se conoce como impedancia dei oscilador y se representa con Z 
Entonces 

Z = [(mcüf - k/cüff + (10.40) 

Esto permite escribir 



Por tanto, la impedancia de un oscilador es el cociente de la amplitud de la fuerza aplicada entre la amplitud de la velocidad. De 
manera parecida, la reactancia X y la resistência /? dei oscilador se definen mediante 

X = mcof - k/cof y R = Á (10.41) 

Por consiguiente, 

Z = (X^ + /?2)1/2 (10.42) 

La relación entre Z, X y /? se indica en la figura 10.33, que facilita recordar las fórmulas anteriores. 

A partir de la figura 10.33 vemos que 

X mcüf — k/cO{ 

tana = -- = -—^- (10.43) 

R A 

En la figura notamos que es máximo y, en consecuencia, la energia cinética dei oscilador es máxima cuando Z es mínima. Como A 
es constante, el mínimo de Z se da cuando 

k 

X = mojf-= 0 

OJf 


(k\i^ 
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R =m(üf 


Figura 10.33 Relación entre 
impedancia, resistência y 
reactancia en las oscilaciones 
forzadas. 


Ésta es la condición dada en la ecuación 10.38 para la resonancia de energia. También tenemos que cuando se cumple con esta 
condición, tan a = 0 o a = 0, así que la fuerza y la velocidad están en fase en la resonancia de energia, según explicamos anterior¬ 
mente, mientras que la fuerza y el desplazamiento están en cuadratura. La gráfica de la ecuación 10.39 se muestra en la figura 
10.29. 

La potência transferida al oscilador por la fuerza es 

fo 

P = Fv = — cos cOft cos(cOfí — a) 

Expandiendo el segundo coseno y multiplicando, tenemos 

P = — (cos^ cOft COS a — cos cOfí sen corí sen a) 

Z 

Estamos más interesados en la potência media, ya que ésta es lo que cuenta cuando calculamos la energia absorbida por el 
oscilador en cierto tiempo. Ahora bien 




(cos (jOft sin Cüfí) .= 0 


lo que trae como resultado 

o 1^0 ip ^oR 

^med = - Y ^ 


(10.44) 


Esto comprueba que la máxima transferencia de energia ocurre cuando es máxima, ya que R está fija. En la resonancia de 
energia, a = 0 y Z = F, lo que da como resultado 

(P ) = — 

medires 2 ^ 

Usando le ecuación 10.39 en lá 10.44, se puede ver que 


El cociente de F^^^j entre (PfnedXes muestra en la figura 10.34 para diferentes valores de fcw/A. Recordando la figura 10.30, para 
cada valor de existen dos posibles frecuencias de la fuerza aplicada. Como ya lo indicamos, la diferencia 5= 0 ) 2 - 0 )^ entre las 
frecuencias en donde F^^^ = i(/’n^)res el ancho de banda dei oscilador. Es una medida de la precisión de la resonancia, ya que 
cuanto menor sea ô, más estrecho es el pico de resonancia. 

Para obtener el ancho de banda igualamos la expresión para ^njed^^^med^res ^ como resultado 


o 


mcüQ 




Wifí 
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Figura 10.34 Potência media 
para diferentes valores de Q. 



en donde se utilizó Ia relación 0)^= Por tanto, las dos frecuencias £üj y £ü 2 , correspondientes a cada signo, están dadas por 


ooq oJi mcüQ ojq ÜJ2 mcüQ 

Invirtiendo el orden de los términos en la primera relación y combinándola con la segunda, podemos ver que 

CÜQ CO2 

Por tanto, el ancho de banda satisface la relación ^ 

S _ CO2 — OJi «2 «1 CÜ 2 COq À 1 

Cúo CÜQ Cüo CÚQ CÜQ (Ü 2 mcúQ Q 


(10.45) 


donde 


mcúQ 

1 T 


(10.46) 


Esta cantidad se conoce como cifra de mérito (o factor de calidad) dei oscilador. Cuanto mayor sea Q {km » menor será el 
ancho de banda y más definida la resonancia, o más sensible el oscilador a la frecuencia de la fuerza aplicada (Fig. 10.34). Así 
pues, un aumento de la constante elástica o de la masa dei oscilador reduce el ancho de banda, mientras que un aumento en el 
amortiguamiento amplia el ancho de banda, resultado que está de acuerdo con la intuición física, ya que el amortiguamiento hace 
que la respuesta dei oscilador sea más lenta. Esto tiene importantes consecuencias prácticas, particularmente en los circuitos 
eléctricos oscilantes (Cap. 27). 


Nota 10.2 Análisis de Fourier dei movimiento periódico 

El movimiento armónico simple es sólo un caso específico dei movimiento oscilatorio o periódico. Un movimiento periódico 
general de periodo P debe describirse mediante una función x =f{t) que se repita a intervalos iguales a P. Esto es, la función debe 
tener la propiedad de que 

ÂO =Ât + P) 

como se muestra en la figura 10.35. 


(10.47) 
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X 



Figura 10.35 Función 
periódica dei tiempo. 


Consideremos un movimiento cuyo desplazamiento está descrito por 

X = j 4 sen cot + B sen2coí (1048) 

Esto representa la superposición de dos movimientos armónicos simples de frecuencia angular Cúy 2(ú, o períodos P y Enton- 
ces X también es periódica y su período será P. Esto se ve en la gráfica de la figura 10.36, donde la curva (a) corresponde a sen at 
y la curva (b) a sen 2(út. Aunque x es periódica, no es armónica simple. Podemos anadir términos de la forma sen 'òmt sen Am 
sen nm ..., que tienen frecuencias angulares 3a), 4a)... n(ú ... y períodos P/3, P/4 ..., P/n ... (o funciones coseno de las mismas 
frecuencias), y obtener un desplazamiento x periódico, con período P. Su forma exacta depende dei número de funciones seno y 
coseno que sumemos y de sus amplitudes relativas. 

Así vemos que, sumando movimientos armónicos simples cuyas frecuencias son múltiplos de una frecuencia funda¬ 
mental y cuyas amplitudes se eligen apropiadamente, podemos obtener casi cualquier función periódica. El inverso también 
es válido. El teorema de Fourier establece que una función períódicay(/) de período P = 2)1/0) se puede expresar como una 
superposición de términos armónicos simples, escrita de la manera siguiente: 

f{t) = «0 + COS cot + 02 cos 2(ot + ••• + a„ cos ncot + ••• 

-I- òj sen cot + Ò 2 sen 2(ot + ■■■ + b„ sen ncot + ••• (10.49) 

Esto se conoce como serie de Fourier. La frecuencia a)es la frecuencia fundamental y las frecuencias 200, 3a)..., nco... son los 

armónicos o sobretonos. 

Como consecuencia dei teorema de Fourier, cualquier movimiento periódico puede considerarse como superposición de 
movimientos armónicos simples. En la figura 10.37, el movimiento periódico que se muestra en la parte superior se ha descom- 
puesto en sus componentes de Fourier. Sólo se indican los primeros 12 armónicos. El teorema de Fourier, por ejemplo, ayuda a 
explicar la calidad dei sonido producido por diferentes instrumentos musicales. El mismo tono musical (o nota) producido por un 
piano, una guitarra y un oboe suena diferente a nuestros oídos, a pesar dei hecho de que todos producen la misma frecuencia 
fundamental. La diferencia se debe a la presencia de los armónicos o sobretonos con diferentes amplitudes relativas según el 
instrumento. En otras palabras, el análisis de Fourier dei sonido da resultados diferentes para cada instrumento, incluso si todos 
producen la misma nota fundamental. 



Figura 10.36 Superposición de 
dos MAS con frecuencias coy 2co. 





I 




Figura 10.37 Análisis de 
Fourier de la función periódica 
que se muestra en la parte 
superior. 




En la figura 10.1 se representan el desplazamiento, x, y la velocidad, âx/dt, para el MAS, como funciones dei tiempo. Existe 
otra representación dei movimiento oscilatorio que es de mucha utilidad para diversas situaciones. Consiste en representar jc a lo 
largo de la abscisa de un sistema de coordenadas bidimensional y el valor simultâneo de i;= dxlàt a lo largo de la ordenada. Esta 
representación se conoce como espacio de fase. 

Para obtener la representación en el espacio de fase dei movimiento oscilatorio, notamos a partir de la ecuación 10.11 que 
la energia cinética de un oscilador lineal con MAS, }mv^, y su energia potencial, E^= }kx^, están relacionadas por 

Ep + E^ = = E 

en donde E = \kA^ es la energia total y A la amplitud de la oscilación. Esta expresión se puede escribir de forma alternativa como 


Figura 10.38 Representación 
en espacio de fase dei MAS. 
a = (2£'/it)*/2 = A, 
b = {2Elmy'^=(úA, 

(O = = bta. 




v = áxlàt 

(oA 

b 


k 

0 


A ^ 

1 

1 

-A 


-ov\ 

1 

+i4 























Figura 10.39 Representación en el espacio de fase dei MAS para diferentes Figura 10.40 Movimiento dei 

energias. Las flechas muestran el sentido en que el punto representativo recorre pêndulo, 

la elipse durante una oscilación de la partícula. 


Recordando la ecuación de una elipse, = 1, la expresión anterior se puede representar en el espacio de fase como una 

elipse cuyos semiejes son a = i2Elk)^'^ (a=A)yb- (b = donde 0)^ = {kJmy\ según se muestra en la figura 10.38. 

El tamano de la elipse, para myk dadas, depende de la energia E (o amplitud/l) dei MAS, Cuanto más grande sea la energia (o la 
amplitud), mayor será la elipse (Fig. 10.39). El diagrama en el espacio de fase es una curva cerrada porque, en el MAS, los valores 
de jc y dxlát se repiten en cada período. Ponemos énfasis en que los puntos de la elipse en el espacio de fase corresponden a valores 
simultâneos de x y y y no a la trayectoría real en el espacio fisico. 

Observe en estos diagramas que x = Q corresponde a v = +cüA o ~cjA y v=0 corresponde a x = +A o -A, como se vio 
también en la figura 10.1. El movimiento dei oscilador se describe en el espacio de fase mediante un punto representativo que traza 
una elipse en sentido dextrógiro. ^Por qué? 

Es de particular interés el caso de un pêndulo. Como se vio en el ejemplo 9.11, para amplitudes (o energias) pequenas la 
ecuación de movimiento puede aproximarse por la ecuación 10.15 y el pêndulo tiene MAS (Fig. 10.40). Por tanto, cuando usamos 
el desplazamiento angular 0 y la velocidad angular d0/d/ como las variables dei espacio de fase, el diagrama sigue siendo una elipse 
(curva central de la figura 10.41). 

Sin embargo, a medida que aumenta la amplitud (o la energia), la diferencia entre sen 6y 6se hace significativa y debemos 
usar la ecuación 10.14 para describir el movimiento. Éste ya no es MAS, pero todavia es periódico, de modo que los diagramas dei 
espacio de fase son curvas cerradas semejantes a elipses, senaladas con (a) en la figura 10.41. 

En el ejemplo 9.11 se mostró que cuando un pêndulo tiene suficiente energia para llegar al punto más alto dei circulo y aún 
tiene algo de energia cinética, pasa por êste y sigue su trayectoría bacia abajo por el otro lado. En este caso el movimiento dei 
pêndulo es una rotación modulada periódicamente, en lugar de una oscilación. El valor máximo de la velocidad angular, dd/dt, se 
da cuando el pêndulo está en el punto más bajo (0= 0) y es minimo cuando está en el punto más alto (0=± tü). Nótese támbiên que 
en el punto más alto, punto D, 0 cambia de 7C a -7t o al contrario, dependiendo dei sentido de la rotación. Asi, obtenemos las lineas 
senaladas con (b) en la figura 10.41. Las curvas inferiores corresponden a una rotación dei pêndulo en sentido dextrógiro y las 
superiores al sentido contrario. El punto representativo describe repetidamente sólo una de las lineas, dependiendo de las condi¬ 
ciones iniciales. 


Figura 10.41 Diagrama dei 
espacio de fase dei movimiento 
pendular, (a) Movimiento 
oscilatorio E < Eq, (b) rotación 
modulada E > Eq, (c) E — Eq. 
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Se da un caso crítico cuando la energia cinética dei pêndulo en el punto más bajo es igual a la diferencia de energia 
potencial entre los puníos más alto y más bajo, esto es, cuando la energia dei pêndulo es Eg= 2mgl (recuerde el Ej. 9.11). En este 
caáo la velocidad angular dei pêndulo en el punto más alto (0 = ± 7t) es cero {ádlút = 0) ya que toda la energia cinética dei punto 
más bajo ha sido convertida en energia potencial en el más alto. (Esto es parecido al movimiento de un cuerpo lanzado vertical¬ 
mente hacia arriba; la altura máxima alcanzada está determinada por la energia cinética inicial.) Las dos líneas, en el espacio de 
fase, correspondientes ^ E = están senaladas con (c) en la figura 10.41. Se conocen como separaírices porque son la frontera 
entre los diagramas para el movimiento oscilatorio con £ < y el movimiento circular modulado E > E^. El pêndulo puede 
describir cualquier rama de la separatriz, dependiendo dei sentido dei movimiento, determinado por las condiciones iniciales. 

Cuando E = E^, una vez que el pêndulo alcanza el punto más alto, debe permanecer ahí. Sin embargo, como tal punto es 
una posición de equilíbrio inestable, ya que es un máximo de energia potencial, el pêndulo puede fácilmente desplazarse 
en una u otra dirección bajo el efecto de una perturbación, sin importar quê tan pequena sea. Ésta es la razón por la cual 
las dos ramas de la separatriz se encuentran en 0 = ± rc, que se conocen como puntos singulares. 

Es un hecho experimental bien conocido que es muy difícil hacer que la energia dei pêndulo sea exactamente E = de 
modo que éste se quede en reposo en el punto más alto. Esto se debe a que las condiciones iniciales dei movimiento dei pêndulo 
deben ser exactamente aquellas con que se obtenga E = E^, pero esto es prácticamente imposible. En primer lugar, no podemos 
saber exactamente los valores de los tres factores que entran en E^ mgl. En segundo lugar, incluso si los supiéramos, no podría- 
mos reproducirlos experimentalmente de manera exacta dándole un empujón inicial al pêndulo. 

Para desviaciones pequenas de la energia E^, el pêndulo se acerca al punto más alto muy lentamente y puede ser que 
alcance justamente a cruzarlo o se regrese, dependiendo de si la energia es ligeramente mayor o menor que E^, lo que experimen¬ 
talmente requiere condiciones iniciales casi idênticas. En otras palabras, aunque el movimiento dei pêndulo está determinado por 
la ecuación 10.14, cuando E — EqCS difícil predecir exactamente cuál será el movimiento dei pêndulo, debido a la sensibilidad a 
un cambio en las condiciones iniciales. 

Un diagrama de espacio de fase muy distinto resulta en el caso de un oscilador amortiguado, que se vio en la sección 
10.13. Cuando sumamos un término de amortiguamiento a la fuerza “elástica” que actúa en un oscilador, la ecuación de movi¬ 
miento es la ecuación 10.29. En este caso el movimiento ya no es periódico y el desplazamiento y la velocidad disminuyen 
continuamente con el tiempo. El diagrama dei espacio de fase ya no es una curva cerrada, como en el MAS, ya que los valores dei 
desplazamiento y la velocidad nunca se repiten. 

Para un amortiguamiento débil el diagrama dei espacio de fase se verá como las espirales que se muestran en la figura 
10.42. La curva (a) corresponde al caso en que el oscilador se suelta desde la derecha (x positiva) de la posición de equilibrio y la 
curva (b) cuando se suelta desde la izquierda. Nótese que la espiral converge hacia el punto O, donde finalmente jc = 0 y v = 0, 
aunque puede tomar mucho tiempo para alcanzar tal punto. Un punto en el espacio de fase con estas características se conoce 
como atractor. En la figura 10.43 se muestra el diagrama en el espacio de fase para un amortiguamiento fuerte, cuando el 
oscilador nunca va más allá de la posición de equilibrio. El atractor aún es O. 

Para osciladores en dos y tres dimensiones, el espacio de fase tiene cuatro y seis dimensiones, lo que hace imposible la 
representación de tales movimientos de manera gráfica. 


Figura 10.42 Diagrama dei 
espacio de fase de un oscilador 
débilmente amortiguado. El 
atractor es el origen. 




























espacio de fase de un oscilador 
fuertemente amortiguado. 


Nota ll)o4 Osciladones no lineales y caos dinâmico 
Para la mayoría de los problemas físicos, la ecuación 10.12 


ú^x 

m —- + kx = 0 
dr 

para oscilaciones no amortiguadas y la ecuación 10.30 


m 


d^x 



kx — 0 


( 10 . 12 ) 


( 10 . 30 ) 


para oscilaciones amortiguadas son una primera aproximación, y sólo son válidas para oscilaciones pequenas. Los mismos requi¬ 
sitos de amplitud pequena se aplican a la ecuación 10.34, 

d^x dx 

^ ^ +^ = -^0 COS cOfí ( 10 . 34 ) 

que describe el movimiento forzado de un oscilador amortiguado. Esto sucede porque, en tales ecuaciones, la fuerza “elástica” se 
ha supuesto proporcional al desplazamiento, F=-kx. Pero, como se explicó en la sección 10.12, para desplazamientos grandes la 
fuerza “elástica” se expresa generalmente mediante una relación más compleja, que implica potências más grandes de x. 

Las tres ecuaciones tienen otro elemento en común; son ecuaciones lineales; esto es, la variablex y sus derivadas apare- 
cen elevadas a la primera potência (es decir, no existen términos como x^ o (dx/dr)^. Fisicamente, esto significa que si, por ejemplo, 
la solución de la ecuación 10.34 para una fuerza aplicada de amplitud es x = /(/), entonces, cuando la amplitud de la fuerza 
aplicada se hace el doble, 2Fq, la solución al nuevo problema es x= 2/(0. Esto queda claro de la nota 10.1, donde la amplitud A de 
la oscilación es directamente proporcional a F^ (véase la ecuación 10.36). La linealidad queda también ejemplificada por la forma 
en que tratamos la superposición de dos MAS en las secciones 10.7 y 10.8. En los sistemas físicos reales esta propiedad lineal no 
puede ser válida siempre. Por ejemplo, en el caso de un resorte, si continuamos aumentando la fuerza aplicada, su amplitud se hará 
tan grande que finalmente el resorte se romperá. Pero antes de que eso suceda, entran otros términos en la ecuación y la hacen no 
lineal. Una característica importante de los sistemas no lineales es su sensibilidad a las condiciones iniciales o a cualquier cambio 
en sus parâmetros, como el amortiguamiento y la amplitud de la fuerza aplicada. 

El efecto de la no linealidad se hace particularmente claro en el caso de un pêndulo no amortiguado, visto en la sección 10.6. 
La ecuación de movimiento dei pêndulo, dada por la ecuación 10,14, 


^ +A: sen 0 = 0 {k = g/l) 
dr 


( 10 . 50 ) 


no es lineal porque el término sen 0 no lo es. La ecuación 10.50 se reduce a la ecuación lineal 10.15 sólo para amplitudes 
pequenas, cuando sen 6 se puede aproximar con 0 y el movimiento se puede considerar MAS. 

Como se explicó en el ejemplo 9.11 y en la nota 10.3, el movimiento es oscilatorio cuando E< E^, donde E^- 2mgl; pero 
cuando el pêndulo tiene energia suficiente (F > Eq), puede desplazarse hasta el punto más alto dei círculo, cruzarlo y bajar 
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por el otro lado. En este caso íenemos una rotación periódica modulada por una oscilación de la velocidad, en lugar de sólo 
una oscilación. Para energias muy cercanas a E^, el movimiento dei pêndulo se hace muy sensible a las condiciones iniciales. 

La situación se complica aún más para el caso de las oscilaciones forzadas de un pêndulo amortiguado, aunque esta 
situación se da en muchos otros sistemas físicos que muestran propiedades oscilatórias. La ecuación que describe las osci¬ 
laciones forzadas de un pêndulo amortiguado se obtiene al sumar un término de amoríiguamiento proporcional a dâ/dt a la 
ecuación 10.50, así como uno correspondiente a la fuerza aplicada; esto es, 


d^0 d0 

—7 + A — + /c sen 0 = /n cos cOft 
dt^ àt 


(10.51) 


donde A = X/ml, k = g/l y fQ = FJml. Esta expresión difiere de la ecuación 10.34 en la presencia dei término no lineal en 
sen 9. Sin embargo, para amplitudes pequenas, podemos sustituir sen 0por 0y Ia ecuación es dei mismo tipo que la 10.34. 

Por tanto, para amplitudes pequenas, las oscilaciones forzadas de un pêndulo amortiguado están dadas por la expre¬ 
sión obtenida en la sección 10.14 para un oscilador amortiguado lineal. Estas oscilaciones forzadas corresponden al movi¬ 
miento asintótico o de régimen estacionário que se alcanza después de que se han superado los efectos dei amoitiguamiento 
por efecto de la fuerza aplicada. Así, el movimiento evoluciona hasta que alcanza una oscilación estacionaria, llamada ciclo 
limite, como se muestra en la figura 10.44. En la figura I0.28(a), las condiciones iniciales son tales que la amplitud inicial 
es menor que la de las oscilaciones forzadas. Entonces las oscilaciones aumentan en amplitud bajo la acción de la fuerza 
aplicada hasta que finalmente alcanzan el valor de régimen estacionado correspondiente a las oscilaciones forzadas. El 
diagrama dei espacio de fase toma la forma que se muestra en la figura 10.44(a), abriéndose en espiral hasta convertirse 
asintóticamente en la elipse correspondiente al MAS forzado. Otra posibilidad es tener condiciones iniciales tales que el 
movimiento se inicie con una amplitud mayor que la de las oscilaciones forzadas de régimen estacionado. Entonces la 
fuerza de amortiguamiento reduce la amplitud hasta que el pêndulo llega al valor de régimen estacionário determinado por 
la fuerza aplicada (Fig. 10.28(b)). El diagrama dei ekpacio de fase correspondiente se muestra en la figura 10.44(b). En cual- 
quier caso, tenemos que el atractor o ciclo limite es una elipse en lugar de un punto, como es el caso de un oscilador amortiguado 
(recuerde la Fig. 10.43). Si la fuerza aplicada no es armónica, el atractor es una curva cerrada pero no necesariamente una elipse. 
Éste es el caso de un reloj de pêndulo que funciona mediante una fuerza pedódica pero no armónica. 

En realidad, el diagrama dei espacio de fase de las oscilaciones forzadas es tridimensional, y el tercer eje corresponde a la 
fase (j) = COft de la fuerza aplicada (Fig. 10.45). Para elegir una trayectoria, de manera única, en el espacio de fase, se deben 
especificar 6, d9/dt y la fase de la fuerza aplicada. La representación dei movimiento en un espacio de fase tridimensional es una 
hélice cuyo eje coincide con el eje 0 y cuyo paso es de 27C. La proyección de la hélice sobre el plano 9-d9/dt son las curvas que se 
muestran en la figura 10.44. 

Para desplazamientos mayores debemos utilizar la ecuación no lineal 10.51. Desafortunadamente, las ecuaciones no lineales 
por lo general no poseen soluciones que se puedan escribir de manera sencilla, como lo hicimos con las ecuaciones 10.32 y 10.34. Sin 
embargo, podemos determinar algunas propiedades de las soluciones mediante métodos analíticos, que no podemos describir aqui, o 
resolviendo las ecuaciones numéricamente con un computador. Éste sólo nos dirá el comportamiento dei sistema para valores concre¬ 
tos de los parâmetros y en el intervalo de tiempo limitado que puede manejar. No nos dirá el comportamiento general como fiinción 
de los parâmetros. 





Figura 10.44 Diagrama dei espacio de 
fâse de un pêndulo forzado. 


Figura 10.45 Diagrama dei espacio de fase 
tridimensional de un oscilador forzado. 



















El movimiento puede volverse muy sensible a la frecuencia (ú^ de la fuerza aplicada, ya que los térmiriósjiô lineales cre^ 
muchas nuevas resonancJas. En la sección 10.14 vimos que había una resonancia muy fuerte cuando la frecuenc^á^orzada 
cercana a la frecuencia natural 0)q dei oscilador lineal no amortiguado. Sin embargo, la ecuación 10.51 tiene resonancias^dã vez qüe 
ú}i/(Oq es un número racional (es decir, el cociente de dos enteros). En condiciones normales no se ven demasiadas resonancias porque 
tienden a hacerse muy definidas (ancho de banda pequeno), de modo que el cociente (0^/(0^ debe ajustarse muy precisamente, en 
particular cuando los enteros que definen la resonancia se hacen grandes. 

Para ciertos valores de 0)^ y dei amortiguamiento, el movimiento forzado no lineal ya no es periódico y se vuelve muy 
irregular o caótico. Ei movimiento periódico se puede reconocer claramente mediante órbitas cerradas en el espacio de fase. El 
movimiento caótico corresponde a trayectorias irregulares y aparentemente confusas en el espacio de fase. En las figuras 10.46(a)-(d) 
mostramos una secuencia de trayectorias asintóticas (es decir, posteriores a los transitórios iniciales) de un pêndulo forzado. Aqui 
0)f = 2 ü)q, que es una condición de resonancia, y sólo se varió el amortiguamiento en cada caso. Las figuras 10.46(a) y (b) muestran 
movimiento periódico (curvas cerradas) de las cuales la segunda es una versión bifurcada de la primera, con aproximadamente el 
doble de período. Este tipo de bifurcación, en la que una curva cerrada en el espacio de fase cambia a una “órbita doble”, que no se 
cierra la primera vez que da la vuelta, es importante al inicio dei caos. Los dos últimos casos son caóticos. En (c) el movimiento es 
débilmente caótico y el pêndulo sigue oscilando hacia atrás y adelante, como en (a) y (b), pero la trayectoría en el espacio de fase 
nunca se cierra. En el caso (d), cuando el amortiguamiento se ha reducido drasticamente, el movimiento es altamente caótico y el 
pêndulo se mueve a través dei punto más alto de manera muy irregular. (Compare éstas con las trayectorias en el espacio de fase de 
la figura 10.41.) 

La sensibilidad a las condiciones iniciales significa que, en sistemas no lineales que comienzan su movimiento con dos 
condiciones iniciales distintas, pero muy cercanas, después de cierto tiempo terminarán en estados conipletamente distintos y las 
trayectorias en el espacio de fase divergen de manera exponencial en el tiempo. Esto queda ilustrado en la figura 10.47(a), donde el 
despla 2 samiento angular dei pêndulo forzado en el estado caótico correspondiente al diagrama de la figura 10.46(d) se muestra como 
función dei tiempo para dos condiciones iniciales ^igeramente diferentes (0 y dO/dt para / = 0). Al principio de cada movimiento el 
desplazamiento angular es prácticamente el mismo, pero gradualmente aparece una marcada diferencia, que crece rápidamente con 


(a) (b) 






Figura 10.46 Diagrama dei 
espacio de fase de un pêndulo 
forzado que muestra el inicio 
dei caos para ü }[= 2ca^j y 
diferentes amortiguamientos. 
(Cortesia de T. Bohr y F. 
Christiansen, Niels Bohr 
Institute.) 
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Figura 10.47 (a) Desplaza- 
miento angular y (b) diagrama 
de Lyapunov de un pêndulo 
forzado en el estado caótico 
correspondiente a la figura 
10.46(d). (Cortesia de T. Bohr 
y F. Christiansen, Niels Bohr 
Institute.) 



(a) 


Tiempo 



el tiempo. Si representamos graficamente ambos movimientos dei pêndulo en el mismo espacio de fase, tendremos que la separación 
de los puntos en cada diagrama correspondiente al mismo transcurso de tiempo aumenta exponencialmente. Esto se muestra en la 
figura 10.47(b), en donde el logaritmo de la separación d en el espacio de fase aumenta de manera aproximadamente lineal con el 
tiempo; esto es, In 4 — A/ o d — e^‘. La cantidad positiva A se conoce como exponente de Lyapunov. Su valor es de 0.13 s"* para el 
caso que estamos considerando. Para el pêndulo dêbilmente caótico correspondiente al diagrama de espacio de fase de la figura 
10.46(c), el exponente de Lyapunov es 0.033 s“'. Cuanto más sensible sea el sistema a las condiciones iniciales, más grande será el 
exponente de Lyapunov. Por tanto, si usamos la ecuacion 10.51 para predecir la posición dei pêndulo despuês de un cierto tiempo, 
debemos ser muy cuidadosos. Como las condiciones iniciales se conocen sólo con precisión limitada, existe un Umite para el tiempo en 
que una predicción es confiable. Con un exponente de Lyapunov de 0 j5 s~*, el error inicial se amplifica por un factor de 10 cada cinco segundos. 

Aunque la proyección de la trayectoria de un movimiento no periódico y caótico en el plano bidimensional 9-d9/dt dei 
espacio de fase es una línea que se intersecta a sí misma varias veces, la representación real en el espacio de fase tridimensional es 
una línea que se mueve a lo largo dei eje 0 sin intersectarse a sí misma. De hecho, el movimiento caótico sólo puede existir cuando 
el sistema tiene al menos tres dimensiones en el espacio de fase, ya que êste es el mínimo para asegurarse de que la trayectoria 
en el espacio de fase conveija hacia el atractor sin cortarse a sí misma. 

En resumen, llamamos caos a la evolución irregular, e impredecible en el tiempo, de los sistemas dinâmicos no lineales. El 
movimiento caótico no es periódico, nunca se repite y es extremadamente sensible a las condiciones iniciales y a otros parâmetros 
dei sistema. Condiciones iniciales ligeramente diferentes pueden producir movimientos completamente distintos y sus trayecto- 
rias en el espacio de fase divergen entre sí de manera exponencial con respecto al tiempo, como queda cuantificado por el expo¬ 
nente de Lyapunov. Concluimos entonces que, aunque los sistemas no lineales caóticos son descritos por ecuaciones deterministas, 
como se ilustró para el caso de un oscilador, son impredecibles a largo plazo. Fue Henri Poincaré (1854-1912) quien primero hizo 
notar esta propiedad de los sistemas no lineales. 

Los sistemas caóticos no están restringidos a las oscilaciones mecânicas, y muchos sistemas complejos, descritos por 
ecuaciones no lineales, muestran un comportamiento caótico. Véanse las notas 11.5, 17.4 y 18.2. 


PREGUNTâS 

10.1 Dê una defínición cinemática dei MAS. Dê una 
definición dinâmica dei MAS. ^Son completamente 
equivalentes las dos definiciones? 

10.2 ^Cómo cambia el período dei MAS cuando (a) la masa 
de la partícula aumenta sin cambiar la constante elástica, (b) 
la constante elástica aumenta sin cambiar la masa, (c) la 
masa y la constante elástica cambian en la misma 
proporción? 


10.3 Una partícula se mueve de acuerdo con la ecuación x = 
sen(cüt + a). Escriba las ecuaciones para la velocidad y la 
aceleración de la partícula. iSe mueve con MAS? ^Cuál es la 
diferencia de fase con respecto ax = A cos(ú)t + a)? 

10.4 Dado un desplazamiento x = A sen(tt» + a), grafique el 
vector de rotación para el desplazamiento, la velocidad y la 
aceleración; indique cómo se puede medir el ângulo de fase 
(m/ + a). 
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10.5 Repita la figura 10,6 para varias posiciones dei pêndulo 
en cualquier lado de C y determine Fj. para cada posición. ^ A 
qué conclusión llega sobre la magnitud y dirección de Fj.? 

10.6 ^En qué condiciones se mueve un pêndulo con (a) 
movimiento oscilatorio, (b) MAS, (c) movimiento circular 
modulado? 

10.7 La longitud dei pêndulo de un reloj se ajusta para que 
dê la hora correcta cuando la amplitud de las oscilaciones es 
muy pequena. Si inadvertidamente se le dan al pêndulo 
oscilaciones con una amplitud grande, ^irá el reloj demasiado 
rápido o demasiado despacio? 

10.8 El pêndulo de un reloj se ajusta para que dê la hora 
correcta en la latitud 40°, i,Qué le sucederá al reloj si se le 
traslada al ecuador y a un lugar en la latitud 80°? i,Qué ajuste 
será necesario efectuar en cada caso? 

10.9 Exprese la conservación de la energia en el MAS en 
términos de ;c y de y. De esta expresión obtenga y en términos de 
X y compare su resultado con el dei ejemplo 9.4. 

10.10 Dos MAS de la misma frecuencia y dirección están 
superpuestos. ^Qué tipo de movimiento resulta? ^Cuáles 
propiedades dei movimiento resultante dependen de la diferen¬ 
cia de fase y cuáles no? ^Qué sucedería si los movimientos 
oscilatorios fueran no armónicos? 

10.11 Dos MAS de la misma frecuencia y direcciones 
perpendiculares están superpuestos. ^En qué condiciones el 
movimiento resultante es (a) MAS, (b) movimiento circular 
uniforme? lEs siempre periódico el movimiento resultante? 

10.12 ^En qué condiciones se producen las pulsaciones? 

10.13 Cuáles son las características principales de los modos 
normales de los osciladores acoplados? 

10.14 ^Cuándo un movimiento oscilatorio es no armónico? 
^Los osciladores no armónicos son simétricos con respecto a la 
posición de equilibrio? 

PROBLEMAS 

10.1 Una meda de 30 cm de radio está provista de un mango 
en su borde. La meda gira a 0.5 rev s~^ con su eje en ix)sición 
horizontal, Suponiendo que los rayos dei Sol caen verticalmente 
sobre la Tierra, la sombra dei mango describirá un movimiento 
armónico simple, Halle (a) el período de movimiento de la sombra, 
(b) su frecuencia y (c) su amplitud. (d) Escriba la ecuación que 
exprese el desplazamiento como flinción dei tiempo. Suponga una 
fase inicial igual a cero. 

10.2 Una partícula se mueve con movimiento armónico simple 
de 0.10 m de amplitud y un período de 2 s. (a) Haga una tabla en 
donde se indiquen los valores dei desplazamiento, la velocidad y la 
aceleración en los tiempos siguientes: t = 0, P/8, P/4,3P/8, P/2, 


10.15 ^Por qué la adición de una fuerza -Xv a una 
fuerza elástica -kx produce un movimiento oscilatorio 
amortiguado? 

10.16 ^Qué intercâmbios de energia se dan en el movimiento 
oscilatorio amortiguado? 

10.17 ^Por qué no están amortiguadas las oscilaciones 
forzadas de un oscilador amortiguado? 

10.18 ^Por qué la fuerza y la velocidad deben estar en fase en 
la resonancia de energia? 

10.19 Represente la relación ^„.d/(^med).s(Fig- 10-30) para 
vários valores de Q (véase la Nota 10.1). 

10.20 Analice el significado físico dei teorema de Fourier. En 
términos de este teorema explique la diferencia de calidad de 
la misma nota musical producida por diferentes instrumentos 
(véase la Nota 10.2). 

10.21 Una partícula se mueve bajo la acción de una fuerza 
F = -kr. Escriba la ecuación de movimiento. ^Ocurre el 
movimiento en un plano? iQué es lo que determina el plano 
de movimiento? Divida la ecuación en componentes Xy Y. 
Encuentre las soluciones correspondientes. iQué tipo de 
movimiento resulta? ^Cuáles deben ser las condiciones 
iniciales para que el movimiento resultante sea rectilíneo? 

^Es constante el momentum angular? 

10.22 Sustituya la ecuación 10.32 para el desplazamiento de 
un oscilador amortiguado en la ecuación 10.30 y compruebe que 
es una solución satisfactoria para A y a arbitrarias, si O) está dada 
por la ecuación 10.31. 

10.23 Compruebe que la tensión T de la cuerda de un pêndulo 
está dada por T = mg (3 cos 6-2 cos 0^). 


5P/8,3P/4,7P/8 y P. Grafique las curvas para (b) el desplazamien¬ 
to, (c) la velocidad y (d) la aceleración como funciones dei tiempo. 
Suponga una fase inicial igual a cero. 

10.3 Un oscilador armónico simple está descrito por la 
ecuación x = 0.4 sen(0.1r + 0.5), donde xy t están expresadas 
en m y s, respectivamente. Halle (a) la amplitud, el periodo, la 
frecuencia y la fase inicial dei movimiento, (b) las expresiones 
generales para la velocidad y la aceleración, (c) las condiciones 
iniciales, (d) la posición, la velocidad y la aceleración para 
t = 5 s. Represente (e) la posición, la velocidad y la aceleración 
como funciones dei tiempo. 
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10.4 Una partícula situada en el extremo de un brazo de un 
diapasón pasa por su posición de equilíbrio con velocidad de 

2 m s~^ La amplitud es de 10“^ m. (a) Determine la frecuencia y 
el periodo dei diapasón. (b) Escriba las ecuaciones que expresan 
su desplazamiento y velocidad como funciones dei tiempo. 

10.5 Una partícula de 1 g de masa vibra con un movimiento 
armónico simple de 2 mm de amplitud. Su aceleración al final 
de la trayectoria es de 8.0 x 10^ m s“^. Calcule (a) la frecuencia 
dei movimiento y (b) la velocidad de la partícula cuando pasa 
por el punto de equilíbrio y cuando el desplazamiento es de 1.2 
mm. (c) Escriba la ecuación que expresa la fuerza que actúa 
sobre la partícula como función de la posición y como función 
dei tiempo. 

10.6 Una partícula vibra con una frecuencia de 100 Hz y 
amplitud de 3 mm. (a) Calcule su velocidad y su aceleración en 
el medio y en los extremos de la trayectoria. (b) Escriba la 
ecuación que expresa el desplazamiento como función dei 
tiempo. Suponga una fase inicial igual a cero. 

10.7 Una partícula que se mueve con MAS de 0.15 m de 

amplitud vibra 100 veces por segundo. ^Cuál es su frecuencia 
angular? Calcule (a) su velocidad, (b) su aceleración y (c) su 
fase, cuando el desplazamiento es de 0.075 m. \ 

10.8 El movimiento de la aguja de una máquina de coser es 
prácticamente armónico simple. Si la amplitud es de 0.3 cm y la 
frecuencia de 600 vib min“^ ^cuál será (i) el desplazamiento, 

(ii) la velocidad, (iii) la aceleración un treintavo de segundo 
después de que pasa por el centro de la trayectoria (a) hacia 
arriba o en sentido positivo, (b) hacia abajo o en sentido 
negativo? 

10.9 Un movimiento armónico simple tiene una amplitud de 8 
cm y un periodo de 4 s. Calcule la velocidad y la aceleración (.a) 
5 s después de que la partícula pasa por el extremo de la 
trayectoria y (b) cuando pasa por el centro. 

10.10 (a) Con los datos dei problema 10.2 calcule las energias 
cinética, potencial y total en cada instante, suponiendo que la 
partícula tiene una masa de 0.5 kg. Compruebe que la energia 
total permanece constante, (b) Grafique las energias cinética y 
potencial (i) como funciones dei tiempo y (ii) como funciones 
de la posición. ^Cuáles son sus conclusiones? 

10.11 Una partícula de 0.50 kg se mueve con movimiento 
armónico simple. Su periodo es de 0.1 s y su amplitud de 10 cm. 
Calcule la aceleración, la fuerza y las energias potencial y 
cinética cuando la particula está a 5 cm de la posición de 
equilíbrio. 

10.12 Una particula de 4 kg se mueve a lo largo dei eje X bajo 
la acción de la fuerza 



Cuando t = 2 s. Ia particula pasa por el origen, y cuando í = 4 s, 
su velocidad es de 4 m s“*. (a) Halle la ecuación para el 
desplazamiento. (b) Muestre que la amplitud dei movimiento 
es de 32(2)’^ ^m. 

10.13 Cuando una persona de 60 kg de masa entra en un 
coche, el centro de gravedad de éste baja 0.3 cm. (a) ^Cuál 
es la constante elástica de los amortiguadores dei coche? 

(b) Dado que la masa dei coche es de 500 kg, ^cuál es su 
periodo de vibración cuando está vacio y cuando está la 
persona dentro de él? 

10.14 Un bloque de madera cuya densidad relativa con 
respecto al agua es p tiene dimensiones a,by c. Mientras está 
flotando en el agua con el lado a vertical, se le empuja hacia 
abajo y se le suelta. Halle el periodo de las oscilaciones 
resultantes. (Recuerde que la fuerza de empuje es igual al 
peso dei fluido desplazado.) 

10.15 Una particula se mueve de forma tal que sus 
coordenadas, como función dei tiempo, están dadas por x= v^ty 
y=yQ sen ú)t. (a) Grafique xyy como funciones de t. 

(b) Grafique la trayectoria de la particula. (c) ^.Qué fuerza se 
necesita para producir este movimiento? (d) Halle las magnitu¬ 
des de su velocidad y aceleración como función dei tiempo. 

10.16 Halle, para el movimiento armónico simple, los valores 

y ^^onde los promedios se refieren al tiempo. 

10.17 Halle los valores médios de las energias cinética y 
potencial en el movimiento armónico simple con respecto a 
(a) el tiempo y (b) la posición. 

10.18 El periodo de un pêndulo es de 3 s. ^Cuál será su 
periodo si su longitud (a) aumenta, (b) disminuye un 60%? 

10.19 ^Cuál deberá ser el cambio porcentual de longitud de 
un pêndulo para que un reloj tenga el mismo periodo cuando se 
mueve de un lugar en el que g= 9.80 m s“^ a otro en el que 

g = 9.81 m s“^? 

10.20 Un pêndulo simple cuya longitud es de 2 m está en un 
lugar en el que g = 9.80 m s"^. El pêndulo oscila con una 
amplitud de 2°. Exprese, como función dei tiempo, (a) su 
desplazamiento angular, (b) su velocidad angular, (c) su 
aceleración angular, (d) su velocidad lineal, (e) su aceleración 
centrípeta y (f) la tensión de la cuerda si la masa de la lenteja es 
de 1 kg. 

10.21 Un pêndulo de 1.00 m de longitud y con una lenteja de 
0.60 kg se levanta a lo largo de un arco de modo que está a 4 cm 
sobre su altura de equilíbrio, (a) Halle su amplitud angular. 
Exprese, como función de la altura dei pêndulo, (b) la fuerza 
tangencial a su trayectoria, (c) su aceleración tangencial, (d) su 
velocidad y (e) su desplazamiento angular cuando se le permite 
balancearse. Halle los valores de estas cantidades en (f) el punto 
de máxima amplitud y (g) el punto más bajo de la trayectoria dei 
pêndulo. 
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10.22 Estime el orden de magnitud relativo dei término de 
corrección en la ecuación 10.16 para el período de un pêndulo 
simple si la amplitud es de (a) 3°, (b) 10° y (c) 30°. 

10.23 (a) Halle la ecuación dei movimiento resultante de la 
superposición de dos movimientos armónicos simples paralelos 
cuyas ecuaciones son Xj= 6 sen 2 / y ^2 = 8 sen( 2 / +a), si a = 0 , 
7c/2 y TE. (b) Haga una gráfica dei movimiento resultante en 
cada caso. 

10.24 (a) Encuentre la ecuación de movimiento que resulta de la 
superposición de dos movimientos armónicos simples paralelos 
cuyas ecuaciones son Xj=2 sen(íü/ + tc/3) yx 2 = 3 sen(íu/ + ti/2). 
(b) Trace una gráfica dei movimiento resultante. 

10.25 (a) Encuentre la ecuación de la trayectoria dei movi¬ 
miento resultante de dos movimientos armónicos simples 
perpendiculares cuyas ecuaciones son: x = 4 sen cot y y = 3 sen 
(cot + a) cuando a = 0, tc/2 y tc. (b) En cada caso grafique la 
trayectoria de la partícula y muestre el sentido en el que la 
partícula la recorre. 

10.26 (a) Encuentre la ecuación de la trayectoria de una 
partícula, que resulta de la aplicación de dos movimientos 
armónicos simples perpendiculares, dado que ^ 

COi 1 

£Ü2 2 

y a = 0, tc/3 y tc/2, (b) En cada caso, grafique la trayectoria y 
muestre el sentido en que es recorrida. 

10.27 Un pêndulo simple tiene un período de 2s y una amplitud 
de 2°. Después de 10 oscilaciones completas su amplitud se ha 
reducido a 1.5°. Halle la constante de amortiguamiento 7 . 

10.28 En el caso de un oscilador amortiguado, la cantidad 
T = 1/27 se conoce como tíempo de relajacíón, donde 7 es 
k/2m (véase la Sec. 10.13). (a) Verifique que está expresado en 
unidades de tiempo. (b) ^Cuánto ha cambiado la amplitud dei 
oscilador después de un tiempo T? (c) Exprese, como función de 
X, el tiempo requerido para que la amplitud se reduzca a un 
medio de su valor inicial, (d) i,Cuáles son los valores de la 
amplitud cuando el tiempo es el doble, tríple, etcétera, dei 
tiempo de relajación? 

10.29 (a) Escriba la expresión para la velocidad y la 
aceleración de un oscilador amortiguado cuyo desplazamiento 
está dado por x = Ae~'>" sen cot. (b) Encuentre los valores limite 
cuando 7 es mucho menor que cOq. 

10.30 Suponga que, para un oscilador amortiguado, 7 es 

mucho menor que co^, de modo que la amplitud permanece 
esencialmente constante durante una oscilación. Verifique que 
(a) la energia cinética dei oscilador amortiguado puede 
escribirse de la forma ^mco^A^cr^^ co^^co^t + a) y (b) que 
la energia total es E= (Sugerencia: Recuerde el 

Prob. 10.29.) 


1031 Encuentre los valores limite de la amplitud y la fase de 
un oscilador amortiguado forzado cuando (a) íUj^es mucho 
menor que 0)^ y (b) (O^ es mucho mayor que (O^. Determine los 
factores dominantes en cada caso. 

10.32 Verifique que, para las oscilaciones forzadas de un 
oscilador amortiguado, la potência media de la fuerza aplicada 
es igual a la potência media disipada por la fuerza de 
amortiguamiento. 

10.33 (a) Escriba la ecuación dei movimiento de un oscilador 
armónico simple no amortiguado al cual se le aplica la fuerza 
F= FpCos Q)f/. (b) Verifique que su solución es 

Po 

X = -—-— COS Cüfí 

m{wl - cüf) 

Discuta la resonancia en este caso. 

10.34 Una partícula se desliza hacia atrás y hacia adelante 
entre dos planos inclinados, sin fricción, unidos suavemente 
en su punto más bajo (Fig. 10.48). (a) Halle el período dei 
movimiento si la altura inicial es h. (b) ^E1 movimiento es 
oscilatorio? ^Es armónico simple? 



Figura 10.48 

10.35 Una partícula de masa m, situada sobre una mesa 
horizontal sin fricción (Fig. 10.49), está sostenida por dos 
resortes idênticos cuya longitud sin estirar es 1^; los otros 
extremos están fijos en los puntos Pj y P 2 separados entre sí por 
una distancia 2/^. (a) Si la partícula se desplaza hacia un lado 
una distancia Xq (pequena comparada con la longitud de los 
resortes) y después se le suelta, determine el movimiento que se 
produce. (b) Encuentre su frecuencia de oscilación y escriba la 
ecuación dei movimiento. 



Figura 10.49 

10.36 Una partícula de masa m está sometida a la fuerza que 
se muestra en la figura 10.50, conocida como onda cuadrada; 
es decir, la fuerza es constante en magnitud pero invierte su 
dirección a intervalos regulares de n/co. Esta fuerza puede 
representarse mediante la serie de Fouríer: 

F = Fo(4/7r) 

X (sencoí + 1/3sen 3wt + 1/5sen 5 cüí + ■••) 
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F 



Figura 10.50 

(a) Escriba la ecuación dei movimiento de la partícula. 

(b) Compruebe, por sustitución directa, que su solución 
puede escribirse como 

X = a + bt + A sen cot + B sen 3(ot 

+ Csen 5cüt + ■■• 


donde ay b son constantes arbitrarias, (c) Determine los valores 
de los coeficientes A, B, C ,de modo que se satisfaga la 
ecuación dei movimiento. 

10.37 Considere una partícula que oscila bajo la influencia dei 
potencial no armónico E (x) = -^kx^- }ax^, donde a es positiva y 
mucho menor que k. (a) Trace una gráfica esquemática de EJx). 
^Es simétrica la curva alrededor dei valor x = 07 (b) Tomancio en 
cuenta la respuesta al inciso (a), ^en qué sentido se desplaza el 
centro de oscilación a medida que aumenta la energia? ^.Espera 
usted que sea cero? (c) Ob-tenga la fuerza como función de 
X y haga una gráfica esquemática, (d) Describa el efecto dei 
término no armónico en la fuerza. 

10.38 Repita el problema 10.37, suponiendo que la energia 
potencial es Ejix) = ^kx^- Como en el caso anterior, a es 
mucho menor que k. 
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Johannes Kepler, astrónomo y 
matemático dei siglo xvu, adoptó el 
sistema planetário heliocêntrico, 
propuesto por Nicolás Copémico, 
como modelo superior al sistema 
geocêntrico tolemaico dei sistema 
solar, aceptado en su tiempo. En su 
búsqueda de regularidades en el 
movimiento planetário, Kepler analizó 
cuidadosamente, durante más de diez 
anos, las observaciones astronómicas 
de TVcho Brahe, descubriendo las tres 
leyes que obedecen los planetas en su 
movimiento alrededor dei Sol. Las 
leyes de Kepler sirvieron de base 
cinemática para la ley de 
la gravitación de Newton. 
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111 Introducción 

El movimiento de los cuerpos celestes ha intrigado al hombre desde los albores de la civilización. 
Tal vez uno de los procesos más interesantes de la historia de la ciência haya sido la evolución de 
nuestro entendimiento dei movimiento planetário. 

Los griegos pensaban que la Tierra era el centro dei universo. Suponían que la Tierra era el 
centro geométrico y que todos los cuerpos celestes se movían alrededor de ella. Los cuerpos conoci- 
dos en aquella época eran colocados de acuerdo con su distancia promedio a la Tierra. El orden era: 
Luna, Mercúrio, Venus, Sol, Marte, Júpiter y Saturno; las estrellas se hallaban fijas y dispersas 
sobre una esfera exterior. 

En la primera hipótesis sobre el movimiento planetário se suponía que estos planetas descri- 
bían círculos concêntricos alrededor de la Tierra. Esta suposición, sin embargo, no describe bien el 
movimiento observado de los planetas con respecto a la Tierra (Fig. 11.1). En consecuencia, la 
descripción geométrica dei movimiento planetário se hizo cada vez más compleja, para explicar las 
observaciones astronómicas. En el siglo n d. c., el astrónomo Tolomeo de Alejandría desarrolló su 
teoria de los epiciclos para explicar el movimiento planetário en el modelo geocêntrico. En el caso 
más sencillo se suponía que el planeta se movia uniformemente en un círculo conocido como epicklo. 
El centro dei epiciclo, a su vez, se movia sobre un círculo más grande, conocido como deferente, cuyo 
centro era el centro de la Tierra. La trayectoria resultante dei planeta era una epicicloide (Fig. 11.2). 
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Figura 11.1 Posición de 
Marte con respecto a las estrellas 
fijas, desde el 1 de abril al 1 de 
noviembre de 1985. 



Algunos planetas necesitaban una descripción aún más complicada. Utilizando el lenguaje moderno, 
lo que los griegos hicieron fue describir el movimiento planetário con respecto a un sistema de refe¬ 
rencia colocado en la Tierra. 

Esta descripción fue aceptada como correcta hasta el siglo xvi en que Nicolás Copémico 
(1473-1543) desarrolló un modelo diferente. Copémico buscaba una explicación más sencilla y, de 
este modo, propuso que todos los planetas, incluyendo a la Tierra, se movían en relación con el Sol, 
que estaria en el centro. Este modelo heliocêntrico no era algo nuevo; ya había sido propuesto por 
el astrónomo Aristarco, en el siglo m a. c. Según Copémico, las órbitas de los planetas estarían 
situadas en el orden siguiente con respecto al Sol: Mercúrio, Venus, Tierra, Marte, Júpiter y Saturno, 
mientras que la Luna giraba alrededor de la Tierra. Lo que Copémico propuso era esencialmente un 
sistema de referencia, con. el origen colocado en el Sol, En dicho sistema el movimiento de los 
planetas tenía una descripción más sencilla. 

El Sol, el cuerpo más grande de nuestro sistema planetário, prácticamente coincide con el 
centro de masa dei sistema. Esto justifica su selección como centro de referencia, ya que es prácti¬ 
camente un sistema inercial, excepto por su movimiento con respecto al centro de la galaxia. La 
propuesta de Copémico ayudó al astrónomo Johannes Kepler (1571-1630) a establecer las leyes dei 
movimiento planetário. Las leyes de Kepler se enuncian de la manera siguiente: 

1. Los planetas describen órbitas elípticas con el Sol en un foco. 

2. El vector de posición de cualquier planeta en relación con el Sol barre áreas iguales de 
su elipse en tiempos iguales. 

3. Los cuadrados de los períodos de revolución de los planetas son proporcionales a los 
cubos de sus distancias medias al Sol. 

La segunda ley se conoce como ley de las áreas. La tercera puede expresarse mediante la 
relación = kr^j^, donde k es una constante de proporcionalidad. 

El establecimiento de estas leyes fue un esfuerzo analítico asombroso por parte de Kepler, 
particularmente en virtud de la precisión limitada de los datos que tenía a su disposición. Hay 


Planeta 



Figura 11.2 Modelo de epiciclo para el movimiento planetário con respecto a la Tierra. 
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indícios de que los daíos experimentales eran insuficientes para “demostrar” sus leyes, debido a su 
imprecisión, y de que Kepler pudo haber ajustado las cifras de las posiciones planetarias para que 
concordaran con sus leyes, pero incluso si esto es verdad, no le resta crédito a su logro. 

En la tabla 11.1 hemos reunido los datos más importantes sobre el sistema solar. 


Tabla 11.1 Datos básicos sobre el sistema solar 


Cuerpo 

Radio 

ecuatoríal 

(m) 

Masa (kg) 

Período 
de rotación 
(s) 

Semieje 
mayor de la 
órbita (m) 

Período dei 
movimiento 
orbital (s) 

Excentrici- 
dad de la 
órbita 

Sol 

6.69 

xlO® 

1.99 

X 10^0 

2.4 

X 10® 


_ 


- 

_ 

_ 

Mercúrio 

2.44 

xlO^ 

3.30 

X 1023 

5.07 

X 10® 

5.79 

X 

10«o 

7.60 

xlO® 

0.2056 

Venus 

6.05 

X 10^ 

4.87 

X lO’'» 

2.10 

X 10’t 

1.08 

X 

10" 

1.94 

X 10’ 

0.0068 

Tierra 

6.38 

X 10^ 

5.97 

X KP'» 

8.62 

X ló» 

1.50 

X 

10" 

3.16 

X 10’ 

0.0167 

Marte 

3.39 

X 10^ 

6.42 

X 1023 

8.86 

X lO'» 

2.28 

X 

10" 

5.94 

X 10’ 

0.0934 

Júpiter 

7.14 

X 10’ 

1.90 

X 102’ 

3.54 

X Ky» 

7.78 

X 

10" 

3.75 

X 10® 

0.0483 

Saturno 

6.00 

X 10’ 

5.69 

X 102® 

3.84 

X lO'» 

1.43 

X 

10'2 

9.30 

X 10® 

0.0560 

Urano 

2.61 

X 10’ 

8.70 

X 1023 

6.20 

X lO'* 

2.87 

X 

10'2 

2.65 

X 10® 

0.0461 

Neptuno 

2.43 

X 10’ 

1.03 

X 102® 

6.48 

X lO'» 

4.59 

X 

10'2 

5.20 

xlO® 

O.OKX) 

Plutón 

1.14 

X 10® 

1.20 

X 1022 

5.52 

X 10® 

5.91 

X 

10'2 

7.84 

X 10® 

0.2484 

Luna* 

1.74 

X 10® 

7.35 

X 1022 

2.36 

X 10® 

3.84 

X 

10® 

2.36 

xlO® 

0.0550 


* Datos de Ia órbita lunar con resf^to a la Tierra. 
t Venus muestra movimiento retrógrado. 


112 La ley de la gravifación 

Las leyes de Kepler proporcionan una descripción de la forma en que se mueven los planetas, pero 
no dan claves de por qué lo hacen de ese modo y no de otro. 

Después dei enunciado de las leyes dei movimiento (Cap. 6), la segunda contribución de 
Newton a la física, y quizá la más grande, fue la formulación de la ley de gravitación universal. 
Esta ley predice la interacción atractiva entre dos cuerpos, planetas o pequenas partículas, la cual 
produce un movimiento que concuerda con la descripción dada por las leyes de Kepler. La ley de 
gravitación fue formulada por Newton en 1666, pero no se publicó hasta 1687, cuando apareció 
como un capítulo en su monumental obra Principia Mathematica Philosophiae Naturalis. 

El hecho de que los planetas describan una órbita cerrada alrededor dei Sol indica que la 
fuerza gravitatoria es atractiva. (Por supuesto que una fuerza atractiva puede producir también 
una órbita abierta, pero una repulsiva no puede producir órbitas cerradas; véase la Nota 9.2.) La 
distancia de un planeta al Sol varia desde un mínimo Tj en el periheüo P (Fig. 11.3) hasta un 
máximo r 2 en el afeüo ^4. Si Tj = r^, la trayectoria es una circunferência. Cuanto mayor sea la 
diferencia entre Tj y más alargada o excêntrica será la elipse. La excentrlcidad de la elipse se 
mide mediante el cociente 


ri-r^ _ r2- 
vj + 2a 


( 11 . 1 ) 
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Figura 11.4 Interacción 
gravitatoría entre dos masas. Las 
fuerzas que actúan sobre My m 
son iguales en módulo y 
dirección y opuestas en sentido. 


donde r + 2a es la longitud dei eje mayor de la elipse. En la íabla 11.1 damos la excentricidad 
de cada órbita plarieiaria y la de la Luna. La excentricidad de una circunferência es cero (fj = 
Así, puede notarse que, excepto para Mercúrio y Plutón, la órbita de todos los demás planetas y de 
la Luna sori casi circunferências. 

Supongamos que en el intervalo de tiempo t un planeta se mueve de g a g' (Fig. 11.3) de 
marierà que su radio vector recorre un área AA y, más tarde, durante el intervalo bã\ se mueve de g" 
a g'", recorriendo un área AA'. La ley de las áreas (segunda ley de Kepler) significa que el área 
barrida por unidad de tiempo debe ser la misma en ambos casos. Esto es 

AA AA' 

— =-= con&t. 

Aí Aí' 


Como se verá en la deducción siguiente, la ley de las áreas implica que el momentum angular de un 
planeta en relación con el Sol es constante. Un momentum angular constante significa que 

la Juerza asociada con la interacción gravitatoría es central. 

Por tanto, la fiierza gravitatoría ejercida por el Sol sobre el planeta actúa a lo largo de la línea que une 
a ambos cuerpos y apunta bacia el Sol (Fig. 11.4). Los planetas ejercen una fiierza de igual módulo y 
dirección, y de sentido opuesto sobre el Sol. Las mismas consideraciones son aplicables a la interacción 
gravitatoría entre dos masas My m cualesquiera. 

Si suponemos que la interacción gravitatoría es una propiedad universal de la matéria, pare¬ 
ce razonable suponer también que la fiierza , asociada con la interacción, es proporcional a la 
“cantidad de matéria” de cada cuerpo, es decir, a sus respectivas masas M y m, y que también 
depende de su separacióp r. Así pues, podemos escribir 

F = Mmf{r) 

Determinar la dependencia de la fuerza F con respecto a la distancia r, expresada como/(r), 
es un problema más difícil. Mediante un análisis matemático, demasiado complejo para efectuarlo 
aqui, podemos determinar la forma à&f{r), con lo que se obtiene la órbita requerida por las leyes de 
Kepler. De hecho, éste fiie el procedimiento que siguió Newton, como explicaremos en la sección 
11.3 para las órbitas circulares. Altemativamente, podemos determinar esta dependencia en forma 
experimental midiendo la fiienía entre las masas My m para diferentes separaciones y deduciendo, a 
partir de nuestras observaciones, la relación entre Fyr. Entonces podríamos extender nuestros resul¬ 
tados a un nivel planetário. El experimento requiere de un dispositivo muy sensible porque la fuerza 
gravitatoría es muy pequena, a menos que las masas sean muy grandes o la distancia r entre ellas muy 
pequena. Además, a distancias muy pequenas pueden entrar en juego otras interacciones, más fiiertes 
que la gravitatoría, y enmascarar los efectos de ésta. 

Los resultados de tales cálculos y de muchos experimentos efectuados nos permiten con¬ 
cluir que 

la interacción gravitatoria siempre es atractiva y varia en proporción inversa al cuadrado 

de la distancia entre los dos cuerpos. 

Esto es,/(r) oc 1/r^. Por tanto, expresamos la fuerza de gravitación como 


F = 



( 11 . 2 ) 


donde la constante de proporcionalidad G depende de las unidades utilizadas para las otras magni¬ 
tudes. La constante G puede determinarse experímentalmente midiendo la fuerza F entre dos ma¬ 
sas conocidas My ma una distancia conocida r (Fig. 11.5). El valor de G en el sistema SI es 

G = 6.673 X lO-^^Nm^kg-^ ( o m^ kg~^ s"^) 

Entonces podemos formular la ley de la gravitación universal afirmando que 

la interacción gravitatoria entre dos cuerpos corresponde a una fuerza central atractiva 
proporcional a las masas de los cuerpos e inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia entre ellos. 
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Figura 11,J Balanza de torsión 
de Cavendish. Cuando se coloca 
la masa M cerca cfe la masa m, su 
atracción graviíatoria produce un 
torque sobre la varilla horizontal, 
lo que provoca una íorsión de la 
fibra OC. El equilibrio se 
establece cuando los torques 
gravitatorio y de torsión son 
iguales. El torque de torsión es 
proporcional al ângulo 0, que se 
mide por ia desviación de un 
rayo reflejado en un espejo unido 
a la fibra. Repitiendo el 
experimento para diferentes 
distancias r, podemos comprobar 
la ley 11.1. 



Relaclóe entre la ley de las áreas y el momentum angular 


Consideremos una partícula que describe una trayectoria curva como la que se muestra en la figura 11.6. En un intervalo corto de 
tiempo dt, la partícula se mueve de P a P' y el radio vector barre el área sombreada OPP'cuyo valor es aproximadamente dA = ^ 
base X altura = 1 r(r dO) = i dO. El área barrida por la partícula por unidad de tiempo es entonces 

dA i , dd 

— = ^ 
dí dí 

(11,3) 

La ley de Kepler de las áreas requiere que dA/dí sea constailte. Según la ecuación 8.11, el momentum angular, con m = dO/dt, 
puede expresarse como L = nn^ddldt. Si comparamos esta ecuación con la 11.3, podemos escribir 

r 

L = 2m — = const. 
dt 

(11.4) 

Por tanto, la ley de Kepler de las áreas implica la constância dei momentum angular dei planeta y, en consecuencia, que la fuerza 
aplicada al planeta sea central. 






Figura 11.6 Bajo la acción de 
una fuerza central, el vector de 
posición barre áreas iguales en 
tiempos iguales. 


113 Deducción de Newton de ia ley de ia fuerza 

La primera ley de Kepler establece que la órbita de un planeta es una elipse. Un caso particular 
de la elipse es la circunferência, en la que los dos focos coinciden con el centro. En este caso, de 
acuerdo con la segunda ley, la fuerza F, siendo atractiva, apunta bacia el centro de la circunferência. 
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Así, refiriéndonos al movimiento de m con respecto a un sistema de referencia colocado en M (Fig. 
11.7) y usando la ecuación 8.2 para la fuerza centrípeta en el movimiento circular, podemos expre- 
sar la fuerza gravitatoria de m como F = mv^lr, Estrictamente hablando, como se vio en la sección 
6.7, esto es válido sólo si M está en reposo en un sistema inercial, lo cual es aproximadamente 
correcto sólo si Af es mucho mayor que m (véase la Sec. 13.2), como es el caso dei Sol y un planeta. 
Recordando que v = liírlP, tenemos 


Figura 11.7 Movimiento de la 
partícula m sometida a Ia 
interacción gravitatoria de M. 


Para el caso especial de una óibita circular, en que la distancia entre m y M es el radio de la circunferência, la 
tercera ley cte Kepler es = kr^. Por tanto, simplificando uno de los factoies r. 


F = Atí^ 


m 1 

7-7 oc — 


Entonces, para satisfacer las leyes de Kepler en el caso de una órbita circular, la interacción gravitatoria 
debe ser central e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia. Se obtiene el mismo resultado 
cuando la órbita es elíptica, pero el cálculo es más complicado. 

Newton verificó esta ley comparando la aceleración centrípeta de la Luna con la acelera- 
ción de la gravedad, í/- = 9.80 m s"^. Como ambas se deben, respectivamente, a la atracción gravita¬ 
toria de la Tierra sobre la Luna y sobre cualquier cuerpo cercano a su superfície, sus valores deberían 
relacionarse con la distancia dei mismo modo que la fuerza. La aceleración centrípeta de la Luna es 



Usando los valores de la tabla 11.1 para la órbita lunar, la aceleración es 0 ^ = 2.72 x 10"^ ms"^. Por tanto. 


— = 3602 ~ (60)2 

«L 

Como el radio de la Tierra es /? = 6.37 x 10^ m y r = 384 x 10^ m. 



Por tanto, 9 /a^ = (r/R)^ dentro de la precisión de este cálculo aproximado. Como las dos aceleracio- 
nes son inversamente proporcionales al cuadrado de su distancia al centro de la Tierra, se aplica la 
misma relación a las respectivas fuerzas. 


BJEMPLO II. I 

Relación entre la aceleración de la gravedad y la masa de la Tierra. Cálculo de la masa terrestre. 


I> Considere una partícula de masa m sobre la superfície terrestre. Su distancia al centro de la Tierra es 
igual al radio terrestre R. Así, si representamos la masa de la Tierra con M, la fuerza gravitatoria dei 
cuerpo es 


F = 


G 


Mm 


Esta fuerza es el peso dei cuerpo y, por tanto, debe ser igual a mg (Ec. 6.16), donde g es la aceleración de 
la gravedad. Así, 


o, cancelando el factor común m, tenemos 
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GM 

-jr 


1 . 5 ) 


La ecuación 11.5 relaciona la aceleración de la gravedad con la masa y el radio de la Tlerra. Nótese que 
la masa dei cuerpo no aparece en esta expresión y, por tanto (cuando despreciamos la resistência dei 
aire), todos los cuerpos deben caer con la misma aceleración, de acuerdo con lo observado. 

Despejando la masa terrestre M, obtenemos 



Introduciendo los valores numéricos apropiados, 9.80 m s~^, R = 6.37 X 10^ m, G = 6.67 x IO'" m^ 
kg"^ s“^, se obtiene 

M = 5.98 X 1024 kg 

El estudiante debe tener en cuenta que en este ejemplo utilizamos la distancia de la masa m al 
centro de la Tierra. En otras palabras, estamos suponiendo, implicitamente, que la fuerza sobre m es la 
misma que en el caso en que toda la masa de la Tierra estuviera concentrada en su centro. Tal suposición 
se justificará en la sección 11.9. 


EJEMPLO 112 

Cálculo de la masa de un planeta que tiene un satélite. 

t> Supongamos que un satélite de masa m describe una órbita circular de radio r y periodo P alrededor de 
un planeta de masa M. La fuerza de atracción entre el planeta y el satélite es F = GMmJr^. Esta fuerza 
debe ser igual a m por la aceleración centrípeta vVr = An^rlP'^ dei satélite. Así, 

4n^mr GMm 

Cancelando el factor común m y despejando M, se obtiene 


M = 4nh^/GP\ 


Sugerimos al estudiante que utilice esta expresión para recalcular la masa de la Tierra, utilizando los 
datos de la Luna, r = 3.84 x 10® m y P = 2.36 x 10^ s. La concordância con el resultado dei ejemplo 11.1 
demuestra la consistência de la teoria. Esta fórmula también puede utilizarse para obtener la masa dei 
Sol, usando los datos de los diferentes planetas. 


114 Masa inerdal y gravitatoria 

En el capítulo 6 introdujimos el concepto de masa inercial y nos referimos a ella simplemente como 
masa. Supusimos también que las leyes dei movimiento son de validez universal. Por tanto, son las 
mismas para todo tipo de matéria, ya sea electrones, protones, neutrones o grupos de tales partículas. 
Por otro lado, para caracterizar la intensidad de la interacción gravitatoria, debemos tener asignada a 
cada porción de matéria una masa gravitatoria, representada con m^. Debemos entonces escribir la 
ecuación 11.2 de la forma 


Ô Ô 
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Sin embargo, si suponemos que la gravitación es una propiedad universal de todo tipo de matéria, 
parece razonable considerar que la masa gravitatoria es proporcional a la masa inercial Por tanto, 
el cociente 


masa gravitatoria, m 

K= . .—- 

masa inercial, 

debe ser el mismo para todos los cuerpos. Mediante una elección apropiada de las unidades de 
podemos hacer que este cociente sea uno. Entonces debe utilizarse el mismo número para las masas 
gravitatoria e inercial. Esto se ha hecho implicitamente mediante la selección dei valor de la cons¬ 
tante G. La constância de K, que es equivalente a la constância de G, ha sido comprobada expeii- 
mentalmente para todo tipo de cuerpos, con una precisión mejor que una parte en 10*^ y se puede 
considerar como propiedad fundamental de la matéria. El hecho bien demostrado de que cerca de la 
superfície terrestre todos los cuerpos caen con la misma aceleración indica que las masas gravitatoria 
e inercial son la misma. La aceleración de la gravedad es, de acuerdo con la ecuación 11.5, 


g = 


GM 

-JT 


donde g es independiente de la masa dei cuerpo que cae. Si fuetà distinta de m, escribiríamos 
mg=GmJM/R^o 

mg GM 
^ m 

Si el cociente mjm no fuera el mismo para todos los cuerpos, la aceleración g seria diferente para 
cada cuerpo, contrariamente a la experiencia. Por tanto, en lo sucesivo usaremos el término “masa” 
para referimos a cualquiera de las masas, gravitatoria o inercial, ya que son indistinguibles, dentro 
de la precisión de las mediciones. 

Una manera de medir o comparar las masas de dos cuerpos es mediante el uso de un tercer 
cuerpo como referencia. Consideremos dos masas my m' colocadas a la misma distancia r de una 
tercera M (Fig. 11.8). Entonces, de acuerdo con la ecuación 11.2, las fuerzas que actúan sobre m y 
m' son 


GMm GMm! 

y F' = —j- 


r 


0 


r 



Figura 11.8 Método para 
comparar dos masas mym' 
mediante su interacción 
gravitatoria con una tercera masa M. 


El cociente de estas dos fuerzas es F/F' = mim'. Asi pues, si tenemos un método para comparar 
fuerzas sin que necesariamente haya que medir cada una, la relación anteriór proporciona un méto¬ 
do para comparar y medir masas. “El principio de la balanza permite usar este método cuando el 
cuerpo de referencia M es la Tierra.” La balanza está en el equilibrio cuando las dos fuerzas son 
iguales y, por tanto, también las masas. Hemos justificado ahora el método dado en la sección 2.3 
para medir masas mediante una balanza. 

Alrededor de 1909 Roland Eõtvõs (1848-1919) demostró experimentalmente, usando una 
balanza de doble torsión muy sensible, que todos los cuerpos con la misma masa están sujetos a la 
misma fuerza gravitatoria, independientemente de su composición química. Sus experimentos con- 
firmaron la proporcionalidad entre la fuerza gravitatoria y la masa de un cuerpo y la equivalência de 
las masas gravitatoria e inercial. Más recientemente (1964), Roll, Krotkov y Dicke compararon la 
atracción gravitatoria dei Sol sobre diferentes materiales con la misma masa inercial. Utilizaron una 
balanza de torsión altamente sensible, parecida a la de la figura 11.5, en la que las masas m eran de oro 
y cobre, respectivamente, y observaron la posición de la varilla a medida que la Tierra giraba alre¬ 
dedor de su eje y se movia a lo largo de su órbita. No pudieron detectar ningún cambio en la 
posición de la varilla debido a una fluctuación de la atracción solar sobre las dos masas a me¬ 
dida que giraba la Tierra, confirmando con una precisión dei orden de 10”^’ la equivalência de las 
masas gravitatoria e inercial y la proporcionalidad entre la fuerza gravitatoria y la masa dei cuerpo. 
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EJEMPLO 11.3 

Aceleración de dos cuerpos sujetos a su interacción gravitatoria mutua. 

> Una consecuencia importante de la identidad entre masas gravitatoria e inercial es que cuando dos cuer¬ 
pos ejercen fuerzas gravitatorias entre sí, la aceleración de cada cuerpo es proporcional a la masa dei 
otro. Consideremos dos cuerpos de masa m, y m 2 separados por una distancia r. La magnitud de sus 
aceleraciones, usando la ecuación 11.2 para la fuerza, es 


m,a, = G ——- o 


Gm^ 


m 2 a 2 = G —— o 


Gmi 


que pueden combinarse para producir la relación 


«1 m2 

«2 rrii 


En el caso particular en que es mucho mayor que mj, como cuando un cuerpo cae hacia la Tierra o 
cuando ésta se mueve alrededor dei Sol, la aceleración es muy pequena en comparación con la acele¬ 
ración de m^. En una primera aproximación, el movimiento dei cuerpo con mayor masa puede ignorarse. 



La interacción gravitatoria dada por la ecuación 11.2 es central y depende sólo de la distancia, lo 
que significa que corresponde a una fuerza conservativa. Podemos, por tanto, asociarle una energia 
potencial gravitatoria. Como se verá más adelante, la energia potencial gravitatoria dei sistema 
compuesto por dos partículas de masas My my separadas por una distancia r es 


GMm 

r 


( 11 . 6 ) 


Si las partículas se mueven con velocidad esVy v con respecto a un sistema inercial de referencia 
y sólo están sujetas a su interacción gravitatoria, su energia total en dicho sistema de referencia es 


E = E^ + Ep = 


GMm 

r 


( 11 . 7 ) 


Sin embargo, cuando M es mucho mayor que m (M » m), como en el caso dei Sol y los planetas 
o dei sistema Tierra-Luna, podemos suponer que M está en reposo en un sistema inercial (Sec. 6.7) 
y escribir la energia total en ese sistema como 


E = — 


GMm 

r 


(II.8) 


En lo que resta dei capítulo supondremos que una de las masas es siempre mucho mayor que la otra, 
a menos que se diga lo contrario. 


Deducción de la energia potencial gravitatoria 

Tomemos el origen de coordenadas en M y tengamos en cuenta sólo la fuerza que actúa sobre m (Fig. 11.9). Notamos que F, como 
es atractiva, tiene el sentido opuesto al vector r = O A. Por tanto, en lugar de la ecuación 11.2, podemos escribir la fuerza que actúa 
sobre m vectorialmente como 
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donde el signo negativo significa que Fyr tienen sentidos opuestos; u es un vector unitário en la dirección y sentido der. 


Figura 11.9 La atracción 
gravitatoria de M es opuesta al 
vector r = OA que apunta hacia 
fuera de M. 


a—7 



La fuerza gravitatoria 11.9 es igual al negativo dei gradiente de la energia potencial. En nuestro caso, como la fuerza es 
central y actúa a lo largo dei radio, la energia potencial sólo depende de r. Por tanto, mediante la ecuación 9.28, 


A partir de la ecuación 11.9 tenemos, para este caso, que F = - GMmlr^. Asi, 




Integrando y asignando el valor cero a la energia potencial a una distancia muy grande (r = oo), obtenemos 


d£p = GMm 


IV GMm 


para la enérgia potencial gravitatoria dei sistema compuesto por las masas M y m. 


116 Relación enfr@ energia y movimiento orbital 

Consideremos dos partículas de masa My m;M es mucho mayor que m (M » nt), de modo que M 
está prácticamente en reposo en un sistema inercial; podemos entonces expresar la energia dei 
sistema en dicho sistema inercial como (recuerde la Ec. 11.8) 


E = \mv^ 


Si la partícula m se mueve en una órbita circular alrededor de M, la fuerza centrípeta que 
actúa sobre la masa está dada por la ecuación 8.2, F^ = mvVr. Sustituyendo F^ por la fuerza 
gravitatoria, ecuación 11.2, tenemos mv^fr = GMm/r^. Por tanto, la energia cinética orbital es 





í ... -iii . !i 
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y la velocidad orbital es 

•=(“)* 

Entonces la energia total de la órbita circular se reduce a 
GMm GMm 


E 


E 


2r 

GMm 


lo que indica que la energia total dei sistema es negativa e igual, en valor absoluto, a Ia energia 
cinética. Este resultado es más general de lo que nuestra prueba pueda sugerir; todas las órbitas 
elípticas (o cerradas) tienen una energia total negativa {E < 0) cuando la energia potencial gravi- 
tatoria se hace igual a cero a una distancia infinita (Fig. 11.10). La energia, en este caso, está dada por 
la ecuación 11.10, con r sustituida por la longitud dei semieje mayor a de la elipse, E = - GMm 12a. 

El hecho de que la energia total sea negativa significa que la energia cinética no es suficien¬ 
te, en ningún punto de la órbita, para llevar a la particula al infinito. Esto se hace evidente porque, 
a una distancia infinita, el segundo término de la ecuación 11,8 es cero y tenemos E = \mv^, rela- 
ción imposible de satisfacer si E es negativa. ^ 

Consideremos una particula cuya energia es positiva, esto es, la particula tiene velocidad v 
cuando está a una distancia r tal que E > 0. La particula puede entonces alcanzar el infinito y tener 
aún algo de energia cinética. De la ecuación 11.8, si hacemos r = oo y llamamos a la velocidad 
al infinito, entonces 




m J 


( 11 . 11 ) 


Supongamos ahora que una particula m se encuentra inicialmente a una distancia muy grande de M 
y es lanzada hacia ésta con velocidad v^, conocida como velocidad de acercamleiito, de modo que 
la energia total está determinada por la ecuación 11.11. Conforme la particula m se acerca a M, su 




Elipse 





Hipérbola 



Figura 11.1® Relación entre la 
eneigía total y la trayectoria bajo 
una fuerza atractiva 
inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia. En 
todos los casos - GMm/r. 
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energia potencial disminuye (se hace más negativa). La energia cinética aumenta hasta que alcanza 
su valor máximo en el punto de máximo acercamiento (minima distancia), que depende dei 
momentum angular de la particula (recuerde la Fig. 9.29). Después la particula comienza a alejarse, 
perdiendo energia cinética, hasta que finalmente, a grandes distancias, su velocidad es nuevamente 
V . La trayectoria es una curva abierta y se puede demostrar que es una hipérbola. Este es el caso de 
algunos cometas cuando se acercan al sistema solar, asi como el de algunas sondas lanzadas para 
explorar el espacio exterior. Si la particula m se lanza directamente hacia M, de modo que su 
momentum angular en relación con M es cero, golpeará al cuerpo en una colisión frontal. 

El caso particular de energia total cero (E = 0) resulta de interés porque entonces la particu¬ 
la, de acuerdo con la ecuación 11.11, está en reposo en el infinito (y^o = 0)- La órbita sigue siendo 
abierta pero, en lugar de ser una hipérbola, se trata de una parábola. Fisicamente corresponde a la situa- 
ción en que la particula m es liberada a una distancia de M con una velocidad inicial que hace que su 
enei^ía cinética sea igual a su energia potencial. 

En la figura 11.10 se muestran los tres casos posibles que hemos considerado, indicando en 
cada uno las energias total, potencial y cinética y el tipo de órbita. 

Estos resultados son muy importantes cuando se coloca un satélite artificial en órbita. Su- 
pongamos que un satélite se lanza desde la Tierra. Después de alcanzar su altura máxima, h, el 
satélite recibe un empuje final en el punto A, que le produce una velocidad horizontal (Fig. 11.11), 
conocida como velocidad de inserción. La energia total dei satélite en A, con respecto a la Tierra, 
es entonces 


E = ^mvl 


GMm 

R + h 


( 11 . 12 ) 


La órbita será una elipse, una parábola o una hipérbola, dependiendo de si E es negativa, cero o 
positiva. En todos los casos el centro de la Tierra está en un foco de la trayectoria. Por tanto, el satélite 
se mantendrá en movimiento en una órbita eliptica o se escapará de la Tierra, dependiendo de si 


V 


2 

0 5: 


IGM 
R + h 


Si la energia es muy pequena, la órbita eliptica intersectará a la Tierra y el satélite caerá sobre su 
superfície. 

Mientras que la energia E sólo determina el tamano o longitud dei semieje mayor de la 
órbita, se puede demostrar que la forma o excentricidad de la órbita está determinada por la energia 
total E y el momentum angular L. En el caso de las órbitas elipticas, cuanto más grande sea el 
momentum angular, menos “alargada” será la órbita (Fig. 11.12), 



Figura 11.11 Trayectorías de una partícula 
lanzada horízontalmente desde una altura h por 
encima de la su[»rficie terrestre con velocidad Vq. 



Figura 11.12 Órbitas elípticas para diferentes valores dei 
momentum angular y la misma energia. Todas las órbitas 
tienen el mismo foco y el mismo eje mayor, pero diferente 
excentricidad. 
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Figura 11.13 Trayectorias 
hiperbólicas bajo la acción de 
fuerzas atractivas y repulsivas 
inversamente proporcionales al 
cuadrado de la distancia. 


Las mismas consideraciones se aplican a un satélite natural, como la Luna. Es claro que 
para las sondas espaciales interplanetárias será necesaria una energia positiva con respecto a la 
Tierra. Generalmente se requiere algún mecanismo para ajustar la trayectoria dei satélite después 
de su lanzamiento (véase el Cap. 12). 

Debemos notar que una hipérbola tiene dos ramas y que, bajo la acción de una fuerza atrac- 
tiva inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, el móvil sólo describe la rama que pasa 
alrededor dei centro de atracción (la rama derecha de la Fig. 11.13). Si la fuerza es repulsiva, como 
puede ocurrir con las fuerzas eléctricas, la órbita corresponde a la rama izquierda de la figura 11.13. 
En este caso (es decir, para una fuerza repulsiva), la energia potencial es positiva, 



Por tanto, la energia total E = + C/r siempre es positiva y no existen órbitas cerradas. 

Las consideraciones anteriores serian suficientes para proporcionar un análisis completo 
dei movimiento planetário, si el movimiento de un planeta alrededor dei Sol no se viera afectado 
por los demás planetas y cuerpos celestes. En otras palabras, la órbita de cualquier planeta seria una 
elipse perfecta si ninguna otra fuerza, además de la dei Sol, actuara sobre él. Sin embargo, la presen¬ 
cia de otros cuerpos introduce perturbaciones en la órbita de un planeta. Tales perturbaciones se 
pueden calcular con gran precisión mediante técnicas especiales conocidas como mecânica ce¬ 
leste. Se pueden considerar básicamente como dos efectos: uno es que la trayectoria eliptica de 
un planeta no es cerrada, sino que el eje mayor gira muy lentamente alrededor dei foco donde se 
encuentra el Sol, efecto conocido como precesión deí periliello (Fig. 11.14(a)). El otro efecto es 
una variación periódica de la excentricidad de la elipse alrededor de su valor medio, lo que 
ocasiona una oscilación de la forma de la órbita, como se muestra en la figura 11.14(b). Estos 
câmbios ocurren muy lentamente. En el caso de la Tierra tienen un periodo de alrededor de 10^ 
anos (alrededor de 21' de arco por siglo para el movimiento dei perihelio). Aun asi, producen efec¬ 
tos notables, especialmente en el cambio lento de las condiciones climáticas de la Tierra. Tales 




Figura 11.14 Efectos de la 
perturbación sobre elmovimien- 
to planetário, (a) Rotación dei eje 
de la elipse, (b) Oscilación de la 
excentricidad de la elipse. Los 
dos efectos se han exagerado 
mucho. 
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câmbios han sido identificados por los geofísicos que estudian las diferentes capas de la corteza 
terrestre. La órbita de la Luna alrededor de la Tierra también está perturbada apreciablemente por 
la atracción dei Sol. 


iJEMPLO 114 

Cálculo de la velocMad de escape de un cuerpo con respecto a la Tierra. 


o La velocidad de escape es la velocidad mínima con la cual un cuerpo debe ser disparado desde la Tierra 
si se desea que alcance el infinito. Para que una partícula alcance el infinito, la energia total debe ser cero 
o positiva y, por tanto, la velocidad mínima corresponderá a una energia total nula. Entonces, a partir de 
la ecuación 11 .8 con E=0,y llamando M a la masa de la Tierra, if a su radio y a la velocidad de escape 
dei proyectil de masa m, tenemos 


1 2 


GMm 

R 


0 


GMm 

R 


Esta ecuación da la relación entre v^y R cn la estación de lanzamiento. Así, la velocidad de escape 
partir de la Tierra es 


= = 1.12 X 10“^ ms-1 (11.13) 

que es igual a 40 250 km h~^ Nótese que la velocidad de escape es independiente de la masa dei cuerpo, 
pero la fuerza requerida para acelerar un cuerpo hasta que alcance la velocidad de escape sí dej^nde de la 
masa dei cuerpo. Es por ello que los misiles y satélites más pesados requieren propulsores más potentes. 

Una partícula que se lanza desde la Tierra con una velocidad dada por la ecuación 11.13 
tendrá velocidad cero cuando alcance el infinito. Si la velocidad inicial es mayor que la partícula 
alcanzará el infinito con cierta velocidad (recuerde la Ec. 11.11). Si la velocidad de lanzamiento es 
menor que v^, la partícula caerá nuevamente a la Tierra, a menos que se haga algo para cambiar su mo- 
vimiento. Por ejemplo, puede situársele en una órbita cerrada usando las etapas sucesivas dei cohete pro¬ 
pulsor, a medida que se ajusta la dirección de la velocidad. Esto se explicó en relación con la figura 11.11. 

El concepto de velocidad de escape también es útil para determinar el escape de los gases de la 
atmósfera terrestre. Si suponemos que los gases que componen la atmósfera están en equilibrio térmico, 
la velocidad media de las moléculas para los gases que se encuentran en la atmósfera a su temperatura 
media es: 


Hidrógeno 

1908 m s-^ 

Helio 

1350 m s-‘ 

Oxigeno 

477 m s“* 

Nitrógeno 

510 m s“^ 

Dióxido de carbono 

407 m s“* 


En todos los casos la velocidad media es mucho menor que la de escape y, así, podríamos concluir que 
ninguna molécula de gas atmosférico puede escapar de la Tierra y vencer la atracción gravitatoria. Pero 
ésta sería una conclusión errónea. El concepto de velocidad media significa que muchas moléculas se 
mueven con velocidades mayores o menores (véase el Cap. 17). Incluso si la velocidad media es menor 
que v^, cierto número de moléculas se mueven con velocidad igual o mayor que v^. Éstas pueden escapar 
de la Tierra, especialmente si se encuentran en las capas superiores de la atmósfera. De las cifras dadas, 
vemos que este efecto es más importante para los gases ligeros que para los más pesados. Ésta es una de 
las razones por las que el hidrógeno y el helio son relativamente escasos en nuestra atmósfera. Se ha 
estimado que, debido a este efecto gravitatorio, el hidrógeno se escapa de la Terra a razón de unos 
600 kg por ano, pero esto no representa la pérdida total de hidrógeno de la atmósfera terrestre (la pérdida 
neta es distinta debido a otros procesos). 

Para el planeta Mercúrio, la velocidad de escape es mucho menor que para la Tierra; probable- 
mente Mercúrio ha perdido su atmósfera completamente. Lo mismo es válido para la Luna, en la que no 
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hay atmósfera. Venus posee una velocidad de escape casi igual a la de la Tierra y aún posee una 
atmósfera apreciable. De hecho, la presión atmosférica de Venus es noventa veces la de la Tierra. 
Marte tiene una velocidad de escape de un sexto de la de la Tierra y aún posee algo de atmósfera, pero 
ha perdido una gran parte de ella. Mediciones hechas por sondas espaciales han mostrado que la 
presión atmosférica de Marte es mucho menor que la de la Tierra. El resto de los planetas tienen una 
velocidad de escape mayor que la de la Tierra y, en consecuencia, aún retienen la mayor parte de su 
atmósfera original. Sin embargo, por oíras razones, la composición de las atmósferas de dichos plane¬ 
tas es diferente de la de la Tierra. 



EJEMPLO 11.5 

Agujeros negros. 

[> De acuerdo con la teoria de la relatividad especial (Cap. 19), la velocidad máxima que puede existir es la 
de la luz, c = 3 x 10® m s“*. Podemos entonces especular sobre la masa y el radio de un cuerpo estelar que 
tenga una velocidad de escape c. Si v se sustituye por c en la ecuación 11.13, tenemos 


, 2GM 
c = —^— o 

R 


2GM 



(11.14) 


Esta magnitud se conoce como radio de Schwarzschild y se representa con R^. Introduciendo el valor 
numérico de G y c tenemos la reladón 


/?s= 1.485 X 10-27 M ^ (jj jgj 

donde M está en kg y /?^en m. Para la masa dei Sol, el valor dei radio de Schwarzschild es de 2.96 x 10^ 
m, que deberá compararse con el radio real dado en la tabla 11.1. Para un cuerpo con la masa de la Tierra, 
/f^es de 8.86 x 10"^ m o de alrededor dei tamano de una alubia. 

Un cuerpo de masa M y radio Rp menor produce una fuerza gravitatoria tan fuerte que ninguna 
partícula que se halle en su superfície puede escapar. Esto se aplica incluso a la radiación electromagné¬ 
tica (fotones), incluida la luz. Por esa razón, a un cuerpo cuyo radio sea igual o menor que su R^ se le 
llama agujero negro, nombre propuesto por John A. Wheeler en 1969. Los astrofísicos han identificado 
vários posibles agujeros negros en el universo, incluyendo uno que podna existir en el centro de nuestra 
galaxia, el cual tendría un radio igual al dei Sol pero una masa mucho mayor. 

El método que hemos utilizado en este ejemplo para obtener el radio de Schwarzschild fue 
propuesto por J. Michell en 1784, en una época en que la teoria corpuscular de la luz era aceptada 
generalmente, y mucho antes de que se formulara la teoria de la relatividad. En la Nota 19.3 presentamos 
un análisis correcto. 


EJEMPLO II.Ó 

Un cuerpo se suelta a una distancia r dei centro de la Tierra. Hallar su velocidad cuando llega a la 
superfície terrestre. 

I> La velocidad inicial dei cuerpo es cero y, de acuerdo con la ecuación 11.9, su energia total es 
E = -GMmJr 

donde m es la masa dei cuerpo y M la de la Tierra. Cuando llega a la superfície, su velocidad es v y su 
distancia al centro de la Tierra es el radio terrestre R. Así, 


E = 


GMm 

R 


Igualando ambos valores de E, ya que la energia permanece constante (despreciamos la fricción dei 
aire), tenemos 
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, , GMm GMm 

jmv -■= —- 

R r 

Resolviendo para v^, tenemos 

= 2Gm (- - - 
r 

Recordando de la ecuación 11.5 que g = GMIR^, obtenemos 

Esta expresión se puede usar también para hallar la distancia r alcanzada por un cuerpo lanzado vertical- 
mente con una velocidad v desde la superfície terrestre. 

Si el cuerpo se suelta a una gran distancia, de modo que l/r sea despreciable en comparación con 
1/R, se obtiene 


Í2GMyi^ 

V = {2gRY>^ = = 1.12 X 

que concuerda con el resultado que se dio en la ecuación 11.13 para la velocidad de escape de la Tierra. 
Esto no es sorprendente, ya que el problema es justamente el inverso dei presentado en el ejemplo 11.4. 
El resultado anterior da una estimación de la velocidad con la que un meteorito, por ejemplo, llega a Ia 
capa superior de la atmósfera. 


EJEMPLO 117 

Energia gravitatoria de un cuerpo que se mueve bajo la acción de la fuerza resultante producida por dos 
masas separadas por una distancia D. 

O A medida que la masa m se mueve a lo largo de una línea que pasa por una masa M, la energia potencial 
gravitatoria E^= - GMm/r vana de la forma que se muestra en la figura 11.15. Conforme la partícula m se 
acerca a la masa M y luego se aleja de ella, su energia ix)tencial primero disminuye y después aumenta. 
Para £ < 0 la particula permanece dentro de una distancia finita de M (órbita cerrada), según se explicó 
antes, mientras que si la particula tiene £ > 0 puede acercarse desde - oo y alejarse a -t- oo. 

Si ahora consideramos dos masas M, y M 2 separadas por una distancia D y combinamos las 
respectivas energias potenciales de una masa m, obtenemos el resultado que se ilustra en la figura 11.16. 
La figura muestra la variación de la energia gravitatoria a lo largo de la linea que une a las dos masas. 
En la figura notamos que si la energia de una particula m es £, ésta se mueve en una órbita cerrada 
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Figura 11.16 


alrededor de Mj o M 2 (líneas continuas internas de la figura 11.16), pero ninguna es una verdadera 
elipse. Por ejemplo, sea M^ la Tierra y M 2 el Sol. Entonces la órbita cerrada alrededor de M^ puede 
corresponder a la Luna, mientras que la órbita cerrada alrededor de puede corresponder a la de 
Mercúrio o a la de Vénus. Para una energia mayor, como E', la partícula m describe una órbita cerrada 
pero no está ligada a A/j ni a y su órbita puede ser bastante compleja e incluso caótica (véase la Nota 
11.5); éste seria el caso de los planetas exteriores. Para una energia positiva, como E", la partícula m no 
está ligada. Este último caso puede corresponder, por ejemplo, a la trayectoria de un cometa. 


Nota 11.1 Movimienío general bajo el efecto de la aíracción gravitatoria 

En esta nota analizaremos con mayor detalle las órbitas posibles de una partícula en un campo gravitatorio. Primero, recordemos la ecuación 
9.39, que se puede escribir de la forma 


dr 

df 



- 


2mr^ 


A continuación utilizamos la defmición de momentum angular, L = mr^íú, con fi)= d©/d/, para escribir 

áe _ L 

àt mr^ 

Podemos combinar estas dos ecuaciones para obtener una relación entre ry 0 solamente, El resultado es 

áQj \ 

Esta ecuación nos permite determinar la relación entre ry B que describe la órbita cuando la energia potencial EJ^r) es conocida. 
Recíprocamente, podemos bailar EJ^r) si podemos determinar dr/d0de la ecuación de la órbita. Seguiremos el segundo método, 
que es más sencillo en el aspecto matemático. 

Del apêndice B (Ec. B.37) la ecuación de una sección cónica en coordenadas polares está dada por 

ed 

— = 1 + £ cos 6 
r 
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donde d es la distancia dei foco a la directriz y £ la excentricidad. La sección cónica puede ser una elipse, una parábola o una 
hipérbola, dependiendo de si e es menor, igual o mayor que uno. Tomando la derivada, con respecto a 0, de la ecuación 
anterior, obtenemos 


•6sen0 o 


dr Y _ r^^sen^ i 

doj 


Igualando las dos ecuaciones para {dr/dO)^ y cancelando r** en ambos lados, podemos escribir 


d^m ( 

sen^ 6 = —- 2{E - E ) -r 


Ahora, de la defmición inicial de sección cónica dada antes, tenemos cos 0 = d/r -l/e. Entonces, usando la ecuación B.4, 
escribimos 


1 — cos^ 0=1 


d^ 2d í 
1 —^ _ 

sr e 


Sustituyendo en la ecuación anterior obtenemos 


d^ 2d 1 2d^mE 2d^mE. 


^- 

er e 


Cancelando los términos d^/r'^ en ambos lados e igualando los dos términos dependientes de r, tenemos 


2d^mEp 2d 


Esta ecuación indica que, para describir una sección cónica con el centro de fuerza en un foco, la energia potencial debe variar 
proporcionalmente a l/r; por tanto la fuerza, F = - dE^/dr, debe variar como 1/r^. Esto generaliza la primera ley de Kepler para 
incluir a la hipérbola y la parábola, además de la elipse, como órbitas posibles. Cuando igualamos aquellos términos que son 
constantes obtenemos 


2d^mE 


que da la energia total de la órbita en términos de parâmetros fijos. La energia total es negativa, cero o positiva, dependiendo de si 
e es menor, igual o mayor que uno (esto es, la órbita será eliptica, parabólica o hiperbólica, respectivamente). Para el caso de 
órbitas elipticas, el semieje mayor está dado por la ecuación B.38: 


Por tanto, la energia total se puede escribir como 


También, de la ecuación 11.6, E = - GMm/r, de modo que 


r 


msdr 


o 
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Haciendo la correspondieníe sustitución en la expresión para la eneigía total, vemos que 



Al comparar este resultado con la ecuación 11.10, deducida para órbitas circulares, vemos que son idênticas ya que a = r para una 
órbita circular. Este resultado confirma que la energia total depende sólo dei semieje mayor a. Así, todas las órbitas elípticas que 
tienen el mismo valor dei semieje mayor tienen la misma energia total, aun cuando tengan diferentes excentricidades. 

Usando la expresión ed = a(l - e^), podemos escribir otra relación útil: 

= GMrn^ed = GMm^a(l - e^) 

Si eliminamos el semieje mayor a mediante la expresión anterior para la energia total E, podemos expresar la excentricidad de la 
órbita como 

, 2E í L y 

m \ GMm ) 

Así, vemos que la excentricidad depende de la energia y dei momentum angular. 

En un campo que varia enforma inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, a una cierta energia total pueden 
corresponderle estados de momentum angular y excentricidades diferentes. 

Esto es de gran importância en el estúdio de la estructura atómica, ya que en un átomo pueden existir vários electrones con la 
misma energia pero diferentes momenta angulares. 

Podemos resumir los resultados anteriores diciendo que 

el “tamano " de la órbita (dado por el semieje mayor) está determinado por la energia y, para una energia dada, la ‘forma ” 
de la órbita (dada por la excentricidad) está determinada por el momentum angular. 


Note 11,2 Energia gravitetoria de un cuerpo esférico 


Consideremos un cuerpo de masa M y radio R. Supongamos que el cuerpo se ha formado por acreción, esto es, mediante una 
adición gradual de matéria. A medida que se va agregando matéria al cuerpo, la energia potencial gravitatoria disminuye (se hace 
más negativa). Por ejemplo, si se anade al cuerpo una pequena masa m, trayéndola desde el infinito hasta que queda unida al 
cuerpo, la energia potencial gravitatoria adicional dei sistema es (Fig. 11.17) 


Mm 


R 


Esto sugiere que la energia gravitatoria de un cuerpo que empezó con una pequena cantidad de matéria hasta que adquiere la masa 
total M y el radio R es 




-aG 




donde a es constante, dei orden de uno, y cuyo valor preciso depende de la forma en que la matéria fue agregada al cueipo. Por 
ejemplo, si el cuerpo se construye manteniendo una densidad constante, se puede demostrar que ot = 3/5 ó 0.6. Para el caso dei Sol, 


usando los valores de la Tabla 11.1, obtenemos E^= -2.28 x 10'** J. 

Nótese que si el radio de un cuerpo disminuye mientras su masa se mantiene constante, su energia potencial gravitatoria 


disminuye (se hace más negativa). Podemos usar la ecuación anterior para calcular la rapidez con la que cambia la energia potencial 
cuando un cuerpo de masa M se contrae como resultado de la atracción gravitatoria entre sus diferentes componentes. Este es un 
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problema de gran interés en el análisis de la evolución estelar. Suponiendo que la masa M permanece constante, la rapidez con que 
cambia la energia gravitatoria de una estrella cuyo radio está variando es 

d£p _ ^ ^ 

dí dí 

Si el cuerpo se contrae, el radio disminuye y dR/dí es negativa, de modo que dE^/dt también sea negativa, lo que significa que la 
energia potencial gravitatoria disminuye. De hecho, lo que sucede es que, cuando la estrella sufre una contracción gravitatoria, 
una parte de la energia potencial gravitatoria perdida se libera como radiación gravitatoria y una parte se transforma en energia 
cinética dei núcleo que compone a la estrella. Por tanto, el Sol emite energia a razón de 3.8 x 10^® W. Si toda esta energia emitida 
fuera gravitatoria, el Sol se estaria contrayendo a razón de 36.7 m ano"’, cantidad que seria fácil de medir. No se ha observado tal 
rapidez de contracción. Por tanto, concluimos que la fuente de energia emitida por el Sol no es gravitatoria, sino que tiene su 
origen en procesos nucleares. 


Nota 11.3 Densidad crítica dei universo 

En la Nota 3.1 se senaló que al parecer el universo está en un estado de expansión. La velocidad relativa de separación de dos 
galaxias está dada por la ley de Hubble, V = HR, donde R es la separación de las dos galaxias y // la constante de Hubble, Las gala- 
xias ejercen una atracción gravitatoria entre si, dei mismo modo que el Sol atrae a los planetas y la Tierra atrae a los cuerpos 
cercanos a su superfície. Parece razonable, entonces, pensar que la expansión gravitatoria se hace a expensas de la energia 
cinética dei universo. 

Recuérdese que, cuando se lanza un cuerpo hacia arriba desde la Tierra, su energia cinética disminuye a medida que su 
energia potencial aumenta. El cuerpo caerá o continuará alejándose para siempre, dependiendo de su velocidad inicial (véase el 
Ej. 11.4 sobre la velocidad de escape), esto es, si la energia total es negativa o positiva. Por la misma razón, la velocidad de 
expansión dei universo disminuye continuamente a medida que su energia cinética se transforma en energia potencial gravitatoria. 
En consecuencia, existe la posibilidad de que el universo continue expandiéndose para siempre o que la expansión se detenga y el 
universo empiece a contraerse bajo la acción de la interacción gravitatoria. En tal caso la energia potencial gravitatoria se conver- 
tirá nuevamente en energia cinética y toda la matéria se concentrará en una Gran Implosión. El universo podria entonces emerger 
con una nueva Gran Explosión e iniciar todo el proceso de nuevo. Esta posibilidad corresponde a un universo oscilante 
(Fig. 11.18) en donde fenómenos parecidos se repiten en cada ciclo, aunque no necesariamente de la misma forma cada vez. El 
primer caso, de expansión continua, permite que cada vez ocurran nuevos procesos, aunque hay menos energia disponible a 
medida que transcurre el tiempo. 

Un universo oscilante es cerrado, mientras que un universo en expansión continua es abierto. Si el universo es cerrado o 
abierto es una pregunta de gran interés para los físicos y los cosmólogos. Para estimar los requisitos necesarios para ambos casos. 
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Figura 11,18 



Figura 11.19 


consideremos una esfera de radio i?, lo suficientemente grande para que contenga a varias galaxias (Fig. 11.19). Si p es la densidad 
media de la matéria dei universo, la masa dentro de la esfera es 


M - f 


Consideremos ahora un sistema (tal vez una sola galaxia) de masa m sobre la superfície de la esfera. Su energia potencial 
gravitatoria es 





— G{^nR^p)m 


La energia cinética de m, según la ley de Hubble (Ec. 3.19), es 




La energia total dei sistema de masa m es 

E = E^, + Ep = \mH^R^ - ÜnGR^pJm = mR^i^H^ - ^nGp) 

De acuerdo con la sección 11.6, m se alejará continuamente de M o, en algún instante, empezará a regresar, dependiendo de si 
E > 0 o £ < 0. De acuerdo con la ecuación anterior, el valor de E será positivo, cero o negativo, dependiendo de si 

- InGp % 0 


La densidad media dei universo para la que £ = 0 se conoce como densidad crítica y se designa con p^. Por tanto, utilizando los 
valores aceptados de // y G, tenemos 

p - X 10-"^kgm-3 

StiG 

o alrededor de 12 protones por metro cúbico. (Nótese que el mejor vacio que se puede producir en el presente es equivalente a 
una densidad de alrededor de 10”^° kg m“^.) Por tanto, dependiendo de si la densidad p dei universo es mayor o menor que p^, 
el universo será cerrado o abierto. Si p = p^ décimos que el universo es plano. 

La evidencia actual, basada en estimaciones de la matéria luminosa de las galaxias y otros procesos, indica que la 
densidad media dei universo es dei orden de 10"^’ kg m”^, lo que apoya la idea de que el universo es abierto. Sin embargo, 
todavia hay gran incertidumbre sobre la cantidad de masa que existe en el universo. Varias consideraciones, que no pueden 
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desarrollarse aqui, sugieren la posible existência de una considerable cantidad de matéria no luminosa u “oscura” que no 

puede ser observada directamente con los instrumentos comunes, pero que puede deducirse a partir de sus efectos gravitatorios 
sobre el movimiento interno de galaxias y grupos de galaxias. La presencia de matéria oscura podría hacer que el universo sea 
plano o cerrado. Sin embargo, la cantidad de matéria oscura estimada es insuficiente para hacernos pensar que el universo es 
cerrado o plano. Uno de los posibles constituyentes de la matéria oscura son los neutrinos emitidos profusamente en mu- 
chos procesos nucleares que se efectúan en las estrellas. Otra posibilidad para la existência de masa que no podemos 
observar directamente es que el polvo intragaláctico pueda oscurecer algo de la matéria ligeramente luminosa, que por eso 
no se observa en la Tierra. Parece haberse detectado una enorme concentración de matéria, conocida como Gran Aíractor, 
a partir de su efecto sobre el movimiento de muchas galaxias, incluyendo a la nuestra, que parecen desviarse bacia una 
región particular dei espacio. 

Por otro lado, algunas consideraciones teóricas indican que el universo puede ser plano. Los cálculos sugieren que si la 
densidad fue ligeramente menor a la crítica inmediatamente después de la Gran Explosión, el universo pudo haberse expandido 
con tanta prisa que no se podrían haber formado estrellas ni galaxias. Y si la densidad, al principio, fue ligeramente mayor que 
la crítica, el universo se habría colapsado nuevamente en menos de un microsegundo después de la Gran Explosión. El problema 
aún no se ha resuelto: ^en qué consiste y dónde está la masa total dei universo? 


117 Comp@ gravitatori© 

Supongamos que tenemos una masa M y que colocamos otra masa, m, en posiciones diferentes A, 
B, C,... alrededor de M (Fig. 11.20). Debido a su interacción gravitatoria con M, la masa m experi¬ 
menta una fuerza en cada posición, dada por la ecuación 11.2. La fuerza (recuerde la Ec. 11.9) 
puede expresarse en forma vectorial como 

^ GMm 

-—íf 

en donde u es un vector unitário en la dirección y sentido que va de Af a m (Fig. 11.21). Por 
supuesto, en cada posición de m la masa M experimenta una fuerza igual y opuesta. Sin embargo, 
sólo nos interesa lo que le sucede a m. 

Entonces podríamos decir, que la masa M produce a su alrededor una situación física que 
llamamos campo gravitatorio. Este campo se reconoce por la fuerza que Mejerce sobre otra masa, 
como m (masa de prueba), que se coloca en esa región. Afirmar que existe algo alrededor de M, aun 
cuando no utilicemos una masa de prueba, es puramente especulativo: hasta cierto grado se trata de 
una cuestión irrelevante, ya que sólo notamos el campo gravitatorio cuando colocamos una segunda 
masa en él. 



Figura 11.20 Fuerza gravitatoria producida por una masa M sobre Figura 11.21 El campo gravitatorio F en P, producido por la masa M, 

masas colocadas en diferentes puntos. Décimos que existe un campo está dirigido bacia M y está relacionado con Ia fuerza sobre la masa de 

gravitatorio alrededor de M. prueba m, mediante F = F/m. 
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La inteesidad dei campo gravitatorío F producido por la masa M en un punto P se define 
como la fuerza ejercida sobre la unidad de masa colocada en F. Eníonces 


F GM 



( 11 . 16 ) 


Así, el campo gravitatorío F tiene dirección opuesta al dei vector unitário u, que apunta a lo largo 
de la línea que une a la masa que produce el campo con el punto en donde se calcula éste (Fig, 
11.21). En otras palabras, 

el campo gravitatorío siempre está dirigido hacia la masa que lo produce, 

La expresión 11.16 da el campo gravitatorío a una distancia r de una partícula de masa M 
colocada en O. Podemos entonces asociar un vector (dado por la Ec. 11.16) a cada punto dei espacio 
que rodea a M, de tal manera que la fuerza gravitatoría ejercida sobre cualquier masa colocada en esa 
región se obtenga multiplicando la masa de la partícula por la correspondiente intensidad F. Esto es, 

F = (masa de la partícula) x F 

De su definición vemos que la intensidad de un campo gravitatorío se mide en N kg"’ o m s"^ y es 
dimensionalmente equivalente a una aceleración. Comparando la ecuación 11.16 con la 6.16, 


W 

9 = — 
m 

notamos que la aceleración de la gravedad puede considerarse como la intensidad dei campo 
gravitatorío en la superfície terrestre. 

Supongamos ahora que tenemos varias masas, Mj, M 2 , My... (Fig. 11.22); cada una de ellas 
produce su propio campo gravitatorío, Fj, Fj, r 3 ,.... La ftierza total sobre una partícula de masa m en P es 

F — mFi + mT2 + wFg + • • • 

= m{T I + r 2 + r 3 + •••) (11.17) 

Décimos que el campo gravitatorío resultante en el punto P es la suma vectoríal F = r,+r,+r3+.... 
En otras palabras, los campos gravitatorios son aditivos linealmente. Por tanto, las relaciones 

F 

F = mT o r = — (11.18) 

m 

son válidas independientemente de si el campo es producido por una masa o por varias. Ésta es una 
de las ventajas dei concepto de campo. Los campos gravitatorios pueden calcularse cuando se 
conoce la distribución de masa y una vez calculados se puede obtener la fuerza sobre cualquier otra 



Figura 11.22 Campo gravitatorío resultante de varias Figura 11.23 Líneas de fuerza y superfícies equipotenciales dei 

masas. campo gravitatorío de una masa puntual. 
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Figura 11.24 Lfneas de fuerza 
y superfícies equipotenciales dei 
campo gravitatorio resultante 
producido por la Tierra y la 
Luna. En A el campo resultante 
es cero. (Según W. T. Scott, Am. 

J. Phys. 33 712 (1965).) El 
dibujo contiene sólo unas cuantas 
líneas y superfícies 
equipotenciales. 



Un campo gravitatorio puede representarse mediante líneas de fuerza. Una línea de fuerza 
se dibuja de tal manera que cada punto sea tangente a la dirección dei campo. Por convención, las 
líneas de fuerza se trazan de modo que su densidad es proporcional a la intensidad dei campo. En la 
figura 11.23 se ha representado el campo gravitatorio alrededor de una sola masa; las líneas de fuer¬ 
za son radiales. En la figura 11.24 se muestra el campo gravitatorio alrededor de dos masas diferentes, 
a saber, la Tierra y la Luna. Las líneas no son radiales y en el punto A la intensidad dei campo es cero. 


11.8 Potencial gravitatorio 

El potencial gravitatorio en un punto donde existe un campo gravitatorio se define como la ener¬ 
gia potencial por unidad de masa colocada en dicho punto. Por tanto, si en cierto punto de un campo 
gravitatorio una masa m tiene energia potencial el potencial gravitatorio en dicho punto es 



m 


£p = mO 


El potencial gravitatorio se expresa en unidades de J kg"' o m^ s"^. Por ejemplo, la energia potencial de 
un cuerpo de masa m a una altura y por encima de la superfície terrestre, con y « R, es E^= mgy 
(recuerde la Ec. 9.23). Por tanto el potencial gravitatorio a la altura y es 



m 


mgy 

- = gy 


m 


La energia de una partícula en un campo gravitatorio se puede expresar como 
E = + m€>. 

A partir de la ecuación 11.6, la energia potencial de las masas M y m separadas por una 
distancia r es = - GMm/r. Dividiendo entre m vemos que el potencial gravitatorio a una distancia 
r de la masa M es 
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GM 

$ =- 

r 


(11.19) 


Si, en lugar de una, tenemos varias masas, como en la fígura 11.22, el potencial gravitatorio en Fes 
la suma escalar 

# = 0 )^ + #2 + ^3 + • • • 


O 


€) = -G 







( 11 . 20 ) 


Recordemos que la fuerza gravitatoria F sobre la masa m está relacionada con la energia potencial 
Fp de la masa mediante F = -dEJàs. Pero F = m F y E^= m#. En consecuencia, podemos escribir 
la siguiente relación entre el campo gravitatorio F y el potencial gravitatorio 


r. 


d# 

ds 


( 11 . 21 ) 


donde F^es la componente de F en la dirección dei desplazamiento ds. La ecuación 11.21 muestra que 

el campo gravitatorio es el negativo dei gradiente dei potencial gravitatorio. 

Si una partícula de masa m se mueve dei punto Pj al P 2 a lo largo de cualquier trayectoria, 
el trabajo hecho por el campo gravitatorio es W= -AE^. Como E^ = m#, podemos escribir 

W=-mA^ (11.22) 

donde A# = # 2 ” se conoce como diferencia de potencial gravitatorio. Al unir los puntos en 
los que el potencial gravitatorio tiene el mismo valor, obtenemos una serie de superfícies conocidas 
como superfícies equipotenclales. Por ejemplo, en el caso de una sola partícula, cuando el potencial 
está dado por la ecuación 11.19, las superfícies equipotenciales correspondeu a la familia de esferas 
r = const., dadas por las líneas punteadas en la fígura 11.23. En la fígura 11.24 las superfícies 
equipotenciales también han sido identificadas mediante líneas punteadas. Nótese que en cada caso 
las superfícies equipotenciales son perpendiculares a las líneas de fuerza. Esto se comprueba de la 
forma siguiente. 

Consideremos dos puntos, muy cercanos entre sí, sobre la misma superfície equipotencial. 
Cuando movemos una partícula de uno de esos puntos hasta el otro, no existe cambio de energia 
potencial porque los dos puntos tienen el mismo potencial gravitatorio. Por tanto, el trabajo hecho por 
el campo gravitatorio que actúa sobre la partícula es cero, lo que implica que la fuerza es perpendicu¬ 
lar al desplazamiento. Por tanto 

la dirección dei campo gravitatorio es perpendicular a las superfícies equipotenciales. 
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Todas las fórmulas establecidas hasta ahora en el presente capítulo son válidas únicamente para 
masas puntuales. Cuando las aplicamos en la sección 11.5 al movimiento de los planetas alrededor 
dei Sol, se hizo con la suposición de que su tamano era pequeno comparado con su separación. Aun 
si esto fuera verdad, es posible que sus tamanos finitos introduzcan algún factor geométrico en la 
ecuación 11.2. De manera parecida, cuando relacionamos la aceleración de la gravedad g, cercana 
a la superfície terrestre, con la masa y el radio de la Tierra en el ejemplo 11.1, usamos la ecuación 
11.2, a pesar de que el razonamiento anterior, concemiente a un tamano pequeno en comparación 
con la distancia, no es aplicable. El mismo Newton estuvo preocupado por este problema geométrico 
y retrasó la publicación de su ley hasta que encontró una explicación correcta. Examinaremos ahora 
esta cuestión con más detalle. 
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Figura 11.25 Cambio dei 
campo y dei potencial 
gravitatorios en función de la 
distancia al centro, para una 
masa distribuida uniformemente 
sobre una cáscara esférica. 


Interior de la esfera Exterior de la esfera 



Interior de Ia esfera Exterior de la esfera 



Consideremos una masa uniformemente distribuida sobre la superficie de una esfera hueca, 
esto es, una cáscara esférica. Se puede demostrar (véase el cálculo siguiente) que el campo gravitatorio 
y su potencial en puntos /uera de una masa uniformemente distribuida sobre una cáscara esférica 
son idênticos a los correspondientes a una partícula de la misma masa colocada en el centro de la 
esfera. En todos los puntos interiores de la cáscara el campo es cero y el potencial constante. Esto 
es, si a es el radio de la cáscara y M su masa, el campo gravitatorio y su potencial producidos a una 
distancia r dei centro de la cáscara son 


r 


GM ^ GM 

—— u < 1 ) =- 


r > a 


(11.23) 


r = 0 



a 


r < a 


(11.24) 


En la figura 11.25 se muestra el cambio de F y O con la distancia al centro de la cáscara 
esférica. Al moverse dei centro bacia afuera, el potencial no cambia de valor cuando cruzamos la 
cáscara, pero el campo gravitatorio sufre un cambio súbito de 0 a -GM/a^. Nótese también que el 
potencial gravitatorio dentro de la cáscara es constante e igual al valor en la superficie. 

Supongamos ahora que la masa está uniformemente distribuida en el volumen de la esfera, 
es decir, la esfera es sólida. Podemos suponer que la esfera fue construída como si fuera una cebo- 
11a, mediante la superposición de una serie de capas o cáscaras esféricas delgadas. Cada capa pro- 
duce un campo dado por las ecuaciones 11.23 u 11.24. Para un punto exterior (Fig. 11.26), la 
distancia r dei centro a P es la misma para todas las capas, de modo que las masas se suman, lo que 
nuevamente da como resultado la ecuación 11.23. Por tanto, 

una esfera sólida homogénea produce, en puntos exteriores, un campo gravitatorio y un 
potencial que son idênticos a los producidos por una partícula de la misma masa colocada 
en el centro de la esfera. 

Sin embargo, 

en los puntos interiores de una esfera homogénea el campo gravitatorio es proporcional a 
la distancia al centro de la esfera. 

La razón por la cual el campo es proporcional a la distancia r dentro de la esfera es que, para un 
punto interior P (Fig. 11.27), sólo la masa que está dentro de la esfera de radio r = OP produce un 
campo en P. A medida que el punto se aleja dei centro, el campo disminuye debido a la ley de 
proporcionalidad inversa al cuadrado de la distancia. Sin embargo, la disminución se ve más que 
compensada por el aumento de masa, que es proporcional al cubo dei radio. Por tanto, si a es el 
radio de la esfera sólida, tenemos 
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Figura 11.26 Cálculo dei campo gravitatorío en Figura 11.27 Cálculo dei campo gravitatorío 

un punto exterior a una esfera sólida. en un punto interior de una esfera sólida. 


En la figura 11.28 se representa el cambio de T en términos de r para una esfera sólida homogénea. 
Esta figura daria, por ejemplo, el cambio dei peso de un cuerpo conforme se mueve dei centro de la 
Tierra hasta un punto situado a gran distancia de él, suponiendo que la Tierra fuera homogénea, que 
no es el caso (véase la pregunta 11.24). 

Nõtese que en el problema de la esfera, el campo gravitatorío en un punto depende sólo de su 
distancia al centro de la esfera, y no de la dirección de la recta que une al centro con el punto. Este 
resultado era de esperar, debido a la simetria dei problema. Si consideráramos un cuerpo con simetria 
o geometria diferente, o una esfera no homogénea (con la masa distribuída sin seguir una simetria 
esférica), aparecerian los ângulos u otros factores en las fórmulas para el campo y el potencial 
gravitatorío. Pero para problemas de simetria esférica, las propiedades dependen únicamente de la 
distancia dei punto al centro. Aplicar consideraciones de simetria simplifica bastante la solución de 
muchos problemas fisicos. 



Figura 11.2S Cambio dei 
campo gravitatorio de una esfera 
sólida homogénea en función de 
la distancia al centro. 


Cálculo dei campo gravitatorío de un cuerpo esférico 

Consideremos prímero el caso de una cascara esférica. Sea a el radio de la cáscara y r la distancia de cualquier punto P al centro 
C de la esfera. Estamos interesados en obtener la intensidad dei campo gravitatorío en P. Consideremos prímero el caso en que P 
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está fuera de la cáscara (Fig. 11.29). Podemos dividir la superfície en franjas circulares estrechas, todas con su centro sobre la recta 
AB. El radio de cada franja es a sen 0 y la anchura a d$. Por tanto, el área de una franja es 

Área = longitud x anchura = (2^a sen 6)(a á6) = IjtaHQn Q dô. 

Si M es la masa total, distribuída uniformemente sobre la superfície de la esfera, la masa por unidad de área es MIAna^ y la masa 
de Ia franja circular es 

M 

—— {Ina^ sen 9 d6) = jMsen 9 d9 
4na^ 

Todos los puntos de la franja están a la misma distancia R de P. Por tanto, aplicando la ecuación 11.20, encontramos que el potencial 
gravitatorio producido por la franja en P es 

(iMsen0d0) GM 

dO) = -G - - - = -sen 9 d9 

R 2R 

De la figura 11.30, usando la ley de los cosenos, ecuación B. 16, notamos que 

R^ = — 2ar cos 9 

Diferenciando y teniendo en cuenta que ay r son constantes, obtenemos 

R dR 

2R dR = 2ar sen 9 d9 o sen 9 d9 = -\ 

ar 

Sustituyendo en la expresión general para dO, obtenemos 
M , 

(i<D = -G — dR 
2ar 

Para obtener el potencial gravitatorio total debemos integrar sobre toda la superfície de la esfera. Los limites para R, cuando Festá 
fuera de la esfera, son r + ayr-a, correspondientes a los puntos Ay B, respectivamente (Fig. 11.30(a)). Por tanto. 


(D = - 


es el potencial en un punto exterior a una cáscara esférica homogénea. Si el punto P está dentro de la esfera (Fig. 11.30(b)), los 
limites para R son a + rya-r. Integrando obtenemos 


Figura 11.29 Cálculo dei 
campo gravitatorio en un punto 
exterior a una masa distribuiria 
uniformemente sobre una cáscara 
esférica. 
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(a) 



(b) 


Figura lUO Cálculo dei 
campo gravitatorio en el punto P 
(a) exterior y (b) interior a una 
masa distribuída uniformemente 
sobre una cáscara esférica. 


que produce un potencial gravitatorio independiente de la posición de P; esto es, el potencial gravitatorio es constante. 

Aplicando la ecuación 11.21 y sustituyendo s por r, encontramos que el campo gravitatorio en puntos fuera y dentro de 
la cáscara esférica homogénea está dado por las expresiones 11.23 y 11.24. 

Consideremos ahora el caso de una esfera homogénea sólida. Ya hemos explicado que la esfera se puede considerar como 
si estuviera compuesta por una serie de cáscaras esféricas. Por tanto, el campo gravitatorio en puntos exteriores es igual al que se 
produciría si toda la masa estuviera concentrada en el centro. 

Para obtener el campo dentro de la esfera homogénea, consideremos un punto P que está a una distancia r dei centro, con 
r<a. Dibujamos una esfera de radio r (Fig. 11.27) y observamos que las capas con radio mayor que r no contribuyen al campo en 
P, de acuerdo con la ecuación 11,24, puesto que P está dentro de ellas. Todas las capas con radio menor que r producen un campo 
parecido al dado por la ecuación 11,23. Sea m' la masa dentro de la esfera con línea punteada. Mediante la ecuación 11.23, el 
campo en P será 



El volumen de toda la esfera es 4na^/3 y, como ésta es homogénea, su densidad (masa por unidad de volumen) es M/(4naV3). La 
masa m' contenida en la esfera de radio r es entonces 


rrí 


M 

(47rfl^/3) 


(47rr^/3) 



Sustituyendo este resultado en la ecuación anterior, obtenemos finalmente el campo en un punto interior de la esfera homogénea como 


r 


GMr 


{r < a) 


Si la esfera no es homogénea, entonces es claro que el campo en el interior obedece a una relación diferente. 


EJEMPLO 118 

Fuerza gravitatoria entre dos cuerpos esféricos homogéneos. 

O Estamos ahora en condiciones de comprobar que la ecuación 11,2, para la atracción gravitatoria entre 
dos masas puntuales, también es válida para dos cuerpos esféricos. Supongamos que se coloca una masa 
puntual m a una distancia r dei centro de una masa esférica (Fig, 11.31). El campo que experimenta es 
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Figura 11.31 La interacción 
gravitatoria entre dos cuerpos 
esféricos homogéneos depende 
únicamente de la distancia que 
hay entre sus centros. 



r = GMIr^ y la fuerza sobre m es F = mT = GMm/r^. Según la ley de la acción y la reacción, m debe 
ejercer una fuerza igual en módulo y dirección y de sentido opuesto sobre M. Esta fuerza se interpreta 
como si fuera debida al campo creado por m en la región ocupada por M. Ahora, si sustituimos m por un 
cuerpo esférico homogéneo de la misma masa, el campo alrededor de M no cambia, debido al teorema que 
acabamos de demostrar y, por tanto, la fuerza sobre M es la misma. Nuevamente invocamos el principio 
de la acción y la reacción y concluimos que la fuerza sobre la masa esférica m es aún la misma. En 
consecuencia, dos cuerpos esféricos homogéneos se atraen de acuerdo con la ley 11 . 2 , donde r es la 
distancia entre sus centros. Si los cuerpos no son esféricos ni homogéneos, aparecerán algunos factores 
geométricos, incluyendo los ângulos que definen la orientación relativa, en la expresión de su interacción. 



EJEMPLO JL9 

Cambio de la aceleración de la gravedad a una pequena distancia sobre la superfície terrestre o por 
debajo de ella. 


O Sea h la altura de un cuerpo por encima de la superfície terrestre. Si r es el radio de la Tlerra, la distancia 
dei cuerpo al centro es ^ 

r = /í + h 

La intensidad dei campo gravitatorio a la altura h, de acuerdo con la ecuación 11.25, es 

^ _ GM _ GM 

donde M es la masa de la Tierra. Considerando que h es pequena en comparación con R y usando el 
desarrollo dei binomio (B.21) y el resultado dei ejemplo 11.1, = GMIR^, tenemos 


r = 





Introduciendo los valores de g y R, obtenemos 
r= (9.81-3.06 X 10-^ /i)ms-2 

Con esta expresión se obtiene, aproximadamente, el cambio de la aceleración de la gravedad y dei peso 
cuando un cuerpo sube desde la superfície terrestre una pequena distancia h. 

Si, en lugar de subir, nos movemos hacia el interior de la Tlerra una distancia h, tenemos 


r = R-h 


Usando la ecuación 11.26, donde sustituimos a por Ry r por R-h, obtenemos 


GM{R - h) 

____ 


GM 


dl 


Introduciendo los valores de 5 ’ y F se tiene 
r = (9.81-1.53 X 10-^ Ii)ms-2 


De modo que en ambos casos la gravedad disminuye, pero lo hace con una tasa mayor en puntos por 
encima de la superfície terrestre (recuerde la Fig. 11.28). A estos resultados debemos anadir los efectos 
debidos a la rotación terrestre (Cap. 5). 
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1110 El principi© de equivalência 

Una consecuencia de la igualdad de las masas inercial y gravitatoria es que 

todos los cuerpos situados en el mismo lugar de un campo gravitatorio experimentan la 

misma aceleración. 

Un ejemplo de lo anterior es el descubrimiento de Galileo de que todos los cuerpos caen a la 
Tieixa con la misma aceleración. Este descubrimiento, como ya lo hemos mencionado, es a su vez 
una prueba indirecta de la identidad de las masas inercial y gravitatoria. 

Para demostrar la afirmación anterior, nótese que en un lugar en el que el campo gravitatorio 
es r, la fuerza sobre un cuerpo de masa m es F = mF, y la aceleración dei cuerpo es c = F/m = F. 
La aceleración es independiente de la masa m dei cuerpo sujeto a la acción dei campo gravitatorio. 
Nótese que la aceleración dei cuerpo es igual a la intensidad dei campo, lo que es consistente con 
nuestro resultado anterior que indica que el campo gravitatorio se mide en m s"^. 

Si se coloca el laboratorio de un investigador experimental en un campo gravitatorio, todos los 
cuerpos que no estén sujetos a otras fuerzas experimentarán una aceleración común. El investigador, 
al observar la aceleración en común, podría concluir que el laboratorio se encuentra en un campo 
gravitatorio. 

Sin embargo, ésta no es la única causa posible para que se observe una aceleración común. 
En la sección 3.9 vimos el movimiento relativo. En dicha sección indicamos que cuando un obser¬ 
vador (/ tiene una aceleración relativa a un observador inercial O, y es la aceleración de un 
cuerpo medida por el observador inercial O, la aceleración de A medida por el observador en movi¬ 
miento O' se expresa mediante: 

a' = a -üq 

Si el cuerpo es libre, la aceleración medida por el observador inercial es cero. Por tanto, la 
aceleración medida por el observador acelerado es 

(s' = 0 - Cq = - Oq 

Así pues, para el observador acelerado todos los objetos libres parecen tener una aceleración co¬ 
mún - íIq, situación idêntica a la que se presenta en un campo gravitatorio de intensidad F = -a^. 

En consecuencia, podemos concluir que: 

un observador no tiene forma de distinguir si su laboratorio está en un campo gravitatorio 

uniforme o en un sistema de referencia acelerado. 

Esta afirmación se conoce como principio de equivalência, ya que muestra una equivalência, en lo 
que concieme a la descripción dei movimiento, entre un campo gravitatorio y un sistema de refe¬ 
rencia acelerado. La gravedad y la inércia, por tanto, no parecen ser dos propiedades diferentes de 
la matéria, sino sólo dos aspectos distintos de una característica de toda la matéria más fundamental 
y universal. 

Por ejemplo, supongamos que un observador tiene un laboratorio en un vagón de ferrocarril 
que se mueve por una vía horizontal y recta con velocidad constante. Las ventanas dei laboratorio 
están cubiertas de manera que el observador no tiene acceso al mundo exterior (Fig. 11.32(a)). El 
investigador deja caer algunas bolas de biliar y se da cuenta de que todas caen con la misma acele¬ 
ración. El observador puede llegar entonces a la conclusión de que el laboratorio está rodeado por 
un campo gravitatorio vertical que apunta hacia abajo, que es la interpretación que se da normal¬ 
mente. Pero el observador podría igualmente suponer que el vagón se eleva con una aceleración 
vertical igual y opuesta a la de las bolas y que éstas son libres y no están sujetas a un campo 
gravitatorio. 

Supongamos ahora que el observador coloca las bolas sobre una mesa de biliar que está en el 
vagón. Cuando el observador nota que las bolas que se hallan sobre la mesa ruedan hacia la parte 
trasera dei vagón con una aceleración común, puedè concluir que el laboratorio está bajo el efecto 
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de un campo gravitatorio horizontal dirigido hacia la parte posterior dei vagón o que el laboratorio 
se está acelerando horizontalmente hacia adelante. La segunda suposición es la normal, asociada 
con la decisión dei maquinista de acelerar el tren (Fig. 11.32(b)). Sin embargo, el íren podría estar 
subiendo una cuesta (Fig. ll,32(c)); esto es equivalente a producir Un campo gravitatorio paralelo 
al piso dei vagón, con el mismo resultado para el movimiento de las bolas de biliar. 

Debido al principio de equivalência, 

las leyes de la naturaleza deben expresarse de tal manera que resulte imposible distinguir 

entre un campo gravitatorio uniforme y un sistema de referencia acelerado. 

Esta afirmación constituye la base dei principio de la relaíividad general, propuesto por Einstein 
en 1915 y que se analiza en la sección 19.10. Este principio requiere que las leyes físicas se expre- 
sen de forma independiente dei estado de movimiento dei sistema de referencia. La idea fundamen¬ 
tal dei principio de la relatividad general es muy simple; sin embargo, su formulación matemática 
es bastante compleja. 

Examinemos el caso de un observador O' que se encuentra en un campo gravitatorio T y 
que tiene una aceleración con relación a un observador inercial O. La aceleración de los cuerpos 
sujetos únicamente al campo gravitatorio, según la mide nuestro observador acelerado, es 

a' = r-ao 

Como ejemplo concreto, consideremos el caso de un cohete lanzado desde la Tierra con una acele¬ 
ración vertical. Entonces tenemos que 

r = y 

Escribamos para la aceleración hacia arriba dei cohete con respecto a la Tierra, donde n 

determina el valor de en unidades de g. (El signo negativo se debe a que el cohete está acelerado 
hacia arriba o en oposición a g). Entonces 

íi' = (n 4- 1)^ 

es la aceleración, con respecto al cohete, de un cuerpo libre dentro dei cohete. Por ejemplo, en un 
cohete acelerado hacia arriba con una aceleración de cuatro veces la de la gravedad (n = 4), el peso 
aparente de todos los cuerpos que estén dentro dei cohete es de cinco veces su peso normal. Este 
aumento aparente en el peso es importante en la etapa de lanzamiento, cuando la aceleración dei 
cohete es mayor. 

Consideremos ahora, como otro ejemplo, un satélite en órbita. En este caso = F, debido 
a que el satélite se múeve sólo bajo la acción gravitatoria terrestre. Tenemos entonces que a' = 0 y 
todos los cuerpos dentr^êl^atélite parecen no tener peso, ya que su aceleración con respecto al 
satélite es cero. Ésta es sólouna falta relativa de peso, ya que el satélite y todo lo que contiene se 
mueven en el mismo campo gravitatorio y poseen la misma aceleración. En relación con el satélite, 
los cuerpos dentro de él aparecen como cuerpos libres, a menos que otras fuerzas actúen sobre 
ellos; pero, en relación con un observador en la Tierra, están acelerados y sujetos a la acción dei 






Cravitación y fuerzas intermoleculares 231 

campo gravitatorio. Una persona que se encontrara dentro de un ascensor que cae con la acelera- 
ción de la gravedad (debido a un cable roto) experimentaría la misma falta de peso con relación al 
ascensor. En tal caso (como en el dei satélite), a^^gy, nuevamente, a' = 0. 

Insistimos, la falta de peso no significa que la fuerza gravitatoria haya dejado de actuar. Signi¬ 
fica que tíxlos los cuerpos, incluso el que sirve como sistema de referencia, están bajo la acción de un 
mismo campo gravitatorio, que produce una aceleración común. Por tanto, no existen aceleraciones 
relativas a menos que otras fuerzas actúen sobre los cuerpos. En otras palabras, un campo gravitatorio 
r puede ser “eliminado” si el observador se mueve a través de él con la aceleración = F con 
respecto a un sistema inercial. 

11.11 Gravitación y fuerzas intermoleculares 

En este capítulo hemos visto cómo las fuerzas gravitatorias describen adecuadamente el movimien- 
to de los planetas y el de los cuerpos que se hallan cerca de la superfície terrestre. Resulta interesan- 
te ver si esta interacción es la responsable de que las moléculas se mantengan unidas en un trozo de 
matéria o de que los átomos permanezcan unidos en una molécula. 

Consideremos la molécula de hidrógeno, compuesta por dos átomos de hidrógeno separados 
por una distancia r = 0.745 x 10"*®m. La masa de cada átomo de hidrógeno es m = 1.673 x 10~^^ kg. 

Por tanto, la interacción gravitatoria de los dos átomos corresponde a una energia potencial 

GMhí 

E = -= -2.22 X 10'^“^ J = -1.39 x 10”^^ eV 

r 

Sin embargo, el valor experimental de la energia de disociación de una molécula de hidrógeno es de 
7.18 X 10“ J = 4.48 eV, o unas 10^^ veces mayor que la energia potencial gravitatoria. Así pues, 
llegamos a la conclusión de que la interacción gravitatoria no puede ser responsable de la forma- 
ción de una molécula de hidrógeno. Resultados semejantes se obtienen en el caso de moléculas más 
complejas. 

La energia requerida para vaporizar un mol de agua líquida (18 g o 6.23 x 10^^ moléculas) 
es de 4.06 x 10^ J, correspondiente a una energia de separación por molécula dei orden de 6.6 x 10“^* 

J, o 0.04 eV. La separación media de las moléculas dei agua es de alrededor de 3 x 10“'® m y la 
masa de una molécula es de 3 x 10“^® kg, lo que corresponde a una energia potencial gravitatoria 
de 2 X 10“^^ J, otra vez demasiada pequena para explicar la existência dei agua líquida. 

Por tanto, concluimos que las fuerzas que dan lugar a la asociación de los átomos para 
formar moléculas o de las moléculas para formar un cuerpo no pueden ser gravitatorias. Pero sabe¬ 
mos que existen otras fuerzas que parecen ser las responsables de la asociación de partículas con 
carga eléctrica: las interacciones electromagnéticas. 

Sin embargo, la interacción gravitatoria, siendo un efecto de la masa, es muy importante en 
presencia de cuerpos masivos aunque sean eléctricamente neutros, como es el caso de los planetas. 

Por tal razón, la gravitación es la fuerza más intensa que sentimos sobre la superfície terrestre, a 
pesar de que es la más débil de todas las fuerzas conocidas en la naturaleza. Es responsable de un 
gran número de fenómenos comunes que afectan nuestra vida diaria. Las mareas, por ejemplo, se 
deben a las interacciones gravitatorias de la Luna y el Sol con la Tierra. La interacción gravitatoria 
es también responsable de la estructura a gran escala dei universo (véase la Nota 11.4). 



Una característica importante dei universo es que muestra cierto grado de estmctura u organización a todos los niveles. A nivel 
fundamental o de pequena escala, encontramos núcleos, átomos, moléculas, sólidos e incluso organismos vivientes. A gran escala, 
observamos planetas y estrellas. A una escala mucho mayor, se observan otros tipos de estructuras. Una de ellas, y quizá la mejor 
conocida, es nuestro sistema planetário, en el que los planetas giran alrededor dei Sol en una región de alrededor de 10 horas-luz 
(10'^m) de ancho. La ley de gravitación de Newton explica, de forma bastante sencilla, la dinâmica de un sistema planetário. 
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como lo vimos al inicio de este capítulo. Existe un gran número de objetos brillaníes o estrellas, localizados a diferentes distancias 
dei Sol, Los más próximos son el conjunto de tres estrellas conocidas como dei Centauro, a una distancia de 4,3 anos luz. El Sol 
forma parte de un conglomerado compuesto por estrellas unidas entre sí por su atracción gravitatoria y conocido como Via Láctea 
(nuestra galaxía), La Via Láctea es una galaxia espiral que tiene una mayor concentración estelar en el centro y un radio de 5 x lO'* 
anos luz (5 x 10^® m); está compuesta por unas 10’^ estrellas separadas por una distancia media dei orden de 10 anos luz y tiene 
una masa total dei orden de lO^^^kg, El Sol se localiza en uno de los brazos de la espiral, aproximadamente a 3.1 x lO'* anos luz o 
3 X 10^® m dei centro, y se mueve bajo la acción gravitatoria combinada dei gran número de estrellas de la Via Láctea. Su 
velocidad orbital alrededor dei centro es de aproximadamente 250 km s~*. Los brazos de la espiral también están llenos de polvo 
y gas, a partir de los cuales se siguen formando nuevas estrellas. La Via Láctea está rodeada por pequenos conglomerados de 
estrellas, conocidos como cúmulos globulares, cada uno con alrededor de 10^ a 10*^ estrellas, que semejan minigalaxias 
satélite (Fig. 11.33). 

Nuestra galaxia es sólo una de más de 10*®galaxias que han sido observadas. Estas galaxias constituyen las unidades 
básicas de la gran estructura dei universo. Las galaxias aparecen agrupadas en cúmulos que van desde algunas decenas hasta unos 


Figura 103 Vista lateral de 
la Via Láctea y los cúmulos 
globulares. También se muestra 
la posición dei Sol. 



Figura 11.34 Supercúmulo 
que se encuentra en la 
dirección de las constelaciones 
de Perseo y Pegaso. El tamano 
es aproximadamente de 
10^ anos luz por lado. 














Los cúmulos son ubicuos en todo el universo. Parecen agruparse en estructuras tipo cadena conocidas como supercúmulos, 
y contienen vários miles de galaxias en una región cúbica dei orden de 10^ anos luz de lado (Fig. 11.34). El Grupo Local es parte 
dei Supercúmulo Local, que está formado por miles de galaxias agrupadas en unos cuantos cientos de cúmulos que ocupan una 
región de 6 x 10’ anos luz de ancho. El cúmulo más grande es Virgo, localizado cerca dei centro de nuestro supercúmulo, mientras 
que nuestro Grupo Local está cerca de un borde. Uno de los supercúmulos más grandes, descubierto en 1989 y llamado Gran 
Muro, es un sistema de miles de galaxias organizadas en una estructura laminar con un grosor de unos 5x10® anos luz. 

En cualquier dirección en que miremos al espacio observamos cúmulos y supercúmulos, todos los cuales se alejae de 
nosotros de acuerdo con la ley de Hubble. Los supercúmulos están separados por regiones llamadas vacíos en las que la densidad 
de matéria es menor al 20% dei promedio. Algunos vacíos tienen un diâmetro de hasta 10® anos luz. 

La cuestión que ha preocupado a los astrofísicos durante mucho tiempo es la manera en que se formaron esas grandes 
estructuras después de la Gran Explosión, que ocurrió hace aproximadamente 1.5 x 10'® anos. Los científicos también están 
interesados en saber qué fuerzas intervinieron en su formación. A partir dei análisis de las fuerzas fundamentales de la nota 6.1, 
sabemos que las fuerzas débiles y las fuertes son de muy corto alcance y sólo actúan a nivel nuclear. Tales fuerzas fueron de mucha 
importância en los sucesos que ocurrieron en los primeros minutos después de la Gran Explosión (véase el Gap. 41). Aún son 
responsables de los procesos nucleares que ocurren en las estrellas, incluyendo a nuestro Sol (véase el Gap. 40). Pero para explicar 
la formación de grandes estructuras en el universo se necesitan fuerzas de largo alcance. Unos 3 x 10^ anos después de la Gran 
Explosión, la gravedad, que es la más débil de todas las fuerzas y siempre es atractiva, pasó a ser el factor dominante a gran escala 
en el universo. 

La pregunta es, entonces, ^cómo produjp la gravedad las grandes estructuras que hemos descrito? Gomo resultado de 
observaciones astronómicas, los astrofísicos han llegado a la conclusión de que a una escala muy grande, la matéria dei universo 
se distribuye uniforme e isotrópicamente. Esta conclusión se denomina Principio cosmológico. (Sin embargo, el principio ha sido 
cuestionado con base en datos más recientes, como el Gran Muro mencionado con anterioridad.) Entonces el problema es cómo, 
a partir de un universo inicialmente homogéneo, la matéria comenzó a agruparse en ciertas estructuras. Una respuesta posible es 
que, aunque en promedio la matéria cósmica está distribuida uniformemente, la distribución sufre fluctuaciones locales. Si, como 
resultado de tales fluctuaciones, la matéria se concentra ligeramente en una cierta región, las fuerzas gravitatorias tenderãn a 
concentrar más matéria en la región. Esto es, las fluctuaciones actúan como semillas pará la concentración de matéria cósnúca. 
Pero, para que eso suceda, la masa de una fluctuación debe tener un cierto valor mínimo, conocido como masa de Jeans, y no se 
puede extender más allá de cierta distancia, llamada distancia de Jeans, en honor a Sir James Jeans (1877-1946). Por debajo de 
la masa de Jeans, la matéria cósmica no se puede agrupar en ciertos agregados. Por otro lado, la masa de Jeans disminuye a medida 
que disminuyen la energia cinética o la temperatura, ya que entonces resulta más fácil para la gravedad mantener unida a la 
matéria. Por tanto, a medida que se expande el universo la masa de Jeans disminuye. 

Una manera en que pudo haberse iniciado el proceso de agregación es mediante pequenas fluctuaciones que dieron como 
resultado galaxias. Después éstas, debido a la acción gravitatoria, se agruparon en cúmulos y más adelante en supercúmulos. Otra 
posibilidad es que se hayan producido primero fluctuaciones dei tamano de los supercúmulos. Entonces, conforme se expandia el 
universo y disminuía la masa de Jeans, los supercúmulos se dividieron en cúmulos, que a su vez se dividieron en galaxias, hasta 
que, finalmente, comenzaron a formarse las estrellas. La creencia común es que la segunda alternativa podría ser la correcta, 
aunque recientemente han surgido algunas dudas (1990). No cabe duda de que la gravitación juega un papel fundamental en el 
proceso, pero para decidirse por una de las dos opciones de manera definitiva, es necesario tener en cuenta muchos factores 
relacionados con la composición y la forma de expansión dei universo. Algunos de tales factores aún no están bien entendidos. Por 
ejemplo, una importante cuestión que necesita ser clarificada es si, además de la matéria cósmica “luminosa” (matéria que obser¬ 
vamos debido a la radiación electromagnética que emite), existe también matéria “oscura” que se ve afectada por la fuerza gravi¬ 
tatoria (recuerde la Nota 11.3). 


Nota 11.5 Gravitación y caos dinâmico 

En este capítulo hemos considerado el movimiento de dos cuerpos (Sol-planeta o Tierra-Luna) bajo su atracción gravitatoria 
mutua. Vimos que los dos cuerpos describen órbitas elípticas alrededor de su centro de masa, de acuerdo con las leyes de Kepler. 
Guando se mueven tres cuerpos bajo la acción de su campo gravitatorio mutuo, como el sistema Sol-Tierra-Luna, la fuerza sobre 
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cada cuerpo es justamente la suma vectorial de las fuerzas gravitatorias ejercidas por los otros dos. Así, las respectivas ecuaciones 
de movimiento son fáciles de escribir pero difíciles de resolver debido a que no son lineales. 

Sin embargo, desde la época de Newton muchos científicos intentaron hallar soluciones matematicamente exactas dei 
problema de “los tres cuerpos”, hasta que en nuestro siglo se demostró que ello es imposible. Sólo en algunas circunstancias son 
posibles ciertas soluciones sencillas. Por ejemplo, si la masa de uno de los cueipos es mucho menor que la de los otros dos 
(problema conocido como “problema restringido de los ires cuerpos”), el sistema puede ser reducido (con buena aproximación) a 
un problema de “dos cuerpos” más “otro”, Cuando el cuerpo menor se mueve de manera que siempre se encuentre cerca de uno de 
los otros, su movimiento puede ser muy sencillo y predecible. Ésta es la razón por la cual se puede calcular el movimiento de la 
Luna en el sistema Sol-Tierra-Luna, ya que se encuentra mucho más cerca de la Tierra que dei Sol. Sin embargo, dependiendo de 
las condiciones iniciales, las órbitas posibles, incluso en el problema “restringido de los tres cuerpos”, son tan diferentes y compli¬ 
cadas que no se puede establecer una fórmula general para describirlas, lo que hace insoluble el problema por métodos analíticos. 
El movimiento en un problema de “muchos cuerpos” es aún más complicado. Las órbitas pueden volverse caóticas en el sentido 
explicado en la nota 10.4 concemiente al movimiento oscilatorio forzado. 

Por ejemplo, consideremos el caso de dos masas grandes e iguales, Mj y Mj, y una tercera, muy pequena, My Por simpli- 
cidad suponemos que M, y M 2 se mueven en una órbita circular alrededor de su centro de masas. Elegimos un sistema de referen¬ 
cia centrado en el círculo que gira de tal modo que parece que Mj y M 2 están en reposo (Fig. 11.35). Entonces, para las condiciones 
iniciales escogidas en este ejemplo, M 3 se mueve alrededor de M 2 y Mj de manera bastante compleja como se muestra en la figura. 
[Resulta difícil predecir cuándo M 3 estará cercana a Mj o a M 2 ! Si hay más cuerpos, el problema se hace más complicado y es más 
probable que ocurra un movimiento caótico. No observamos estas complicaciones en el movimiento planetário porque, debido a 
la influencia dominante dei Sol, los planetas, en una primera aproximación, se mueven como si no existieran los otros. Otra razón 
es que el sistema solar es lo suficientemente viejo para que la mayoría de las condiciones iniciales caóticas hayan desaparecido 
debido a colisiones o como resultado dei amortiguamiento por acción de las mareas. Pero pueden darse movimientos caóticos 
muy irregulares bajo la interacción gravitatoria. De hecho, tales movimientos sí ocurren en el sistema solar. Tampoco observamos 
movimiento caótico en la trayectoria de un vehículo espacial ya que su movimiento puede ser corregido siempre que sea necesa- 
rio, desde el centro de control en la Tierra o por un astronauta; ambos métodos fueron utilizados durante la misión Apoio a la Luna. 

Un ejemplo “indirecto” de caos gravitatorio es la dispareja distribución radial de los asteroides. Éstos son un gran número 
de pequenos cuerpos, que varían de tamano desde rocas de 1 km de diâmetro hasta planetoides de alrededor de 1000 km de 
diâmetro, mucho menores que la Luna. Giran alrededor dei Sol en una región conocida como cinturón de asteroides, entre las 
órbitas de Marte y Júpiter, la mayoría a distancias entre 2.8 x 10” m y 5 x 10” m dei Sol. Presumiblemente, los asteroides sop 
residuos que datan de los comienzos dei sistema solar cuando los planetas empezaron a formarse. Sus períodos de revolución 
varían con su distancia al Sol (recuerde la Sec. 11.3) y la mayoría de ellos tienen entre i y ^ dei período de Júpiter (12 anos). 


Figura 11.35 Movimien¬ 
to gravitatorio caótico de 
una masa M 3 en el problema 
restringido de tres cuerpos. 
(Tomado de M. Hénon: 
“Numerical Exploration of 
Hamiltonian Systems” 
en Chaotic Behavior of 
Deterministic Systems, 
Editores G. looss et al., 
North Holland, 1983.) 
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correspondientes a las distancias indicadas antes. Aunque básicamente los asteroides se mueven debido a la fuerza de atracción 
dei Sol, la influencia de Júpiter no puede omitirse debido a sií gran masa y su cercania al cinturón de asteroides (el radio medio 
de la órbita de Júpiter es de alrededor de 7.78 x 10** m). 

Una característica descubierta en 1867 por Daniel Kirkwood (1814-1895) es que la distribución radial de los asteroides 
no es uniforme. Se ha encontrado que a ciertas distancias el número de asteroides disminuye drasticamente (Fig. 11.36). A las 
regiones de menor población de asteroides se les conoce coitio huecos de Kirkwood. Como para cada distancia al Sol existe un 
período bien definido de movimiento orbital, los huecos se pueden correlacionar con los cocientes dei período orbital de Júpiter 
entre el de los asteroides. Esto se indica en la figura 11.36. Resulta interesante que se pueda reconocer que las regiones de fuerte 
disminución de asteroides se dan a distancias para las que el cociente de los dos periodos es un número racional simple: 
3/2, 2/1, 5/2, 3/1, 7/2, 4/1,... 

Se han dado varias explicaciones, pero la más razonable parece ser que los huecos son un efecto de resonancia que trae 
como resultado el caos. Cuando el cociente dei período de Júpiter entre el período de un asteroide es un número racional, el Sol, 
Júpiter y el asteroide están, sucesivamente, en conjunción a intervalos regulares, lo que provoca una perturbación resonaníe de la 
órbita dei asteroide. Esta perturbación anade o resta momentum angular (recuerde el Ej. 6.4) y produce oscilaciones en la forma 
de la órbita. Estas oscilaciones se asemejan mucho a las oscilaciones forzadas de un pêndulo y pueden tener un comportamiento 
caótico. Cuando este efecto de perturbación se repite una y otra vez, durante miles de millones de anos, los asteroides finalmente 
son lanzados fuera de su órbita de resonancia de una manera impredecible que tiene todas las características de los prtKesos 
caóticos. Así, gradual e incesantemente, los huecos de Kirkwood se hacen más pronunciados como consecuencia de un efecto de 
resonancia asociado con las fuerzas gravitatorias debidas a Júpiter. En 1985, Jack L. Wisdom dei MIT (Massachussets Insíitute of 
Technology) hizo una simulación computadorizada dei movimiento de los asteroides en órbitas resonantes. La simulación com- 
prueba que, en efecto, el movimiento se puede volver caótico, y tiene como resultado que los asteroides sean lanzados fuera dei 
cinturón de asteroides; algunos de ellos pueden haber terminado como “estrellas fugaces” en la atmósfera terrestre. Por tanto, la 
dinâmica de los asteroides constituye un ejemplo dei movimiento gravitatorio caótico. 

Por cierto, W. Alvarez, de la Universidad de Califórnia, postuló que hace unos 65 millones de anos un asteroide gigantes¬ 
co, despedido de su órbita mediante el mecanismo que hemos descrito, chocó con la Tierra con una velocidad de más de 10^ m s~*. 
La enorme eneigía liberada por el impacto dio lugar a una varíedad de sucesos que afectaron negativamente a la biosfera. Una de 
las consecuencias de la perturbación ambiental fiie la extinción de más de la mitad de las especies vegetales y animales, incluyendo a los 
dinosaurios. Una segunda teoría, propuesta por John 0’Keefe dei Goddard Space Flight Center, de la NASA, establece que un 
asteroide golpeó a la Luna, lo que fbrmó un anillo de detritos alrededor de la Tierra. Este debió haber desaparecido hace mucho 
debido al movimiento caótico y a su lenta caída sobre la Tierra (como tektitas). Sin embargo, mientras permanecia en su lugar, el 
anillo pudo haber disminuido la energia solar incidente sobre Ia Tierra lo suficiente para producir enormes câmbios ambientales. Si 
alguna de las teorías resulta correcta, proporcionará una conexión entre el caos gravitatorio y la forma en que la vida ha evolucionado 
en la Tierra. 



Dirección en que aumenta la distancia dei sol 


Figura 1136 Distribución de 
asteroides como función dei 
período orbital de Júpiter entre 
el período orbital de los 
asteroides, que muestra las 
líneas de Kirkwood. 
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Otro ejemplo interesante de la presencia de movimientos caóticos en el sistema solar ha sido encontrado por Wisdom, 
usando la información proporcionada por el Voyager 2. Una de las lunas de Saturno, Hiperión, tiene una forma muy alargada. Se 
mueve alrededor de Saturno con un período bastante regular, pero durante su revolución da “vueltas” alrededor de su centro de 
masa en una forma caótica, es decir, es muy difícil predecir la dirección de su eje como función dei tiempo. 

Wisdom ha identificado también otra manifestación dei caos en el sistema solar; se presenta en el movimiento de 
Marte, y se debe a un acoplamiento de la interacción entre el movimiento de rotación y el movimiento orbital dei planeta. El 
resultado de tal acoplamiento es una variación caótica de la rotación dei planeta y de la oblicuidad de la órbita, que se extiende 
sobre millones de anos. 


PREGUNTÂS 

11.1 ^Qué propiedades de la interacción gravitatoría se 
deducen de las leyes de Kepler? 

11.2 ^De qué manera pudo concluir Newton, al comparar la 
aceleración de la gravedad con la de la Luna, que la fuerza 
gravitatoría es inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia? 

113 ^Por qué décimos que la gravitación es una ley “universal”? 

11.4 Mencione un hecho experimental que implique la 
equivalência de “masa gravitatoría” y “masa inercial”. 

11.5 ^E1 movimiento planetário se efectúa en un plano? Explique. 

11.6 ^Qué magnitudes son constantes en el movimiento planetário? 

11.7 ^Por qué no puede haber órbitas cerradas si la fuerza 
gravitatoría es repulsiva? 

11.8 ^Por qué el movimiento orbital bajo fuerzas gravitatorías es 
simétrico, como se muestra en la figura 11 . 10 ? 

11.9 ^Por qué la velocidad de acercamiento a un planeta es igual 
a su velocidad de escape? 

11.10 Discuta el concepto de “ingravidez” en el movimiento de 
satélites y de sondas espaciales. 

11.11 ^E 1 “campo gravitatorio” es una propiedad física que existe 
en el espacio o es sólo un invento conveniente para fines de cálculo? 

11.12 ^Cómo podemos calcular la comiK)nente dei campo gra- 
vitatorio en una cierta dirección si conocemos el potencial 
gravitatorio como función de las coordenadas? 

11.13 Haga una gráfica de las líneas de fuerza gravitatorías y de 
las superfícies equipotenciales correspondientes a dos masas 
iguales separadas por una cierta distancia. ^De qué manera se 
modifica la gráfica si una masa es el doble de la otra? 

11.14 Considere un cuerpo cilíndrico masivo, muy largo y 
homogéneo. Basado únicamente en consideraciones de simetría. 


determine (a) la forma de las líneas de fuerza gravitatorías y de 
las superfícies equipotenciales dei campo gravitatorio, (b) las 
variables que fijan el valor dei campo gravitatorio. 

11.15 Repita el ejercicio anterior para el caso de una lâmina 
plana de material, muy delgada y de extensión infinita, y para 
dos lâminas paralelas separadas por una cierta distancia. 

11.16 Suponiendo que la fuerza gravitatoría fuera atractiva a 
todas las distancias, ^serían posibles las configuraciones estables 
de la matéria si sólo esta fuerza existiera en la naturaleza? 

11.17 En la nota 11.1 se mostró cómo la excentrícidad 
de la órbita está relacionada con la energia £ y el 
momentum angular L dei cuerpo. ^Qué le sucede a la 
excentrícidad de las órbitas elípticas a medida que 
aumenta el momentum angular, suponiendo que la energia 
permanece fija? ^Cuál es la relación entre Ey L cuando 

la órbita es circular? ^Qué tipo de órbitas resultan cuando 
£ = 0 ? cuando L = 0 ? 

11.18 Utilice los resultados de la nota 11.1 para expresar el 
momentum angular de un cuerpo en términos de su energia y de 
la excentrícidad de su órbita. 

11.19 Remítase a la figura 11.11; ^cuál es el momentum angular 
dei satélite? ^Cuál sería su valor para (a) una órbita circular?, (b) 
una órbita que apenas alcanza a rodear la Tierra? 

11.20 ^Cuál es la importância física dei principio 
de equivalência? 

11.21 ^Por qué no puede responsabilizarse a la gravitación de 
la formación de las moléculas? 

11.22 En la figura 11.37(a) se da la variación estimada 
de la densidad de la Tierra como función de la distancia 
al centro. Justifique que la correspondiente variación 

de la aceleración debida a ia gravedad es la indicada 
en la figura 11.37(b). 
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PROBLEMAS 

11.1 Calcule la atracción graviíatoria entre la Tierra y (a) la Luna, 

(b) el Sol. (c) Obtenga el cociente de estas dos füerzas. ^De qué 
manera afectan las dos fuerzas el movimiento de la Tierra? 

11.2 Compare la atracción gravitatoria que ejerce (a) la Luna y (b) 
el Sol sobre un cuerpo de masa m que se halla en la 
superfície de la Tierra, con la atracción que ésta ejerce 
sobre el mismo cuerpo. (c) puede concluir sobre la 
posibilidad de observar un cambio en el peso de un cuerpo 
durante la rotación diaria de la Tierra? 

11.3 Compare las fuerzas dei Sol y la Tierra sobre la Luna 
cuando ésta es (a) llena y (b) nueva. (c) Verifique que la fuerza 
resultante se dirija siempre hacia el Sol. (d) Muestre que la 
trayectoria de la Luna en relación con el Sol siempre es 
côncava, (e) Dibuje la trayectoria. 

11.4 (a) Calcule la atracción gravitatoria entre los dos protones 
de una molécula de hidrógeno. Su separación es de 0.74 x 10“*® 
m. (b) Compare el resultado con la repulsión eléctrica de los dos 
protones a la misma distancia, que es 4.2 x 10“* N. ^Cuál es su 
conclusión? 

11.5 (a) Determine la atracción gravitatoria entre el protón y el 
electrón de un átomo de hidrógeno, suponiendo que el electrón 
describe una órbita circular de radio 0.53 x 10“*® m. (b) 
Compárela con la fuerza eléctrica existente entre el electrón 

y el protón, que es de 8.2 x 10“^ N. 

11.6 Dos bolas de hierro, cada una con una masa de 10 kg, 
están en contacto, (a) Halle su atracción gravitatoria. (b) 
Compárela con la atracción gravitatoria de la Tierra sobre cada 
bola. (c) Si intentara separar las dos bolas, ^sentiría la atracción 
entre ellas? (Sugerencia: La densidad dei hierro se da en la 
Tabla 2.2.) 

11.7 Una esfera de 5.0 kg de masa está en un platillo de una 
balanza de brazos iguales en equilibrio. Una masa esférica más 
grande (5.8 x 10^ kg) se coloca justamente debajo de la primera 
masa, de modo que la distancia entre sus centros es de 0.50 m. 
^Qué masa debe colocarse en el otro platillo para restablecer el 
equilibrio dei sistema? Suponga que g= 9.80 m s“^. Este método 
fue utilizado por G. von Jolly en el siglo xix para determinar el 
valor de la constante de gravitación. 


11.8 Un cuerpo tiene una masa de 70 kg. (a) ^Cuál es el 
peso dei cuerpo? Suponiendo que el radio de la Tierra fuera 
el doble de lo que es, ^cuánto pesaria el cuerpo (b) si la masa 
de la Tierra permanece constante, (c) si la densidad media de 
la Tierra permanece constante? (Ignore el movimiento de 
rotación terrestre.) 

11.9 (a) Calcule la aceleración de la gravedad en la superfície 
dei Sol. Su radio es 110 veces el radio de la Tierra y su masa es 
330 000 veces la de la Tierra. Repita el ejercicio para (b) Venus, 
(c) Júpiter y (d) la Luna. 

11.10 Un cuerpo pesa 1KX) N en la superfície terrestre. 

Calcule cuánto pesará (a) en la suf^rficie dei Sol y (b) en la de la 
Luna. (c) ^Cuál será la masa dei cuerpo en ambos lugares? 

11.11 En un experimento de Cavendish (Fig. 11.5), las dos 
masas pequenas son iguales a 10.0 g y la varilla (de masa 
despreciable) tiene una longitud de 0.50 m. El periodo de las 
oscilaciones de torsión dei sistema es de 770 s. Las dos masas 
grandes son de 10.0 kg cada una y están colocadas de modo que 
la distancia entre los centros de las esferas, grandes y pequenas, 
es de 0.10 m. Encuentre la desviación angular de la varilla. 

11.12 (a) lA qué altura debería uno subir sobre la superfície 
terrestre para que la aceleración de la gravedad cambie en un 1%? 
(b) lA qué profundidad deberia uno penetrar en la Tierra para 
observar el mismo cambio? Suponga que la Tierra es homogénea. 

11.13 Suponga que se atraviesa a la Tierra con un hoyo cavado 
a lo largo de un diâmetro y se deja caer una partícula de masa m 
en él desde la superfície, (a) Demuestre que la fuerza sobre la 
masa a una distancia r dei centro de la Tierra es F = - mgrlR, si 
suponemos que la densidad es uniforme, (b) Demuestre que el 
movimiento de la masa seria armónico simple, con periodo de 
alrededor de 85 min. (c) Escriba las ecuaciones de la posición, 
velocidad y aceleración en función dei tiempo, con valores 
numéricos para las constantes. 

11.14 Se deja caer una masa m desde una gran altura h sobre 
un hoyo que atraviesa a la Tierra. (a) Describa el movimiento total 
de la partícula, (b) ^Con qué velocidad pasará por el centro? (c) 
^Es el movimiento armónico simple? (d) ^Es periódico? Explique 
sus respuestas. Considere los casos en que la Tierra es homogénea 
y no homogénea. 
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11.15 Escriba una ecuación que exprese la energia total dei 
sistema (a) Tierra-Luna referida a un sistenia de ejes colocado 
en la Tierra, (b) Sol-Tierra-Luna, referida a un sistema de ejes 
colocado en el Sol. 

11.16 Estime las energias cinética, potencial y total de la 
Tierra en su movimiento alrededor dei Sol. (Considere sólo la 
energia potencial gravitatoria con el Sol.) 

11.17 Verifique que la energia necesaria para construir un 
cuerpo esférico de radio R, mediante la adición de capas 
sucesivas de matéria en forma de cebolla, hasta que se llega al 
radio final (manteniendo una densidad constante), es 

E^= -SGMVSR, donde M es la masa total. 

11.18 Estime la energia potencial gravitatoria de la 

Via Láctea usando el resultado dei problema 11.17. Suponga 
que la galaxia es una esfera uniformemente densa con un radio 
de 10^* m y que contiene 10’’ estrellas, cada una con una masa 
igual a la dei Sol. 

11.19 Dos cuerpos de masa m y 3m están separados por una 
distancia a. Halle el punto o los puntos en donde (a) el campo 
gravitatorio resultante es cero, (b) las dos masas producen 
campos gravitatorios de igual módulo, dirección y sentido, 

(c) producen potenciales gravitatorios idênticos. \ 

11.20 Dos cuerpos de masa m y 2m están en dos de los 
vértices de un triângulo equilátero de lado a. Halle el campo y el 
potencial gravitatorio (a) en el punto medio entre ellos y (b) en 
el tercer vértice dei triângulo, (c) Calcule el trabajo requerido 
para mover una masa m' desde el vértice hasta el punto medio. 

11.21 Tres masas iguales se encuentran en los vértices de un 
triângulo equilátero. Haga un diagrama de (a) las superfícies 


equipotenciales (en realidad, de su intersección con el plano 
dei triângulo) y (b) de las líneas de fuerza dei campo 
gravitatorio. (c) ^Existe algún punto en el que el 
campo gravitatorio sea cero? (d) ^Cuál es el potencial 
gravitatorio en ese punto? (e) ^Cuál es la dirección y sentido 
dei campo gravitatorio a lo largo de una recta perpendicular al 
plano dei triângulo y que pasa por su centro? (f) /.Cómo varia 
el módulo dei campo gravitatorio a lo largo de dicha recta? 

11.22 Calcule el periodo de los sistemas (a) Tierra-Luna y (b) 
Sistema Solar-Vía Láctea. 

11.23 Tres cuerpos de masa m se encuentran cada uno en los 
vértices de un triângulo equilátero de lado a. (a) Demuestre 
que las partículas, bajo sus interacciones gravitatorias mutuas, 
pueden describir una órbita circular cuyo centro es el centro 
dei triângulo, (b) Demuestre también que la velocidad angular 
dei movimiento es 0)= (SMGIa^y^^. 

11.24 (a) Utilizando los datos de la figura 6.2, verifique 
que la fuerza que actúa sobre el Sol es dei orden de 6 x 10^® N. 
(b) Suponiendo que la galaxia es aproximadamente esférica 
(lo que no es cierto), compruebe que puede considerarse que el 
movimiento dei Sol se debe a la acción gravitatoria de una masa 
dei orden de 10'” kg. (c) La masa total de la galaxia es dei orden 
de 10'*^ kg; verifique si se puede aplicar la ecuación 11.26. 

11.25 (a) Si la separación media de dos estrellas de la galaxia 
es de 10 anos luz y su masa media es de 10^’ kg, compruebe que 
la fuerza gravitatoria media entre las estrellas es dei orden de 
10” N. (b) Compare este resultado con la fuerza gravitatoria 
que ejerce la galaxia sobre el Sol (Prob. 11.24) y con la fuerza 
gravitatoria entre el Sol y la Tierra (Prob. ll.l(b)). (c) ^.Qué 
puede concluir de tales comparaciones? 




En el exterior de Ia cabina dei 
Transbordador Espacial Challenger, un 
astronauta utiliza un chorro de 
nitrógeno para maniobrar. A medida 
que el nitrógeno escapa por el orifício, 
ejerce una fuerza de reacción como si 
se tratara de un pequeno cohete. Esta 
fuerza proporciona al astronauta Ia 
aceleración necesaria para maniobrar 
en el espacio. (Cortesia de Ia NASA.) 
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12.1 Infrôducclón 

La Tierra no está aislada en el espacio, sino que se halla sujeta a una gran cantidad de efectos 
externos. El Sol es el responsable de la mayoría de ellos, pues ejerce una interacción gravitatoria 
que mantiene a la Tierra en su órbita; el efecto gravitatorio de los demás planetas y de las estre- 
llas más lejanas es despreciable, pero el efecto gravitatorio de la Luna se nota en la generación de 
las mareas terrestres. La radiación electromagnética dei Sol, en su mayoría infrarroja, visible y 
ultravioleta (véase la Sec. 29.8), cae continuamente sobre la Tierra y produce una serie de efectos, 
como el clima, y además resulta de vital importância para la fotosíntesis. Quizá el efecto más impor¬ 
tante de la radiación solar es que proporciona la energia necesaria para mantener la vida. El Sol produce 
también un intenso campo magnético que se extiende más allá de la órbita terrestre, y también emite 
partículas cargadas, muchas de las cuales llegan a la Tierra en lo que se ha dado en llamar viento 
solar. La Tierra se ve banada también por la radiación electromagnética y las partículas cargadas 
que se originan en otros lugares de nuestra galaxia. Estas radiaciones y partículas se conocen como 
radiación cósmica. 

Desde los comienzos de la civilización, hace unos 10 000 anos, la gente siempre ha sentido 
una gran curiosidad por el mundo que se encuentra más allá de la superfície terrestre, región que 
llamamos “espacio”, a falta de un mejor término. Hasta hace muy poco, la única forma en que los 
humanos podían explorar su espacio exterior era de manera visual, mediante la luz, primero direc- 
tamente a simple vista y más tarde mediante telescópios, instrumentos inventados en el siglo xvi. 
Sin embargo, la observación visual desde la superficie terrestre tiene dos limitaciones. Una es que la 
luz es sólo una i^uena fracción de la radiación que llega a la Tierra. La otra es que la radiación debe 
cruzar la atmósfera terrestre antes de alcanzar la superfície, y sufre vários câmbios, como la absor- 
ción selectiva, la refracción y la dispersión. La primera limitación ha sido reducida un poco en las 
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últimas décadas mediante el uso de telescópios sensibles a otras regiones dei espectro electromag¬ 
nético. En la actualidad existen instrumentos sensibles a las regiones dei infrarrojo, dei ultravioleta, 
de radio y de microondas. La segunda limitación se puede reducir construyendo observatorios en las 
montanas (como el caso de Cerro Tololo en Chile, Chacaltaya en Bolivia y Mauna Kea en Hawaii), 
colocando sondas en globos que suben a vários miles de metros y, más recientemente (1990), po- 
niendo un telescópio en órbita, como es el caso dei telescópio Hubble (Nota 33.2). 

Probablemente la mejor manera de adquirir conocimientos sobre el espacio es introducirse 
en él. Podemos hacerlo colocando instrumentos y equipos a distancias muy grandes de la superfície 
terrestre. Podemos colocar estaciones tripuladas o laboratorios en el espacio. Esto representa una 
tarea tecnológica formidable. Requiere el diseno de cohetes, equipo de comunicación, protección 
adecuada para el equipo y sistemas de mantenimiento de la vida de los científicos participantes. 
Existen numerosos detalles que deben tomarse en consideración. Sólo a partir de la década de los 
sesenta ha sido posible hacer este esfuerzo. 

La investigación dei espacio abarca tres áreas principales: 

(a) El estúdio de la atmósfera, hasta alturas por encima de los 100 km, mediante satélites artificia- 
les. Éstos también pueden estudiar la superfície terrestre. Son de ayuda para el entendimiento de los procesos 
atmosféricos y la evaluación de los recursos terrestres. Actualmente existen redes de satélites que profWDr- 
cionan información las 24 horas dei día. 

(b) El desarrollo de comunicaciones por radio y íelevisión entre prácticamente todos los 
puntos de la Tierra, mediante el uso de satélites geoestacionarios. Tales satélites permaneceu todo 
el tiempo sobre el mismo punto en el ecuador, recibiendo y transmitiendo senales. 

(c) La exploración de la Luna, de los planetas y de cuerpos más lejanos mediante sondas 
espaciales, que se mueven más allá de la influencia gravitatoria de la Tierra y giran alrededor de un 
planeta o de la Luna, o caen en su superfície; algunas escapan dei sistema solar. 

En este capítulo revisaremos brevemente cómo el entender la fuerza gravitatoria es indis- 
pensable para planear la exploración dei espacio. 


12.2 Satélites terrestres 


Un satélite terrestre es un cuerpo colocado en órbita alrededor de la Tierra. Estos satélites se utili- 
zan para comunicaciones, meteorologia, mediciones terrestres (gravitación y campos magnéticos), 
evaluación de recursos (agua, minerales), transmisión de senales de radio y televisión y como pun¬ 
tos de referencia para la navegación. Los satélites terrestres de gran altura se utilizan también para 
observaciones astronómicas, ya que se pueden eliminar los efectos de la atmósfera. Aunque la mayo- 
ría de los satélites son lanzados desde estaciones terrestres, recientemente algunos han sido colocados 
en órbita desde los transbordadores espaciales de la NASA, unos cuantos han sido tripulados durante 
períodos pequenos y ya está en la última etapa de planeación una estación espacial permanente, que 
probablemente será construida dentro de pocos anos. 

El prímer satélite terrestre, llamado Sputnik, fue lanzado por la Unión Soviética en octubre de 
1957. Un mes más tarde otro satélite fue lanzado por Estados Unidos. En el momento presente hay 
más de cien satélites en órbita alrededor de la Tierra a diferentes alturas y en órbitas distintas, los 
cuales fueron lanzados por la Unión Soviética, Estados Unidos, la Agencia Espacial Europea, y otros, 
incluyendo a índia y a China. El prímer satélite tripulado fue lanzado en 1961 por la Unión Soviética; 
el segundo lo lanzó Estados Unidos en 1962. 

En teoría, un satélite puede mantenerse indefinidamente en órbita. Sin embargo, a menos que 
esté a suficiente altitud (por lo menos 160 km), la atmósfera disipa de manera gradual la energia de los 
satélites y fínalmente caen a la Tierra, donde son destruidos por las altas temperaturas desarrolladas 
por la fricción con la atmósfera superior. Por otro lado, un satélite que se halla a una altitud muy 
grande tiene una utilidad limitada, en términos de la información sobre la Tierra que pueda detectar. 

Existen dos requisitos para poner un satélite en órbita estable en el punto de inserción C (Fig. 
12.1). Prímero es necesario llevar al satélite hasta esa altura y después debe dársele la velocidad 
orbital necesaría. La velocidad orbital, para una órbita circular, conocida también como velocidad de 
inserción, se encuentra igualando la fuerza centrípeta mvVr con la gravitatoria GMmJp-, y está dada 



por = GM/r (recuerde la Sec. 11.6). Sustituyendo r por R-^h, donde h es la altura dei s^élite por 
encima de la Tierra y i? es el radio terrestre, obtenemos 
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GM _GM 1 

R h R h/R) 





Mediante el desarrollo dei binomio de Newton podemos escribir 





para h « R 


Tabla 12.1 Velocidad de inserción 


/i(km) 

t;i„s(km s-') 

v.Jkm h->) 

Periodo 

10 

7.894 

28 418 

1 h 25 min 

160 

7.809 

28 112 

1 h 28 min 

320 

7.715 

27 774 

I h 31 min 

1 600 

7.068 

25 446 

1 h 58 min 

35 880 

3.070 

, 11 052 

24 h 


( 12 . 1 ) 


Nótese que el primer factor es igual a la velocidad de escape de la superfície terrestre dividida 
entre V2 y es igual a 7.9 x 10^ m s"'. En la tabla 12.1 se dan los valores de para diferentes 
alturas. También se da el período, calculado mediante P = 2niR + Nótese que un satélite a 
una altura de 35 880 km tiene un período de 24 horas y, por tanto, permanece siempre sobre el mismo 
punto de la superfície terrestre, si se encuentra en una órbita ecuatoríal; décimos que el satélite es 
geoestacionario. Este tipo de satélites es de gran importância, en particular para la construcción de 
una estación espacial y para las comunicaciones. 

La órbita de un satélite depende dei valor de la velocidad en el punto de inserción C, según 
explicamos en relación con la fígura 11.11. La velocidad de escape dei satélite a la altura de 
inserción h (Ec. 11.13, donde R es sustituida por (R + h)) es 


2GM 
R + h 


1/2 



( 12 . 2 ) 



Figura 12.1 Satélite lanzado en 
el punto A y puesto en órbita en C. 
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Si la velocidad en el punto de inserción es menor que el satélite describirá una órbita elíptica 
teniendo el centro de la Tierra en un foco. Si la velocidad es igual o mayor que el satélite 
describirá una órbita parabólica o hiperbólica y se alejarã de la Tierra. 

Otro factor importante es la velocidad inicial mínima que debe tener un satélite en el mo¬ 
mento dei lanzamiento después de que el cohete ha consumido todo su combustible, de modo que 
tenga la velocidad adecuada en el punto de inserción C. A esta velocidad inicial se le llama veloci" 
dad característica, v^. Su valor es fácil de calcular para una órbita circular. La energia en el punto de 
lanzamiento A debe ser igual a la energia total de una órbita circular a la altura h. Esto es, usando la 
ecuación 11.10yi? + /ien lugar de r. 




GMm 

R 


GMm 
2{R + h) 


en dondesêl miembro izquierdo da la energia total en A y el derecho es la energia total en una órbita 
circular en C. Despejando obtenemos 


o 


GM í 1 \_GM{\+2hlR)^ GMÍ -h\ 

~Y\ ~{\+h/R))' R{l+h/R) ^r) 


si h « R 


(GM\l^ í, h\ 

I — I (I+^l para íl«J« (12.3) 


En la tabla 12.2 s'e muestra la velocidad característica para diferentes alturas. Cuando se le 
compara con la velocidad de inserción (Tabla 12.1) vemos que, a medida que aumenta la altura, 
aumenta mientras yj^^^ disminuye. Tenemos también que se acerca a la velocidad de escape a 
alturas muy grandes. Es claro, entonces, que necesitamos más energia cinética para alcanzar 
una altura mayor. Debe notarse que una vez que un satélite se coloca en órbita, no necesita energia 
adicional para mantenerse en esa órbita. Sin embargo, se necesita energia para cambiar la órbita de 
un satélite, como es necesario hacer en algunas ocasiones. 


Tabla 12.2 Velocidad característica 


h (km) 

y^ (km s'*) 

y^ (km h-*) 

10 

7.906 

28 463 

160 

8.003 

28 810 

320 

8.093 

29 136 

1 600 

8.664 

31 190 

35 880 

10.752 

38 706 

00 

11.181 

40 253 


EJEMPLO 12.1 

Relaciones de energia en el lanzamiento de un satélite. 

[> Poner un satélite en órbita requiere un consumo de energia. Parte de la energia se utiliza en elevar al 
satélite hasta la órbita deseada, y parte, en darle la velocidad orbital necesaria. Podemos ver el problema de 
dos formas. 

(a) Si lanzamos el satélite con la velocidad característica y^,, entonces la energia cinética en el 
lanzamiento proporciona ambas partes; ésta está dada por 

, , GMm 1 + 2h/R 

Êk,c = = 


2R 1 + h/R 
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La energia cinética para una órbita a una altura h corresponde a la velocidad de inserción v, , 


esto es 


GMm 


^k,i - 2'»^ins 


1 


2R \í+h/R^ 

Así, la energia cinética adicional necesaria para lanzar el satélite y llevarlo a la altura orbital es 


GMm / 2h/R 

h == -Ek c - -Ek i =- - 

2R \\+h/R 

Entonces 

£k,c _ j 2h j, 2h 

Esto significa que a baja altura «Ey. j y prácticamente toda la energia cinética inicial proporcionada 

por el consumo de combustible se utiliza para colocar al satélite en órbita. Por ejemplo, para h = 300 km, 
Ey. JEy. j = 2hlR = 0.094. Esto significa que sólo el 9.4% de la energia cinética inicial se usa para elevar al 
satélite. La situación se invierte en el caso en que se coloca al satélite a una gran altura. Para un satélite 
geoestacionario, /i = 35 880 km y 2hlR « 11.2, que significa que la energia cinética usada para elevarlo 
es 11 veces la energia cinética requerida para el movimiento orbital. 

(b) Podemos proceder de manera distinta. Lanzamos primero el satélite con la energia cinética 
suficiente para alcanzar la altura de la órbita y entonces le imprimimos la velocidad orbital requerida en 
el punto de inserción. Un sencillo cálculo, usando el principio de conservación de la energia, nos mues- 
tra que, para ambos casos, la energia total es la misma, pero en esta segunda opción se necesita menos 
energia cinética inicial. Sin embargo, debe colocarse en el satélite un segundo cohete para que le impri¬ 
ma la energia orbital de inserción. Éste es el método que se utiliza en el transbordador. 

El análisis anterior fue simplificado suponiendo que la masa dei sistema completo, satélite más 
cohetes, permanece constante. En la práctica la masa dei combustible disminuye continuamente mien- 
tras dura la combustión (recuerde el Ej. 7.7) y además se utilizan motores de varias etapas; cada etapa se 
va eliminando después de completar su tarea. Esto disminuye la energia total requerida. Sin embargo las 
velocidades, como son independientes de la masa dei satélite, permanecen iguales a las calculadas en 
las ecuaciones 12.1 y 12.2. Al efectuar tales cálculos no hemos tenido en cuenta el efecto de la atracción 
de la Luna, que afecta ligeramente a la velocidad de escape de la Tierra. 



EJEMPLO 12.2 

Efecto de la rotación de la Tierra y su movimiento orbital sobre el lanzamiento de una sonda espacial. 

[> En nuestros cálculos hemos ignorado la rotación de la Tierra. Sin embargo, todos los cuerpos que están 
sobre la superfície terrestre tienen una velocidad en dirección 0-E dada por (recuerde el Ej. 5.3) 

v= 0)R cos X = 463 (cos X) m s~* = 1700 (cos X) km h~* 

donde X es la latitud dei cuerpo. Esto significa que todas las sondas lanzadas desde la superfície terrestre 
tienen una velocidad hacia el este además de su velocidad hacia arriba. Esto tiene dos importantes con- 
secuencias. Siempre que sea posible, los lugares de lanzamiento se escogen en la costa oriental de los 
continentes, de modo que la trayectoria inicial hacia el este sea sobre el océano. Se escogen también 
lugares cercanos al ecuador cuando las fronteras políticas lo permiten, de modo que pueda ganarse un 
poco de velocidad orbital inicial con la ayuda de la rotación de la Tierra. Ésta es la razón por la que 
Estados Unidos usa Cabo Canaveral, en Florida, a 30° latitud norte; Francia, usa la Guayana francesa, a 
8° latitud norte; y la antigua Unión Soviética utiliza Baikonur, en Asia central, a 45° de latitud norte. 

Por ejemplo, poner un satélite en órbita a una altura de 2(X) km requiere una velocidad orbital de 
7.65 xlO^ m s“^ pero para un satélite lanzado desde el ecuador, la rotación terrestre contribuye con 463 ms“^ 
de modo que todo lo que se necesita es una velocidad de inserción de 7.19 x 1(P m s"’. Un satélite 
lanzado desde Cabo Canaveral necesita 7.29 x 10^ m s“^ porque la rotación sólo contribuye con 390 m s“^ 
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en dirección este. Así, para un lanzamiento en el ecuador, la rotación terrestre contribuye con 6% de la 
velocidad orbital y para Cabo Canaveral es dei 5%. Sin embargo, el aborro de energia cinética sul^ a 12% 
y 10% respectivamente (debido a que E = AE/E = 2(Avlv)), lo que significa un aborro importante. 

Como la energia de inserción disminuye con la altura, el efecto de la rotación terrestre es más 
importante para satélites que se colocan a mayor altura. 

El mismo efecto se da en el lanzamiento de sondas bacia otro planeta. Sin embargo, en este caso 
se usa la velocidad orbital de la Tierra alrededor dei Sol, que es de alrededor de 3 x lO'* m s“*. Esta 
situación se contempla en el ejemplo 12.3. 


1Z3 Yloje 0 la Luna 

La Luna es el cuer|K) celeste más cercano a la Tierra; se encuentra a una distancia media de 384 400 km 
o casi 60 veces el radio de la Tierra. Parece natural que haya sido el primer cuerpo extraterrestre que 
se ba explorado. Cuando se envia una sonda bacia la Luna, ésta se mueve en el campo gravitatorio 
que se muestra en la figura 11.24. La velocidad de la sonda disminuye primero a medida que se 
aleja de la Tierra y su velocidad inicial mínima debe ser prácticamente la velocidad de escape, 
1.13 X 10"* m s“* o alrededor de 40 000 km h~*. Cuando la sonda alcanza el punto de equilibrio A, 
la atracción gravitatoria de la Tierra y de la Luna son iguales. Este punto está a una distancia de 
346 000 km de la Tierra y a 38 400 km de la Luna (recuefde la Fig. 11.24). Cuando la sonda pasa más 
allá de este punto, la atracción de la Luna predomina sobre la de la Tierra. La velocidad de la sonda 
aumenta gradualmente hasta que alcanza la superfície lunar a 2.38 x 10^ m s"* (8 480 km h“*), con 
una velocidad igual a la velocidad de escape de la Luna. La primera sonda que llegó a la Luna fue 
Luna 2, lanzada por la Ubión Soviética en septiembre de 1959. El viaje duró 35 horas. 

Como la Luna está en movimiento con respecto a la Tierra (Fig. 12.2), su posición en el 
momento dei lanzamiento de la sonda es Cj, mientras que su posición a la llegada es C 2 . La trayec- 
toria de la sonda espacial debe, pues, ser uná línea curva, de modo que los cálculos reales son un 
poco más complejos. Es posible que una sonda, en lugar de caer en la Luna, pase cerca de su 
superfície. En este caso, dependiendo de su velocidad y su distancia de máximo acercamiento, la 
sonda seguirá diferentes trayectorias. Puede ser atrapada en una órbita estable alrededor de la Luna. 
Puede pasar alrededor dei satélite y regresar a la Tierra. Puede, fínalmente, sufrir sólo una desvia- 
ción y escapar al sistema solar. Este último fue el caso de Luna 1, lanzada por la Unión Soviética en 
enero de 1959. Después de pasar cerca de la Luna, a unos 8 000 km de su superfície, Luna 1 entró en 
una órbita elíptica alrededor dei Sol con un período de 443 dias. 

Para un alunizaje “suave” sobre la superfície lunar, es necesario reducir la velocidad de 
acercamiento. Como la Luna no tiene atmósfera, la velocidad se reduce encendiendo un cohete que 
produce un empüje en dirección opuesta al movimiento de la sonda. Reducif la velocidad de 2.38 x 
10^ m s“* a casi cero requiere la misma energia y la misma cantidad de combustible que se necesi- 
taría para acelerar a la sonda hasta esa velocidad. El primer alunizaje suave en la Luna fue el de 
Luna 9, en febrero de 1966. Cuando Luna 9 se hallaba aproximadamente a 80 km sobre la superfí¬ 
cie de la Luna, sus retrocohetes redujeron su velocidad a cerca de 47 m s"^ ó 170 km h"*. 

El regreso de la Luna es más fácil, en cierto sentido, porque sólo es necesario proporcionar una 
velocidad inicial igual a la velocidad de escape de la Luna, 2.38 x 10^ m s"^ Cuando la sonda pasa el 
punto de equilibrio, continua “cayendo” bacia la Tierra, a la que llega con la velocidad de escape 
terrestre, 1.13 x l(y* m s"*. El aterrizaje suave en la Tierra es también más fácil porque la atmósfera 
frena a la sonda y es posible utilizar un paracaídas en el último momento. 

Para colocar un satélite en una órbita íunar (Fig. 12.3) cuandò está cerca de la superfície de 
la Luna, punto C, sólo es necesario usar el retrocohete para ajustar la velocidad de la sonda a la 
requerida para una órbita estable a la distancia deseada (recuerde la Ec. 12.1). El primer satélite 
lunar, Luna 10, fue puesto en órbita en abril de 1966. Describe una órbita con un radio de 2 4(X) km, 
una velocidad de 1.24 x 10^ m s"* y un período de 3 h. 

Estados Unidos, Japón y la ex Unión Soviética han lanzado varias sondas a la Luna, 
equipadas con una variedad de instrumentos científicos. Estas sondas han obtenido valiosa 




Figura 12.2 Lanzamiento de una sonda a la 
Luna. 


Figura 12.3 Inserción de un satélite en una 
órbita lunar. 


información sobre las propiedades físicas de la superfície lunar, como su composición, tempera¬ 
tura, irradiación, sismicidad, etcétera. 

Un esfuerzo pionero fue la extraordinária exploración de la Luna efectuada por la serie 
Apoio, organizada por Estados Unidos. El propósito era enviar astronautas a la superfície lunar y 
traerlos de regreso. Hubo nueve viajes tripulados a la Luna, de los cuales seis aterrizaron en ella. 
Los primeros hombres que pisaron la superfície de la Luna fueron Neil A. Armstrong y Edward E. 
Aldrin, el 20 de julio de 1969. 

El sistema usado para ir a la Luna consistió ei) diferentes componentes con una masa inicial 
de alrededor de 2.8 x 10^ kg. La propulsión de lanzamiento fue producida por un cohete Saturno V de 
tres etapas, con una masa inicial de alrededor de 2.6 x 10^ kg; su función era proporcionar la 
velocidad necesaria para alcanzar la Luna. El segundo componente era el módulo de servido (MS) 
cuya función fue colocar al vehículo en órbita lunar; su masa inicial era de 23 000 kg. El tercer 
componente era el módulo lunar (ML) en el que alunizaron los astronautas; llevaba también un 
cohete para llevar el módulo hasta la superfície lunar y regresarlo a su órbita; su masa inicial era de 
alrededor de 12 600 kg. El cuarto componente era el módulo de comando (MC) en el que los tres 
astronautas viajaron a la Luna y volvieron a la Tierra; su masa inicial era de alrededor de 5 000 kg 
o dei 0.2% de la masa inicial total. 

En la figura 12.4 se muestra la trayectoria seguida en la misión. El punto de lanzamiento es 
(1). El impulso de las dos primeras etapas dei Saturno V colocó al sistema en una órbita terres¬ 
tre (2) con velocidad de 7.78 x 10^ m s"* a una altura de 180 km. Después de recorrer la órbita casi tres 


Posición de la Luna 



Figura 12.4 De Ia Tierra a Ia Luna y de regreso. 
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veces, la íercera etapa dei Saturno V propulsó en (3) al vehículo hasta que alcanzó la velocidad de 
escaj^, 1.13 X lO'* m s~^ Más tarde el Saturno V se separó dei resto dei vehículo y cayó a Tierra. Lo 
que quedaba dei sistema (módulos de servicio, lunar y de comando), con una masa de alrededor de 
200 000 kg, siguió hacia la Luna a lo largo de la trayectoria (4) durante casi 60 horas, sin usar 
combustible, excepto para hacer ajustes menores. Cerca de la Luna, el cohete dei módulo de servi¬ 
cio disminuyó la velocidad dei sistema a cerca de 1.55 x 10^ m s“‘ y el vehículo entró en órbita 
lunar (5) a unos 110 km sobre la superfície de la Luna. Después de recorrer la órbita varias veces, el 
módulo lunar se separó de los otros dos módulos (6) y llevó a dos astronautas a la superfície lunar. 
Los módulos de servicio y comando permanecieron en órbita con un astronauta a bordo. Des¬ 
pués de completar la misión lunar, el cohete dei ML llevó a éste de regreso a encontrarse con los otros 
dos módulos (7). Cuando los astronautas fueron transferidos al MC, el ML fue desechado. Des¬ 
pués los cohetes dei MS aceleraron al vehículo hasta alcanzar la velocidad de escape de la Luna, 
2.38 X 10^ m s"^ Los módulos de servicio y comando regresaron a la Tierra (8), en 60 horas. Cerca 
de la Tierra, el MS se separó dei MC, el único componente que regresó a la superfície terrestre. 

114 Exploracién dei sistema solar 

Desde la Tierra se ha llegado a algunos planetas dei sistema solar mediante vehículos no tripulados o 
sondas. Los dos planetas más explorados son Venus y Marte y varias sondas han llegado hasta ellos. 

El viaje desde la Tierra a otro planeta requiere varias etapas. Primero es necesario que el 
vehículo adquiera la velocidad de escape de la Tierra, 1.13 x lO'* m s“‘. En seguida, el vehículo debe 
ser colocado en una órbita solar, bajo la acción gravitatoria dei Sol, que lleva al vehículo a un 
encuentro con el planeta. Cuando se encuentra muy cercano a éste y se ve sujeto a su atracción 
gravitatoria, puede caer al planeta, orbitar alrededor de él o sufrir una desviación y continuar su 
viaje por el sistema solar. Por ejemplo, en 1977, la sonda Voyager 2 fue lanzada en un viaje por el 
sistema solar. Pasó cerca de Júpiter (1979), Saturno (1981), Urano (1986) y Neptuno (1989), después de 
lo cual entró en una órbita solar. Esos planetas son relativamente fáciles de visitar en un solo viaje, ya 
que sus órbitas están casi en el mismo plano (Fig. 12.5). En cada encuentro, la sonda recibió un 
empuje gravitatorio adicional para continuar con su recorrido, según explicamos en el Ejemplo 6.4. 

El programa de exploración planetaria se puede efectuar de varias maneras. Una utiliza la 
trayectoria más corta, que tiene como resultado un tiempo mínimo. Otra es la trayectoria que re¬ 
quiere la mínima cantidad de energia. Y, por supuesto, existen muchas opciones intermedias. 

La trayectoria que requiere un gasto mínimo de energia exige que la Tierra, en el momento 
dei lanzamiento, y el planeta, en el momento de la llegada, estén en una recta que pase por el Sol 



Marte 



Figura 12.5 El Voyager 2 y su exploración dei Figura 12.6 Órbitas de Hohmann para Venus y Marte, 

sistema solar. 
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(Fig. 12.6). Estas trayectorias se conocen como órbitas de Hohmann y son elipses, con el Sol en 
un foco. El eje mayor de la elipse es igual a la suma de los rádios de la órbita de la Tierra y dei 
planeta. Recordando la ecuación 11.10, vemos que la energia total de una sonda de masa m en una ór¬ 
bita de Hohmann es E = -GMmJla, donde M es la masa solar y 2^ = + rp es el eje mayor de la 

órbita (Fig. 12.7). En términos de sus energias cinética y potencial, podemos escribir \mi? - GMmJ 
r = - GMml2a. Despejando la velocidad obtenemos 


,2 _ 



(12.4) 


Cuando la sonda es lanzada desde la Tierra, r = y, como 2a - = Tp, encontramos que la 

velocidad de inserción con respecto al Sol es 

_ /GMrpV'^ 

^ \ arp J 

La velocidad Vp de la sonda, también con respecto al Sol, a medida que se acerca al planeta puede 
calcularse haciendo r = rp en la ecuación 12.4. Entonces 2a - rp = y 


Vp 


arp J 


(12.5) 


El primer planeta en ser explorado fue Venus. Esto se hizo mediante una sonda llamada Mariner 2, 
que fue lanzada por Estados Unidos en agosto de 1962 (Fig. 12.8). LIegó a Venus después de 109 dias. 
Posteriormente el Mariner 2 entró en órbita solar conmn período de 346 dias. La prímera exploración 
de Marte fue con el Mariner 4, lanzado por Estados Unidos en noviembre de 1964 (Fig. 12.9). 
Tardó 227 dias en llegar a Marte. Después de pasar a unos 18 000 km dei planeta, entró también en 
órbita solar. Ninguno de estos dos vuelos fue a lo largo de una órbita de Hohmann verdadera. 




Figura 12.7 Velocidades en una 
órbita de Hohmann. 


Figura 12.8 Trayectoria orbital 
dei Mariner 2 de Ia Tierra a 
Venus. 
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Figura 12.9 Trayectoria orbital 
dei Mariner 4 de la Tierra a 
Marte. 


Figura 12.10 Trayectoria de la 
sonda Magallanes de la Tierra a 
Venus. 


Figura 12.11 Trayectoria de 
vuelo VEEGA de la sonda 
Galileo. 



Venus en el momento 



Las tres sondas espaciales lanzadas más recientemente para explorar los planetas dei siste¬ 
ma solar son las misiones Magallanes, Galileo y Ulises. La sonda Magallanes fue lanzada en abril 
de 1989 y llegó a Venus en septiembre de 1990, después de darle una vuelta y media al Sol siguien- 
do una trayectoria cercana a una órbita de Hohmann. Después de llegar a Venus, la sonda entró en 
órbita alrededor dei planeta (Fig. 12.10). El objetivo de la misión Magallanes era explorar el plane¬ 
ta durante unos 243 dias terrestres (un día venusino), La sonda Galileo fue lanzada en octubre de 
1989 para explorar Júpiter, y llegará allí en 1995. Sigue una órbita asistida por la gravedàd, denota¬ 
da con las siglas VEEGA, como fue explicado en el ejemplo 6.4. La órbita de Galileo se muestra en 
la figura 12.11. 



I 
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Kgera 12.12 Trayectoria de 
vuelo de la sonda Ulises a 
Júpiter. 


La misma técnica de propulsión asistida por la gravedad se utilizó para la sonda solar Ulises, 
lanzada eh octubre de 1990. La trayectoria se muestra en la figura 12.12. La sonda fue dirigida 
inicialmente hacia Júpiter. Un encuentro cercano con el planeta en febrero de 1992 utilizó su acción 
gravitatoria para desviar a Ulises a una nueva órbita casi perpendicular al plano ecuatorial dei Soí. 
Ulises, entonces, entrará en una órbita polar alrededor dei Sol, lo que le permitirá hacer un estúdio 
dei Sol desde un ângulo nunca antes alcanzado. Ulises pasó por el polo sur dei Sol entre mayo y 
septiembre de 1994 y sobre el norte un ano más tarde; después continuará en esa órbita. La distan¬ 
cia más corta (perihelio) al Sol es de alrededor de 1.9 x 10** m y la más grande (afelio) es aproxi¬ 
madamente de 8 X 10** m. 


EJEMPLO 12.3 

Detalles de las misiones Venus y Marte. 

O Con el objeto de llegar a Venus, primero aceleramos la sonda hasta la velocidad de escape de la Tierra, 
1.13 X lO'* m s"*. En cierto momento, cuando la sonda tiene una velocidad muy pequena con respecto a 
la Tierra, debe dársele la velocidad de inserción en una órbita de Hohmann. Mediante la ecuación 12.4 y 
con los datos de la tabla 11.1, se tiene que la velocidad de inserción es de 27.3 x 10^ m s~*. Como en ese 
tiempo la velocidad de la sonda en relación con el Sol es prácticamente igual a la velocidad orbital 
de la Tierra, 29.8 x 10^ m s"*, es necesario reducir la velocidad de la sonda en 2.5 x 10^ m s“* de modo 
que ésta “caiga” hacia Venus. La sonda llega a Venus después de 145 dias con una velocidad (Ec. 12.5) 
de 37.7 X 10^ m s“*. Como la velocidad orbital de Venus es de 35.05 x 10^ m s~*, la velocidad de la 
sonda debe reducirse de nuevo en 2.7 x 10^ m s~* de modo que pueda ser capturada por Venus. La sonda 
llegará a la superfície dei planeta con su velocidad de escape, 10^ m s~*, a menos que se hagan ajustes en 
la velocidad. 

En el caso de Marte, la velocidad de inserción en una órbita de Hohmann es de 32.7 x 10^ m s~*, 
que es mayor que la velocidad orbital de la Tierra, 29.8 x ICP m s"*. Por tanto, para alcanzar la velocidad 
de inserción es necesario aumentar la velocidad de la sonda en 2.9 x 10^ m s~*, de modo que la sonda 
“caiga” hacia Marte. La sonda llegará a Marte después de 260 dias con una velocidad de 21.5 x 10^ m s~*. 
La velocidad orbital de Marte es de 24.1 x 10^ m s~*. Por tanto, es necesario aumentar la velocidad de la 
sonda en 2.6 x 10^ m s~* de modo que ésta caiga en Marte; lo hará con la velocidad de escape de 5 x 
10^ m s~*, a menos que se hagan otros ajustes de velocidad. 
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PREGUNTÂS 

12.1 Haga una lista de los factores externos que afectan las 
condiciones de la atmósfera y superfície terrestres. 

12.2 Verifique que para un satélite de baja altura lanzado con la 
velocidad característica, la energia cinética en el momento dei 
lanzamiento corresponde a la de una órbita circular de radio R 
(véase el Ej. 12.1 (a)). 

12.3 Compruebe que para bajas alturas la 
velocidad de inserción y la característica difíeren en 
ÍGMIR)^'^ (hlR). 


PROBLEMAS 

12.1 Un cohete se dispara verticalmente desde la Tierra bacia la 
Luna, y el combustible se consume en un tiempo relativamente 
corto después dei encendido. (a) ^En qué punto de su trayectoria 
bacia la Luna su aceleración es cero? (b) Calcule la velocidad 
inicial mínima dei cobete para que llegue a este punto y caiga 
bacia la Luna bajo la atracción gravitatoria de ésta. (c) En el 
último caso, calcule la velocidad dei cobete cuando toca a la 
Luna. (Ignore el movimiento de la Luna con respecto a la ' 

Tierra y suponga que el cobete se mueve en una línea recta.) 

12.2 Calcule la velocidad de escape de la superfície de (a) 
Mercúrio, (b) Venus, (c) Marte y (d) Júpiter. (Sugerencia: Para 
simplificar el cálculo, primero calcule el factor (2G)*^. Después 
sólo tiene que multiplicarlo por (MIR)^^ para cada planeta.) 

12.3 (a) Calcule la velocidad de inserción de un satélite 
terrestre en una órbita circular a 1 000 km sobre la superfície 
dei planeta, (b) Calcule también la velocidad característica 
en el momento dei lanzamiento. 

12.4 Un satélite, de 5 000 kg de masa, describe una trayectoria 
ecuatorial circular alrededor de la Tierra de 8 000 km de radio. 
Halle (a) su momentum angular y sus energias (b) cinética, 

(c) potencial y (d) total. 

12.5 El vebículo espacial Apoio VIII estuvo en órbita circular 
alrededor de la Luna, 113 km por encima de su superfície. 
Calcule: (a) el período de movimiento, (b) la velocidad lineal y 
(c) la velocidad angular dei vebículo. 

12.6 Encuentre la altura y la velocidad de un satélite (en órbita 
circular en el plano ecuatorial) que permanece sobre el mismo 
punto de la Tierra en todo momento. A este tipo de satélites se 
les conoce como geoestacionarios. 

12.7 Un satélite terrestre se mueve en una órbita circular 
concêntrica con la Tierra a una altura de 300 km sobre la 
superfície dei planeta. Halle (a) su velocidad, (b) su período y 
(c) su aceleración centrípeta, (d) Compare el resultado de (c) 
con el valor de ^'a esa altura, según un cálculo directo con el 
método dei ejemplo 11.1. 


12.4 ^Por qué la velocidad de escape es mayor que la de 
inserción para la misma altura sobre la superfície terrestre? 

12.5 ^De qué manera ayuda la gravedad en una misión planetaría? 

12.6 ^De qué manera ayuda la velocidad orbital de la Tierra al 
movimiento orbital de uba sonda espacial? 

12.7 Investigue cuáles son las ventajas de colocar satélites de 
investigación cerca de la superfície terrestre, pero por encima 
de su atmósfera. Haga una lista de los satélites que baya oído 
mencionar y de su objetivo. 


12.8 Calcule la velocidad de lanzamiento dei módulo lunar de 
la misión Apoio VIII desde la superfície lunar, de modo que 
pueda unirse suavemente al módulo de comando, que está a 113 
km sobre la superfície de la Luna. 

12.9 (a) Examine con detalle la trayectoria de una sonda 
dirigida a Mercúrio, que utiliza una órbita de Hobmann. (b) 
Calcule la velocidad que se necesita en cada etapa, (c) Repita 
los cálculos para una misión a Júpiter. 

12.10 (a) Calcule la velocidad de un satélite que está en una 
órbita ecuatorial a 480 km sobre la superfície terrestre. iQué 
velocidad adicional se le debe dar para colocarlo en esta órbita 
si se le lanza desde el ecuador (b) en dirección este-oeste o (c) 
en dirección oeste-este? (SUgerencia: Primero calcule la 
velocidad inicial dei satélite debida a la rotación de la Tierra.) 
(d) A partir de sus respuestas, i,cuál seria la dirección adecuada 
para lanzar un satélite? 

12.11 Un meteorito se mueve muy lentamente, con respecto a 
la Tierra, cuando pasa perpendicularmente a una distancia de 20 
rádios terrestres dei centro dei planeta. Si es atraído por la 
Tierra, calcule la velocidad que tendría cuando alcanzara una 
distancia igual a dos rádios terrestres. 

12.12 Se va a lanzar una sonda desde la Tierra con velocidad 

Vq, de modo que a una distancia muy grande de la Tierra su 
velocidad, con respecto a ésta, es v^, (a) Demuestre que si es 
la velocidad de escape de la Tierra (recuerde la Ec. 11.13), 
entonces Vq = (v^ + (b) Calcule la velocidad de la sonda 

con respecto al Sol. 

12.13 Se va a lanzar una sonda de tal manera que su velocidad 
con respecto al Sol, cuando se encuentre a una gran distancia de 
la Tierra, sea de 32.7 km s“^ (Ésta sería la velocidad de una 
sonda lanzada bacia Marte en una órbita de Hobmann.) 
Compruebe que la velocidad de lanzamiento es de 11.6 km s“^ 
Recuerde que la velocidad orbital de la Tierra con respecto al 
Sol es de 30 km s“^ 
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12,14 Una sonda se encuentra en “órbita de estacionamiento” 
a una altura por encima de la superfície terrestre de 2.26 R, 
donde R es el radio de la Tierra. Compruebe que la velocidad 
que la sonda necesita para escapar (a) de la Tierra es de 6.2 km 
s”’ y (b) dei sistema solar es de 9.42 km s~^ Recuerde que la 
velocidad orbital de la Tierra con respecto al Sol es de 30 km s”^- 


12.15 Se va a lanzar una sonda con una trayectoria de escape 

desde una “órbita de estacionamiento” que está a 180 km sobre la 
superfície terrestre, (a) Calcule la velocidad de escape mínima de 
esa órbita, (b) Calcule la velocidad de lanzamiento que debe tener 
la sonda para escapar de la Tierra si se le lanza desde la superfície, 
(c) Examine la ventaja de una órbita de estacionamiento. 
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13.1 infroducción 


En el estúdio de la dinâmica de una partícula, el resto dei universo se representa mediante una 
fuerza o una energia potencial que sólo depende de las coordenadas de la partícula y de ciertos 
parâmetros relacionados con su medio. Un problema más real e importante es el que corresponde a 
varias partículas en interacción, ya que todos los cuerpos pueden considerarse como agregados de 
partículas. De hecho, fue con un sistema de dos partículas con lo que empezamos nuestro estúdio 
de la dinâmica, cuando establecimos el principio de conservación dei momentum en el capítulo 6. 
En este capítulo se consideran dos resultados principales asociados con un sistema de partículas: el 
movimiento dei centro de masa y la conservación dei momentum angular. La conservación de la 
energia se estudiará en el capítulo siguiente. Suponemos que el observador está situado en un 
Sistema inercial al que llamaremos sistema de laboratorio o L. 

13.2 Mõvimlentõ dei centro de masa de un sistema de partículas aislado 

Consideremos un sistema compuesto por partículas de masa /Mj, m^, ... y con los vectores de 
posición Tj, ... con respecto a un sistema de referencia inercial (Fig. 13.1). Es útil 

definir un punto, llamado centro de masa (CM) dei sistema de partículas, cuya posición está dada 
por el vector 



+ m2 + •■• M 


(13.1) 


donde M = Z.m. es la masa total dei sistema. En términos de coordenadas rectangulares, el centro 
de masa está dado por 


Figura 13.1 El sistema de 
referencia C coincide con el 
centro de masa dei sistema de 
partículas. El sistema L de 
referencia está fijo en relación 
con el observador. 
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En la tabla 13.1 se muestra la posición dei CM de cuerpos con diferentes formas geométricas. 


Tabla 13.1 Centros de masa 


Figura 

Posición dei CM 


Placa triangular 


Punto de intersección de las tres 


medianas 


■ 


Polígono regular y placa circular 

En el centro geométrico de la figura 


IBI 

KBl 


Ciliruiro y esfera 

En el centro geométrico de la figura 



Pirâmide y cono 

En la recta que une el vértice con el centro de la base y 
a un cuarto de la longitud medida desde la base 


w 


Figura con simetria axial 

En algún punto dei eje de simetria 

1^1 



Figura con centro de simetria 

En el centro de simetria 


Cuando un sistema de partículas está en movimiento con respecto al observador, el CM dei 
sistema también se moverá con una velocidad que denotaremos con Tomando la derivada 
temporal de la ecuación 13.1 obtenemos la velocidad dei centro de masa en términos de las veloci¬ 
dades yj de las partículas con respecto aX^^Y^Z^^ como 


«CM = 


d*'cM 

dí 


- y W; 

Mr 


dí M 


(13.2) 


Teniendo en cuenta que= m.y. es el momentum de la /-ésima partícula, podemos también escribir 
la ecuación 13.2 como 


M 


HPí 


P 

M 


o P = Mv, 


CM 


(13.3) 


donde P = 2.». es el momentum total dei sistema. 

I* 1 

Esto sugiere que el momentum dei sistema es el mismo que tendría si toda la masa estuviera 
concentrada en el centro de masa y se moviera con velocidad y^^. Por tal razón, y^^ se conoce 
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(b) 


^ 0 ^ 


Figura 13.2 Choque entre dos 
cueipos. (a) Fotografia estrobos- 
cópica dei choque, (b) Análisis 
gráfico de la fotografia, el cual 
muestra que el centro de masa se 
mueve en una recta con 
velocidad constante en relación 
con el laboratório. 


como velocidad dei sistema. Así, cuando hablamos de la velocidad de un cuerpo compuesto por 
muchas partículas, como un aeroplano o un automóvil, la Tierra o la Luna e, incluso, una molécula 
o un núcleo, en realidad nos referimos a la velocidad de su centro de masa Por esa razón 
algunas veces trataremos un sistema de partículas como si fuera una sola partícula colocada en el 
CM, lo que hace que el concepto de CM sea de gran valor práctico. 

Si el sistema está aislado, es decir, si no está sujeto a fuerzas producidas por partículas ex¬ 
ternas al sistema, el principio de conservación dei momentum indica que P es constante. Por tanto 

el centro de masa de un sistema aislado se mueve con velocidad constante en relación con 

cualquier sistema inercial. ^ 

El choque entre dos discos que se deslizan se muestra en la fotografia de la figura 13.2(a). 
Los dos discos forman un sistema aislado y, a partir dei análisis gráfico de la figura 12.2(b), vemos 
que el centro de masa dei sistema se mueve en una recta con velocidad constante. 

Podemos colocar un sistema de referencia, designado como en el centro de masa 

de un sistema (Fig. 13.1). En relación con este sistema, el centro de masa está en reposo = 0). 
A éste se le conoce como sistema de referencia dei centro de masa o sistema C. En virtud de la 
ecuación 13.3, el momentum de un sistema de partículas con respecto al sistema C siempre es cero: 

P = 'Lp. = 0 en el sistema de referencia C 

i ‘ 

Por tal motivo se le conoce como sistema de referencia de momentum nulo. El sistema C es de 
importância debido a que muchos experimentos que llevamos a cabo en nuestro laboratorio o siste¬ 
ma L se pueden analizar con más facilidad en el sistema C. Queda claro que el sistema C se mueve 
con velocidad yj^j^ con respecto al sistema L. Cuando no actúan fuerzas externas sobre un sistema, 
el sistema de referencia C se puede considerar inercial. 


EJEMPLO 13.1 

Centro de masa de un sistema de dos partículas. 

I> Consideremos un sistema compuesto por dos partículas de masas Wj y /W 2 separadas por una distancia r 
(Fig. 13.3). Supongamos que el origen de coordenadas está en el centro de masa de modo que = 0. 

Entonces, de la ecuación 13.1 se obtiene 

mi»-i+m 2 r 2 = 0 o niiri = -m 2 r 2 

Usando sólo módulos, podemos escribir m^r^ = m 2 r 2 , o sea las distancias Tj y r 2 son inversamente 
proporcionales a sus respectivas masas. Combinando esta relación con el hecho de que r = Tj + r 2 , 

podemos escribir '"1 n CM r, ^ 

m2 

=-r, r 2 =- 

Wli -h m2 /Ml + /M2 


Figura 133 
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Aplicaremos estas relaciones a algunos casos sencillos. 

(a) Centro de masa dei sistema Tierra-Luna. En este caso ntj. = 5.98 x ICF'^ kg y = 7.34 x kg. 
Por tanto, = 81.5. La distancia de la Tierra a la Luna es de 3.84 x 10® m. Así pues, la distancia 
dei CM al centro de la Tierra es 


m, 






1.21 X 10-3 r = 4.665 X 10® 


Recordando que el radio de la Tierra es de 6.37 x 10® m, el CM dei sistema Tierra-Luna está a aproxi¬ 
madamente I dei camino, dentro de la Tierra. (El estudiante puede repetir el cálculo para el sistema 
Tierra-Sol.) 

(b) Centro de masa dei sistema electrón-protón. En este caso tm^ — 1850 y r = 0.53 x 10“*® m 
para el estado de energia más bajo. Por tanto la distancia dei CM al protón es 


r =_ ^ _r =_- _ = 5.4 x IQ-^r = 2.72 x 10“ m 

wip + wie iniplm^) + 1 

Por tanto, el CM coincide prácticamente con el protón. 

(c) Centro de masa de la molécula de CO. Los átomos de una molécula de CO están separados 
por una distancia de 1.13 x 10“*® m. El cociente - 16.0/12.0 = 1.33 y la distancia dei CM de la 

molécula al átomo de O es 

ro = — — — r = --= 0.4286 r = 0.4843 x 10“ *° m 

mo + mc (wo/mc) + 1 

mientras que la distancia dei átomo de C al CM es 

rc = r-ro = 0.5708 r = 0.6450 x 10"*® m 


EJEMPLO 13.2 

Centro de masa de las moléculas de (a) CO 2 y (b) HjO (Fig. 13.4). 


O Supondremos que estas moléculas están formadas por los isótopos *^C, *®0 y *H. 

(a) La molécula de COj es lineal y simétrica (Fig. 13.4(a)). Por tanto, el CM coincide con la 
posición dei átomo de carbono. 

(b) La molécula de H 2 O es plana. La colocamos en el plano XY con el átomo de oxigeno en el 
origen y el eje X como bisectriz dei ângulo H-O-H. Debido a la simetria de la molécula, el CM está 
sobre el eje X a una distancia dei átomo de O dada por 


^CM “ 


2m(*H)x (0.102 nm COS 52.5°) _ 0.1252 nm 
m(*®0) + 2m(*H) 18.001 


= 0.0070 nm 


Por tanto, el centro de masa de una molécula de agua casi coincide con el átomo de O. (Recuerde que 
1 nm = 10“^ m.) 



Figura 13.4 


(b) 


H 
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EJEMPLO 13.3 

Las velocidades de dos partículas de masas m^y m 2 con respecto a un observador inercial son y v^. 
Determinar la velocidad dei centro de masa con respecto al observador y la velocidad de cada partícula 
en relación con el centro de masa. 

[> De la ecuación 13.2, la velocidad dei centro de masa con respecto al observador es 

m^Vy + ^ 2^2 

I^CM = - 

niy + m2 

Usando la transformación galileana de las velocidades, la velocidad de cada partícula con respecto al 
centro de masa es 


r'i = 


rriiVi + m2V2 

•^CM — 

mj + ^2 


^2(fl - Vl) ^ ^21)12 

mj + ^2 Wi + ^2 


y 


«2 — «2 


~ •^CM — 


mi(V2 - t^l) 

nii + ^2 


miVi2 
m-i + ^2 


donde h velocidad de /nj en relación con mj. Así, en el sistema C, las dos partículas 

parecen moverse en sentidos opuestos (Fig. 13.5) con velocidades inversamente proporcionales a sus 
masas. Si una partícula tiene una masa muy grande en comparación con la otra (jn ^» Wj), permanecerá 
prácticamente en reposo cuando se encuentre cerca dei CM dei sistema. 

Tenemos también que las dos partículas se mueven con momenta iguales pero opuestos con 
respecto al CM, ya que 


P'i = = 


Wim2«i2 
(mi + m2) 


= -Pi 


Las relaciones que hemos deducido en este ejemplo son muy importantes en experimentos de 
dispersión de partículas. En tales experimentos la velocidad de las partículas se mide con respecto al 
sistema L, colocado en el laboratorio. Pero las expresiones teóricas para Ia dispersión son mucho más 
simples si se refieren al sistema de referencia C. 
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13.3 Môvimientô dei centro de masa de un sistema de partículas sujet© q 
fuerzas externas 

Consideremos ahora un sistema de partículas que no está aislado; en otras palabras, un sistema 
cuyas partículas interactúan con partículas que no le pertenecen. Supongamos que el sistema, de¬ 
signado con S, está compuesto por las partículas que se hallan dentro de la línea punteda de la 
figura 13.6. Las partículas de S pueden entonces interactuar entre sí y con aquellas que se encuen- 
tran fuera de la línea punteada, que componen el sistema S'. Consideremos algunos ejemplos con¬ 
cretos: el sistema S puede ser nuestra galaxia y 5^ el resto dei universo. O S puede ser el sistema 
solar y y el resto de la galaxia. Incluso podemos considerar una molécula o un grupo de átomos y 
agruparlos en dos sistemas Sy S'. 

A las fuerzas ejercidas entre las partículas que componen a S les llamamos fuerzas inter¬ 
nas. Estas fuerzas aparecen en pares, y son de igual módulo y dirección, y sentidos opuestos, 
debido a la ley de la acción y la reacción. Lo anterior se muestra en la figura 13.7 para el caso en 
que el sistema S está compuesto por sólo dos partículas. Por otro lado, las fuerzas externas son las 
ejercidas sobre las partículas dei sistema por las partículas circundantes, o sistema S'. Entonces 
décimos que 

la fuerza externa resultante que actúa sobre un sistema de partículas es la suma de las 
fuerzas externas que actúan sobre cada una de sus partículas componentes. 

Esto es, 

^ext = E Fi (13.4) 


donde F. es la fuerza externa que actúa sobre la partícula i. Por ejemplo, en el caso de un sistema 
planetário, las fuerzas existentes entre los planetas y el Sol son internas, mientras que las ejercidas 
por los cuerpos ajenos al sistema son externas. Por supuesto que, debido a la ley de la acción y la 
reacción, las partículas dei sistema S también ejercen fuerzas sobre las partículas de S'. Sin embar¬ 
go, por el momento no estamos interesados en lo que le sucede al sistema S'. Entonces, como 
veremos al final de la sección. 


la tasa de cambio con respecto al tiempo dei momentum total de un sistema de partículas es 
igual a la fuerza externa resultante aplicada al sistema. 

Esto es. 


dP 

át 




o 



(13.5) 


Nótese que la tasa de cambio con respecto al tiempo dei momentum de S se debe únicamente a la 
fuerza externa resultante de su interacción con S'. Las fuerzas internas en S debidas a las 


o.° 0 . 9 ° o o 
° o,4oPo'\o o 

o o\.° p OJ o 

o o''-6 ° o o 

O 


Figura 13.6 Interacción entre un sistema S 
y sus alrededores o medio, sistema S". 



Figura 13.7 Fuerzas internas y externas sobre el 
sistema S. F ,2 y Fj, son internas. F, y son externas. 
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interacciones entre sus partículas componentes no producen ningún cambio neto en su momentum 
total. Esto ocurre porque, al darse por pares, las fuerzas internas producen câmbios iguales y opues- 
tos en el momentum de las partículas sobre las que actúan. 

Como P = (Ec. 13.3), la ecuación 13.5 se puede escribir así: 

/•„, = M = MflcM (13.6) 

at 

donde es la aceleración dei centro de masa de S. Comparando este resultado con la ecuación 
6.15, F = ma, vemos que 

el centro de masa de un sistema de partículas se mueve como sifuera una partícula de masa 
igual a la masa total dei sistema y estuviera sujeto a lafuerza externa resultante aplicada 
sobre las partículas. 

Las ecuaciones 13.5 y 13.6 indican que la interacción entre dos sistemas de partículas se 
puede describir en términos idênticos a los que encontramos en el capítulo 6 para dos partículas. 

Esto justifica a posteriori la forma en que ilustramos la aplicación de los principios de la dinâmica 
en el capítulo 6, en donde las interacciones entre la Tierra y la Luna y entre dos moléculas, y el 
movimiento de un cohete, así como el de un automóvil, se consideró que sucedían todos entre 
partículas y no entre cuerpos con cierto tamano. 

En la figura 13.8(a) se muestra el movimiento parabólico dei centro de masa de un objeto 
lanzado al aire, mientras el objeto gira alrededor de su CM. En la figura 13.8(b) se muestra a la 
Tierra en su desplazamiento alrededor dei Sol. El centro de masa de la Tierra se mueve de manera 



j j Trayectoria dei 



Figura 13.8 El centro de masa 
de un sistema de partículas sigue 
una trayectoria determinada por 
la fuerza externa que actúa sobre 
el sistema. 
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correspondiente a una partícula con masa igual a la de la Tierra y sujeta a una fuerza igual a la suma 
de las fuerzas ejercidas por el Sol (y los otros cuerpos celestes) sobre las partículas que componen 
al planeta. Ésta es la suposición que hicimos implicitamente en el capítulo 11 cuando estudiamos el 
movimiento planetário. En la figura 11.8(c) se representa una molécula de agua. Supongamos, por 
ejemplo, que la molécula está sujeta a fuerzas eléctricas externas. Su cenífo de masa se mueve 
como si fuera una partícula de masa igual a la de la molécula y estuviera sujeta a una fuerza igual a 
la suma de las fuerzas que actúan sobre todas las partículas cargadas que componen la molécula. 
Los tres ejemplos anteriores ilustran el caso de cuerpos cuya forma no cambia durante el movi¬ 
miento, pero lo mismo se aplica a cuerpos con forma variable. En la figura 13.8(d) se ilustra el 
movimiento de una cadena lanzada al aire. El centro de masa de la cadena se mueve sobre una 
parábola, como si fuera una partícula de masa igual a la de la cadena y sujeta a una fuerza igual a su 
peso. Sucede igual con un clavadista que salta de un trampolín, incluso si su cuerpo está girando o 
si tiene los brazos extendidos; o con un gato que salta de un techo. Finalmente, en la figura 13.8(e) 
tenemos el caso de un cuerpo que explota durante el vuelo, como una granada o un cohete de 
fuegos artificiales, cuando la explosión sólo se debe a fuerzas internas. El centro de masa de los 
fragmentos continuará moviéndose sobre la parábola original, ya que se comporta como una partí¬ 
cula de masa igual a la de la granada y sujeta al peso total de los fragmentos. La trayectoria dei 
centro de masa no cambia con la explosión porque la fuerza de la gravedad es prácticamente inde- 
pendiente de la posición en puntos cercanos a la superfície de la Tierra. Sin embargo, si el peso no 
fuera constante y dependiera de la posición, o se tuviera en cuenta la resistência dei aire, los frag¬ 
mentos producidos por la explosión estarían sujetos a fuerzas externas distintas a las que había en 
la trayectoria original. La trayectoria dei centro de masa, entonces, no seguiría siendo la misma que 
antes de la explosión porqpe la suma de las fuerzas externas seria distinta. Por ejemplo, si (debido 
a algún cataclismo cósmico) un planeta dei sistema solar explotara, el centro de masa de los frag¬ 
mentos no seguin^a la trayectoria elíptica original dei planeta, ya que las fuerzas que actuarían sobre 
los fragmentos serían diferentes. 


Relación entre la fuerza externa y Ia tasa de cambio con respecto al tiempo dei momentum de un 
sistema de partículas 

Justificaremos ahora la ecuación 13.5 con más detalle. Por simplicidad consideremos un sistema S compuesto por dos partículas 
(Fig. 13.7). Sea Fj 2 la fuerza interna ejercida sobre la partícula debido a su interacción con la partícula mj y la fuerza 
interna que actúa sobre debido a su interacción con mj. La ley de la acción y la reacción requiere que 

2 ~ ~ 21 O f 1 2 + f 21 ó 

Sea Fj la fuerza externa resultante ejercida sobre m, y la fuerza externa resultante ejercida sobre debido a su interacción con 
partículas que no pertenecen al sistema. Para obtener la ecuación dei movimiento de cada partícula bajo la acción de todas las 
fuerzas que actúan sobre ella, aplicamos la ecuación 6.12: 


= f2 + F 2 

dt dt 


Sumando estas dos ecuaciones y usando la relación Fj 2 + F 2 J = 0, encontramos que 


dP d 

— = — (Pl + P2) = Fl + F2 = Fext 
dt dt 

Por tanto la tasa de cambio de momentum dei sistema compuesto por y 012 es igual a la suma de las fuerzas externas aplicadas 
sobre y m 2 . En general, para un sistema con un número arbitrário de partículas sujeto a fuerzas externas F., 


dF_ d 
dr dí 
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EJEMPLO 13.4 

Un cuerpo que cae verticalmente explota en dos fragmentos iguales cuando se encuentra a una altura de 
2 000 m y tiene una velocidad de caída de 60 m s“*. Inmediatamente después de la explosión uno de los 
fragmentos se mueve hacia abajo a 80 m s"’. Hallar la posición dei centro de masa dei sistema 10 s 
después de la explosión. 

O Podemos seguir uno de dos métodos (véase la Fig. 13.9). Como sabemos que las fuerzas externas no 
cambian como resultado de la explosión, podemos suponer que el centro de masa continua movién- 
dose como si no hubiera habido explosión alguna. Después de la explosión, el centro de masa estará a 
una altura 


y = yo + Vot + jgt^ 

donde ^ 000 m, = - 60 m s“’ y í;- = -9.8 m s~^. Por tanto, at = 10 s, y = 910 m. 

Como método alternativo podemos calcular directamente la posición dei centro de masa a partir de 
la posición de los fragmentos 10 s después de la explosión. Como se conserva el momentum en la explo¬ 
sión, tenemos que = Wjy, + « 12 ^ 2 - P^ro /Wj = ^2 = i m, así que 

2vo = Vi + V 2 

Ahora Vq = -60 m s“* y = -80 m s“^ Luego ^2 = -40 ms“' y el segundo fragmento se desplaza hacia 
abajo también, pero con menor velocidad. Después de 10 s, la posición dei primer fragmento es 

yi = yo + Vjt + jgt^ = 7l0m ^ 

y el segundo tiene la posición 


yi = yo + + jgt^ = iiiOm 

La posición dei centro de masa es entonces 

ycM = [( 2 ^)^! + Í 2 fn)y 2 ']/tn = i(yi + yj) = 910 m 
que concuerda con el resultado prévio. 



Figura 13.9 


EJEMPLO 13.5 

Un tubo lanza un chorro de gas contra una pared con una velocidad ymucho mayor que la de agitación 
térmica de las moléculas. La pared desvia a las moléculas sin cambiar la magnitud de su velocidad. La 
fuerza ejercida por la pared sobre las moléculas es perpendicular a la pared. (Esto no es estrictamente 
cierto para una pared “rugosa”.) Hallar la fuerza ejercida sobre la pared. 

[> Cuando las moléculas se mueven hacia la pared (Fig. 13.10) a Io largo de una recta que forma un ângulo 
0 con respecto a la normal N, su velocidad apunta hacia la pared. Después de chocar contra ella. Ias 
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moléculas se alejan de la pared con la misma magnitud de la velocidad. Como la fuerza ejercida sobre 
una molécula es perpendicular a la pared, la componente de la velocidad perpendicular a la pared se 
invierte, mientras que la componente paralela no cambia. Por ello la molécula rebota, formando un ân¬ 
gulo 0 con respecto a la normal. Cada molécula, como resultado de su impacto con la pared, sufre un 
cambio en su velocidad. Ay, en dirección paralela a la normal Ny cuya magnitud es (Fig. 13.10) 

|Ay| = 2ycos 0 ' 

El cambio de la magnitud dei momentum de una molécula es 
1^1 = wjAyj = 2mv cos 0 

en la dirección de la normal N. Sea n el número de moléculas por unidad de volumen. El número de 
moléculas que llegan a un área A de la pared por unidad de tiempo es el número que hay en un cilindro 
inclinado cuya longitud es igual a la velocidad y y cuya sección transversal es A cos 0 (Fig. 13.10(a)), o 
sea n(Aycos 0). Cada molécula que se encuentra en este cilindro sufre un cambio de momentum igual a 
2mycos 0. El cambio de momentum dei chorro de gas por unidad de tiempo, en dirección perpendicular 
a la pared, es entonces (nAycos 0) x (2mycos 0) = lAnmi? cos^0. Esto, de acuerdo con la ecuación 13.5, 
es igual a la fuerza F ejercida por un área A de la pared sobre el chorro de gas, esto es 

F = lAnmv^ cos^0 

Nótese que la fuerza es proporcional al cuadrado de la velocidad. Por la ley de la acción y la reacción, las 
moléculas dei gas ejercen una fuerza igual pero de dirección opuesta sobre la pared. 

Como la fuerza total no se aplica sobre una sola partícula de la pared, sino más bien sobre un 
área, podemos introducir el concepto de presión. Cuando las fuerzas actúan sobre una porción extensa 
de la superfície de un cuerpo, en dirección perpendicular a la superfície, la presión sobre la superfície dei 
cuerpo se define como la fuerza normal resultante por unidad de área. Así, 

Fuerza normal F 

Presión =-;-= — (13.7) 

Área A 

En el caso particular de este ejemplo, las moléculas dei chorro de gas ejercen una presión sobre la pared 
igual a 

Presión = 2nmv^ cos^ 0 (13.8) 

N 


Figura 13.10 El módulo dei 
cambio de velocidad de las 
moléculas de un gas que golpea 
una pared es |Ay| = 2ycos 0. La 
dirección dei cambio de 
velocidad es perpendicular a la 
pared y su sentido es bacia el 
interior dei gas. 



Nota 13.1 Análisis de la interacción entre dos sistemas de partículas 

Consideremos dos sistemas Sy S' como se ilustra en la figura 13.6. Puede tratarse, por ejemplo, de dos moléculas. Supongamos 
que los dos sistemas forman un sistema aislado, de modo que sólo experimentan sus interacciones mutuas. 




El principio de conservación dei momentum para el sistema aislado completo 5 -f ^ es 

P = .Y.iPi + Zí/^í ^const. 

System S sistema S' 

donde las sumatorias se extienden sobre todas las partículas de cada sistema. Entonces podemos escribir 


f ‘'..i , o ^ \ 

"Ta \ 


i —' i~ ■ J í cCa v" n í 
\\ O I 

K ^ Apy' 

-4"/ 

T. 


F = Fs + Ps' = const. 


Por tanto, cualquier cambio de momentum de S debe estar acompanado por un cambio igual y opuesto en el momentum de S', de 
modo que la suma permanezca constante. Esto es 


AFs = -AFs' 


Así pues, la interacción entre los sistemas Sy S' se puede describir como un intercâmbio de momentum. Estos resultados deben 
compararse con las ecuaciones 6.8 y 6.5 para el caso de dos partículas a fm de notar la semejanza. 

Tomando la derivada con respecto al tiempo de i* = tenemos 


dPs _ ^Ps' 
dt dt 

ya que P es constante. Si y F^, son las íuerzas resultantes sobre cada sistema, el resultado anterior implica que 

de manera que las fuerzas que los sistemas ejercçn entre sí son iguales y opuestas. Esta es la ley de la acción y la reacción para 
la interacción entre los sistemas S y S'. Los resultados anteriores muestran que en muchos casos dos sistemas en interacción 
pueden ser tratados como si fueran partículas. 


Consideremos un sistema de dos partículas sujetas sólo a su interacción mutua, esto es, no existen 
fuerzas externas que actúen sobre ellas (Fig. 13.11). Las dos partículas podrían ser, por ejemplo, un 
electrón y un protón en un átomo de hidrógeno aislado. Las fuerzas internas mutuas F^j V ^21 
satisfacen la relación 


Hemos dibujado estas fuerzas a lo largo de la recta rj 2 , pero puede haber casos en que esto no sea 
cierto. Para estudiar el movimiento relativo de las dos partículas es conveniente introducir una 
cantidad llamada masa reducida dei sistema. La masa reducida se denota con ny se define como 



Figura 13.11 Movimiento 
relativo de dos partículas. 


1 1 1 + m2 

_ ^ _ _|_^ ^ _ Z. 

fi m2 mim2 


de modo que 


mi + m2 


(13.9) 


Sea Fj 2 la fuerza ejercida por la partícula 2 sobre la partícula 1 y «j 2 la aceleración de la partícula 
1 con respecto a la partícula 2. Se puede demostrar (véase la demostración siguiente) que 


F 12 — ptiij 


(13.10) 


es válida en el sistema de referencia colocado en cualquier partícula, incluso si no se trata de un 
sistema inercial. Esto es: 
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el movimiento relativo de dos partículas sujetas sólo a su mutua interacción es equivalente 
al movimiento de una partícula de masa igual a la masa reducida bajo una fuerza igual a su 
interacción. 

Por ejemplo, el movimiento de la Luna con respecto a la Tierra se puede reducir al proble¬ 
ma de una sola partícula, mediante la masa reducida dei sistema Tierra-Luna y una fuerza igual a la 
atracción de la Tierra sobre la Luna, De forma parecida, cuando hablamos dei movimiento de un 
electrón alrededor dei núcleo, podemos suponer que el sistema se ha reducido a una partícula con 
masa igual a la masa reducida dei sistema electrón-núcleo que se mueve bajo la acción de la fuerza 
entre el electrón y el núcleo. 

Como tercer ejemplo consideremos dos masas m^ y m 2 unidas por un resorte de constante 
elástica k (Fig. 13.12). Al estirar el resorte las partículas adquieren un movimiento oscilatorio rela¬ 
tivo. La fuerza interna ejercida sobre la partícula 1 es Fj 2 = -kx, donde x es el alargamiento dei 
resorte. Aplicando la ecuación 13.10, la aceleración relativa es p,a ^2 - Comparando con la 
ecuación 10.4, concluimos que la frecuencia angular de las oscilaciones es Cõ= (k/ji)^ en lugar de 
(k/m^)\ que sería la frecuencia angular si la partícula 2 estuviera fija en un sistema inercial. En el 
ejemplo 10.3 usamos la masa reducida para analizar la vibración de los átomos de, una molécula 
diatómica. 

En resumen, para describir el movimiento de dos partículas bajo su interacción mutua, 
podemos separar el movimiento dei sistema en dos partes. Una es el movimiento dei centro de 
masa, cuya velocidad es constante, y la otra es el movimiento relativo de las dos partículas, dado 
por la ecuación 13.10. 

Nótese que la ecuación 13.9 se puede escribir así: 

m, 

p = - 

1 + {mjm2) 

Si una de las partículas, digamos W 2 , tiene una masa mucho mayor que la otra, de modo que m^/m 2 
sea despreciable en comparación con la unidad, obtenemos 

II ^m^ 

Esto es, la masa reducida es aproximadamente igual a la masa de la partícula más ligera, porque se 
puede considerar que la partícula con mayor masa se encuentra aproximadamente en reposo en un 
sistema inercial. Por ejemplo, cuando estudiamos el movimiento de un satélite artificial alrededor 
de la Tierra podemos usar, con muy buena aproximación, la masa dei satélite y no la masa reduci¬ 
da dei sistema Tierra-satélite. Por otro lado, si las dos partículas tienen la misma masa (m^ = ^2 o 
m^/mj = 1), tenemos entonces 

= |m, 

que es la masa que se debe usar al examinar el movimiento de las partículas en el sistema de 
referencia colocado en la partícula 2. Se da esta situación cuando dos protones interactúan (como 
en una molécula de hidrógeno, en la dispersión protón- protón) o, aproximadamente, en el sistema 
protón-neutrón de un deuterón o núcleo dei átomo de deuterio. 



Figura 13.12 Movimiento 
relativo de dos partículas 
acopladas por un resorte. 


Movimiento relativo de un sistema de dos partículas; masa reducida 

La ecuación de movimiento para cada partícula con respecto a un observador inercial situado en O (Fig. 13,11), en el sistema L, es 


du, 

m, —=F ,2 
dí 


donde y V 2 son las velocidades con respecto al sistema L. Entonces 


Ú«i _ Fi2 
dí mj 


dt ^2 _ ^21 
dí m2 


y 
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Restando estas ecuaciones, tenemos 

àt át rrii m2 

Puesto que Fj2 = -F2J, podemos expresar el resultado anterior como 
d 


dí 


(«1 - %) 


1 1 

-1- 

m2 


Fv. 


Notemos que «1 - *>2 “ *'12 velocidad de con respecto a m2. Por tanto, haciendo 

fi rrii mj 
podemos escribir 

^"12 _ 1 
— r'12 

dí [JL 

Como dv^^/dí = ã ^2 es la aceleración de Wj en relación con m2, 

Fi2 = Aiai2 

que es la ecuación 13.10. 


EJEMPLO 13.6 

Masa reducida de los siguientes sistemas: (a) electrón-protón en un átomo de hidrógeno, (b) protón- 
neutrón en un núcleo de deuterio y (c) molécula de CO formada con C y O. En cada caso, compare 
el resultado con la masa de la partícula más ligera. 

O (a) Para el sistema electrón-protón, o átomo de hidrógeno, tenemos que = 9.109 x 10“^^ kg y /Wp = 
1.6726 X 10”^^ kg, de modo que mj/n^ « 1/1850. Así pues. 


m^nip _ 

m^ + nip 1 + m^/nip 


We 

1 + 1/1850 


= 9.1031 X 10-3‘kg 


y jUgp difiere de en casi un 0.07%. Apesar de la pequena diferencia, se observan resultados detectables 
en muchos procesos atómicos. 

(b) Para el sistema protón-neutrón en el deuterio o núcleo dei deuterio, tenemos que - 
1.6748 X 10“^^ kg, que es casi la misma que = 1.6726 x 10”^^ kg^ Entonces 


^ = 0.8368 X 10“^^ kg 

mp + m„ 

que es aproximadamente igual a la mitad de la masa de cualquiera de las dos partículas. 

(c) Para la molécula de CO, tenemos m{}^ C) = 12.00 uma y m(^^O) = 15.985 uma. Por tanto. 


Meo — 


»i(^^C) X m(^®0) 
m('2C) + m('^0) 


= 6.854 uma = 11.38 x lO"^" 


kg, 


de modo que para la molécula de CO, su masa reducida es considerablemente menor que la masa dei 
átomo de carbono. 
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115 Momentum ongular de un sistemo de portículas 

En la ecuación 8.9 definimos el momentum angular de una partícula con respecto a un punto dado 
como la magnitud vectonal 


L = r X p = m{r x w) (13.11) 

Encontramos también que L está relacionado por la ecuación 8.12 con el torque T = r x F de la 
fuerza aplicada. Esto es 


ÚL _ 
dt 


(13.12) 


El momentum angular total de un sistema de partículas 1, 2, 3,... con respecto a un punto 
dado está definido como 


í> — ^ + Z<2 “t" -^3 + ■ ■ ■ 

i 

donde todos los L. tienen que calcularse con respecto al mismo punto. El torque total ejercido por 
las fuerzas externas que actúan sobre las partículas dei sistema con respecto al mismo punto es 

^ext ~ '^'l.ext "I" '^2,ext "b "^a.ext + 


Entonces, como se verá más adelante, la siguiente relación es válida para un sistema de partículas: 


dL 

di ” 


(13.13) 


Esta relación establece que 


/a tasa de cambio con respecto al tiempo dei momentum angular de un sistema de partícu¬ 
las en relación con un punto arbitrário es igual a la suma de los torques, con respecto al 
mismo punto, de las fuerzas externas que actúan sobre las partículas dei sistema. 



Figura 13.13 El torque con 
respecto a O debido a las fuerzas 
internas F ^2 y es cero. 


Esta aseveración puede considerarse como la ley fundamental de la dinâmica de rotación. Es im¬ 
portante tener en cuenta que la ecuación 13.13 sólo es válida si el punto con respecto al cual se 
calculan L y se encuentra en reposo en un sistema inercial o sistema L. 

La ecuación 13.13 muestra que el cambio dL dei momentum angular en un tiempo dí tiene 
la misma dirección y sentido que el torque externo 

No es sorprendente que el torque de las fuerzas internas no aparezca en la ecuación 13.13. 
En la figura 13.13 vemos que si las fuerzas internas entre pares de partículas son iguales en módulo 
y dirección y tienen sentidos opuestos, sus torques respecto a cualquier punto suman cero. 

Si no hay fuerzas externas, o si la suma de sus torques en relación con un punto escogido es 
cero, = 0, entonces 


dí dí 



lo que significa que 

L = ^ Lj = Li + Lí 2 "Í" -^3 + ••• = const. (13.14) 

i 

La ecuación 13.14 muestra que 

el momentum angular total de un sistema de partículas aislado, o de un sistema con torque 
externo igual a cero, es constante en módulo dirección y sentido. 
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Esta afirmación constituye la ley de conservación dei momenlum angular de un sistema 
de partículas. Al parecer, la ley de conservación dei momentum angular es universálmente válida, 
y se aplica a todos los procesos observados hasta ahora. Por ejemplo, el momentüní angular de los 
electrones de un átomo con respecto al CM dei átomo (que prácticamente coincide con el núcleo) 
es constante cuando sólo se tienen en cuenta las fuerzas internas debidas a la repulsión eléctrica de 
los electrones y a la atracción eléctrica dei núcleo. Si suponemos que el sistema solar está aislado 
(esto es, si despreciamos las fuerzas debidas al resto de la galaxia), el momentum angular de todos 
los planetas con respecto al centro de masa dei sistema solar permanece constante. Esta conclusión 
es válida con un alto grado de precisión. De forma parecida, la Tierra se mantiene girando alrede- 
dor de su centro de masa con un momentum angular casi constante. La razón de esto es que las 
fuerzas externas debidas al Sol y a los otros planetas pasan cerca dei centro de la Tierra y, por tanto, 
tienen un torque aproximado de cero respecto al centro de masa terrestre. Sin embargo, debido a 
efectos de mareas, así como a deformaciones plásticas, la velocidad angular de la Tierra varia 
ligeramente a través de los siglos. 

Lá ley de conservación dei momentum angular implica que si, en un sistema aislado, el 
momentum angular de alguna parte dei sistema cambia debido a interacciones internas, el resto dei 
sistema debe experimentar un cambio igual (pero opuesto) de momentum angular. 

Por ejemplo, cuando un núcleo se desintegra, las partículas emitidas (en muchos casos un 
electrón y un neutrino) poseen de momentum angular. Como únicamente las fuerzas internas ac- 
túan en el proceso, el momentum angular dei núcleo debe cambiar con el fin de compensar de 
manera exacta el momentum angular de las partículas emitidas. Similarmente, si un átomo, una 
molécula o un núcleo emite radiación electromagnética (o un fotón), su momentum angular debe 
cambiar con el fin de compensar exactamente el momentum angular de la radiación. En algunas 
ocasiones, procesos que en otras circunstancias serían posibles en la naturaleza, no ocurren debido 
a que algún aspecto característico de ellos hace que sea imposible satisfacer el requisito de la 
conservación deí momentum angular. 


Demostración de la relación entre torque y momentum angular 

Por simplicidad consideremos primero el caso de sólo dos partículas. La ecuación 13.12, aplicada a las partículas 1 y 2, se 
transforma en 

dLi dL, 

= y ^ "^2 

dí dí 

donde el momentum angular y el torque se calculan con respecto a O (Fig. 13.13). Sumando las dos ecuaciones, obtenemos 
d 

-(Ll +l2) = Ti +T2 (13.15) 

dí 

Supongamos que cada partícula, además de tener una interacción mutua con la otra, sufre la acción de una fuerza externa. La 
fuerza sobre la partícula 1 es Fj + Fjj y sobre la partícula 2 F 2 + F 2 J. Entonces 

Ti = í-i X (Fi + F12) = 1-1 X Fi + í*! X Fi 2 
T2 = ^■2 X (F2 + F21) = /'2 X F2 + 1-2 X F21 

Como Fj 2 = -F 2 V torque total sobre las partículas es 

Tj + T 2 = í*! X Fi + »-2 X F2 + (»-2 - fi) X F21 

Ahora el vector r 2 - r, tiene la dirección de la recta que une a las dos partículas. Si hacemos la suposición especial de que las 

fuerzas internas Fj 2 y F 21 actúan a lo largo de la recta r 2 j que une a las partículas, entonces los vectores y ^21 paralelos. 

Por tanto 


(**2 -**1) X F21 = 0 
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Así, el último término de la ecuación anterior desaparece, quedando sólo los torques debidos a las fuerzas externas, de modo que 
la ecuación 13.15 se convierte en 

~ (II + L2) = r, X F, + ^2 X ^2 = Ti.ex, + T 2 ,ex. 
dí 

Si generalizamos este resultado a cualquier número de partículas, obtenemos la ecuación 13.13. 


13.6 Momenta angulares interno y orbital 

El momentum angular de un sistema de partículas depende dei punto con respecto al cual se calcu¬ 
le. Definimos el momentum angular interno de un sistema de muchas partículas como el 
momentum angular total calculado con respecto al centro de masa, u origen dei sistema C 
(Fig. 13.14). El momentum angular interno es, pues, una propiedad dei sistema mismo y es indepen- 
diente dei observador. En el caso de un cuerpo sólido o de una partícula elemental, el momen¬ 
tum angular interno se conocetambién como 

El momentum angular orbital dei sistema con respecto al origen dei sistema L se define 
mediante la expresión 

^orb — ^CM ^ F = r^M X (Mv^yj) 

en donde P es el momentum total dei sistema en relación con el sistema L. Es claro que es el 
momentum angular de una partícula de masa M = X.m. localizada en el CM dei sistema. Dado que 
el movimiento de un sistema se puede considerar como la superposición dei movimiento alrededor 
dei CM más el dei CM mismo, tenemos que 

el níomentum angular de un sistema de partículas se puede expresar como la suma de los 
momenta angulares interno y orbital dei sistema: 

£ = Lin. + ^orb (13.16) 

El primer término de la derecha define el momentum angular interno con respecto al sistema C. El 
segundo es el momentum angular orbital en relación con el sistema L, como si toda la masa dei 
sistema estuviera concentrada en su centro de masa u origen dei sistema C. 

Por ejemplo, cuando una persona lanza una pelota de manera que ésta vaya girando, el 
momentum angular debido al giro está dado por Lj^,, mientras que el momentum angular con res¬ 
pecto a la persona debido al movimiento orbital de la pelota es (Fig. 15.15(a)). La Tierra se 
mueve alrededor dei Sol y al mismo tiempo gira alrededor de su eje NS. Entonces la Tierra tiene un 



Figura 13.14 Momenta 
angulares interno y orbital. 
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Figura 13.15 Momenta 
angulares interno y orbital de 
(a) una pelota, (b) la Tlerra, 
(c) un electrón de un átomo. 


momentum angular orbital con respecto al Sol y uno interno o spin con respecto a su centro, como 
se ve en la figura 13.15(b). Se da una situación parecida para un electrón que gira alrededor dei 
núcleo de un átomo (Fig. 13.15(c)). 

La tasa de cambio con respecto al tiempo dei momentum angular orbital se determina mediante 
el torque de las fuerzas externas, como si éstas estuvieran aplicadas CM. De forma parecida, 

la tasa de cambio con respecto al tiempo dei momentum angular interno es igual al torque 

externo con respecto al centro de masa dei sistema: 

^ = rc„ ' (13.17) 

dí 

donde es el torque de las fuerzas externas con respecto al CM. La relación 13.17 es formalmen¬ 
te idêntica a la ecuación 13.13, àL/át = pero existen algunas diferencias básicas. La ecuación 
13,13 sólo es válida cuando el momentum angular y el torque se calculan con respecto a un punto 
fijo en un sistema inercial, normalmente el origen de coordenadas. Por otro lado, la ecuación 13.17 
es válida para el centro de masa, incluso si no está en reposo en un sistema inercial de referencia. 


13.7 Momenfum angular de un sólido rígido 

Lfn sistema compuesto por muchas partículas es un sólido rígido cuando la distancia entre todas 
sus partículas componentes permanece fija bajo la aplicación de una fuerza o de un torque. Un 
sólido rígido, por tanto, conserva su forma durante su movimiento. Ningún cuerpo es absolutamen¬ 
te rígido, pero, dependiendo de las fuerzas aplicadas al cuerpo, muchos sólidos -y también muchas 
moléculas- pueden considerarse rígidos en una primera aproximación. 

Podemos distinguir dos tipos de movimiento en un sólido rígido. El movimiento es una 
traslación cuando todas las partículas describen trayectorias paralelas, de modo que el sólido siempre 
esté paralelo a su posición inicial. El movimiento es una rotación alrededor de un eje cuando todas 
las partículas describen circunferências alrededor de una línea conocida como eje de rotación. El 
eje puede estar fijo o puede cambiar su dirección con respecto al cuerpo durante el movimiento. 

Se puede decir que el movimiento más general de un sólido rígido es una combinación de 
rotación y traslación. Por ejemplo, el movimiento dei cuerpo de la figura 13.8(a), de la Tierra en la 
figura 13,8(b) y de la molécula dei agua en la figura 13.8(c) puede considerarse como el movimien¬ 
to de traslación dei centro de masa y una rotación alrededor de éste. 

El movimiento dei CM está determinado por las fuerzas externas, de acuerdo con la ecua¬ 
ción 13,6: 

M ^ 
dí 

Por tanto, el movimiento dei centro de masa de un sólido rígido es idêntico al movimiento de una 
sola partícula, cuya masa es igual a la dei sólido rígido, que está sujeto a una fuerza igual a la suma 
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Z' 



Figura 13.16 Velocidad y 
momentum angulares de una 
placa en rotación. 


de todas las fuerzas externas aplicadas al sólido rígido. Este movimiento se puede analizar de 
acuerdo con los métodos explicados en los capítulos 6 ,7 y 8 , para la dinâmica de partículas, por lo 
que no implica técnicas especiales; sin embargo, el movimiento de rotación de un sólido rígido 
alrededor de un eje que pasa por un punto fijo en un sistema inercial o por el centro de masa dei 
sólido rígido requiere un tratamiento especial. Consideremos el caso de una placa delgada rígida 
que gira alrededor dei eje ZZ' perpendicular a la placa (Fig. 13.16). Para calcular el momentum 
angular con respecto a O, supongamos que la placa está compuesta por pequenos elementos de 
volumen colocados en A^, cada uno de masa m. y a una distancia de O. Cada elemento de volu- 
men describe una circunferência de radio R. a medida que la placa gira alrededor de ZZ^. En la 
sección 8.4 demostramos (Ec. 8.11) que el momentum angular, con respecto a O, de una partícula 
de masa m. que se encuentra en y en movimiento circular es 

L. = m. R^ú) 

donde Cõ es la velocidad angular de la placa, representada por un vector en dirección y sentido ZZ'. 
Nótese que escribimos © y no co. porque todas las partículas de la placa rígida se mueven con la 
misma velocidad angular. El momentum angular total de la placa con respecto a O es entonces 

L = + L2 + Lj + '•• 


o, mediante la expresión para 


E = £ miRfo) miRf^ü) 

Esto sugiere que definamos la magnitud 

/ = ^ m^Rf = m^Rj + m2Rl + m^Rl + ••• (13.18) 

i 

que se conoce como momento de inércia dei cuerpo con respecto al eje de rotación ZZ'. Entonces 
L = Io) (13.19) 


Z 



Figura 13.17 Momentum 
angular de un sólido rígido en 
rotación. 


Esta expresión muestra que, en el caso de un sólido rígido plano que gira alrededor de un eje 
perpendicular al sólido, el momentum angular tiene la misma dirección que la velocidad angular. 

Si en lugar de una placa tenemos un sólido rígido de forma arbitraria (Fig. 13.17), la rela- 
ción 13.19 no es válida para todos los casos, y el momentum angular puede tener dirección distinta 
de la de O). Por ejemplo, el momentum angular de un elemento con volumen en A. con respecto a O 
está dado por 

= míf; X Dj 

Este es un vector perpendicular al plano de r. y v., lo que significa que forma un ângulo con el eje de 
rotación y con ©. Cuando sumamos los vectores L. para cada partícula, el momentum angular 
resultante L = EX,. puede tener dirección distinta a la de co. Sin embargo, la componente dei 
momentum angular L a lo largo dei eje de rotación Z es siempre 

= 1(0 ( 13 . 20 ) 


La diferencia entre esta ecuación y la 13.19 es que la 13.20 es una ecuación escalar, y es válida 
independientemente de la forma dei cuerpo. 

Sin embargo, para cada cuerpo, no importa la forma que tenga, existen (al menos) tres 
direcciones mutuamente perpendiculares para las que el momentum angular es paralelo al eje de 
rotación. Estos se conocen como los ires ejes principales de inércia, y los correspondientes mo¬ 
mentos de inércia se conocen como momentos principales de inércia, los cuales se representan 
mediante 4 e 4 . Sean los ejes principales X^, y ; éstos constituyen un sistema de referencia 




I 

I 

I 
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figura 13.18 Ejes principales 
de sólidos simétricos. 





colocado en el cuerpo y que gira con él. Cuando el cuerpo tiene algún tipo de simetria, los ejes 
principales coinciden con los de simetria. Por ejemplo, en una esfera, cualquier eje que pase por su 
centro es un eje principal. Para el caso de un cilindro, y en general para cualquier cuerpo con 
simetria cilindrica, el eje de simetria y cualquier eje perpendicular a éste que pase por el CM son 
ejes principales. Para un bloque rectangular, los tres ejes principales son perpendiôulares a las 
superfícies y pasan por el centro dei bloque. Estos ejes se ilustran en la figura 13.18. 

Cuando el sólido gira alrededor de un eje principal de inércia, el momentum angular total L 
es paralelo a la velocidad angular úí, que siempre se encuentra a lo largo dei eje de rotación. Por 
tanto, podemos escribir la relación vectorial L = íús, en donde I es el correspondiente momento de 
inércia. El concepto de momento de inércia se puede aplicar a cualquier sistema de particulas, pero 
sólo es útil para sólidos rígidos, ya que sólo para éstos es constante el momento de inércia alrededor 
de un eje fijo. 


Momento de inércia y radio de giro 

El momento de inércia de un cuerpo es una magnitud I que depende de la masa dei cuerpo y de su geometría. En el SI se mide 
en m^ kg. El cálculo dei momento de inércia es un ejercicio matemático, según se muestra en el apêndice C. En la tabla 13.2 se da 


Tabla 13.2 Radio de giro de algunos sólidos sencillos, dado por = I/M 


I Eje Eje 


Varilia delgada 
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el momento de inércia de cuerpos con geometria sencilla, en términos dei radio de giro dei cuerpo, que es una cantidad ^de¬ 
finida como 

/ I yi2 

X = — o / = MK^ 

\mJ 

donde I es el momento de inércia y M la masa dei cuerpo. En consecuencia, K representa la distancia dei eje a la cual toda la masa 
se podría concentrar sin cambiar el momento de inércia. Es una cantidad útil porque, para cuerpos homogéneos, está determinada 
complètamente por su geometna. Para obtener el momento de inércia a partir de la tabla 13.2, sólo se multiplica por M. 

Si Iç. es el momento de inércia con respecto a un eje que pasa por el CM dei cuerpo e / es el momento de inércia con 
respecto a un eje paralelo a la distancia a, como se muestra en el apêndice C, la siguiente relación es válida 

I = Ic + Ma^ ( 13 . 21 ) 

que es conocida como teorema de Síeiner. Para una placa rígida delgada, también se muestra en el apêndice C que 

4 = 4 + 4 

donde los ejes Xy Y están sobre la placa y Zes perpendicular a ella, con el origen de coordenadas en el CM de la placa. 

Para obtener la relación entre y m, notamos que el momentum angular de una partícula A. forma un ângulo de 0 

con el eje de rotación Z (Fig. 13.17). El módulo de L., de acuerdo con la ecuación 8.10, es m.riV.. Si utilizamos 

R. = r. sen 6. y v. = 6)./?,. 

la componente de L. paralela al eje Z es 

Uz = (niiriVi)COS{jn - 0,) x 

= m,(r,- sen6i){<X)Ri) = miRfo) 

La componente dei momentum angular total dei cuerpo en rotación a lo largo dei eje de rotación Z es, por tanto, 

Lj = Li 2 + L22 + L22 4 - ••• 

= {rriiRl + mji?! + m^Rj + 

= = I(ú 


EJEMPiO 13.7 

Momentum angular de los sistemas ilustrados en la figura 13.9, que consisten en dos esferas iguales de 
masa m montadas sobre brazos conectados a un soporte y que están girando alrededor dei eje Z. Despre¬ 
ciar la masa de los brazos. 



(b) 


Figura 13.19 


(a) 
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t> En la figura 13.19(a) los dos brazos son f^ipendiculares al eje de roíación Z. Cada esfera describe una 
circunferência de radio R con velocidad y = 0)R. El momentum angular de cada esfera con respecto a O 
es, entonces, mRv = mR^co. Así, el momentum angular dei sistema, dirigido a lo largo de Z, es 

L = ImR^w = Iw 

donde I = 2m/?^ es el momento de inércia alrededor dei eje Z, Nótese que en este caso el sistema está 
girando alrededor de un eje principal. 

En la figura 13,19(b) los dos brazos forman un ângulo 0con el eje de rotación Z, de modo que ü) 
no es paralela a un eje principal. El radio de la circunferência descrita por cada esfera es R sen 0, de mo¬ 
do que sus velocidades son, en módulo, (/? sen 0)ú). El momentum angular de cada esfera con respecto a 
O es, entonces, mRv=mR(R sen ^)(»y está dirigido a lo largo dei eje Zq perpendicular a la recta que une 
a las dos esferas y en el plano determinado por los ejes Z y El momentum angular total es entonces 

L = {2mR^ sen <^)cü 

y forma un ângulo 7t-4>) con el eje de rotación. Así, en este caso el sistema no está girando alrededor 
de un eje principal, como lo podemos ver también a partir de la geometria dei sistema. El vector L gira 
o, más correctamente, precesa alrededor dei eje Z con la misma velocidad angular que el sistema. 

La componente de £ a lo largo dei eje de rotación es 

= L cos(^ 7 t - ^) = (2mR^ sen^ (t))(o = Iw 

\ 

de acuerdo con la ecuación 13.20, ya que / = 2m(R sen <f>f es el momento de inércia dei sistema con 
respecto al eje Z. 



EJEMPLO 13.8 

Momento de inércia de un sistema de dos partículas, como el caso de una molécula diatómica, con 
respecto al eje que pasa por el CM. 


t> Consideremos una molécula diatómica compuesta por dos átomos, con masas m, y m 2 , separados por 
una distancia r. Hagamos que la molécula gire alrededor de un eje que pase por el CM y que sea perpen¬ 
dicular a la molécula (Fig. 13.20). El momento de inércia con respecto a este eje es 

I = niirj -I- m2rl 

Sin embargo, de acuerdo con el ejemplo 13.1, las distancias de y m 2 al CM son 





nti + 


Por tanto. 


miTnlr^ m2mjr^ , 

- -I- = - 

(mi + W 2 ) (mi 4- m2) wij + mj 


Figura 13.20 


donde fJ. es la masa reducida de la molécula o de cualquier sistema de dos cuerpos. Como las masas 
atómicas son dei orden de 10“^^ kg y las distadas interatómicas dei orden de 10~*® m, el momento de 
inércia de las moléculas diatómicas es dei orden de 10"^ kg m^. 


EJEMPLO 13.9 

Momento de inércia de las moléculas de CO, CO 2 y H 2 O con respecto a ejes que pasan por su CM. 


,£NDo>' 
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o (a) Para la molécula de CO usaremos un eje perf^ndicular al de la molécula y que pasa por el CM. 
Usando los resultados dei ejemplo 13.1, las distancias dei CM a los átomos de C y O son de 0.645 x 
10"*® m (o 0.0645 nm) y 0.484 x 10“’® m (o 0.0484 nm), respectivamente. Por tanto, 

/ = mC^Qrl + mC^O)r^ 

= (12.000)(0.645 X 10"‘°m)2 +(15.985)(0.485 x 
= 8.752 X 10“2o uma m^ = 1.4531 x 10“^^ kg m^ 

En lugar de lo anterior pudimos haber usado/ = con //= 1.138 x 10“^^ kgyr=1.13x 10“’® m(Ej. 
13.6), para obtener el mismo resultado. 

(b) Para la molécula de CO 2 , en la que la longitud dei enlace es de 1.15 x 10“’® m, el momento 
de inércia respecto a un eje perpendicular al eje y que pasa por el átomo de C (que coincide con el CM) 
es, con m(’®0) = 15.985 uma, 

/ = 2mC^O)r^ = 2(15.985)(1.15 x 10“‘°m)2 
= 42.28 X 10-^° uma m^ = 7.03 x 10"^^ kg m^ 

(c) Para la molécula de H 2 O, calcularemos el momento de inércia alrededor de dos ejes. Para el 
eje X que bisecta al ângulo H-O-H (recuerde la Fig. 13.4(b)) tenemos 

/ = 2m('H)(1.02 X 10“'° sen 52.5°)^ = 1.320 x 10“"° uma m^ 

= 2.19 X kgm^ 

Para el eje perpendicular al pláno de la molécula que pasa por el CM (use el resultado dei Ej. 13.2), 
tenemos 


/ = w(’ 60 )ro 2 + 2m(’H)/^ 

donde = 0.070 x 10“’®m y, mediante un cálculo directo, = 0.979 x 10“’® m. Por tanto, 
I = mC^OXO.070 X 10“i®m)2 + 2m(‘H)(0.979 x 10“^®m)2 
= 2.011 X 10“^° uma m^ = 3.339 x 10“'^® kgm^ 


13.8 Ecuacíón de movímíento para la rotacíón de un sólido rígido 

Cuando la relación dL/dí - r se aplica a la rotación de un sólido rígido, es importante saber si el 
torque T y el momentum angular L se miden con respecto a un punto en reposo en un sistema 
inercial o con respecto al centro de masa dei cuerpo. Por ejemplo, consideremos el caso en que la 
única fuerza externa que actúa sobre el cuerpo es su peso, el cual está aplicado en el centro de masa. 
Entonces tenemos que T = 0 y, en consecuencia, L = const., cuando ambos se refieren al centro de 
masa. Esto es, un sólido sujeto sólo a su peso, como el que se muestra en la figura 13.8(a), gira con 
momentum angular constante con respecto a su CM. 

Otra distinción importante es si un sólido rígido gira alrededor de un eje principal o no. Para 
el caso de un sólido rígido que gira alrededor de un eje principal, L = I(úy podemos escribir 


d{I(o) 

dt 


Ya que, para un sólido rígido, el momento principal de inércia es constante, esta relación se puede 
expresar también como 


dío 

/ — = T 

dí 


o 


/a = T (sólo para ejes principales) 


(13.22) 
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donde a = dco/dí es la aceleración angular dei sólido rígido y es una relación parecida aF = ma para 
una partícula. Esta ecuación muestra que el cambio temporal de la velocidad angular es paralelo al 
torque. Décimos entonces que el eje de rotación de un sólido rígido tiende a precesar en dirección 
al torque aplicado. 

Cuando T = 0 , la ecuación 13.22 indica que (O también es constante. Esto es, 

la velocidad angular de un sólido rígido que gira alrededor de un eje principal es constante 

cuando no se aplican fuerzas externas. 

Esto se puede considerar como la ley de la inércia para el movimiento de rotación. 

Cuando un cuerpo no gira alrededor de un eje principal y el torque es cero, de modo que 
L = const., o)no es constante porque la relación vectorial L = /« no es válida en este caso. 

Por ejemplo, las fuerzas ejercidas por el Sol, la Luna y los planetas sobre la Tierra están, 
aplicadas prácticamente, en su centro de masa y, por tanto, el torque alrededor dei centro de masa 
de la Tierra es prácticamente cero (véase el Ej. 13 . 14 ). La Tierra debería entonces girar con momentum 
angular constante. Como la Tierra es prácticamente una esfera y casi gira akededor de un eje prin¬ 
cipal, su velocidad angular debería ser constante también, lo que es aproximadamente correcto. Sin 
embargo, la Tierra tiene una forma un tanto parecida a una pera y, en realidad, no gira alrededor de 
un eje principal. Por tanto, el eje de rotación terrestre no está fijo con respecto a la Tierra. Además, 
su velocidad angular disminuye a razón de 1.3 X 10 "*'^ rad s“^ por ano. 

La rotación variable de una pelota no esférica (como las que usan en el futbol americano) 
después de que ha sido pateada se debe al hecho de que el momentum angular impartido a la pelota 
no actúa a lo largo de uno de sus ejes principales y el movimiento no es un giro puro. 


EJEMPLO 13.10 

Un disco de 0.5 m de radio y 20 kg de masa puede girar libremente alrededor de un eje horizontal fijo 
que pasa por su centro. Al tirar de una cuerda que está enrollada alrededor dei borde dei disco se le aplica 
a éste una fuerza de 9.8 N. Hallar la aceleración y la velocidad angulares dei disco después de 2 s. 


OEn la figura 13.21 vemos que las únicas fuerzas externas sobre el disco son su peso Mg, la fuerza hacia 
abajo F y las fuerzas F' en los pivotes. El eje ZZ' es un eje principal. Al calcular los torques con respec¬ 
to al centro de masa C, encontramos que el torque dei peso es cero. El torque combinado de las fuerzas 
F' también es cero. Así, el torque externo neto es T= F/f. Aplicando la ecuación 13.22, Ia = x, con 
/ = \MR^, tenemos 

F/f = (iM/?2)a o F=\MRa 
que da una aceleración angular de 


_ 2F 
°^~AÍR 


2(9.8 N) 
(20kg)(0.5m) 


1.96 rad s ^ 


Según la ecuación 5.8, la velocidad angular después de 2 s, si el disco empezó su movimiento desde el 
reposo, es 


O) = aí = (1.96 rad s ^)(2s) = 3.92 rad s ‘ 



Figura 13.21 
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Como el centro de masa C está fijo, su aceleración es cero y debemos tener 
2F'-Mg-F = 0 o r=: 102.9 N 


EJEMPLO 13.1! 

Aceleración angular dei sistema ilustrado en la figura 13.22. El cuerpo tiene una masa de 1 kg y los 
datos dei disco son los mismos dei ejemplo 13.10. El eje ZZ' está fijo y es un eje principal. 


[> Como la masa dei cuerpo es de 1 kg, su peso es de 9.8 N. Este valor es el mismo que el de la fuerza F de 
la figura 13.21. Por tanto, podría pensarse que este caso es idêntico al anterior y suponerse que los 
resultados son iguales. Sin embargo no es así. La masa m, cuando está cayendo, ejerce una fuerza hacia 
abajo F sobre el disco y, por la ley de la acción y la reacción, el disco ejerce una fuerza F igual pero ha¬ 
cia arriba sobre la masa m. Como ésta cae con movimiento acelerado, la fuerza neta no puede ser cero. 
Así, F no es igual a mç, sino menor. En consecuencia, el disco está sujeto a un torque menor que en el 
problema anterior. 

La ecuación dei movimiento de la masa m es 
mg-F = ma o mg- F = mRa 


donde se utilizó la relación a = Ra (recuerde la Ec. 5.14). La ecuación para el movimiento de rotación dei 
disco es Ia = T. Con T= FR, Ia = FR. Entonces, como I = \MR?-, 

F=-\MRa 


Eliminando F tenemos que la aceleración angular es 


mg 

{m + ^M)R 


1.80 rad s ^ 


que es menor que nuestro resultado anterior. La aceleración hacia abajo de m es 


a = Ra = . = 0.90 ms"^ 

m + jM 


que es mucho menor que = 9.80 m s"^, el valor para la caída libre. Las fuerzas F' en el pi vote se pueden 
encontrar dei mismo modo que en el ejemplo anterior, una vez que se haya calculado el valor de F. 


Figura 13.22 



EJEMPLO 13.12 

Aceleración angular dei disco de la figura 13.23. Suponga que se tienen los mismos datos para el disco 
que en el ejemplo 13.10. 
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t> El eje de rotación es el eje principal Este problema difiere de ios anteriores en que el centro de 
masa dei disco no está fijo. El movimiento dei disco es parecido al de un yoyo. La rotación dei disco 
sobre el eje ZgZ'^ está dada por la ecuación Ia=Tola = FR, pues el torque dei peso Mg con respecto a C 
es cero. Como I = \MR^, podemos escribir 

F=\MRa 

El movimiento bacia abajo dei centro de masa tiene aceleración a = Ray \à fuerza externa 
resultante es Mg-F, de modo que, mediante la ecuación 5.14, 

Mg-F = Ma = MRa 

Eliminando la fuerza F y teniendo en cuenta que la masa M también se elimina, obtenemos 

(X = ~ = 13.16 rads“^ 

3R 

La aceleración bacia abajo dei centro de masa es 


a = Roc = jg = 6.53 m s ^ 

que es menor que la aceleración de caída Ubre. También es independiente dei tamano y de la masa dei disco. 



Ilustraremos ahora cómo se aplica de la ecuación 13.22 a dos casos de movimiento oscilatorio de 
un sólido rígido. 



(1) Pêndulo de torsión 

El pêndulo de torsión consiste en un sólido suspendido de un cable o de una fibra (Fig. 13.24) de 
modo que la recta OC pase por el centro de masa dei sólido. Cuando el sólido está girado un ângulo 
0de su posición de equilibrio, tuerce el cable. El cable a su vez ejerce un torque sobre el cuerpo que 
se opone al desplazamiento 6. Si el ângulo 0es pequeno, el torque tiene un valor proporcional a 9, 
esto es, 

X--Kd 

donde k es el coeficiente de torsión dei cable. El coeficiente de torsión se puede especificar en 
términos de las características físicas y geométricas dei cable. Si el sólido se suelta, el torque T 
hace que el sólido oscile alrededor de la recta OC con MAS. Si / es el momento de inércia dei sólido 
alrededor dei eje OC, tenemos que el período de oscilación dei sólido es (véase el cálculo siguiente) 

P = 27t{-j (13.23) 

Nótese que cuanto más grande sea el momento de inércia mayor será el período, ya que le resulta 
más difícil al torque elástico de torsión mover al sólido. Tenemos también que cuanto más grande 
sea el coeficiente de torsión, lo que significa un torque de torsión mayor, menor será el período dei 
pêndulo y éste oscilará más aprísa. El resultado 13.23 es de interés porque lo podemos usar para 
determinar el momento de inércia de un sólido de manera experimental, suspendiendo el sólido de 
un cable cuyo coeficiente de torsión Ksea conocido y midiendo el período P de la oscilación. A la 
inversa, este método se puede usar para medir ksí se conoce el momento de inércia /. 



figura 13.24 Pêndulo 
de torsión. El centro de masa 
está en C. 


(ii) Pêndulo físico 

Un pêndulo físico (o compuesto) es un sólido rígido que puede oscilar libremente alrededor de un 
eje horizontal bajo la acción de la gravedad. Para oscilaciones de amplitud pequena, el pêndulo se 
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- 

í>^- 

fe 


0 »z/ 


|Vy = mff 


Figura 13.25 Pêndulo físico. 


mueve con MAS. Sea ZZ' (Fig. 13.25) el eje horizontal y Cel centro de masa de! sólido. La distan¬ 
cia dei centro de masa C ai eje de oscilación esby Kel radio de giro dei sólido en relación coe el 
eje ZZ'. El periodo de oscilación cuando la amplitud es pequena, como veremos en el cálculo 
siguiente, es 


La magnitud I = K^b se conoce como longitud dei péndolo simple equivalente, ya que un pêndu¬ 
lo simple de esa longitud tiene el mismo periodo que el sólido. El periodo dei pêndulo físico es 
independiente de su masa, así como de su forma geométrica, siempre que el cociente K^lb sea 
constante. 


Cálculo dei periodo de oscilación de un sólido rígido 
(i) Pêndulo de torslón 

En este caso la ecuación dei movimiento dei sólido, usando la ecuación 13.22 con a = à^dláP- y t = -k6, es 


■kQ o 


d^d K ^ 

~ + -e = o 

dt^ I 


donde / es el momento de inércia con respecto al eje de oscilación. Entonces obtenemos la ecuación 10.12, y el movimiento 
angular es armónico simple con una frecuencia angular dada por 


de la cual obtenemos 

CÜ \k/ 

(ii) Pêndulo físico 

Remitiéndonos a la figura 13.25, vemos que cuando la recta OC forma un ângulo 0con la vertical, el torque que actúa sobre el 
sólido (debido a su peso, mg), se opone al ângulo de desplazamiento y es 

T=-mgb sen 9 

Si I es el momento de inércia dei sólido alrededor dei eje Z y a = d^0/dF es la aceleración angular, entonces la ecuación 13,22, 
la = T, da 

I—-=—mgb sen 6 / 

dr / 

Suponiendo que las oscilaciones son pequenas, podemos usar la aproximación sen 0 s 0. Entonces la ecuación dei movimiento es 


d^9 mgb 


6 o 


9b . . 

—— -|—- 0 = 0 
dí^ 


donde hemos utilizado I = mK^. Esta ecuación dei movimiento puede compararse con la ecuación 10.12 para mostrar que el mo¬ 
vimiento angular oscilatorio es armónico simple con una frecuencia angular dada por (O^ = glK}. Así, el periodo de oscilación es 


2it .. f 
P =z — = 2tcÍ — 
Cú \gb 


1/2 
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EJEMPLO 13,13 

Un anillo de 0.10 m de radio está suspendido de una clavija, como se muestra en la figura 13.26. Deter¬ 
minar su período de oscilación. 

O /? es el radio dei anillo. Su momento de inércia con respecto a un eje que pasa por su centro de masa Ces 
/ç, = mR^ (véase la Tabla 13.2). Entonces, si aplicamos el teorema de Steiner, ecuación 13.21, con a = R, 
el momento de inércia con respecto a un eje que pasa por el punto de suspensión O es 

/ = 4 4-m/?2 = m/?2 

con lo que se obtiene un radio de giro 



= 2R^ 


También en nuestro caso b = OC = R. Por lo tanto, mediante la ecuación 13.24, obtenemos 


2k 


[^J 


\ 9 J 


1/2 


que indica que la longitud dei pêndulo simple equivalente es OO' = 2R, que corresponde al diâmetro dei 
anillo. Con los valores /? = 0.10 m y ^ = 9.8 m s~^, obtenemos P - 0.88 s. 


La ecuación àL/dt = t implica que, en ausência de un torque externo T, el momentum angular L dei 
sólido permanece constante. Si el sólido está girando alrededor de un eje príncipàl, de modo que 
L = Ico, se mantendrá girando sobre dicho eje con velocidad angular constante. 

Este hecho puede ilustrarse mediante el giróscopo (Fig. 13.27), dispositivo que se utiliza 
para montar una rueda giratória de modo que el eje pueda cambiar libremente de dirección. La 
meda G gira rápidamente alrededor dei eje principal AB y está montada de manera que el torque 
total respecto a O sea cero. Por tanto, el momentum angular dei sistema es constante y paralelo a 
AB, que está sobre el eje Y. Si despreciamos la fricción, el eje de giro/li? se puede mover libremente 
alrededor dei eje horizontal X y dei vertical Z. Si movemos el giróscopo alrededor de la habitación, 
AB siempre apuntará en la misma dirección. Coloquemos el eje dei giróscopo de modo que AB sea 
horizontal y apunte en dirección este-oeste (posición 1 de la Fig. 13.28). Debido a la rotación de la 
Tierra, observamos que AB se inclina hacia abajo (o hacia arriba). Después de seis horas está en 



Figura 13.27 Giróscopo. El eje de giro es AB. 


Figura 13.28 El eje de rotación de un giróscopo sobre el que no hay torques 
permanece fijo en el espacio y, por tanto, gira con respecto a la Tierra. 
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posición vertical (posición 4 de la Fig. 13.28). Esta rotación aparente áeAB se debe, de hecho, a la 
rotación de la Tierra; mientras nuestro laboratorio se mueve de 1 a 4, la dirección òqAB permane- 
cen fíjas en el espacio. Un experimento como éste es suficiente para demostrar que la Tierra gira 
alrededor de su eje NS. 

Si el torque dei giróscopo no es cero, eníonces, según la relación âLIát = T, el momentum 
angular experimenta un cambio en el tiempo át dado por 

dl, = T dí (13.25) 


En otras palabras, el cambio de momentum angular dei giróscopo siempre está en la dirección dei 
torque (dei mismo modo que el cambio de momentum de una partícula siempre está en la dirección 
y sentido de la fuerza). 

Para el caso especial de que.el torque Tes perpendicular al momentum angular £, el cambio 
dL es también perpendicular a L y el momentum angular cambia de dirección pero no de magnitud. 
Esto es, el eje de rotación cambia de dirección pero la magnitud dei momentum angular permanece 
constante. Esta situación es parecida al caso dei movimiento circular bajo una fuerza centrípeta, 
donde la fuerza es perpendicular a la velocidad y ésta cambia de dirección pero no de magnitud. El 
movimiento dei eje de rotación alrededor de un eje fijo debido a un torque externo se conoce como 
precesión. 

Encontramos esta situación, por ejemplo, en el trompo común, juguete que es una especie 
de giróscopo (Fig. 13.29). El trompo gira alrededor dei eje principal Z^. El eje se tomó en el 
plano XY, y entonces está en el plano determinado por Z y Zq. El momentum angular L y el torque 
externo rdeben calcularse con respecto al punto fijo O. Cuando el trompo gira alrededor de su eje 
de simetria OZ^ con veloipidad angular co, su momentum angular L también es paralelo a OZ^. El 
torque t se debe al peso Mg que se aplica en el centro de masa C y es igual al producto vectorial 
(OC) X (Mp); por tanto, es perpendicular a los ejes Z^ y Z. En consecuencia, el torque Testá a lo 
largo dei eje Xq y es perpendicular a L. Bajo la acción dei torque T, el eje Z^ precesa alrededor dei 
eje Z con la velocidad angular 


Mgb 

Icü 


(13.26) 


donde b = OC (véase la Nota 13.2). Un estúdio más detallado indica que, en general, el ângulo 0 no 
permanece constante, sino que oscila entre dos valores fijos. El extremo de L, al mismo tiempo que 
precesa alrededor de Z, oscila entre los dos círculos Cy C' (Fig. 13.30), describiendo la trayectoria 
indicada. Este movimiento oscilatorio dei eje Z^ se conoce como nutación. 

Los fenómenos giroscópicos son de gran aplicación. La tendencia de un giróscopo a mante- 
ner su eje de rotación fijo en el espacio es un principio utilizado en los estabilizadores de barcos y 
en los pilotos automáticos de los aviones y las sondas espaciales. 




Figura 13.29 Giróscopo sujeto a un Figaira 13.30 Precesión y nutación dei 

torque externo. eje dei giróscopo. 
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La mayona de las partículas elementales tienen un momentum angular interno o spin. Etebido a 
que las partículas están cargadas, experimentan un torque en presencia de un campo magnético. Esto 
da lugar a una precesión dei spin que se manifiesta en vários fenómenos que veremos más adelante. 


Nota 13o2 Precesión de un giróscopo 

Como se indica en Ia figura 13.31, en un tiempo pequeno dí el momentum angular L cambia de la posición OA a la posición OB. 
El cambio dL = AB es paralelo al torque T. El extremo dei vector L describe una circunferência alrededor de Z de radio 

AD = OA sen (^ = L sen ^ 

donde (p es el angulo entre los ejes y Z. En el tiempo dt el radio AD se mueve un ângulo d0 hasta la posición BD. La velocidad an¬ 
gular de precesión O se define como la tasa a la que el eje OZ^ dei cuerpo gira alrededor dei eje OZ fíjo en el laboratorio; esto es, 

Q = — (13.27) 

dí 

y está representada por un vector paralelo a OZ. El módulo de dL es |dLl = (AD)de = (L sen 0)(Í2 dt). Pero de la ecuación 8.12 
tenemos que 

ldLl=Tdí 

Igualando ambos resultados, podemos escribir 

QLscn(t) = x ^ (13.28) 

De Ia figura 13.29 vemos que el módulo dei torque es 

x = Mgb sen (() (13.29) 

donde b = OC es la distancia dei CM a O. Entonces, comparando ambas relaciones, Í2L = Mgb. Haciendo L - Ico, obtenemos 

1(0 

que es la ecuación 13.26. Este resultado es válido sólo si la velocidad angular de giro Í2 es muy grande comparada con la velocidad 
angular de precesión Q. La razón es que si el cuerpo precesa alrededor de OZ también tiene un momentum angular alrededor dei 
mismo eje. Por tanto, su momentum angular total no es /o), como hemos supuesto, ya que la velocidad angular resultante es co-f O. 
Sin embargo, si la precesión es muy lenta (esto es, si toes muy pequena comparada con Í2), el momentum angular alrededor de OZ 
se puede despreciar. 



EJEMPLO 13.14 
Precesión de los equinoccios. 


t> El plano dei ecuador forma un ângulo de 23° 27' con el plano de la órbita terrestre alrededor dei Sol. Este 
plano se conoce como eclíptica. La intersección de los dos planos se conoce como línea de equinoc- 
cios. La Tierra es un gran giróscopo cuyo eje pasa por los polos norte y sur. Este eje precesa alrededor de 
la normal al plano de la eclíptica en dirección este-oeste, como se indica en la figura 13.32. El período es 
de 27 725 anos, lo que da una velocidad angular de precesión de 46.79" de arco por ano o 7.19 x lO"*^ 
rad s“^ Esta precesión dei eje terrestre produce un cambio igual en dirección de la línea de equinoccios. 
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Normal a la eclíptica 


Figura 13.32 Precesión dei 
eje de rotación terrestre. 



efecto descubierto aproximadamente en el ano 135 AC por Hiparco. La precesión dei eje terrestre se 
debe al torque ejercido por el Sol y la Luna sobre la Tierra. El eje de la Tierra sufre también una nutación 
con una amplitud de 9.2" de arco y un periodo de oscilación de 19 anos. El torque neto sobre la Tierra no 
es cero debido, entre otras razones, a que la Tierra no es una esfera homogénea perfecta. 

Es sencillo calcular la magnitud dei torque que se debe ejercer sobre la Tierra con el fm de 
producir el cambio temporal observado de precesión de los equinoccios. Usando la ecuación 13.28, 
tenemos que t = QL sen (p, donde (p = 23° 27' y H = 1.79 x 10~" rad s“* es la velocidad angular de pre¬ 
cesión de la Tierra. Primero debemos calcular el momentum angular de la Tierra. Como el eje de rota¬ 
ción terrestre sólo se desvia ligeramente de un eje principal, podemos usar la relación 

L = I(ú 

El valor de o) se dio en el ejemplo 5.1 como 7.29 x 10~^ rad s"’. Según la tabla 13.2, el momento de 
inércia de la Tierra, suponiendo que es esférica, es 


I = f = 1(5.98 X 10^^ kg)(6.38 x 10^ m)^ = 9.72 x 10^^ m^ kg 

Por tanto, t= 2.76 x 10^^ N m es el torque alrededor dei CM ejercido por el Sol y la Luna sobre la Tierra. 
Este torque es bastante pequeno en términos planetários. 


EJEMPLO 13.15 

Brújula giroscópica. 


O Supongamos que tenemos un giróscopo en la posición G de la figura 13.33, donde la flecha 1 indica el 
sentido de la rotación de la Tierra. El giróscopo está colocado de modo que su eje deba mantenerse en un 


Figura 13.33 Brújula 
giroscópica. Como resultado de 
la rotación terrestre, indicada con 
la flecha 1, el eje de rotación dei 
giróscopo gira (precesa) como se 
muestra con la flecha 3 hasta 
apuntar hacia el norte. 






Equilíbrio de un sólido rígido 283 


plano horizontal. Esto se puede hacer, por ejemplo, haciendo que flote en un líquido, como el mercúrio. 

Supongamos que el eje dei giróscopo apunta inicialmente en dirección 0-E. Cuando la Tierra gira, el 
plano horizontal y la dirección 0-E giran en el mismo sentido. Por tanto, si el eje dei giróscopo se 
mantiene en dirección O-E, el eje tendría que girar como se indica con la flecha 2. Pero esto es equiva¬ 
lente a aplicar un torque alrededor de la dirección N-S. Así pues, el eje dei giróscopo, bajo la acción de 
este torque, girará alrededor de la vertical hasta que apunte al norte, según se indica con la flecha 3. La 
brújula giroscópica íiene la ventaja especial de apuntar hacia el norte verdadero, ya que no está sujeta a 
ninguna anomalia magnética local. 



1111 Equilíbrio de un sólido rígido 

En el estúdio dei equilíbrio de un sólido rígido es necesario considerar el equilíbrio con respecto 
tanto a la traslación co/no a la rotación. Por tanto, se requieren las dos condiciones siguientes: 

(i) Para el equilíbrio de traslación, la suma de todas las fuerzas debe ser cero: 

I f, = 0 

i 

lo que implica que la velocidad dei CM es constante (o cero). La relación puede descomponerse en 
tres ecuaciones: 

Y.F„ = o, Zf„ = o, Sf„ = 0 . (13J0) 

i i i 

(ii) Para el equilíbrio de rotación, la suma de todos los torques con respecto a cualquier 
punto debe ser cero: 

X t,. = 0, (13.31) 

i 

lo que implica que el momentum angular es constante (o cero). Si las fuerzas están todas en un 
plano, las condiciones anteriores se reducen a las tres ecuaciones algebraicas siguientes: 

= Zí-,, = o. = o (13.32) 

í t í 

Como se trata de tres ecuaciones simultâneas, los problemas en un plano están determina¬ 
dos por estas condiciones de equilíbrio sólo si no existen más de tres incógnitas. Ilustraremos ahora 
la técnica para resolver algunos problemas sencillos de equilíbrio de un sólido. 


EJEMPLO UM 

La barra de la figura 13.34 descansa en equilíbrio sobre los puntos Ây B, bajo la acción de las fuerzas 
indicadas. Hallar las fuerzas ejercidas sobre la barra en los puntos de apoyo. Su peso es de 40 N y su 
longitud de 4 m. 

t>Primero aplicamos la condición para el equilíbrio de traslación (Ec. 13.30) donde todas las fuerzas se 
encuentran en la dirección F; las fuerzas hacia arriba las consideramos positivas y hacia abajo, negativas. 
Tenemos entonces 

2:Fj = F + F'-200 - 500 - 40- 100 - 300 = 0 


o 


F + F'= 1140N 





Segundo, aplicamos la condición 13.31 para el equilíbrio de rotación. Como la suma de los torques es 
cero alrededor de cualquier punto, resulta conveniente calcular los torques con respecto al punto A, ya 
que de este modo eliminamos una de las incógnitas. Así 


= (-200)(-0.5) + F(0) + (-500)(1) + (-40)(1.5) 
+ (-100)(2.25) + F'(2.75) + (-300)(3.5) = 0 


o F' = 630.9 N. Al combinar este resultado con la ecuación de las fuerzas obtenemos F = 509.1 N, y el 
problema está resuelto. 


EJEMPLO 13.17 

Una escalera AB, cuyo peso es de 40 N, descansa sobre una pared vertical formando un ângulo de 60° 
con el piso. Hallar las fuerzas sobre la escalera enAy B. La escalera tiene rodillos en A de modo que la 
fricción (o rozamiento) con la pared es despreciable y cualquier fuerza ejercida por la pared debe ser 
perpendicular a ésta; esto es, horizontal. Sin embargo, el rozamiento con el piso en B evita que la esca¬ 
lera se caiga. 

C>Las fuerzas que actúan sobre la escalera se ilustran en la figura 13.35. El peso W está aplicado en el 
centro C de la escalera, puesto que suponçmos que es uniforme. La fuerza Fj es necesaria para evitar que 
la escalera se deslice y es resultado dei rozamiento con el suelo. Las fuerzas y F^ son reacciones 
normales (es decir, perpendiculares) al piso y a la pared. Mediante las tres condiciones de equilíbrio, 
ecuación 13.32, tenemos 

XF,,= -Fi + F3 = 0 o F, = F, 

Y,F,^= -W+F2 = 0 o f^^w 

Si llamamos L a la longitud de la escalera y tomamos los torques alrededor de B de tal manera que los 
torques de las fuerzas desconocidas Fj y F 2 sean cero, tenemos, para la tercera condición de equilíbrio. 

Figura 13 

X T; = W{\L COS 60°) - FaCL sen 60°) = 0 
o 



Wcos 60° 
2 sen 60° 


11.52 N 


Entonces las ecuaciones de fuerza anteriores dan como resultado 


Fi = F3=11.52N y F2=W=40N 


r 
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Nótese que, si la escalera no tuviera rodillos en^á, también habría una fuerza de rozamiento en/4. 
Así, tendríamos cuatro fuerzas desconocidas. Se requerina alguna suposición adicional para resolver el 
problema ya que sólo tenemos tres ecuaciones. La cuarta condición más usual podría ser una relación 
entre la fuerza de rozamiento y la normal. 


13.1 Establezca las propiedades dei sistema de referencia C. 
^En qué condiciones es C un sistema de referencia inercial? 

13.2 ^Cuál es la trayectoria dei centro de masa de un sólido 
(a) sujeto a fuerzas que no son externas, (b) sujeto sólo a su peso 
cuando se le lanza horizontalmente cerca de la superfície terrestre 
y (c) cuando se le lanza horizontalmente a una gran altura? 

13.3 ^Cuál es la trayectoria dei CM de un clavadista después 
de que salta de un trampolín? Haga un diagrama que muestre la 
trayectoria. 

13.4 Establezca la ley de Newton de la acción y la reacción 
cuando nos referimos a dos sistemas de partículas en interacción. 
Aplíquelo a dos átomos y a dos galaxias en interacción. 

13.5 Remítase al ejemplo 13.5. iQué le sucede a la (iresión 
sobre la pared si se dobla la velocidad de las moléculas? 

13.6 ^Cuál es la utilidad dei concepto de masa reducida? 

13.7 ^La masa reducida de un sistema de dos partículas es 
menor, mayor o igual que la masa de cada partícula? 

13.8 ^En qué condiciones la masa reducida es prácticamente 
igual a la masa de uno de los cuerpos? Dé algunos ejemplos de 
tal situación. ^En qué condiciones la masa reducida es igual a la 
mitad de la masa de uno de los cuerpos? 

13.9 Ilustre con algunos ejemplos el principio de conservación 
de (i) el momentum, (ii) el momentum angular para (a) un 
sistema aislado y (b) dos sistemas en interacción. 

13.10 ^Espera usted encontrar verdaderos sólidos rígidos en la 
naturaleza o son sólo una aproximación conveniente que es 
válida en ciertas circunstancias? 

13.11 ^E1 momentum angular siempre es paralelo a la 
velocidad angular de un sólido rígido? ^E 1 cambio de 
momentum angular de un sólido rígido siempre es paralelo al 
torque externo? 

13.12 Discuta el concepto de “eje principal” de un sólido 
rígido. Justifique por qué un eje de simetría podría ser eje 
principal. 

13.13 ^En qué condiciones son válidas las relaciones L^ = íú)y 
L = íü)7 

13.14 Explique por qué el único movimiento posible de un 
sólido rígido con respecto a su centro de masa es una rotación. 
En términos de su respuesta justifique que es posible dividir el 
momentum angular de un sólido rígido en dos términos. 


13.15 ^Cuál es el origen dei movimiento de “precesión”? 

13.16 Considere un resorte con constante elástica L Cuando 
está fijo por un extremo y en el otro se tiene un cuerpo de masa 
m, el cuerpo oscila con una cierta frecuencia. Después el mismo 
resorte, con la masa m en un extremo, tiene el otro extremo libre 
y unido a una masa M (M > m). Si el resorte se estira y se suelta, 
^su frecuencia de oscilación será mayor, menor o igual que la 
frecuencia dei primer caso? 

13.17 Considere una varilla uniforme de longitud L. Escriba la 
ecuación de movimiento para el centro de masa de la varilla 
cuando se lanza al aire. Se suelta la varilla de modo que el 
extremo inferior esté en reposo en el sistema L y a una altura Fq 
dei suelo; su posición es vertical y el extremo superior tiene una 
velocidad de 2vq en dirección horizontal. Dibuje la curva que 
sigue el CM. 

13.18 Escriba una ecuación dei movimiento para el extremo 
inferior de la varilla, dadas las condiciones iniciales de la 
pregunta anterior. Trace la curva que sigue el extremo inferior 
de la vara. 

13.19 Analice los momenta angulares orbital e interno dei 
sistema solar en su movimiento alrededor dei centro de la Via 
Láctea (recuerde la Fig. 6.2). 

13.20 Analice los momenta angulares orbital e interno de un 
electrón en órbita alrededor dei núcleo de un átomo. 

13.21 Mediante el teorema de Steiner (Ec. 13.21) verifique 
que el momentum de inércia de un sólido rígido con respecto a 
un eje que pase por su centro de masa siempre es menor que el 
momentum de inércia con respecto a cualquier otro eje paralelo. 

13.22 iCon respecto a qué puntos deberán calcularse el 
momentum angular y el torque de modo que sea válida la 
ecuación dL/dt = T? 

13.23 ^En qué condiciones son equivalentes las relaciones 
I(dco/dt) = e I(dcú/dí) = t? 

13.24 Un sólido rígido puede oscilar alrededor de un eje 
horizontal que pasa por él. ^E1 período depende de (a) la masa 
dei sólido, (b) su forma, (c) su tamano, (d) la posición dei eje 
con respecto a su centro de masa? ^Cuál sería el período si el eje 
pasara por el centro de masa dei sólido? 

13.25 ^En qué condiciones las fuerzas internas de un sistema 
de partículas no contríbuyen al cambio dei momentum angular? 

13.26 ^Por qué el equilibrío de un sólido rígido requiere más 
condiciones que el equilibrío de una partícula? 
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PROBLEMAS 


13.1 Un sistema está compuesto por tres partículas de masas 
3 kg, 2 kg y 5kg. La primera partícula tiene una velocidad de 
í'(6) m s"^ La segunda se mueve con velocidad de 8 m s“^ en 
una dirección que forma un angulo de -30° con el eje X. Halle 
la velocidad de la tercera partícula de modo que el CM parezca 
en reposo con respecto al observador. 


13.2 En un instante particular, tres partículas se mueven 
como se muestra en la figura 13.36. Están sujetas únicamente a 
sus interacciones mutuas, así que no actúan fuerzas externas. 
Después de cierto tiempo se observan de nuevo y se tiene que 
Wj se mueve como se muestra, mientras que m 2 está en reposo. 

(a) Halle la velocidad de niy Suponga que Wj = 2 kg, = 0.5 
kg, mj = 1 kg, iij = 1 m s"*’ ^2 = 2m s"^ Uj = 4 m sr^ y líj = 3 m s"'. 

(b) Halle la velocidad dei CM en los dos instantes mencionados 

en el problema, (c) En un tiempo dado las posiciones de las masas 
son mj (-0.8 m, -1.1 m), /n 2 (0.8 m, -1.1 m) y (1.4 m, 0.8 m). 

Trace una línea que muestre la trayectoria dei CM dei sistema de 
partículas con respecto al sistema de referencia L. 


Figura 



133 Dos masas, /tij = 10 kg y W 2 = 6 kg, están unidas por 
una barra rígida de masa despreciable (Fig. 13.37). Estando 
inicialmente en reposo, se someten a las fuerzas Fj = í(8 ) N y 
F 2 = j(6) N, como se muestra. (a) Encuentre las coordenadas de 
su CM como función dei tiempo. (b) Exprese el momentum 
total como función dei tiempo. 


Y 



13.4 Las dos masas de la figura 13.38 se encuentran 
inicialmente en reposo. Suponiendo que > W 2 , encuentre 


(a) la velocidad y (b) la aceleración de su CM en el tiempo t. 
Desprecie la masa de la polea. 



Figura 1338 

13.5 Un núcleo, originalmente en reposo, se desintegra 
radiactivamente al emitir un electrón con 9.22 x 10"^* m kg s“* 
de momentum y un neutrino con momentum de 5.33 x m 
kg s en dirección perpendicular a la dei electrón. (a) i,En qué 
dirección retrocede el núcleo residual? (b) ^Cuál es su 
momentum? (c) Dado que el núcleo residual tiene una masa de 
3.90 X 10”^^ kg, ^cuál es su velocidad? 

13.6 Una pelota de 4 kg de masa y con una velocidad de 1.2 
m s~*, choca de frente con otra pelota de 5 kg de masa que se 
mueve a 6 m s"* en la misma dirección. Encuentre (a) las 
velocidades de las pelotas después dei choque (suponiendo que 
es elástico), (b) el cambio de momentum de cada pelota. 

13.7 Una partícula de 0.2 kg de masa, mientras se mueve con 
velocidad de 0.4 m s“', choca con otra de 0.3 kg de masa que se 
encuentra en reposo. Después de la colisión la primera se mueve 
a 0.20 m s“* en una dirección que forma un ângulo de 40° con 
respecto a su dirección original. Halle la velocidad de la 
segunda partícula. 

13.8 (a)Determine la posición dei centro de masa para las 
moléculas de LiH y de HCl. La longitud dei enlace es 1.595 x 
10"^° m y 1.27 X 10"*® m, respectivamente, (b) La molécula de 
NHj (Fig. 2.3) es una pirâmide en la que el átomo de N está en 
el vértice y los de H en la base. La longitud de los enlaces N-H 
es de 1.01 X 10"*® m y el angulo entre dos de tales enlaces es de 
108°. Encuentre el momentum de inércia con respecto al eje 
cuando la molécula está en el sistema de referencia en que Zq es 
perpendicular a la base, y y están en la base de la pirâmide. 

13.9 En el tiempo dos partículas en interacción con 2 kg y 
3 kg de masa se mueven, con respecto a un observador, a 10 m 
s"* a lo largo dei eje +X y a 8 m s"* formando un ângulo de 
120 ° con respecto al eje +X, respectivamente, (a) Exprese cada 
velocidad en forma vectorial. (b) Encuentre la velocidad de su 
centro de masa. (c) Exprese la velocidad de cada partícula con 
respecto al centro de masa. (d) Encuentre el momentum de cada 
partícula en el sistema C. (e) Encuentre la velocidad relativa de 
las partículas, (f) Calcule la masa reducida dei sistema, (g) 
Verifique la relación dada en el ejemplo 13.3. (h) Dibuje la 
trayectoria dei CM. 
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13.10 Suponga que las partículas dei problema 13.9 se 
encueníran inicialmente en los puntos (0, 1,1) y (-1, 0, 2), 
respectivamente, (a) Determine el momentum angular dei 
sistema con respecto a su centro de masa. (b) Obtenga el momentum 
angular con respecto al origen. (c) Verifique que el 
momentum angular encontrado en el inciso (b) es igual a la 
suma dei momentum angular encontrado en el inciso (a) más un 
momentum angular x P, donde r^, es el vector de posición dei 
centro de masa y P es el momentum lineal dei sistema. 

13.11 Dos masas conectadas entre sí mediante una varilla 
ligera, como se muestra en la figura 13.39, están en reposo sobre 
una superfície horizontal sin rozamiento. Una tercera partícula 
de 0.5 kg de masa se acerca al sistema con velocidad y golpea 
a la masa de 2 kg. Calcule el movimiento resultante dei centro de 
masa de las dos partículas si la de 0.5 kg rebota con velocidad 

de la manera en que se muestra. 



Figura 13.39 

13.12 Una varilla delgada de 1 m de largo tiene masa 
despreciable. Hay cinco cuerpos colocados a lo largo de ella, 
cada uno con una masa de 1.00 kg y situados a 0 m, 0.25 m, 

0.50 m, 0.75 m y 1.0 m de uh extremo. Calcule el momentum de 
inércia dei sistema completo con respecto a un eje perpendicular 
a la varilla y que pasa por (a) un extremo, (b) la segunda masa y 
(c) el centro de masa. (d) Calcule el radio de giro en cada caso. 

13.13 Resuelva el problema anterior, en esta ocasión para una 
varilla con 0.20 kg de masa. 

13.14 Tres masas, cada una de 2 kg, están situadas en los 
vértices de un triângulo equilátero de 0.1 m de lado. Calcule (i) 
el momentum de inércia dei sistema y (ii) su radio de giro con 
respecto a un eje perpendicular al plano determinado por el 
triângulo y que pase por (a) un vértice, (b) el punto medio de un 
lado y (c) el centro de masa. 

13.15 Calcule el momentum de inércia (a) de la molécula de 
CO, donde r = 1.13 x 10“^® m y (b) de la molécula de HCl, en la 
que r = 1.27 X 10“'° m con respecto a un eje que pase por el 
centro de masa y que sea perpendicular a la recta que une a los 
dos átomos. 


13.16 Determine los momenta de inércia de la molécula de 
H 2 O con respecto al eje que se muestra en la figura 13.40 y 
que pasa por el centro de masa. Utilice los datos dei ejemplo 13.9. 


Zo 



Figura 13.40 

13.17 Dos ninos, cada uno de 25 kg de masa, están sentados en 
los extremos opuestos de una tabla horizontal, de 2.6 m de 
longitud y 10 kg de masa, que gira a 5 rpm alrededor de un eje 
vertical que pasa por su centro. ^Cuál será la velocidad angular 
si cada nino se mueve 60 cm hacia el centro de la tabla sin tocar 
el suelo? 

13.18 El momentum de inércia de una rueda es de 1 (XX) kg m^. 
En un instante dado su velocidad angular es de 10 rad s~'. 
Después de que gira un ângulo de 100 radianes, su velocidad es 
de 100 rad s“'. Calcule el torque aplicado a la rueda. 

13.19 Una rueda que gira está sujeta a un torque de rozamiento 
de 100 N m a lo largo de su eje. El radio de la rueda es de 0.6 m, 
su masa de 100 kg y está girando a 175 rad s“'. (a) ^Cuánto 
tiempo tardará la rueda en detenerse? (b) ^Cuántas revolucio¬ 
nes hará antes de detenerse? 

13.20 La velocidad de un automóvil aumenta de 5 km h“' a 

50 km h“' en 8 s. El radio de sus llantas es de 0.45 m. (a) ^Cuál es su 
velocidad angular? La masa de cada llanta es de 30 kg y su 
radio de giro de 0.3 m. (b) ^Cuál es el momentum angular 
inicial y final de cada llanta? 

13.21 La parte en rotación de un motor tiene una masa de 
15 kg y un radio de giro de 15 cm. (a) Calcule el momentum 
angular cuando está girando a 1 800 rpm. (b) ^Qué torque es 
necesario para alcanzar esta velocidad angular en 5 s? 

3.22 Una varilla uniforme de 1 m de longitud y 2.5 kg de 
masa cuelga verticalmente y está sujeta por un pivote en su 
extremo superior. Es golpeada en la base por una fuerza 
horizontal de 100 N que sólo dura 1/50 s. (a) Encuentre el 
momentum angular adquirido por la varilla. (b) ^Alcanzará la 
varilla una posición vertical hacia arriba? 

13.23 Una varilla de longitud L y masa M (Fig. 13.41) puede 
girar libremente alrededor de un pivote colocado en A. Una bala 
de masa m y velocidad v golpea a la varilla a una distancia a dei 
punto A y queda incrustada en ella. (a) Encuentre el momentum 
angular dei sistema respecto a A inmediatamente antes y 
después de que la bala choca con la varilla. (b) Determine el 
momentum lineal dei sistema inmediatamente antes y después 
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de! choque, (c) i,En qué condiciones se conservará el 
momentum lineal? 


A 



Figura 13.41 

13.24 Un bate de longitud L y masa m descansa en un plano 
horizontal sin rozamiento (Fig. 13.42) y durante un intervalo de 
tiempo muy corto, At, es golpeado por una fuerza F. La fuerza 
actúa en un punto P que está a una distancia a dei centro de masa. 
Halle (a) la velocidad dei centro de masa y (b) la velocidad 
angular alrededor dei centro de masa, (c) Determine el punto R 
que inicialmente permanece en reposo en el sistema L y 
muestre que b = KVa, donde K es el radio de giro respecto al 
centro de masa. El punto R se conoce como centro de pe^ciisión. 
(Por ejemplo, un jugador de beisbol debe sostener el bate en el 
centro de percusión con el fin de no sentir una sensación 
punzante cuando golpea la pelota.) (d) Demuestre también que 
si la fuerza golpea en R, el centro de percusión estará en P. 



Figura 13.42 

13.25 La meda de la figura 13.22, que tiene un radio de 

0.5 cm y una masa de 25 kg, puede girar sobre su eje horizontal. 
Una cuerda enrollada alrededor de la meda tiene una masa de 
10 kg colgando de su extremo libre. Calcule (a) la aceleración 
angular de la meda, (b) la aceleración lineal dei cuerpo y (c) la 
tensión en la cuerda. 

13.26 Calcule la aceleración dei sistema de la figura 13.43 si 
el radio de la polea es R, su masa M y gira debido al rozamiento 
con la cuerda. En este caso Wj = 50 kg, ntj = 200 kg, M = 15 kg 
y F = 0.10 m. Ignore el efecto dei rozamiento de con la mesa. 


M 



13.27 Para el sistema de la figura 13.44, calcule (a) la 
aceleración de m y (b) la tensión en la cuerda, suponiendo que 
el momentum de inércia dei disco pequeno de radio r es 
despreciable. Sea r = 0.04 m, F = 0.12 m, M = 4 kg y m = 2 kg. 



Figura 13.44 

13.28 En el sistema representado en la figura 13.45, M = 1.0 
kg, m = 0.2 kg, r = 0.2 m. Calcule (a) la aceleración lineal de m, 
(b) la aceleración angular dei cilindro M y (c) la tensión en la 
cuerda. Desprecie la masa de la polea. 


M 



Figura 13.45 

13.29 (a) Determine, para el sistema de la figura 7.5, la 
aceleración angular dei disco de masa M y radio F y la aceleración 
lineal de w y m'. (b) Calcule la tensión en cada cuerda. Suponga 
que m = 0.60 kg, m' = 0.50 kg, M - 0.80 kg, F = 0.08 m. 

13.30 Una varilla de 1 m de longitud está suspendida de un 
extremo de modo que puede oscilar libremente. (a) Halle el 
período y la longitud dei pêndulo simple equivalente, (b) Halle 
el período de oscilación si la varilla cuelga de un eje a una 
distancia de uno de los extremos igual a la longitud dei pêndulo 
equivalente que se encontró en el apartado (a). 

13.31 Un disco sólido de radio F puede colgar de un eje 
horizontal a una distancia h de su centro, (a) Halle la longitud 
dei pêndulo simple equivalente, (b) Halle la posición dei eje 
para la cual el período es mínimo, (c) Represente el período en 
función de h. 

13.32 Un pêndulo de torsión consiste en un bloque rectangular 
de madera de 8x12x3 cm y con una masa de 0.3 kg, el cual 
está suspendido mediante un cable que pasa por su centro, de tal 
forma que el lado más corto queda en posición vertical. El 
período de las oscilaciones de torsión es de 2.4 s. ^Cuál es la 
constante de torsión ícdel cable? 


Figura 13.43 
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13=33 Un disco de masa Wj gira alrededor de un eje horizontal, 
perpendicular al disco, que pasa por su centro. Una partícula de 
masa m 2 se coloca en el borde dei disco. Si éste es soltado a 
partir dei reposo con en posición horizontal, determine su 
velocidad angular cuando mj alcanza la parte inferior dei disco. 

13.34 Una cuerda está enrollada alrededor de la parte exterior 
de un cilindro sólido uniforme (masa M, radio R) y unida al techo 
como se muestra en la figura 13.23. El cilindro se mantiene con 
la cuerda vertical y después se le suelta. A medida que el cilindro 
desciende, la cuerda se desenrolla sin deslizarse. (a) Dibuje los 
vectores que muestren las fuerzas que actúan sobre el cilindro 
después de que se le suelta. (b) Encuentre la aceleración dei 
centro de masa dei cilindro conforme se desenrolla de la cuerda. 
(c) Mientras desciende, ^el centro de masa se mueve hacia la 
izquierda, hacia la derecha o hacia abajo? 

13.35 Los dos discos de la figura 13.46 tienen masa y radio 
iguales. El disco de la parte superior puede girar libremente 
alrededor de un eje horizontal que pasa por su centro. Una 
cuerda está enrollada alrededor de ambos discos y se le permite 
al disco de abajo que caiga. Halle (a) la aceleración dei centro 
dei disco de abajo, (b) la tensión en la cuerda y (c) la aceleración 
angular de cada disco respecto al centro de masa. s 



Figura 13.46 

13.36 Una escalera AB de 3 m de longitüd y masa de 20 kg 
descansa sobre una pared sin rozamiento (Fig. 13.47). También 
el suelo carece de rozamiento, y para evitar que la escalera se 
deslice, se ha colocado la cuerda OA. Un hombre de 60 kg se 
encuentra a dos terceras partes dei extremo inferior de la 
escalera. La cuerda se rompe de pronto. Calcule (a) la aceleración 
inicial dei centro de masa dei sistema formado por la escalera y 
el hombre y (b) la aceleración angular inicial respecto al centro 
de masa. (Sugerencia: Note que la velocidad angular inicial de 
la escalera es cero.) 

13.37 (a) ^En qué punto de una barra uniforme de 2 m de 
longitüd y 3 N de peso debe colgarse un bloque de 10 N 

de peso, si un extremo de la barra está apoyado en un pivote y 
tiene un peso de 8 N unido al otro extremo mediante una polea, 
como se muestra en la figura 13.48? (b) Calcule la fuerza 
ejercida por el pivote. 



Figura 13.47 



Figura 13.48 

13.38 Una vara tiene 2 m de largo y un peso de 5 N. Existen 
fuerzas de 30, 20 y 15 N que actúan hacia abajo a 0,0.5 y 0.2 m 
de un extremo y fuerzas de 50 y 130 N que actúan hacia arriba a 
0.2 y 1.0 m dei mismo extremo. Determine el módulo y posición 
de la fuerza necesaria para equilibrar Ia vara. 

13.39 Una viga uniforme AB tiene una masa de 100 kg. 
Descansa sobre sus extremos Ay By soporta dos masas como se 
muestra en la figura 13.49. Calcule las reacciones en los apoyos. 



Figura 13.49 

13.40 Un tablón de 20 kg y 8.0 m de largo descansa sobre las 
orillas de un arroyo estrecho. Un hombre de 100 kg camina 
sobre el tablón. Dibuje la reacción en cada extremo dei tablón 
como función de la distancia dei hombre al primer extremo. 

13.41 Una vara de 6 kg y longitüd de 0.8 m descansa sobre 
dos planos lisos que forman un ângulo recto, según se muestra 
en la figura 13.50. Determine la posición de equilibrio y las 
fuerzas de reacción como función dei angulo a. 

13.42 La viga uniforme AB de la figura 13.51 tiene 4.0 m de 
largo y pesa 500 N. Existe un punto fijo C alrededor dei cual la 
viga puede girar. Ésta descansa sobre el punto A. Una persona 
de 750 N de peso camina a lo largo de la viga, comenzando en 
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Figura Í3i51 

A. Calcule la distancia máxima que puede caminar desde A y 
permanecer en equilibrio. Dibuje las reacciones en A y C como 
función de la distancia x. 

13.43 Un puente de 100 m de largo y 100 000 N de peso está 

sostenido en sus extremos por dos columnas. ^Cuál es la 
reacción en las columnas cuando hay tres coches sobre el puente 
a 30 m, 60 m y 80 m de un extremo, cuyos pesos respectivos 
son de 15 000 N, 10 000 N y 12 000 N? ^ 

13.44 Considere los tres coches dei problema 13.43, todos a 
la misma velocidad de 10 m s"* y en la misma dirección y el 
mismo sentido. Dibuje la reacción en las columnas como 
función dei tiempo, con / = 0 en la posición dada en el problema 
13.43. Extienda su gráfica hasta que todos los coches estén fuera 
dei puente. 

13.45 Repita el ejemplo 13.17 dei texto con una fuerza de 
rozamiento (vertical) en la pared de 0.3 Fy Los demás datos dei 
ejemplo son los mismos. 


13.46 Remítase a la figura 7.26. Suponga que la barra tíene 
una masa de 30 kg. Calcule la tensión en la cuerda AC y las 
fuerzas en B. 

13.47 La masa dei giróscopo de la figura 13.52 es de 0.10 kg. El 
disco, localizado a 10 cm dei eje ZZ', tiene 5 cm de radio y gira 
alrededor dei eje FY' con una velocidad angular de 100 rad s“*. 
^Cuál es la velocidad angular de precesión? 


Z' 

I r 



Figura 13 

13.48 Un giróscopo está formado por un anillo de metal de 
0.35 m de radio y una masa de 5 kg, unido mediante rádios a un 
eje que sobresale 20 cm de cada lado. El eje se mantiene en 
posición horizontal mientras que el anillo gira a 300 rpm. 
Encuentre la magnitud, la dirección de la fuerza ejercida sobre 
el eje cuando: (a) el eje se mueve paralelo a sí mismo; (b) el eje 
gira alrededor de su centro en un plano horizontal a 2 rpm; (c) el 
eje gira alrededor de su centro en un plano vertical a 2 rpm. 
Calcule también cuál debería ser la velocidad angular dei anillo 
para que su eje permaneciera horizontal, si el giróscopo 
estuviera sostenido solamente por un lado dei eje. 
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A medida que un esquiador se desliza 
por una pendiente, su energia potencial 
gravitatoria externa y parte de su 
energia interna se usan para aumentar 
la energia cinética y realizar un trabajo 
a fin de vencer la resistência dei aire y 
la fricción de la nieve. (Cortesia dei 
Gobiemo de Columbia Britânica.) 
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14.1 Infrôducción 


En este capítulo analizaremos la energia de un sistema de partículas e introduciremos una tercera 
ley de conservación, la de la energia, que se aplica cuando el trabajo externo es cero. 

La interacción de dos sistemas se puede interpretar como un intercâmbio de momentum 
lineal y de momentum angular. La interacción se puede expresar también como un intercâmbio de 
energia. De hecho, la mayoría de los fenómenos naturales se pueden explicar en términos de inter¬ 
câmbios de energia. Así, comprender el análisis de sistemas de partículas en términos de energia es 
importante no sólo para la física, sino también para la química, la biologia y la ingeniería. 

14.2 Energia cinética de un sistema de partículas 

La energia cinética de una partícula se defmió, en la sección 9.5, como = jmiP-, donde v es la 
velocidad con respecto al sistema de referencia dei observador. En la sección 9.5 vimos también 
que el cambio de energia cinética es igual al trabajo hecho sobre la partícula por todas las fuerzas 
aplicadas a ella; esto es, A£'^= W. El mismo resultado se aplica también a un sistema de partículas, 
si W se refiere al trabajo total hecho sobre la partícula y al cambio de energia cinética de las 
partículas dei sistema. La energia cinética de un sistema de partículas que se mueven con velocida¬ 
des fj, ^ 2 , Vy ... es 

= Z zfnivf = ^m,vi ri- ^m2vl ri- imjri- • • • (14.1) 

i 

En un sistema pueden actuar sobre las partículas tanto fuerzas internas como fuerzas externas. Sea 
W el trabajo hecho sobre las partículas por fuerzas internas y externas. Podemos separar el trabajo 
total en trabajo hecho por las fuerzas externas y trabajo Wj^, hecho por las fuerzas internas, de mo¬ 
do que W = -f Por tanto, para un sistema de partículas, la relación AE^. = VK se convierte en 
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Esto es, ei cambio de energia cinética de un sistema de partículas es igual al trabajo hecho sobre 
el sistema por las fuerzas externas e internas. Por ejemplo, cuando un gas se comprime, la presión 
externa aplicada hace trabajo externo y las fuerzas intermoleculares hacen trabajo interno. Los dos 
trabajos combinados tienen como resultado un cambio de energia cinética de las moléculas dei gas. 


14.3 Consirvación de le energia 


ie par! 


Electrón 1 



Protón 1 


Electrón 2 



Protón 2 


Figura 14.1 Molécula de 
hidrógeno. 


Cuando las fuerzas internas que actúan en un sistema de partículas son conservativas, existe una 
energia potencial Interna que depende de la naturaleza de las fuerzas internas. Por ejemplo, 
si consideramos un sistema planetário, la energia potencial interna es la energia potencial asociada 
con la interacción gravitatoria entre todos los planetas, así como de cada planeta con el Sol. 
Similarmente, en una molécula de hidrógeno, compuesta por dos protones y dos electrones, la 
energia potencial interna es la suma de los términos correspondientes a la interacción eléctrica 
entre los dos protones, entre los dos electrones y de cada electrón con los protones (Fig. 14.1). 

La energia potencial interna depende de la posición relativa de las partículas. Por tanto, 
cambia según varia la posición relativa de las partículas durante su movimiento. Si las fuerzas 
internas actúan a lo largo de la línea que une a las dos partículas, la energia potencial interna sólo 
depende de la distancia que separa a cada par de partículas. La razón de esto es que la energia 
potencial debida a una fuerza central sólo depende de la distancia al centro de fuerza (Sec. 9.9). La 
energia potencial interna es^entonces independiente dei sistema de referencia, ya que contiene sólo 
la distancia entre pares de partículas. Esta situación representa bastante bien a la mayoria de las 
interacciones encoptradas en la naturaleza. 

Supongamos que las fuerzas internas de un sistema hacen un trabajo durante cierto 
intervalo de tiempo. Este trabajo está relacionado con el cambio de energia potencial interna, AEp 
mediante la misma relación (Ec. 9.21) que se aplica a una sola partícula; esto es 




p, int 


(14.3) 


Esto significa que el trabajo de las fuerzas internas es el cambio de energia potencial interna con 
signo inverso. Cuando las fuerzas internas hacen trabajo positivo (negativo) la energia potencial 
interna disminuye (aumenta). 

Sustituyendo la ecuación 14.3 en la 14.2, obtenemos 

= W„, 

Podemos reescribir lo anterior como 

A(£, + £p.,„.) = w„, 

La magnitud 

U = E^ + (14.5) 

se conoce como energia propía dei sistema. Es igual a la suma de la energia cinética de las partículas 
con respecto a un observador inercial más la energia potencial interna. Como ya lo indicamos, la 
energia potencial interna es (según nuestra suposición) independiente dei sistema de referencia, 
mientras que la energia cinética si depende dei sistema de referencia. La energia cinética con res¬ 
pecto al sistema de referencia escogido está dada por la ecuación 14.1 

4-im3Ü§-1-••• 

todas las partículas 
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mieníras que la energia potencial interna se puede expresar como 

■Ep.int = Z ^P,U ^ •^P.12 + £p.l3 + ••• + ^p.23 + ••• 
todos los pares 

La suma correspondiente a la energia cinética tiene un término por cada particula y, por tanto, tiene 
n términos para un sistema de n particulas. La suma correspondiente a la energia potencial interna 
tiene un término por cada par de particulas, ya que se refiere a las interacciones de dos particulas y, 
por tanto, tiene \n{n - 1) términos para un sistema de n particulas. Si no hay fuerzas internas, toda 
la energia propia es cinética. Esta es una buena aproximación para muchos gases (Cap. 15). 

Sustituyendo la definición 14.5 de la energia propia en la ecuación 14.4 se tiene 

ÁU = (146) 

La ecuación 14.6 establece que 

el cambio de energia propia de un sistema de partículas es igual al trabajo hecho sobre el 
sistema por las fuerzas externas. 

La ecuación 13.5, = àPlát, expresa la interacción de un sistema con el mundo exterior 

mediante su cambio de momentum. La ecuación 14.6 expresa la misma interacción en términos dei 
cambio de energia dei sistema. 

Cuando no se hace trabajo externo sobre el sistema = 0), como en el caso de un 
sistema aislado al que no se aplican fuerzas externas, la ecuación 14.6 queda At/ = 0 o t/ = t/^, o 
bien, usando la ecuación 14.5 cuando se aisla un sistema de partículas, o cuando el trabajo externo 
neto hecho sobre el sistema es cero. 

Esto es, 

la suma de la energia cinética y de la energia potencial interna, o energia propia de un 
sistema de partículas aislado permanece constante con respecto a un observador inercial. 

A esta aseveración se le conoce como principio de conservación de la energia. Hasta ahora, esta 
ley es una consecuencia de la suposición de que las fuerzas internas son conservativas. Sin embar¬ 
go, parece que es válida en todos los procesos que observamos en nuestro universo. Por tanto, el 
principio de conservación de energia se considera de validez general, más allá de las suposiciones 
especiales bajo las cuales lo hemos formulado. En el capitulo 16 examinaremos este principio de 
una manera más general. 

Si la energia cinética de un sistema aislado aumenta, su energia potencial interna debe 
disminuir en la misma cantidad, de manera que su suma permanezca igual. Por ejemplo, en una 
molécula de hidrógeno aislada, la suma de la energia cinética con respecto a algún sistema inercial 
de referencia y la energia potencial interna de los dos protones y los dos electrones permanece 
constante. Podemos decir que en un sistema aislado existe un intercâmbio continuo de energia 
cinética en energia potencial interna y a la inversa. 

Los principios de conservación dei momentum lineal, dei momentum angular y de la ener¬ 
gia son leyes fundamentales que al parecer gobieman todos los procesos que pueden ocurrir en la 
naturaleza. Indudablemente, representan los tres principios más importantes de la física. 

Como un ejemplo sencillo, consideremos un gas dentro de un globo que se mueve en el aire 
(Fig. 14.2). El sistema está compuesto por las moléculas dei gas que están dentro dei globo. La 
energia propia dei gas es la suma de la energia cinética de cada molécula con respecto al observador 
más la energia potencial interna de las moléculas dei gas. Hemos representado esquemáticamente 




Figura 14.2 


D o. 
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las fuerzas externas que actúan sobre el gas -debido al choque de las moléculas de aire con ei 

globo- mediante flechas que^apuntan hacia la superfície dei globo. A medida que éste se mueve 
hacia arriba, el globo se expande, ^r el contrario, el globo se contrae cuando se mueve hacia abajo. 
En estos procesos las fuerzas externas realizan trabajo sobre el gas. El trabajo hecho por las fuerzas 
externas mostradas en la figura corresponde a de la ecuación 14.6; pero si la forma y el tamano 
dei globo no cambian, de modo que = 0, entonces la suma de la energia cinética y de la energia 
potencial interna de las moléculas permanece constante. 

14.4 Energia total de un sistema de partícylas sujet© a fuerios externos 

Puede suceder que las fuerzas externas que actúan sobre un sistema sean también conservativas y 
estén asociadas a una energia potencial En general E^ es la suma de un término por cada 
particula sobre la que actúan las fuerzas externas. Entonces el trabajo externo, realizado du¬ 
rante un cierto intervalo de tiempo se puede expresar como 

w ^ _AF 

^^ext ^-^p.ext 

donde AE^ es el cambio de energia potencial externa. La ecuación 14.6 para el cambio de 
energia propia es ahora 

que puede escribirse como A{U -k-E^ = Q o U ■¥ E^ = const. La magnitud 

E í/ + + Fpjjjj -f- Ep^ext (14.7) 

se conoce como energia total dei sistema sujeto a la acción de fuerzas externas conservativas. 
Permanece constante durante el movimiento dei sistema cuando ambas fuerzas, internas y externas, 
son conservativas. Este resultado es parecido a la ecuación 9.36 para una sola particula. 

Por ejemplo, un átomo de hidrógeno, compuesto por un electrón y un protón, tiene una 
energia propia igual a la suma de la energia cinética dei electrón y dei protón con respecto al 
observador más la energia potencial interna de su interacción eléctrica. Si el átomo está aislado, la 
energia propia es constante. Sin embargo, cuando el átomo se encuentra en un campo eléctrico 
externo, su energia total debe incluir, además, la energia potencial debida al campo eléctrico exter¬ 
no que actúa sobre el protón y el electrón. 


EJEMPLO 14.1 

Energia de dos masas y /Wj unidas por un resorte de constante elástica k (Fig. 14.3). 

O Si el sistema es lanzado al aire, la energia cinética dei sistema en relación con el observador es 

£k = + jm2vj 

La energia potencial interna es resultado de la deformación dei resorte y es igual a 

donde J ]2 es la deformación dei resorte. La energia potencial externa debida a la atracción gravitatoria 
terrestre es 

^p.ext = migyi + m2gy2 

donde y j y son las alturas que alcanzan las particulas por encima de la superfície terrestre. La energia 
propia dei sistema es entonces 

U = imiüí + {m2vl + {kx\2 



^gura 14.3 
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y, si no actúan otras fuerzas sobre el sistema además de la gravedad, la energia total es 
E = + jm2vl + \kx \2 + m^gy^ + m2gy2 

y esta energia debe permanecer constante durante el movimiento. 


14.5 Energia interno de un sistema de partículas 

La energia cinética de una particula depende de su velocidad y ésta, a su vez, depende dei sistema 
de referencia utilizado. Entonces, el valor de la energia cinética de un sistema de particulas depende 
también dei sistema de referencia que se utilice para analizar el movimiento dei sistema. Llamamos 
energia cinética interna a la energia cinética referida al sistema de referencia C que coinci¬ 
de con el centro de masa (recuerde la Sec. 13.2). La energia potencial interna, que depende única¬ 
mente de la distancia entre las partículas, tiene el mismo valor en todos los sistemas de referencia 
(según explicamos con anterioridad). Así pues, debemos definir la energia interna de un sistema 
como la suma de sus energias cinética y potencial internas. Esto es, 

f^int ~ -^k.int “I" -^p.int = (E)^ + -Ep)int (14.8) 

Para obtener la energia cinética con respecto al sistema de referencia dei observador, debe 
sumarse a la energia cinética interna la energia cinética asociada con el movimiento dei CM; esto es, 

£|. = £k,ln, + èMl'CM (14.9) 

donde M = £w. es la masa total dei sistema y es la velocidad dei CM con respecto al sistema 
de referencia dei observador. El término es igual a la energia cinética de una partícula de 

masa M = Zm. que se mueve con la velocidad dei centro de masa dei sistema. Se le conoce como 
energia cinética orbital dei sistema. Esto es, 

^k.orb = (14.10) 

En consecuencia, 

la energia cinética de un sistema se puede expresar como la suma de la energia cinética 

Ínterim, con respecto al centro de masa, y la energia cinética orbital asociada al movimien¬ 
to dei centro de masa. 

Por ejemplo, la energia cinética (con respecto al observador) dei aire dentro dei globo de la 
figura 14.2, que flota en el aire, es la suma de la energia cinética orbital, correspondiente al movi¬ 
miento dei CM con respecto al observador, y la energia cinética dei movimiento de las moléculas 
con respecto al CM dei globo. 

Consideremos, como otro ejemplo, una persona que lanza una pelota que gira. La energia 
cinética total de la pelota con respecto al suelo es la suma de su energia cinética interna con respec¬ 
to al centro de masa (correspondiente a su giro y a su agitación molecular) y la energia cinética 
orbital de su centro de masa en relación con el suelo. Una situación parecida se encuentra en el caso 
de una molécula. 

Combinando las ecuaciones 14.5, 14.8 y 14.9, podemos escribir 

[/= C/,„. + (14.11) 

que muestra que la diferencia entre energia propia e interna es ei término ^Mv^. Cuando ei 
centro de masa dei sistema está en reposo con respecto al observador, las energias interna y pro¬ 
pia coinciden. La relación trabajo-energía (Ec. 14.6) es ahora 

A(iMüèM) = í^ext 


(14.12) 
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que indica que el trabajo de las fuerzas externas se utiliza para cambiar la energia interna dei 
sistema y la energia cinética de su movimiento orbital. 

La forma en que se divide en los dos términos depende dei caso de que se trate. Por 
ejemplo, si la suma de todas las fuerzas externas es cero, es constante. Entonces no existe 
cambio en la energia cinética orbital, de modo que 

(14.13) 

Además, si = 0, entonces = 0 = const.), que expresa la conservación de la energia de 

un sistema aislado, o sea, que en un sistema aislado tanto la energia interna como la energia cinética 
orbital permanecen constantes. Por otro lado, si la energia interna no cambia durante el movimien¬ 
to, = 0, como normalmente ocurre con un sólido rígido; entonces A(|My^j^) = y todo el 
trabajo externo se utiliza en cambiar la energia cinética orbital. Éste es el caso de un cuerpo sólido, 
una pelota, una piedra, etc., que se lanza al aire. 

Cuando tratemos con un sistema de particulas y nos refiramos sólo a la energia interna, 
omitiremos el subindice “int” a menos que se especifique de otra manera. 


14.ê Energia cinética de rofación de un sólido rígido 

Al analizar el movimiento de un sólido “rígido”, podemos ignorar su estructura interna y suponer 
que su energia interna no cambia. Consideremos un sólido rígido que gira alrededor de un eje con 
velocidad angular oí. La velocidad de cada particula es = íúR.^, donde R.^ es la distancia de la 
particula al eje de rotación y í«í es la misma para todas las particulas (Fig. 14.4). Entonces la energia 
cinética de rotación es 


o, recordando la defmición 13.18 dei momento de inércia, 

^k.rot = 


(14.14) 


La expresión 14.14 es correcta para cualquier eje, incluso si no es principal. El módulo de la velo¬ 
cidad de cada particula dei cuerpo es siempre y,.= (oR^, sin importar si la rotación se hace alrededor 
de un eje principal o no. Cuando la rotación es elrededor de un eje principal podemos usar la 
ecuación 13.19, L = Iúí, y escribir 



(14.15) 


Z 



Figura 14.4 Rotación de un 
sólido rígido alrededor dei eje Z. 


Consideremos la situación en la que un sólido rígido gira alrededor de un eje que pasa por 
su centro de masa y, al mismo tiempo, tiene un movimiento de traslación con respecto al observa¬ 
dor. Como se estableció en la sección 14.5, la energia cinética de un cuerpo con respecto a un 
sistema inercial de referencia es 

-Ek = 2-^^CM + Rk,int 

Para un sólido rígido, es justamente la energia cinética de traslación y j^^^es la 

energia cinética de rotación con respecto al centro de masa. Esto es cierto debido a que el único 
movimiento que un sólido rígido puede tener con respecto a su centro de masa es una rotación. En 
un sólido rígido el movimiento individual de las moléculas con respecto al centro de masa puede 
ignorarse, aunque en todos los sólidos las moléculas poseen movimiento vibratório y contribuyen a 
la energia cinética interna. Sin embargo, esta contribución no cambia durante el movimiento. Por 
tanto, podemos sustituir por E^. en la expresión anterior y representar la energia cinética 
como la suma de las energias orbital y de rotación. Asi, mediante la ecuación 14.14, 
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~ ^k,CM + -í^k.rot — (14.16) 

donde I es el momento de inércia con respecto al eje de rotación que pasa por el centro de masa. 

Con fines prácticos, la distancia entre dos partículas de un sólido rígido no cambia durante 
el movimiento, de modo que podemos suponer que su energia potencial interna, es constante. 
En consecuencia, no tenemos que tomaria en cuenta cuando se analiza el intercâmbio de energia 
dei sólido con sus alrededores y la energia total, ecuación 14.7, se reduce a 

donde es la energia potencial asociada con las fuerzas externas. La ecuación 14.17 se aplica 
a un sólido rígido cuando las fuerzas externas son conservativas. Este resultado es parecido al 
obtenido para una sola partícula, expresado en la ecuación 9.36. Décimos que E es la energia total 
ie un sólido rígido con respecto al observador y permanece constante siempre que las fuerzas 
externas sean conservativas. En adelante eliminaremos el subíndice “exf ’ dei símbolo para la ener¬ 
gia potencial externa de un sólido rígido. 

Cuando usamos la ecuación 14.16 para la energia cinética, la ecuación 14.17 para la energia 
total dei sólido se convierte en 

E = + ií®" + Êp,„. (l-t-lS) 

Por ejemplo, si el sólido cae debido a la acción de la gravedad, la energia potencial externa es 
= Mgy, donde y es la altura dei CM dei sólido con respecto a un plano de referencia horizontal. 
La energia total es entonces 

E = ÍMücm + + Mgy (14.19) 

El primer término es la energia de traslación, el segundo la de rotación y el tercero la energia 
potencial gravitatoria. 


EJEMPLO 14.2 

Una esfera, un cilindro y un anillo, todos con el mismo radio, ruedan a lo largo de un plano inclinado 
desde una altura inicial y^. En cada caso, hallar la velocidad que tienen al llegar a la base dei plano. 


O En la figura 14.5 se muestran las fuerzas que actúan sobre el sólido. Son el peso. Mg, la reacción, N, dei 
plano y la fuerza de rozamiento F en el punto de contacto cón el plano. Podríamos aplicar los métodos 
utilizados en el capítulo 13 para resolver este problema (y recomendamos al estudiante que lo intente), 
pero en lugar de ello ilustraremos una aplicación dei principio de conservación de la energia, como está 
expresado en la ecuación 14.19. 

En la posición inicial B, cuando el sólido está en reposo a una altura y^, su energia total es igual 
a la energia potencial gravitatoria MgyQ. En cualquier posición intermedia, el centro de masa se mueve 
con velocidad de traslación i; y el cuerpo gira alrededor dei CM con velocidad angular co. Siempre y 
cuando el sólido mede sin deslizarse, la relación v = (oRu ( 0 = v/Res válida. Por tanto, la energia total es 


+ 


4- Mgy 


\Mv^ + 


+ Mgy 


Expresando el momento de inércia como I = MK^, donde K es el radio de giro, podemos escribir la 
energia total como 


jM[ í +~ )v^ + Mgy 

R 
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Figura 14.5 Un sólido meda a lo Figura 14.6 Energia de enlace de un 

largo de un plano inclinado. sistema de partículas. 

Como la energia total permanece constante, esta expresión para la energia puede igualarse con la energia 
inicial E = Mgy^. Entonces la velocidad a cualquier altura y es 

2 ^ ^9Íyo - y) 

\+{K~/R^) 

Si en lugar de un sólido rígido que rueda tuviéramos un sólido que se desliza libremente por el plano, no 
incluiríamos la energia de rotación y el resultado sería 

= 2g(yo - y) 

que es el mismo que para uYia particula en caida libre. Asi pues, vemos que el movimiento de rotación 
tiene como consecuencia un movimiento de traslación más lento, porque en un sólido que rueda, la 
energia potencial inicial se debe utiljzar para producir energia cinética de rotación y de traslación, mien- 
tras que en el caso de un sólido que se desliza sin rodar, toda la energia potencial se transforma en 
energia cinética de traslación. 

En la expresión anterior vemos que la velocidad de un sólido homogéneo que rueda por una 
pendiente no depende de la masa o de las dimensiones reales dei cuerpo, sino únicamente de su forma, la 
cual está expresada por el cociente K/R. Esto es, todas las esferas se mueven de manera idêntica, inde- 
pendientemente de su radio, pero el anillo tendrá menos velocidad que el cilindro y éste, a su vez, menos 
que la esfera. 


14.7 Energia de rotación de las moléculas 


Como explicamos en la sección 10.11, aunque los átomos de una molécula están vibrando alrede- 
dor de su posición de equilíbrio, la amplitud de las vibraciones es pequena con respecto a su sepa- 
ración. Por tanto, en una primera aproximación es posible considerar a la molécula que gira como 
un sistema rígido. Supondremos que la molécula gira alrededor de un eje principal que pasa por el 
CM, con momentum angular L = I<ú, donde / es el momentum de inércia correspondiente. Para una 
molécula diatómica I = firjáonáç, p es la masa reducida, como se explico en el ejemplo 13.8. 
Entonces la energia cinética de rotación de la molécula es 



En el ejemplo 8.6 mencionamos que el momentum angular de un electrón en un átomo está 
cuantizado. Lo mismo se aplica al movimiento de rotación de una molécula. Por tanto, de acuerdo 
con la ecuación 8.14, L? = fiH{l + 1), donde / es un entero positivo, 1 = 0, 1, 2, 3, ..., y la energia 
cinética de rotación de una molécula diatómica es 


h^m + 1 ) 


21 


(14.20) 






Energia de enlace de un sistema de parficulas 299 

Dando valores sucesivos a /, se obtienen las energias cinéticas de rotación posibles de una molécu¬ 
la. El momento de inércia de una molécula diatómica (Ej. 13.8) es dei orden de 10“^^ kg y, 
con Ã = 1.05 X 10"^'* kg m^ s~^ el término fí^HI es dei orden de 10“^^ J o 10"^ eV. Este valor da el 
orden de magnitud de la separación de los niveles de energia de rotación de una molécula diatómica. 

La molécula de CO tiene un momento de inércia de 1.45 x 10"^ kg m^ (Ej. 13.9), de modo que 
^2/2/ = 0.38 X 10-22 J o 2.38 x 10-^ eV. 

Cuãiido consideramos la energia de una molécula, debemos incluir la energia cinética dei 
movimiento dei CM, la energia de rotación interna, la energia de vibración interna, E^, y la 
energia electrónica interna, E^. Esto es, 

^molécula = E, + E^ + £ e 

í/int 

donde los últimos tres términos corresponden a la energia interna de la molécula. Esto 

Para moléculas poliatómicas, como el CO 2 y el CH 3 - CH 3 , que son lineales, el H 2 O que es 
plana, y el NH 3 y el CICH 3 , que son tridimensionales, la rotación puede darse alrededor de cual- 
quiera de los tres ejes principales (o de todos ellos). En consecuencia, la estructura de los niveles de 
energia es más compleja. 


14.8 Energia de enlace de un sísfema de parficulas 

Cuando consideramos un sistema de particulas, podemos, por Conveniência, considerar que la ener¬ 
gia interna es cero cuando las particulas están en reposo relativo y separadas por distancias muy 
grandes. Cuando las particulas se juntan mediante algún mecanismo, de manera que se forma el 
sistema, la energia interna dei sistema está dada por 

^int = (-^k + ^p)int 

Por supUesto, E^. es siempre positiva, pero E^ puede ser positiva o negativa dependiendo de las 
fuerzas internas. Por tanto, puede ser una energia positiva o negativa (Fig. 14.6) con respecto al 
estado en que todas las particulas están en reposo y separadas entre si por grandes distancias. 

Si £/j„, es positiva, se tiene que suministrar energia a las particulas para que formen el siste¬ 
ma; por tanto, sin trabajo externo positivo es imposible formar el sistema. Las particulas, si se les 
deja, tienden a separarse liberando la energia y, en consecuencia, un sistema con energia inter¬ 
na positiva es inestable o no enlazado. 

Por otro lado, si es negativa, el sistema tiene menos energia que cuando las particulas 
estaban separadas. Cuando se formó el sistema, se liberó la energia esto es lo que sucede en 
una reacción quimica cuando se forman nuevas moléculas de manera espontânea. Para separar las 
particulas es necesario proporcionar al sistema la misma cantidad de energia (es decir, me¬ 
diante una fuente externa. Por tanto, un sistema con energia interna negativa es estable o enlazado. 
La energia de enlace de un sistema de particulas se define como 

£b= -^int= -(£k + £p)int (14.21) 

Entonces la energia de enlace es la energia que se libera cuando se forma el sistema o la energia que 
se debe aplicar al sistema con el fin de separar a las particulas. 


Energia de las 
partículas separadas 


Energia dei 
sistema 
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(a) Átomo de hidrógeno 
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(b) Molécula de hidrógeno 
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(c) Deuterón 


Figura 14.7 Energia de enlace 
de algunos sistemas sencillos. 
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Figura 14.8 Conservación de 
la energia y dei momentum en 
una colisión. La región 
sombreada indica dónde se 
efectúa la colisión. 



La matéria está compuesta de sistemas de partículas, básicamente electrones, protones y 
neutrones. Estas partículas están distribuídas en confíguraciones estables que llamamos núcleos, 
átomos, moléculas y cuerpos (como sólidos y líquidos). El conocimiento de las energias de enlace 
de tales sistemas es de gnan interés. La energia de enlace de átomos y moléculas es dei orden de 
unos pocos eV. Por ejemplo, la energia de enlace de un átomo de hidrógeno (Fig. 14.7(a)), com- 
puesto por un protón y un electrón, es 2.33 x 10“ J o 13.6 eV. Ésta es la energia que se le debe 
suministrar para separar a las dos partículas, o la energia liberada cuando un electrón es capturado 
en la órbita más estable alrededor dei protón. De manera parecida, la energia de enlace de una 
molécula de hidrógeno (Fig. 14.7(b)), compuesta por dos átomos de hidrógeno,es de3.59 x 10“'^ J 
o 2.24 eV. Esta es la energia que se debe aplicar a la molécula de hidrógeno para separar a los dos 
átomos de hidrógeno (no para producir dos electrones y dos protones). Es también la energia libe¬ 
rada cuando dos átomos de hidrógeno se combinan para formar una molécula de hidrógeno. La 
energia de enlace de los núcleos es dei orden de vários MeV, o un millón de veces mayor que la 
energia de enlace de las moléculas. Por ejemplo, el deuterón (Fig. 14.7(c)) es un núcleo compuesto 
por un protón y un neutrón, y su energia de enlace es de 3.56 x 10”*^ J o 2.224 MeV. Esta gran 
diferencia en las energias de enlace sugiere que las fuerzas que mantienen unidos a protones y 
neutrones en el núcleo son mucho más intensas (cerca de 10^ veces más intensas) y de una natura- 
leza diferente de las que mantienen unidos a electrones y núcleos en átomos y moléculas. Por otro 
lado, la energia de enlace de las moléculas de líquidos y sólidos es dei orden de 10“^ eV. Este valor 
relativamente bajo se debe a la intensidad de las fuerzas intermoleculares, atribuible a pequenas 
fuerzas eléctricas residuales. Como las moléculas son sistemas esencialmente neutros desde el 
punto de vista eléctrico, las fuerzas intermoleculares son más débiles que otras fuerzas. 

14.9 Colísíones 

Cuando dos partículas se aproximan una a otra, su interacción mutua altera sus movimientos, pro- 
duciendo un intercâmbio de momentum y de energia. Décimos que ha habido una colisión o cho¬ 
que. Podemos decir lo mismo cuando tenemos dos sistemas en lugar de dos partículas. En esta 
sección los términos “partículas” y “sistemas” se usarán como si fueran equivalentes. Una colisión 
no significa necesariamente que las dos partículas o sistemas hayan estado en contacto físico, como 
sucede en el caso de un choque entre dos bolas de biliar. Significa, en general, que una interacción 
ha entrado en juego cuando las dos partículas se aproximan, como en la región sombreada de la 
figura 14.8. La interacción produce un cambio medible en su movimiento en un tiempo relativa- 
mente corto. Por ejemplo, si un electrón o un protón se acerca a un átomo, las fuerzas eléctricas 
entran en acción, produciendo una perturbación en el movimiento de las partículas. La curvatura 
de la trayectoria de un cometa cuando se acerca al Sol es también una colisión debida a la inte¬ 
racción gravitatoria. 

En ocasiones se utiliza el término dispersión para referirse a una colisión en la que las 
partículas o sistemas no cambian su identidad después de la interacción. En algunas colisiones, sin 
embargo, las partículas o sistemas finales no son necesariamente idênticos a los iniciales, y el 
proceso se llama reacción. Por ejemplo, en una colisión entre un electrón y un protón, el producto 
final puede ser un átomo de hidrógeno. En una colisión entre el átomo A y la molécula B-C, el 




resultado final puede ser la molécula A-B y el átomo C. De hecho, ésta es la forma en que ocurren 
muchas reacciones químicas. De manera parecida, un deuterón es un núcleo compuesto por un 
neutrón y un protón. Cuando un deuterón pasa cerca de otro núcleo, el neutrón puede ser capturado 
por el segundo núcleo; entonces el protón continuará una trayectoria separadamente y las partículas 
finales son el protón y un núcleo con un neutrón extra. Por eso las partículas de un sistema no son 
siempre las mismas antes y después de una coíisión. 

Por lo general, en un experimento de colisiones el movimiento de las partículas antes de 
la coíisión se conoce con exactitud, ya que depende de la forma en que se haya preparado el 
experimento. Por ejemplo, una partícula puede ser un protón o un electrón acelerado, y la otra, un 
átomo prácticamente en reposo en el laboratorio. Después se observa el estado final, esto es, se 
mide el movimiento de las dos partículas muy lejos de la región en donde tuvieron la coíisión. Si 
se conocen las fuerzas que actúan entre las partículas, se puede calcular el estado final, siempre y 
cuando el inicial esté bien definido. Al contrario, comparando los estados final e inicial, es posible 
obtener información acerca de la interacción. El análisis de tales experimentos proporciona infor- 
mación valiosa sobre la interacción entre las partículas que entran en coíisión, razón por la cual los 
experimentos sobre colisiones son de tanto interés para los físicos. 

Como sólo las fuerzas internas entran en juego en una coíisión, tanto el momentum como 
la energia se conservan. Sean y los momenta de las partículas con respecto al sistema L 
antes de la coíisión y p'^ y p'^ los momenta después de la coíisión. La conservación dei momentum 
requiere que 


P\ + P '2 = + P 2 


después 


antes 


(14.22) 


Si ignoramos cualquier posible movimiento de rotación, la energia cinética de las partículas con 
respecto al sistema L antes y después de la coíisión está dada por 


,2 „2 _ pI , PÍ 


£k = = -— + 


2m^ Im^ 


(antes) 


r'1 _ i»»,' ,/2 1 íyy,' ,/2 _ Pi- 1 P 2 

2/71 2/712 


(después) 


(14.23) 


La energia interna de las partículas antes de la coíisión es Después de la coíisión, debido a que 
puede haber câmbios internos, la energia interna puede ser diferente y tener un valor Como no 
actúan fuerzas externas durante la coíisión, la conservación de la energia requiere que 


fi_+ u;.. = E^_+ 

después antes 

Si la energia interna cambia en la coíisión, la energia cinética también lo hace. La Q de la coíisión 
o reacción se define como 

Q ~ Pk (•^k)después (■^k)ánles ~ ^Pk (14,24) 

Altemativamente podemos escribir 


Q ^int ^int (^int) anles (^int)después — ^^int 

Cuando Q = 0,no hay cambio de energia cinética ni de energia potencial interna y la coíisión se 
conoce como elástica. De otra forma es ineiástica. Cuando Q < 0, hay una disminución en la 
energia cinética con un correspondiente aumento en la energia interna de las partículas. Décimos 
que se trata de una coíisión ineiástica de primera clase (o endoenergéíica). Cuando Q>0, hay un 






302 Sistemas de partículas: Energia 

aumento en la energia cinética a expensas de la energia interna de las particulas, que debe disminuír 
en la misma cantidad. Tenemos una colisión inelástica de segunda clase (o exoenergética). 
Combinando las ecuaciones 14.23 y 14.24, obtenemos 


2 2 
P\ pi 

2m-. 


tj 2/^2 2yYi^ ^1112 
después anies 


(14.25) 


Las ecuaciones 14.22 y 14.25 son suficientes para resolver la mayoría de los problemas de colisiones. 

Aunque nos hemos referido sólo a la conservación de energia y de momentum en una coli¬ 
sión, se debe tener en cuenta que en éstas también se conserva el momentum angular. 


EJEMPLO 14.3 

Cálculo de Q en términos de la energia cinética de las partículas antes y después de una colisión, cuando 
una de las partículas está inicialmente en reposo. Este es el caso cuando una partícula rápida, como un 
protón, es lanzada contra un blanco fijo en el laboratorio. 

[> Supongamos que inicialmente tiene momentum Pj y que m 2 está en reposo (/?2 = 0) en el sistema L 
(véase la Fig. 14.9). Las masas de las partículas después de la colisión son y m'^, respectivamente. 
La conservación dei momentum da como resultado 

P\ ^ P 2 — Pi. 9 Pi ~P\ ~Pi 
Elevando al cuadrado esta ecuación, 

P 2 ={Pi- p\? = PÍ + P? - 2pi ‘P\ =pI + p? - 2pip\ COS e 

Usando la ecuación 14.25 tenemos 


Q 


^^^p?_ _pI _P'i\ í ___ 


2m'i 2 m '2 2mi 2m\ 2 m '2 


= ^ + — ÍPÍ + Pi - 2piP\ COS 9) 


2m^ 


1 

f 1 

1 A 


1 

1 \ 

= - 

— 


P? + - 


— 

2 

\m\ 


2 

Vm '2 

mj 


2 PiPi a 

Pi -COS 9 

m '2 


Recordando que E. = p^l2m, podemos expresar los resultados anteriores como 


e = £i,.(i + ^ 

^2 


"k.l 


1 - 




COS 9 


(14.26) 


Este resultado, conocido como ecuación Q, se aplica en el análisis de colisiones nucleares y reaccio- 
nes nucleares. 


Figura 14.9 Relación entre 
los momenta relativos al sistema 
L antes y después de una 
colisión, cuando /«2 está 
inicialmente en reposo en el 
sistema L. 


Y 



pk 


^2 



0 ' 

P2=0 


(a) Antes 





X 


EJEMPLO 14.4 

Colisiones elásticas de partículas idênticas. 

t> Consideremos que una de las partículas inicialmente está en reposo en el sistema L y que las partículas 
son idênticas, de modo que w, = w'j = ^2 = m' 2 - Cuando la colisión es elástica (Q = 0)y la partícula 2 
está inicialmente en reposo, la conservación de energia, ecuación 14.25, da 

„'2 I _/2 „2 

Pi + Pz = Pi 
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Elevando al cuadrado la ecuación /;'j+ p' 2 =p^ para la conservación dei momentum tenemos 

PÍ + p'i + 2/i «/2 = Pi 

Comparando ambos resultados encontramos que 

P'l°P'2 = 0 

Este resultado implica que p'^ es perpendicular a p' 2 . Así, en el sistema L, las dos partículas se mueven en 
direcciones perpendiculares despuês de la colisión. Esto se puede veren la fotografia de la figura 14.10(a), 
que ilustra la colisión de dos discos idênticos que se deslizan, cuando uno de ellos se hallaba inicialmen¬ 
te en reposo. En la figura 14.10(b) se muestra la colisión de dos partículas a o núcleos de He en una 
câmara de niebla. El núcleo de He que se acerca es una partículas a o producida por una sustancia 
radiactiva y el núcleo de He que sirve como blanco proviene dei gas de la câmara. En ambos casos, las 
dospartículassemuevenendireccionesperpendicularesdespuésde la colisión. La condiciónp'i "Pa = Ose 
satisface también si p\ = 0, en cuyo caso la conservación dei momentum da como resultado p' 2 =Py 
Entonces la partícula 1 está en reposo en el sistema dei laboratorio despuês de la colisión y su momentum 
es transferido a la partícula 2. Esto se observa en las colisiones frontales de las bolas de biliar. 



(a) (b) 

Figura 14.10 (a) Colisión de dos discos deslizantes idênticos, (b) Colisión entre partículas a (núcleos de He). En ambos casos, una de las partículas 

estaba inicialmente en reposo en el sistema L y sus momenta forman un ângulo de 90° en el sistema L despuês de la colisión. (Parte (a) cortesia de 
Educational Services, Inc.) 


Do 








EJEMPLO U.S 

Energias de los fragmentos de un cuerpo que se encuentra inicialmente en reposo en el sistema L y que 
explota en dos fragmentos de masas m^. 

t> Si el cuerpo está inicialmente en reposo, su momentum total es cero. Después de la explosión los dos 
fragmentos se separan en direcciones opuestas con momenta p\ y de modo que p\ ^■p'^ = Q o, en 
módulo, p'j = p'^. Entonces, de la ecuación 14.25, con 

2mi 2m2 2 \mi W 2 

y = 0, tenemos 



1 

2 



Podemos reordenar está ecuación y escribir 


mi + m2 


Q] ={2p,2QY 


donde la masa reducida dei sistema. La energia cinética de los fragmentos es (recuerde que p'^ = p'^ 


P? _ ^20 


c-, P 2 miQ 

2mj + m2 

y 

2 

2m2 ntj 4- m2 


( 14 . 27 ) 


Nótese que la energia cinética de los fragmentos es inversamente proporcional a sus masas. Este análisis 
se aplica igualmente al retroceso de un arma de fuego (recuerde el Ej. 6.2), a la fisión de un núcleo en dos 
fragmentos que se ilustra en la figura 14.11, a la disociación de una molécula diatómica o a la desintegra- 
ción de un núcleo. 

Si hay tres fragmentos en lugar de dos, son posibles varias soluciones. Hay tres momenta, pero 
sólo dos condiciones físicas: conservación de energia y de momentum. Por ejemplo, si en un experimen¬ 
to se observan dos partículas en una reacción y no se conservan la energia ni el momentum, un físico 
sospechará la existência de una tercera partícula no observada, que ha podido pasar inadvertida porque 
no tiene carga eléctrica o por alguna otra razón. El momentum y la energia que faltan se asignan a la 
hipotética partícula, en un esfuerzo por hacer que la energia y el momentum fmales cumplan con las 
leyes de conservación. Así es posible inferir la masa de la partícula no observada. Un experimento de 
este tipo condujo al descubrimiento dei neutrón (véase el Ej. 14.7) y dei neutrino (véase la Sec. 40.4). 
Hasta ahora, este tipo de análisis siempre ha dado resultados consistentes con la teoria y el experimento. 


Figura 14.11 Fotografia 
obtenida en una câmara de niebla 
de las trazas de dos fragmentos 
producidos en la fisión de un 
núcleo de U (Bpggild, Brostrom 
y Lauritzen, Phys. Rev. 59, 275 
(1941)). Inicialmente el núcleo 
de U estaba en reposo en la 
delgada placa metálica horizontal 
que se ve en el centro de la foto. 
Los dos fragmentos se mueven 
en direcciones opuestas. Del 
análisis de las trayectorias 
podemos estimar la energia de 
los fragmentos que, a su vez 
(mediante la relación deducida en 
el Ej. 14.5), nos permite obtener 
el cociente de sus masas. 
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iJEMPLO M.é 

Pérdida de energia de una partícula de masa (digamos un neutrón) cuando choca elásticamente (Q = 0) 
con una partícula de masa m 2 (digamos un núcleo) en reposo en el sistema L. 

1> Este problema es de interés en el análisis dei frenado de neutrones cuando se mueven en la matéria. La 
pérdida máxima de energia ocurre en las colisiones frontales, y éste será el caso que consideraremos. 
La conservación dei momentum requiere que (véase la Fig. 14.12) 

P'i + Pi = Pi (14.28) 

y la conservación de la energia, ecuación 14.25, con 2 = 0, se expresa como 

_L_ p'2 + _1_ p'2 ^ _i_ pj 

2m, 2 m 2 2mi 

Estas dos relaciones se pueden escribir como 

Pi - P'i = Pi 

y 

iPÍ - = p'i/2m^ 


de las que obtenemos 


Pz = 



+ Pi) 




Combinando esta relación con la ecuación 14.28, obtenemos 


, mi-m2 

Pi = - Pi 

nii + m2 


P2 


2 míi 


rrii + m2 


Pi 


La energia cinética dei neutrón después de la colisión es 


Eí 


2m, 


Pi 


mi - m2 
riíi + m2 


(14.29) 


(14.30) 


donde Ej, = p^/lni^ es la energia cinética dei neutrón antes de la colisión. 

La energia E'^. se hace menor cuanto más cerca esté el valor de al de Wj o cuanto más se 
acerque el cociente a la unidad. Este resultado es importante para escoger un material para frenar 
neutrones rápidamente, como debe hacerse en los reactores nucleares. Los átomos con el valor más peque¬ 
no de con respecto a los neutrones son los de hidrógeno « 1). Por esta razón el hidrógeno 

puro debería ser el mejor moderador. Sin embargo, incluso a temperatura ambiente, el hidrógeno es un 
gas, de modo que el número de átomos de hidrógeno por unidad de volumen es relativamente bajo; por 
tanto, se utiliza agua en su lugar. El agua no sólo tiene la ventaja de ser abundante y barata; además 
contiene alrededor de 10^ veces más átomos de hidrógeno que el gas, por unidad de volumen, a presión 
y temperatura normales. Desafortunadamente, los átomos de hidrógeno tienden a capturar neutrones y 
formar deuterio. Por otro lado, los átomos de deuterio tienen una tendencia relativamente pequena a 
capturar neutrones. Por tanto, algunos reactores nucleares utilizan como moderador el agua pesada. 


Neutrón 

Átomo 

Neutrón 

Átomo 


m, p, 

"»2 

WJl p\ 

^2 

P'l 

(a) Antes 

(b) Después 



Figura 14.12 Colisiones de un 
neutrón con un átomo. 
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cuyas moléculas están formadas por deuterio (en lugar de hidrógeno) y oxigeno. En este caso tn 2 /m^ = 2 
y E'^= E^9. Otro moderador de uso común es el carbono, utilizado en forma de grafito; en este caso 
= 12 y E[= (1 \I\3)^E^ (véase la Sec. 40.7). 


EMMPLO 14.7 

Masa dei neutrón. 

o Cuando se bombardea el berílio con partículas a (o núcleos de helio; ^He), se producen neutrones de 
acuerdo con el proceso 

Cuando los neutrones, a su vez, pasan por un material rico en hidrógeno, desplazan protones. También 
son expulsados átomos de nitrógeno cuando los neutrones pasan por un material rico en este elemen¬ 
to. Aplicando la segunda relación de la ecuación 14.29 al hidrógeno y al nitrógeno, dondese 
refiere al neutrón y es sustituido por y Ph~ ^n^N’ 9 ^® corresponden a los núcleos de 

hidrógeno y nitrógeno, obtenemos 

2mi 2mi 

“ ^1 y % ~ ^1 

mi + nii + 

donde es la misma en ambos casos, ya que es la velocidad dei neutrón que se acerca. De estas dos 
ecuaciones podemos escribif 

+ Wn 
yjsj Wi + mH 

Esta relación nos permite calcular en función de magnitudes conocidas y medibles. En el experimen¬ 
to original, efectuado en 1932 por James Chadwick (1891-1974), la velocidad máxima de los protones y 
de los núcleos de nitrógeno se estimó en 3.3 x lO^m s“' y 4.7 x 10® m s“’, respectivamente. Estos 
resultados dieron una masa estimada para el neutrón de alrededor de 1.16 veces la masa dei protón. Las 
mediciones más recientes han dado un valor de l.(M)l veces la masa dei protón. 


14.10 Movlmiento de fluidos 

Los princípios generales que hemos estudiado para sistemas de muchas partículas pueden aplicarse 
al estúdio dei movimiento de fluidos (líquidos o gases). Consideremos un pequeno volumen de 
fluido que llamaremos elemento de volumen. El elemento de volumen puede considerarse como 
un sistema de partículas, ya que contiene muchas moléculas. La velocidad dei centro de masa dei 
elemento de volumen se conoce como velocidad de! fluido en el sitio ocupado por el elemento. 




Figura 14.13 Flujo estacionado de un fluido. Las líneas que se Figura 14.14 Fuerzas que actúan sobre un elemento de fluido debido 

muestran se conocen como líneas de flujo o de corriente. a la presión. 
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Se dice que el movimienío de un fluido es estacionário cuando el movimiento no cambia con 
el tiempo. Esto significa que, aunque la velocidad de un elemento de fluido puede cambiar cuando 
éste cambia de posición, la velocidad dei fluido en cada punto dei espacio permanece la misma en 
el curso dei tiempo. Para ser más precisos, sigamos a un elemento de fluido particular a lo largo de 
su trayectoria de movimiento (Fig. 14.13). Cuando el elemento está en A, su velocidad es y y 
cuando está en A' es v. Si el movimiento es estacionado, todos los elementos tienen velocidad v 
cuando pasan por A y v cuando pasan por A'. Así, la velocidad dei fluido puede considerarse como 
función de la posición en lugar dei tiempo. Cuando el movimiento no es estacionado, la velocidad 
en cada posición puede cambiar con el tiempo. 

Para estudiar el movimiento de un fluido resulta útil usar el concepto de presión, definida 
como la fuerza normal por unidad de área que se ejerce sobre una superficie (recuerde el Ej. 13.5). 
Si F es la fuerza normal ejercida sobre un área A, la presión es 



La presión debe expresarse como una unidad de fuerza dividida entre una unidad de área. Así, en 
unidades SI la presión se mide en newtons por metro cuadrado (N m“^). A esta unidad de presión se 
le llama pascal (abreviado Pa) en honor a Blaise Pascal (1623-1662), 1 N m“^ = 1 Pa. Otra unidad 
de presión de uso común es la atmosfera, abreviada atm y definida según la equivalência 

1 atm = 1.01325 X 10^ Pa = 101.325 kPa 

Una atmósfera es aproximadamente la presión normal ejercida por la atmósfera terrestre sobre los 
cuerpos que están a nivel dei mar (véase el Ej. 14.10). 

El movimiento de un elemento de volumen está determinado por la presión producida por el 
resto dei fluido, así como también por la acción de la gravedad y de otras fuerzas (eléctrica, magné¬ 
tica, etc.) que se aplican de manera externa. Determinaremos primero la fuerza externa resultante 
que actúa sobre el elemento de fluido debido a la presión. Por simplicidad, consideremos un fluido 
que se mueve a lo largo de un tubo cilíndrico de sección transversal A variable (Fig. 14.14). El eje 
X coincide con el eje dei tubo. 

Sean pyp' los valores de la presión en las superfícies izquierda y derecha de un elemento de 
volumen de espesor àx y volumen A djc. Como la presión es la fuerza por unidad de área, el fluido 
de la izquierda produce una fuerza F=pA sobre el elemento de volumen, dirigida hacia la derecha, 
y el fluido de la derecha produce una fuerza F' = p'A, hacia la izquierda. Así pues, la compo¬ 
nente X de la fuerza externa resultante en la dirección X que actúa sobre el elemento de volumen 
debido a la presión es 

ÚF = F - F' = pA - p'A = -(p' - p)A 

Pero p'-p es la diferencia de presión entre dos puntos separados por una distancia dr. Por tanto, 
p' -pzz dp. En consecuencia, 

àp 

àF = -{dp)A = - dx) 

dx 

Como A djc es el volumen dei fluido, concluimos que la fuerza por unidad de volumen a lo largo 
dei eje X sobre el fluido, debido a la presión, es 

r dp 

f=-~ (14.32) 

dx 

que muestra que la fuerza actúa en la dirección en que la presión disminuye. El resultado 14.32, 
comparando con la ecuación 9.27, F = -dEJdx, sugiere que la presión puede considerarse como 
una energia potencial por unidad de volumen. Esto es dimensionalmente correcto, ya que p se 
expresa en N m“^, que es lo mismo que (N m)m“^ o J m“^. 
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Además de la presión, puede haber otras fuerzas externas (como la gravedad o un campo 
externo eléctrico o magnético) que actúen sobre el fluido que está dentro dei elemento de volumen. 
Sea la correspondiente energia potencial por unidad de volumen debida a otras fuerzas externas. 
Entonces la energia potencial total por unidad de volumen debida a la presión y a otras fuerzas 
externas es p + Ep. 

Suponemos que el fluido es Incompresible; es decir, que el volumen dei elemento de volu¬ 
men no cambia durante el movimiento. Para un fluido incompresible la energia interna no cambia 
y podemos ignoraria cuando consideramos câmbios de energia dei elemento de volumen. Entonces 
la conservación de la energia, aplicada a un fluido incompresible, establece que 

si todas las fuerzas que actúan sobre un fluido incompresible son conservativas y seguimos 
el movimiento de un pequeno volumen dei fluido, encontramos que la energia total por 
unidad de volumen permanece constante. 

En consecuencia, usando la ecuación 14.7, podemos escribir 

jpv^ + p + Ep = const. (14.33) 

donde p es la densidad dei fluido. El resultado, conocido como teorema de BernouIIi, expresa la 
conservación de la energia en un fluido incompresible. El término |py^ es la energia cinética por 
unidad de volumen. El segundo término se interpreta como su energia potencial por unidad de 
volumen asociada con la presión. El tercero es la energia potencial por unidad de volumen debida a 
todas las demás fuerzas externas. 

En el caso particular en que la fuerza externa que actúa sobre el fluido es la gravedad, de la 
ecuación 9.23, tenemos que la energia potencial por unidad de volumen es = pgy y la ecuación 
14.33 se transforma en 

-f- p -I- pgy = const. (14.34) 

Cuando el fluido es compresible debemos tomar en cuenta la energia potencial interna, puesto que 
puede cambiar durante el movimiento. En este caso tampoco la densidad permanece constante. 


EJEMPLO 14.8 
Ecuación de continuidad. 

O Una relación que es muy importante en el análisis dei movimiento de los fluidos es la ecuación de 
continuidad, que expresa la conservación de la masa dei fluido. Consideremos un fluido que se mueve 
en condiciones estacionarias dentro dei tubo que se muestra en la figura 14.15. En ningún punto se gana 
o pierde masa, asi que ésta se conserva. Sean /4j y A 2 dos secciones dei tubo. El volumen de fluido que 
pasa por Aj, por unidad de tiempo, corresponde a un cilindro de base A j y longitud Así, la masa dei 
fluido que pasa por Aj por unidad de tiempo es PjAj yj. De manera parecida, P 2 ^ 2^2 masa dei fluido 

que pasa por A 2 por unidad de tiempo. La conservación de la masa, en las condiciones establecidas, 
requiere que 

PiAiVí = P 2 A 2 V 2 (14.35) 

Esta es la ecuación de continuidad para un fluido cuando la masa se conserva. Si el fluido es incompre¬ 
sible, la densidad permanece constante y la ecuación 14.35 se reduce a 


Ai^i = A 2 V 2 (14.36) 

que indica que la velocidad de un fluido incompresible es inversamente proporcional a la sección trans¬ 
versal dei tubo. 
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EJEMPLO 14.9 

Movimiento en un tubo horizontal. 

[> Cuando un fluido incompresible se mueve únicamente en dirección horizontal, el término pgy es 
constante y la ecuación 14.30 se reduce a 

+ p = const. (14.37) 

Así, en un tubo horizontal, cuanto mayor sea la velocidad, menor será la presión y viceversa. Aunque el 
aire no es un fluido incompresible, este efecto se usa para producir la fuerza de sustentación de un avión 
(Fig. 14.16). El perfil dei ala está disenado de manera que el aire tenga una mayor velocidad sobre la 
superfície superior que sobre la inferior. Por tanto, hay una mayor presión abajo que arriba. Esto da 
como resultado una fuerza resultante neta hacia arriba. Si A es el área dei ala, la fuerza hacia arriba, o 
fuerza de sustentación, es 

F = A{p2 - Pi) ^ hAp{v\ - vl) 

donde los subíndices 1 y 2 se refieren a las condiciones arriba y abajo dei ala, respectivamente. 



Mayor velocidad, 
menor presión 




6. ■ 


Fuerza_ 


■-resultante 



Menor velocidad, 
mayor presión 


Figura 14.15 


Figura 14.16 Fuerza de sustentación en el ala de 
un avión. 


EJEMPLO 14.10 

Movimiento de un fluido en un tubo de sección transversal constante. 

O En este caso, según la ecuación de continuidad, el fluido incompresible se mueve con velocidad constan¬ 
te a lo largo dei tubo. En tales circunstancias, el término jpv^ se puede eliminar de la ecuación 14.33, 
que entonces se reduce a 

p + pffy = const. 

Tomando la presión en y = 0 como la constante, tenemos que la presión en un fluido incompresible en 
movimiento estacionado con velocidad constante está dada por 

P = Po-Pdy ( 14 . 38 ) 

y la diferencia de presión entre dos puntos separados por una distancia vertical y es pQ-p = pgy. Este 
resultado es válido también para un fluido en equilibrio o en reposo. 

Por tanto, podemos utilizar la ecuación 14.38 para hallar la diferencia de presión entre dos pun¬ 
tos separados por una distancia vertical y en un fluido en reposo. Esta es la base dei funcionamiento dei 
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barómetro, instrumento utilizado para medir la presión atmosférica equilibrándola con una columna de 
mercúrio de longitud}’, La presión atmosférica normal, conocida también como una atmósfera, corresponde 
a una columna de mercúrio de 76 cm de largo. Como la densidad dei mercúrio es de 13.6 x 10^ kg m~^, 
tenemos que 

1 aím = (13.6 x 10^ kg m“^)(9.8 ms“^)(0.76 m) = 1.01325 x 10^ Pa 

que es el valor citado con anterioridad. En este sentido, la presión se puede expresar en términos de 
centímetros de mercúrio, en cuyo caso una atm es igual a 76 cm de Hg. 


EJEMPLO 14.11 

Método para determinar la velocidad de un fluido en un tubo: medidor de Venturi o venturímetro (Fig. 
14.17). 


t> Dos medidores de presión (manómetros) Gj y G 2 miden la presión en el tubo. Uno se coloca en el tubo 
mismo y el otro (G 2 ) en una constricción dei tubo. Para obtener la expresión de la velocidad üj, notamos 
que si yj y Vj son las velocidades en A^y respectivamente, la ecuación de continuidad da como 
resultado 


AiVi = ^2i;2 


o 


V2 





Entonces, si el tubo está eb posición horizontal, el teorema de Bemoulli, dado por la ecuación 14.37, nos 
permite escribir 

Ipyf + Pj = ipj;2 ^ 


Insertando el valor de V 2 recién obtenido y despejando üj, obtenemos fmalmente 

\p{AÍ-Al)) 


La cantidad de fluido que pasa por cualquier sección dei tubo por unidad de tiempo es 


donde K es una constante que depende dei tamano dei tubo y de la densidad dei fluido. Así, midiendo pj 
y P 2 y calculando K, podemos hallar tanto la velocidad dei fluido v como el volumen que circula por 
unidad de tiempo. 


Figura 14.17 Medidor de 
Venturi o venturímetro utilizado 
para medir la velocidad de un 
fluido. 
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Nota 14ol Invariaeciaj simetria y leyes de conservaclón 

Las leyes de conservaclón para sistemas de partículas que hemos estudiado (momentum lineal, momentum angular y energia) son 
de validez universal y parecen originarse en ciertas propiedades de invariancia y simetria de los sistemas físicos. Consideraremos 
brevemente algunas de tales propiedades sin entrar en detalles matemáticos. 

Traslación espacial. Podemos suponer que un sistema físico aislado situado en un espacio que en otras circunstancias 
estaria vacío, se comportará de la misma forma, independientemente de dónde esté localizado. Por tanto, las propiedades de un 
sistema físico aislado son invariantes con respecto a una traslación dei sistema en relación con un sistema de referencia colocado 
en el observador. Por ejemplo, una molécula aislada, compuesta por vários electrones y núcleos, deberá ser descrita en términos 
exactamente iguales, sin importar en dónde se encuentre con respecto al observador. Por otro lado, sabemos que el momentum 
total de un sistema aislado es constante. Así, se puede demostrar que 

la conservaclón dei momentum de un sistema aislado es resultado de la invariancia de traslación de las leyes que 

describen al sistema. 

En algunos casos es posible que el sistema no esté aislado, pero el medio físico puede tener cierta simetria de traslación. 
Así encontramos que la conservación dei momentum en una dirección dada es consecuencia de la invariancia de traslación de 
las condiciones físicas en dicha dirección. Consideremos, por ejemplo, una partícula que se mueve en un plano horizontal. Las 
condiciones físicas de la partícula no cambian si ésta se desplaza por el plano, ya que la gravedad actúa sólo en dirección vertical. 
Además sabemos que si la partícula se pone en movimiento al dársele un empujón, su momentum paralelo al plano permanece 
constante. Similarmente, consideremos un electrón colocado entre dos planos paralelos que tienen cargas iguales pero de signo 
opuesto. Las condiciones físicas no cambian si el electrón se desplaza paralelamente a los planos. Sabemos que cuando se pone en 
movimiento al electrón, su momentum paralelo al plano es constante. (Esto se establece diciendo que el campo eléctrico produci- 
do por los planos cargados es perpendicular a êstos.) 

Rotacíón espacial. Podemos suponer que la descripción de las propiedades de un sistema aislado es independiente de su 
orientación en el espacio con respecto a un sistema de referencia dado. Consideremos una molécula aislada: la descripción de sus 
propiedades es independiente de la orientación de la molécula con respecto al observador, ya que no actúan fuerzas externas sobre 
la molécula. Por otro lado, sabemos que el momentum angular total de un sistema aislado es constante. Se puede demostrar que 

la conservación dei momentum angular de un sistema aislado es resultado de una invariancia de rotación de las leyes que 

describen al sistema. 

En algunos casos, aun cuando es posible que el sistema no esté aislado, éste puede exhibir una cierta simetria de rotación. 
Por ejemplo, la conservación dei momentum angular alrededor de una dirección dada es consecuencia de la simetria de rotación 
de las condiciones físicas con respecto a esa dirección. Un campo de fuerzas central tiene simetria esférica. Se puede mostrar que 
la conservación dei momentum angular (con respecto al centro de fuerzas) de una partícula que se mueve bajo la acción de fuerzas 
centrales es resultado de esa simetria. Si el campo tiene simetria cilíndrica, como el caso de un electrón en una molécula diatómica 
o de una partícula cargada en un campo magnético uniforme, entonces la componente dei momentum angular con respecto al eje 
de simetria permanece constante. 

TVaslación temporal. La invariancia con respecto a una traslación temporal significa que si preparamos un sistema físico y 
lo dejamos evolucionar sin interferências externas, la evolución dei sistema será la misma independientemente dei instante de tiempo 
en que fue preparado. En otras palabras, el origen dei tiempo no es importante. Con una lógica más elaborada se puede mostrar que 

la conservación de la energia de un sistema aislado es consecuencia de la invariancia de las leyes que describen al 

sistema con respecto al origen escogido dei tiempo', 

esto es, con respecto a una traslación dei tiempo. 

La correlación de los tres principios de conservación con las propiedades dei espacio y dei tiempo es una cuestión que aún 
no se entiende dei todo bien. Más adelante identificaremos otras leyes de conservación que son consecuencias de simetrias más 
complejas de un sistema físico (Cap. 41). 
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PREGUNTAS 

14.1 Exprese lá energia potencial interna en el caso de un 
sistema compuesto por (a) Tierra y Luna, (b) Sol, Tierra y Luna, 
(c) los dos electrones y el núcleo de un átomo de helio. 

14.2 i,Por qué la energia potencial interna de un sistema de n 
particulas tiene }n(n - 1) términos? 

14.3 Ilustre con algunos ejemplos el principio de 
conservación de la energia para un sistema de particulas. 

14.4 ^Por qué la energia potencial interna de un sistema de 
partículas es independiente dei sistema de referencia dei 
observador? ^Se puede decir lo mismo de la energia cinética 
dei sistema? 

14.5 ^Cuál es la diferencia entre las energias propia e interna 
de un sistema? 

14.6 Compruebe que la energia cinética orbital también 
puede expresarse como = PVlM, donde P es el 
momentum total dei sistema con respecto al observador. 

14.7 Remitase al ejemplo 14.2. Compare la velocidad de la 

esfera, dei cilindro y dei anillo en la parte inferior dei plano. 
^Por qué sus velocidades son diferentes? ^ 

14.8 ^Por qué se puede despreciar la energia interna de un 
cuerpo rígido cuando se analiza el movimiento de éste bajo la 
acción de fuerzas externas? 

14.9 Analice la relación entre la energia de enlace de un 
sistema de particulas y la estabilidad dei sistema. 

14.10 ^Son equivalentes las expresiones = \l03 y E^ = hVlI 

para la energia cinética de rotación de un sólido rígido? 

PROBLEMAS 

14.1 Compruebe que si la energia cinética interna 

de un sistema de dos particulas es E^, los módulos de las 
velocidades de las particulas con respecto al CM son: 

2/^2-Ek.int 
mi(mi + m2)J 

y 

2wi£i,.í„. 

m2(mi + m2)J 

14.2 Si para las particulas de la figura 14.18 sabemos que 
mj = 4 kg, m 2 = 6 kg, = i(2) m s~* y V 2 = ji3) m s~*, 

(a) determine el momentum angular total dei sistema con 
respecto a O y al CM, y verifique la relación entre ellos. 

(b) Determine la energia cinética total con respecto aOy 
al CM y verifique la relación entre ellos. 


14.11 ^Cómo se pueden comparar las energias de rotación y de 
vibración de una molécula? 

14.12 iQué magnitudes se conservan en las colisiones 
elásticas? ^En las inelásticas? 

14.13 tQué requiere más energia: la división de una molécula 
de hidrógeno en dos átomos de hidrógeno o en dos protones y 
dos neutrones? 

14.14 Verifique que la energia cinética después de la colisión 
de la partícula dei ejemplo 14.6 se puede expresar de la forma 

i,En qué condiçiones EL es mayor o menor que E^7 Discuta la 
variación de E' en función de m 2 /my 

14.15 ^Qué factores determinan el valor de Q en una colisión? 

2 

14.16 ^Por quép' = 0 no es otra posibilidad en el ejemplo 14.4? 

14.17 Discuta la conservación de la energia por unidad de 
volumen en el caso dei movimiento estacionário de un fluido 
incompresible. 

14.18 tQué ley de conservación se expresa mediante la 
ecuación de continuidad? 

14.19 Investigue cómo funcionan los medidores de 

la presión (manómetro) de un fluido (consulte, por ejemplo, 
una enciclopédia). 


Y 



Figura 14.18 

14.3 Suponga que las dos partículas dei problema anterior 
están unidas por un muelle con constante de 2 x 10“^ N m~ * y 
que inicialmente no está estirado, (a) ^Cómo afectará esta nueva 
característica al movimiento dei CM dei sistema? (b) ^Cuál es la 
energia interna total dei sistema? (c) Después de un cierto 




tiempo, el muelle se comprime 0.4 m. Halle las energias cinética 
y potencial internas de las partículas, (d) Determine los módulos 
de las velocidades con respecto al CM (^Se puede determinar 
también su dirección y sentido?). Calcule también (e) el módulo 
de su velocidad relativa y (í) el momentum angular dei sistema 
con respecto a O y al CM. 

14.4 El dispositivo de la figura 14.19 se conoce como 
pêndulo balístico. Se utiliza para determinar la velocidad de 
una bala midiendo la altura h dei bloque después de que la bala 
penetra en él. Verifique que la velocidad de la bala está dada por 
y= (2ghy^\m^ + donde «ij es la masa de la bala y la 

dei bloque. 


resorte S se expanda. Desprecie la masa dè^espríg y los ple^^ 
de rozamiento. Los carritos están inicialméiitp en reposo. Lao / 
cuerda C se rompe, el resorte se estira y los c^tos se sep^arí. 

(a) Si el carrito B tiene una velocidad de 0.3 m s"^ eíicÃjgntre la 
velocidad dei carrito A. (b) ^Cuál es la Q en el proceso? ^De qué 
manera se relaciona con la energia potencial dei resorte? (c) El 
experimento se repite, sólo que ahora los carritos, antes de que 
C se rompa, tienen una velocidad inicial de 0.5 m s“* bacia la 
derecha. Encuentre la velocidad de los carritos Ay B con 
respecto a la vía después de que se separan. 


S 



Figura 14.19 

14.5 Una bala de masa m y velocidad v pasa por la lenteja 
de un pêndulo de masa M y sale con una velocidad á&\v 
(Fig. 14.20). La lenteja está en el extremo de una cuerda de 
longitud /. Calcule el valor mínimo de v para que el pêndulo 
describa un círculo completo. 



Figura 14.21 

14.8 Una partícula de 5 kg de masa y 2 m s~ * de velocidad 
choca con una partícula de 8 kg de masa que inicialmente está 
en reposo. Si la colisión es elástica, halle la velocidad de cada 
partícula después de la colisión (a) si ésta es frontal, (b) si la 
primera partícula se desvia 50° de su dirección original. Exprese 
todas las direcciones con respecto a la dirección de la partícula 
que se acerca. 

14.9 Experimentalmente se concluye que en una colisión 
frontal de dos esferas sólidas, como el caso de dos bolas 

de biliar, las velocidades después dei choque están 
relacionadas con las velocidades anteriores a éste por la 
expresión v'^ - v'^= - e(yj - v^) donde e, conocido como 
coeficiente de restitución, vale entre cero y uno, y depende dei 
material de las esferas. Esto fue descubierto por Newton y sólo 
tiene una validez aproximada. Como en la colisión se conserva 
el momentum, verifique que (a) las velocidades después de la 
colisión están dadas por 

Vi{mi — m 2 e) + ^ 2 ^ 2(1 + 

^ - 

mi + m2 

y 



Figura 14.20 

14.6 Considere un sistema compuesto por N partículas 
idênticas, de masa m (como sucede en un gas). (a) Demuestre que 
la energia cinética dei sistema, con respecto a un observador 
que ve al centro de masa moverse con velocidad es igual a 
la energia cinética de las partículas con respecto al sistema de 
referencia C más (b)^^Cuál es la relación entre la 

energia cinética media por partícula entre los sistemas L y C? 


, _ + e) + ^2(^2 ~ ^1^) 

V 2 ---—- 

mi + m2 

(b) Compruebe también que la Q de la colisión es 


nii + m2 

(c) iQué valor de e corresponde a una colisión elástica? 


14.7 Dos carritos, cada uno de 0.8 kg de masa, están 
conectados por una cuerda ligera C. Se coloca un resorte S entre 
ellos como se muestra en la figura 14.21. La cuerda evita que el 


14.10 En una colisión plástica los dos cuerpos se mueven 
como si fueran uno después de la colisión. (a) ^Cuál es el valor 
dei coeficiente de restitución e? (b) Calcule la Q de la reacción 
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directamente y también mediante los resultados dei problema 
14.9 con el valor apropiado de e. 

14.11 Si las masas de las bolas y nij de la figura 14.22 
son de 0.1 kg y 0.2 kg, respectivamente, y si se suelta cuando 
d = 0.2 m, encuentre la altura a la cual regresarán después de 
chocar, si la colisión es (a) elástica (e= 1 ), (b) inelástica con un 
coeficiente de restitución igual a 0.9, (c) plástica (e = 0). 



/«2 


Figura 14.22 

14.12 (a) Suponiendo que el segundo cuerpo dei problema 
14.9 está en reposo y que su masa es muy grande comparáda 
con la dei primero, encuentre la velocidad de cada cuerpo 
después de la colisión y el valor de Q. (b) Aplique este resultado 
para determinar qué tan alto rebota un cuerpo, soltado 
desde una altura h, después de golpear el suelo. Haga usted 
mismo el experimento con una canica y estime el valor 
correspondiente de e. (c) Verifique que el tiempo requerido 
para que el cuerpo deje de rebotar es 



14.13 (a) Verifique que si la energia y el momentum 
se conservan en una colisión elástica, entonces 

u • (y'- i;^) = - u ‘ (Vj - v^, donde u es un vector unitário 
en la dirección en que cambia el momentum de cada partícula. 
Este resultado significa que en la colisión se invierte la 
componente de la velocidad relativa a lo largo de la dirección 
dei intercâmbio de momentum. (b) Aplique esto al caso de una 
colisión frontal, (c) Compare este resultado con el resultado dei 
problema 14.9 con e = 1. (Sugerencia: Escriba las dos leyes de 
tíonservación, con todos los términos para cada partícula en cada 
lado de cada ecuación.) 

14.14 Una granada de masa M cae con velocidad v^, a una 
altura h, cuando explota dividiéndose en dos fragmentos iguales 
que inicialmente se mueven de manera horizontal en el sistema 
C. La explosión tiene un valor Q de Mv^. Determine el sitio en 
que caerán los fragmentos con respecto al punto que está 
directamente debajo de la granada en el instante de la explosión. 

14.15 Una bola, de 4 kg de masa y una velocidad de 

1.2 m s~*, choca frontalmente con otra bola, de 5 kg de masa, 
que se mueve en la misma dirección con velocidad de 0.6 m s“*. 


Halle (a) la velocidad de las bolas después de la colisión 
(suponiendo que es elástica) y (b) el cambio de momentum 
de cada bola. 

14.16 Una partícula de masa se mueve con velocidad 
y, en el sistema L y choca elásticamente con una partícula de 
masa m 2 que está en reposo en el sistema L. Si, después de 
la colisión, la dirección de la primera partícula forma ângulos 
$y p(en relación con los sistemas Ly C, respectivamente) 
con respecto a su dirección inicial, compruebe que estos dos 
ângulos están relacionados por: 


cos (j) +{/A 

donde A = m.^lmy 

14.17 Para las partículas dei problema anterior, verifique que 
si mj = ^ 2 , entonces 6 - }<p. ^Cuál, entonces, será el valor 
máximo de fft 

14.18 Remítase al problema 14.16. Muestre que el valor 

máximo de 0 para uria A arbitraria, cuando A < 1, está dado por 
tan 6=A/(l Discuta la situación cuando A es mayor que uno, 

14.19 Al analizar la desviación de las partículas a que 
se mueven en hidrógeno, los físicos han hallado 
experimentalmente que la desviación máxima de una partícula 
a en el sistema L es de alrededor de 15°. Usando los resultados 
dei problema 14.18, haga una estimación de la masa de la 
partícula a con respecto al hidrógeno. Compare su resultado 
con el valor real obtenido de la tabla A. 1. 

14.20 Mientras se mueve a 0.4 m s~*, una partícula de 0.2 kg 
de masa choca con otra partícula, de 0.3 kg de masa, que está 
en reposo. Después de la colisión, la primera partícula se mueve 
a 0.20 m s“’ en una dirección que forma un ângulo de 40° con 
respecto a su dirección inicial. Encuentre (a) la velocidad de la 
segunda partícula y (b) la Q dei proceso. 

14.21 Una partícula de masa m se mueve con velocidad vy 
choca elástica y frontal mente de frente con otra de masa M. 
Calcüle, en cada caso, la velocidad de la primera partícula 
después de la colisión si la segunda tiene inicialmente 

(a) un momentum igual pero opuesto, (b) la misma energia 
cinética, pero se mueve en la misma dirección y sentido 
opuesto. (c) Demuestre que si M está inicialmente en reposo y 
es mucho mayor que m, el cambio relativo de energia cinética 
de m es =» - (m/M). 

14.22 Un neutrón, con una energia de 1 MeV, se mueve a 
través de (a) deuterio y (b) carbono. Estime, para cada material, 
cuántas colisiones frontales se necesitan para reducir la energia 
dei neutrón a un valor térmico de alrededor de 0.025 eV. 

14.23 Un núcleo de ^^^U, en reposo, se divide en dos 
fragmentos de 140 uma y 90 uma. La Q de la reacción es de 190 
MeV. Halle la energia y velocidad de los dos fragmentos. 
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14.24 Un núcleo de que se desintegra cuando se halla 
en reposo, emite una partícula a (m = 4 uma) y deja un núcleo 
residual de (M 234 uma). La energia total disponible 
es de 4.18 MeY- Encuentre (a) las energias cinéticas, 

(b) los momenta y (c) las velocidades de la partícula a y 
dei núcleo residual. 

14.25 Un núcleo de masa m se rompe en vários fragmentos. La 

explosión tiene una Q positiva, (a) Demuestre que si el núcleo 
explota en dos fragmentos, éstos se mueven en la misma dirección 
y sentidos opuestos en el sistema C. (b) Demuestre también que 
si los dos fragmentos son iguales, su momentum y su velocidad 
en el sistema C son iguales a y respectivamente. 

(c) Demuestre que si el núcleo se divide en tres fragmentos, el 

momentum y la velocidad de cada fragmento, con respecto al 
sistema C, se encuentran en un plano, (d) Demuestre además 
que si los tres fragmentos son iguales y son emitidos 
simétricamente en el sistema C, sus momenta y sus velocidades 
en este sistema son {2mQI3)^'^ y respectivamente. 

14.26 (a) Compruebe que si el cuerpo dei problema 14.12 
golpea el suelo con un ângulo a con respecto a la vertical, el 
cuerpo rebota con un ângulo dado por tan fi = (l/e) tan a, con 
una velocidad v' = v(e^ cos^a + sen^a)'^^. (b) Use estos datos 
para analizar el movimiento de una pelota que tiene una velocidad 
inicial horizontal y cae desde una mesa. (c) Haga un esquema de 
la trayectoria de la pelota si ésta rebota varias veces en el suelo. 

14.27 Suponga que Ey E' son los valores de la energia total 
de un sistema de dos partículas en interacción medidos por dos 
observadores inerciales Oy O' que se mueven con velocidad 
relativa v. Verifique que E = E' + im^+ fn 2 )(v'ç.^ • v + }v^). 


14.28 Un tubo horizontal tiene una sección transversal de 10 
cm^ en una región y de 5 cm^ en otra. La velocidad dei agua en 
la primera es de 5 m s“* y la presión en la segunda es de 2 x 10^ 
N m“^. Halle (a) la velocidad dei agua en la segunda sección y la 
presión en la primera, (b) la cantidad de agua que cruza una 
sección en un minuto, (c) la energia total por kilogramo de agua. 

14.29 Repita el problema anterior para el caso en que el 
tubo esté inclinado y la segunda sección esté 2 m más alta 
que la primera. 

14,31) Demuestre que si hay un orifício en la pared de un 
recipiente y si la superfície dei liquido que está dentro de éste se 
encuentra a una altura h por encima dei orifício, la velocidad dei 
líquido que fluye por él es y = {Igh)^'^. 

14.31 Considere un recipiente cilíndrico de 0.10 cm de 
diâmetro y 0.20 m de altura. En su base se abre un orifício de 

1 cm^ de sección transversal. Se deposita agua en el recipiente a 
razón de 1.4 x 10"^ m^ s~b (a) Determine a qué altura llegará el 
nivel dei agua en el recipiente, (b) Después de alcanzar esta 
altura se detiene el flujo de agua hacia el recipiente. Halle el 
tiempo necesario para que el recipiente quede vacío. 

14.32 Un cilindro de altura h y sección transversal A se 
mantiene vertical en un fluido de densidad p. La presión dei 
fluido está dada por la ecuación 14.38. Verifique que la fuerza 
total hacia arriba que actúa sobre el cilindro debido a la presión 
dei fluido es 5 = Vp^g, donde V es el volumen dei cilindro. 
Extienda el resultado a un cuerpo de forma arbitraria mediante 
la división de éste en cilindros verticales delgados. (Este 
resultado constituye el principio de Arquímedes y la fuerza 
hacia arriba se conoce como empuje.) 
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Sostenía que la matéria está 
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15.1 Infroducción 

Los métodos y resultados deducidos en los capítulos 13 y 14 para sistemas de partículas se pueden 
aplicar fácilmente a sistemas compuestos por pequenos números de partículas, para los cuales es 
posible calcular los términos individuales que conforman el momentum lineal o la energia interna 
dei sistema. Dos ejemplos de tales sistemas son nuestro sistema planetário y un átomo con unos 
pocos electrones. Sin embargo, cuando el número de partículas es muy grande, como en un átomo 
con muchos electrones o en un gas compuesto por miles de millones de moléculas, los cálculos se 
hacen matemáticamente inmanejables. Además, en estos sistemas complejos normalmente no esta¬ 
mos interesados en el comportamiento de cada componente, que por lo general no es observable, 
sino que estamos interesados en el comportamiento dei sistema como un todo. Por tanto, se deben 
utilizar ciertos métodos de naturaleza estadística para calcular valores médios de las magnitudes 
dinâmicas, en lugar de valores individuales precisos para cada componente dei sistema. 

Tal vez los más importantes sistemas de muchas partículas sean aquellos constituidos 
por cuerpos o agregados de matéria que contienen una gran cantidad de átomos o moléculas. Nues¬ 
tro contacto inmediato con el universo es a través de nuestros sentidos, que nos sirven para obser¬ 
var el comportamiento de los cuerpos que nos rodean. En consecuencia, la física de la matéria a 
nivel macroscópico fue desarrollada empiricamente mucho antes de que nuestra comprensión dei 





comportamiento de átomos y moléculas evolucionara a su actual nivel de sofísticación. Concep- 
tos como temperatura, presión y calor, que utilizamos en nuestra vida diaria y están asociados con 
experiencias sensoriales, fueron introducidos mucho antes de llegar al actual desarrollo científico. 
Los físicos de la actualidad deben conciliar tales conceptos sensoriales con nuestro conocimiento 
sobre la estructura de la matéria. Esta tarea es más fácil con los gases, que son sistemas de partícu¬ 
las relativamente sencillos, que con los líquidos o con los sólidos. Por tanto, en este capítulo explo¬ 
raremos la aplicación de consideraciones estadísticas a los gases. 

En este capítulo, a menos que se establezca otra cosa, referiremos todas las cantidades 
dinâmicas al sistema de referencia C dei sistema, ignorando su movimiento orbital. 


15.2 Temperatura 

Un concepto estadístico macroscópico importante en los sistemas de muchas partículas, relaciona¬ 
do con las sensaciones de calor y frio, es el de temperatura. Cuando sentimos que un cuerpo está 
“caliente”, décimos que su temperatura es alta. De manera parecida, cuando sentimos que un cuer¬ 
po está “frio”, décimos que su temperatura es baja. Aprendimos a definir y medir la temperatura de 
un cuerpo mucho antes de entender su naturaleza física. Los instrumentos utilizados para hacer las 
medidas se llaman termómetros, de los cuales existen muchos tipos. La temperatura de un cuerpo 
se mide al observar alguna propiedad física dei termómetro, como la longitud de una columna de 
líquido en un tubo capilar. El volumen dei líquido dei bulbo dei termómetro depende de la tempe¬ 
ratura dei cuerpo que está en contacto con el termómetro y determina un cambio en la longitud de 
la columna dei líquido en el tubo capilar. Los termómetros funcionan sobre la base experimental 
de que cuando dos cuerpos están en contacto, fmalmente alcanzan la misma temperatura. Se dice 
entonces que están en equilíbrio térmico. 

En la escala Celsius la unidad de temperatura es el grado Celsius, denotado con °C. El 
valor de 0 °C se asigna a la temperatura de fusión dei hielo, esto es, la temperatura a la que el hielo 
y el agua líquida están en equilibrio. El valor de 100 °C se asigna a la temperatura de ebullición dei 
agua. Ambas temperaturas se determinan a presión atmosférica normal (1.01325 x 10^ Pa; recuerde 
la Sec. 14.10). Estas asignaciones se llaman “puntos fíjos” para la medición de la temperatura. 

Para determinar otras temperaturas medimos primero la propiedad X dei termómetro (lon¬ 
gitud de una columna de líquido, resistência eléctrica de un conductor, fem de una pila, etc.) en 
ambos puntos fijos y obtenemos los valores y Xjqq. El cambio promedio de valor de la propiedad 
X por grado Celsius es 

-^100 ~ -^0 

ÍÕÕ 

Supongamos que la propiedad tiene un valor X a cierta temperatura. El cambio en la propiedad 
desde el valor a 0 °C es X - X^. La temperatura en °C se encuentra dividiendo el cambio X-Xq entre 
el cambio medio por °C. Por tanto, 

í(°C) = 100 ~ 

-^100 ~ -^0 

Este método empírico de medir tiene sus limitaciones; depende de las propiedades de la sustancia 
utilizada en el termómetro y supone una relación lineal entre la propiedad y la temperatura. En 
consecuencia, los termómetros que usan diferentes propiedades concuerdan sólo en los puntos fijos 
y muestran ligeras diferencias en el resto de las temperaturas. Por esta razón es necesario tener un 
termómetro patrón y calibrar todos los demás termómetros con respecto a éste. El termómetro 
patrón usado normalmente es un termómetro de gas. 
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EJEMPLO 15.1 

Coeficiente térmico de una propiedad física. 


|> Consideremos un sistema físico (un gas, un líquido o un sólido) que tiene la propiedad X (longitud, 
volumen, densidad, presión, resistência eléctrica, etc.) que varia con la temperatura. Denotaremos con 
Xjjel valor de la propiedad a cierta temperatura Cuando ésta cambia la cantidad At = t -el cambio 
en la propiedad es AX = X-Xq. Entonces el coeficiente térmico k de la propiedad a la temperatura está 
definido como 


1 AX 


(15.1) 


Tabla 15.1 Coeficientes de expansión o dilatación térmica lineal (°C~^)* 


Sustancia 

Coeficiente 

Sustancia 

Coeficiente 

Aluminio 

23.8 X 10-^ 

Hierro 

12.1 X 10-6 

Cobre 

16.8 X 10-6 

Cuarzo 

0.6 X 10-6 

Vidrio 

9 X 10-6 

Pírex 

3.1 X 10-6 

Bronce 

17.1 X 10-6 

Níquel 

13.1 X 10-6 

Platino 

9.0 X 10-6 

Acero 

10 X 10-6 

Oro 

14.2 X 10-6 

Cinc 

26.3 X 10-6 

Invar 

0.9 X 10-6 

Plata 

19.4 X 10-6 

Iridio 

6.6 X 10-6 

Estano 

- ç - 

23.8 X 10-6 


’ Valores médios para el intervalo de temperaturas 0° C - 100° C. 


Por ejemplo, si X es la longitud L, res el coeficiente de expansión o dilatación térmica lineal; si es el 
volumen V, kgs el coeficiente de expansión térmica volumétrica o cúbica; y así sucesivamente. Nótese 
que ícse mide siempre en °C"^ ya que las unidades de X se cancelan. 

El coeficiente térmico k en general no es constante y depende de la temperatura inicial Por 
esta razón íc normalmente está dado para Íq = 0 °C, como en la tabla 15.1 que lista los coeficientes de 
expansión térmica lineal para vários sólidos. Finalmente, un problema importante consiste en relacionar 
íccon la propiedad X en términos de la estructura atómica o molecular dei sistema. En el ejemplo 15.2 
haremos esto para el caso de los gases. 


15.3 Temperatura dei gas ideal 


Algunas propiedades de los gases son tan sensibles a los câmbios de temperatura que se pueden 
utilizar para medir la temperatura dei gas. Consideremos una masa de gas que a cierta temperatura 
ocupa un volumen V. La presión dei gas, llamada p, es la fuerza media por unidad de área que el gas 
ejerce sobre las paredes dei recipiente. Como se dijo en la sección 14.10, se expresa en N m“^ o pascal 
(Pa). Otra unidad para expresar la presión de un gas es la atmosfera (1 atm = 1.01325 x 10^ Pa). 

En el siglo xvii, Robert Boyle (1627-1691) y Edmé Mariotte (1620-1684), independiente- 
mente, reconocieron que si la presión de un gas varía sin que cambie su temperatura, el volumen 
que ocupa el gas varía de tal modo que el producto de la presión por el volumen permanece prácti- 
camente constante, siempre y cuando la densidad dei gas sea pequena (Fig. 15.1). Este resultado, 
conocido como ley de Boyle, se puede expresar como 

pV = const. 

La temperatura dei gas puede mantenerse constante, al variar la presión, sumergiendo el recipiente 
en un gran volumen de agua mantenida a una temperatura fija. Un proceso en el que la temperatura 
no varía se llama transformación isotérmica. 



Figura 15.1 Isotermas de un 
gas ideal. 




Otro resultado experimental es que, para una masa dada de gas, el valor de la constante en 
la ecuación 15.2 depende de la temperatura a la cual se efectúa la transformación isotérmica. En 
otras palabras, la constante para una masa dada de gas, cuando se le mantiene a 0 °C, difiere de la 
constante de la misma masa cuando se le mantiene a otra temperatura. Por tanto, el valor dei pro- 
ducto pV para una masa de gas dada es un indicador de la temperatura dei gas. 

Definimos la temperatura dei gas como una magnitud proporcional al producto pV. Si 
designamos a la temperatura dei gas con T, podemos escribir 

pV=CT (153) 

donde C es una constante proporcional a la masa dei gas presente. Supongamos que cuando el gas 
se encuentra en el punto normal de congelación dei agua (0 °C), la presión y el volumen tienen 
los valores p^ y V^. Cuando se halla a la temperatura dei punto de ebullición dei agua (100 °C), estas 
magnitudes tienen los valores p^ y Vj. Entonces, si y son las temperaturas correspondien- 
tes dei gas, 

= y P^V, = CT,^ 

Si decidimos que las unidades para medir la temperatura dei gas sean las mismas que las de la 
escala Celsius, entonces = 7^+ 100. Eliminando la constante C entre estas relaciones, conclui- 
mos que 

T 

Pi^i-Po'^0 

es la temperatura dei punto de congelación dei agua en la escala de temperatura dei gas. Se ha 
observado que el valor de r^obtenido de esta manera es en esencia el mismo, independientemente 
dei gas utilizado, siempre y cuando la densidad dei gas sea pequena. El valor numérico determina¬ 
do experimentalmente es 

ro = 273.15 K 

La unidad de la escala de temperatura de gas se conoce como kelvin, en honor a William Thomson, 
conocido también como Lord Kelvin (1824-1907) y se representa con K. En consecuencia, los 
valores de la temperatura de una sustancia, cuando se miden en las escalas Kelvin y Celáius, están 
relacionadas por 

r=í°C+ 273.15 

En el SI la escala Kelvin se define asignando el valor de 273.16 K a la temperatura dei punto triple 
dei agua. Este es el estado en el que el agua puede existir en equilibrio, en sus fases vapor, líquido 
y sólido. El punto triple dei agua está 0.01 K por encima dei punto de congelación dei agua. 

Normalmente se utilizan hidrógeno y helio en los termómetros de gas. Como se dijo 
antes, un termómetro de gas concuerda con otros termómetros sólo en los puntos fijos, porque éstos 
son los puntos de calibración; a otras temperaturas existen pequenas discrepâncias numéricas. 

Como para una presión y temperatura dadas el volumen dei gas es proporcional a la canti- 
dad de gas, designaremos con Ra\a constante C de la ecuación 15.3 cuando sólo tengamos un mol 
de gas. Entonces, si tenemos n moles de un gas, podemos escribir la ecuación 15.3 como 

pV = ní?T (15.4) 

La constante R es esencialmente la misma para todos los gases y se llama constante de los gases. 
Su valor determinado experimentalmente es 



/? = 8.3144 JK-* moH 
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(15S) 


La ecuación 15.4 relaciona la presión, el volumen y la temperatura de un gas, y se le conoce 
como ecuación de estado. Los gases sólo obedecen la ecuación 15.4 a altas temperaturas y densi¬ 
dades bajas o distancias intermoleculares grandes, para las cuales el efecto de las fuerzas 
intermoleculares y el tamano de las moléculas son despreciables. Los gases se apartan cada vez 
más de esta ecuación a medida que disminuye su temperatura y aumenta su densidad, o a medida 
que las moléculas se mueven más despacio y están más cerca unas de otras. Un gas que se comporta 
según la ecuación 15.4 en todas las temperaturas y densidades se conoce como gas Ideal. Por tanto, 
T se conoce como temperatura dei gas ideal o, más comúnmente, como temperatura absoluta, 
porque es independiente de la naturaleza dei gas. 

Podemos escribir la ecuación 15.4 de manera más conveniente. Si N es el número de molé¬ 
culas dei gas y el número de Avogadro, el número de moles dei gas es 


N 



Sustituyendo esta ecuación en la 15.4, tenemos 

Introducimos ahora la constante de Boltzmann (llamada así en honor a Ludwig Boltzmann 
(1844-1906)) definida como \ 

/c = A = 1.3807 X 10“23 JK-^ = 8.6178 x 10'^ eVR-^ (15.6) 

Así, podemos escribir la ecuación dei gas ideal de la forma alternativa 

pV = kNT (15.7) 

Esta ecuación relaciona las cuatro magnitudes -presión (p), volumen (V), número de moléculas (N) 
y temperatura (7)- que definen el estado de un gas en equilibrio. 

La constante de Boltzmann fue introducida en 1900 por Max Planck en su análisis de la 
radiación de cuerpo negro (Sec. 31.9). Plank obtuvo el valor k ajustando su fórmula para la radia- 
ción dei cuerpo negro con los resultados experimentales. Usando los valores de y de la constante 
dei gas R, Planck obtuvo el número de Avogadro N^. En la actualidad existen vários métodos 
independientes para medir k y N^, los cuales producen resultados consistentes. 


BJEMPLO 15.2 

Coeficiente de expansión o dilataçión térmica de un gas a presión constante. 

t> Consideremos un gas que ocupa un volumen Vq a temperatura Tq y presión p. Entonces, según la ley de 
los gases, ecuación 15.3, pV^ = CTq. Si cambiamos la temperatura a T sin cambiar la presión, el nuevo 
volumen es tal que pV = CT. Restando estas dos ecuaciones obtenemos 


p (V- y^) = C (7- Tq) o písV= CAT 


Pero C = pVq/Tq. Por tanto. 


Ay=(yo/7o)A7 o AV/AT=VqITq 
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Entonces, usando la definición de la ecuación 15.1, k*= (1/XqXAX/âT), el coeficiente de expansión 
volumétrica o cúbica a presión constante para un gas ideal es 

" 1^ ÃT “ ^ 

Cuando la temperatura inicial es 0 °C, = 273,15 Ky Ky= 0.003 661 K~f Eso significa que a 0 °C el 

volumen de un gas aumenta en un 0.3661 % por cada grado de aumento de temperatura a presión constante. 

Usando el mismo procedimiento, es fácil verificar que el coeficiente térmico de cambio de pre¬ 
sión a volumen constante o coeficiente piezotérmico para un gas ideal es 

1 Ap _ 1 

_ _ _ _ _ 

y por tanto es igual a Ky. Los coeficientes Ky y para la mayoría de los gases, tienen valores muy 
próximos a los valores para un gas ideal. 


i + ^ 


mm 


Hemos introducido el concepto de temperatura sin relacionaria con las propiedades moleculares 
dei sistema. Sin embargo, es un hecho experimental que en muchos casos, cuando se le suministra 
energia al sistema (como, por ejemplo, cuando se realiza trabajo sobre un sistema), la temperatura 
aumenta. En el siglo xix, Benjamín Thompson, conocido también como Conde Rumford (1753-1814), 
estudió con cuidado el rápido aumento de temperatura de un canón al taladrar su barril. Durante el 
proceso de perforación se realiza trabajo sobre el canón y la energia interna dei material dei canón 
debe aumentar necesariamente, lo que provoca un aumento en la energia de las moléculas. 
Similarmente, cuando se comprime un gas en un cilindro, para lo cual se tiene que realizar trabajo 
sobre el gas, la temperatura de éste aumenta si no hay ningün otro intercâmbio de energia (Fig. 
15.2). Como resultado de estos experimentos (y de muchos otros parecidos), podemos concluir que 
la temperatura de un sistema es una cantidad relacionada con la energia de sus moléculas. 

Recuérdese que, en cualquier sistema de particulas, debemos diferenciar la energia asocia- 
da con el movimiento dei sistema como un todo y la energia asociada con el movimiento interno de 
sus particulas o moléculas. El movimiento molecular interno se conoce a menudo como “desorde¬ 
nado” debido a que las moléculas se mueven en muchas direcciones, mientras que el movimiento 
colectivo de la matéria en bloque parece ser “ordenado”. Por ejemplo, un cuerpo sólido puede tener 
movimientos de traslación y rotación, que son “movimientos colectivos”; además, dentro de cada 
pequeno volumen dei sólido, las moléculas están vibrando en direcciones diferentes y con diferen¬ 
tes energias; éstos son movimientos “internos”. Una corriente de agua o un chorro de aire son 
sistemas que contienen movimientos colectivos e internos. Todos los volúmenes pequenos adya- 
centes de una corriente de agua o dei viento se mueven de una manera aparentemente ordenada, la 
cual está determinada por la velocidad de la corriente o dei viento. Sin embargo, en cada caso, las 
moléculas que están dentro de cada pequeno volumen de agua o de viento tienen un movimiento 
interno con respecto al sistema C colocado en el elemento de volumen. 

De aqui en adelante consideraremos exclusivamente el movimiento interno de las molécu¬ 
las de un sistema. Este movimiento está referido a un sistema de referencia C local, colocado en el 
CM dei sistema, de modo que el movimiento “colectivo” dei sistema se sustrae apropiadamente o 
simplemente se ignora. 

Consideremos ahora un sistema de particulas de masas m^, ... y velocidades v^, V 2 , 

Vy ... en el sistema C de referencia, La energia cinética media de las particulas dei sistema en el 
sistema C es 

4.med = 4 Z 2 miVf 

iV i 


Figura 15.2 Compresión de 
un gas. 


(15.8) 
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donde N es el número total de partículas. Si todas las partículas íienen la misma masa, entonces 


■'k, med 


X i my? = i m 


^ La I 


0/\í ,/■- 


2 


(15.9) 


En la ecuación 15.9 hemos definido 


vf = ~ (vj + vj + vl + •••) = 


(15.10) 


La velocidad se llama velocidad cuadráíica media de las partículas 
(rms, root mean square). Por tanto, y^^j,es la velocidad molecular que corresponde a la energia 
cinética media. 

La temperatura de un sistema de partículas es una cantidad relacionada con la energia 
cinética media dei movimiento interno de las partículas en el sistema C de referencia. Por consi- 
guiente, la temperatura es una propiedad dei sistema que se define independientemente dei movi¬ 
miento colectivo dei sistema con respecto al observador. Es en este sentido como podemos hablar 
de la temperatura de un sólido, de un gas e incluso de un núcleo complejo. Sin embargo, la relación 
precisa entre temperatura y energia cinética media de las partículas depende de la naturaleza dei 
sistema. Uno de los problemas importantes de la física es determinar esta relación para cada tipo 
de sistema. En la sección 17.5 se analiza esto para el caso de un gas. Se dice que un sistema que 
tiene la misma temperatura en todo su volumen, de manera que la energia cinética media de las 
moléculas en todas las regiones dei sistema sea Iq misma, está en equilíbrio térmico. Dos cuerpos 
que están en contacto a la misma temperatura también están en equilíbrio térmico, como se indicó 
en la sección 15.2. 

Esta nueva definición de temperatura se puede conciliar con la asociada con las sensacio- 
nes de “calor” y “fno”, debido a que nuestro sistema nervioso se ve afectado por la energia media 
de las moléculas, lo que da como resultado diferentes sensaciones. Tenemos también que la separa- 
ción media de las moléculas de un líquido o de un sólido aumenta con su energia media, lo que trae 
como consecuencia un aumento en el volumen. Esto justifica el uso de la expansión o dilatación de 
una sustancia para medir la temperatura. 

El hecho de que estamos refiriendo los movimientos a sistemas C locales con el fin de 
definir la temperatura es algo importante. Supongamos que tenemos en nuestro laboratorio una 
bola metálica “caliente” en reposo y una bola idêntica “fria” que se mueve con mucha rapidez. 
La bola caliente tiene una temperatura alta, o sea, una energia cinética molecular grande con res¬ 
pecto a su CM, que está en reposo en el laboratorio. Por otro lado, la bola fría tiene una temperatura 
baja. Esto significa que tiene una energia molecular baja con respecto a su CM, que en nuestro caso 
está en movimiento con respecto al observador. La bola fria que se mueve a gran velocidad puede 
tener una energia cinética total más grande en relación con el laboratorio que la bola caliente esta¬ 
cionaria, pero parte de la energia cinética de la bola fría es de traslación y está relacionada con su 
movimiento colectivo, que no cuenta para la temperatura. 

En un sistema aislado, cuya energia interna total es constante, la temperatura puede cam¬ 
biar si la energia cinética cambia debido a un cambio de energia potencial interna. Por ejemplo, una 
masa de gas en el espacio interestelar puede condensarse y una estrella puede contraerse debido a la 
existência de fuerzas gravitatorias internas entre sus partículas. La contracción tiene como resulta¬ 
do una disminución de la energia potencial interna y un correspondiente aumento de la energia 
cinética molecular interna. Como resultado de ello la temperatura dei gas aumentará. Si por otro 
lado el sistema se expande, su energia potencial interna aumenta (si las fuerzas son de atracción). 
La expansión, entonces, produce una disminución de la energia cinética molecular interna y una 
disminución en la temperatura. Cuando la energia potencial interna de un sistema aislado perma¬ 
nece constante, como en el caso de un gas contenido en una caja rígida aislada, la energia cinética 
molecular media dei sistema también permanecerá constante, es decir, no cambiará su tempera¬ 
tura. Sin embargo, si el sistema no está aislado, puede intercambiar energia con el resto dei 







Figura 153 Colisiones 
moleculares con las paredes dei 
recipiente. 



universo, lo que ocasionará posiblemente un cambio en la energia cinética molecular interna dei 

sistema y, por tanto, en su temperatura. 

La nueva definición de temperatura indica que ésta se debe expresar en joules/partícula. Sin 
embargo, por razones históricas, se acostumbra expresarla en kelvins (K) o en grados Celsius (°C), 
como se explico antes. 

15.5 Energia inferna de un gai ideal 

Un gas puede imaginarse como un sistema compuesto por un número grande de moléculas que se 
mueven libremente en todas las direcciones con velocidades diferentes. Ocasionalmente, una molé¬ 
cula choca con otra molécula dei gas o con las paredes dei recipiente e intercambia momentum y 
energia (Fig. 15.3). 

Cuando una molécula de gas choca con una molécula de la pared, existe un intercâmbio de 
momentum entre las dos moléculas, lo que hace que la molécula de gas ejerza una fuerza sobre la 
pared, y viceversa. Las fuerzas individuales ejercidas por las moléculas varían en cada punto. Debi- 
dp a que hay un gran número de colisiones sobre cada pequena porción de la pared, el efecto total 
dei gas se puede representar por una fuerza media Fque actúa en el área total de la pared (recuerde 
el Ej. 13.5). Si A es el área de la pared, entonces la presión p dei gas es 

F 

p==- (15.11) 

A 

La presión dei gas es un concepto estadístico que sólo es válido cuando interviene un gran número 
de moléculas. 

La intuición física y la segunda ley de Newton sugieren que cuanto más grande sea el 
momentum mv de las moléculas, mayor será la fuerza que ejerzan cuando chocan con la pared. 
Además, cuanto más grande sea el número n de moléculas por unidad de volumen y mayor la 
velocidad v de las moléculas, mayor será el número de moléculas que chocan con la pared por 
unidad de tiempo. Por tanto, podemos esperar que la presión ejercida por el gas sobre la pared sea 
proporcional a (n)(v)(mv) o a nmi^y donde n es el número de moléculas por unidad de volumen, m 
su masa y ysu velocidad (recuerde el Ej. 13.5). Como las moléculas tienen velocidades distintas, la 
presión media se determina tomando el promedio de o sea según la ecuación 15.10. Por 
tanto, la presión dei gas es proporcional a Un cálculo preciso, que también debe tener en 

cuenta el hecho de que las moléculas se mueven en direcciones diferentes (véase la prueba siguien- 
te), da como resultado 

p = (15.12) 

La ecuación 15.12 también puede escribirse como p = \iNIV)mv'^^^ porque n - N/V, donde A es el 
número total de moléculas y F el volumen dei recipiente. Por tanto, 

pV = (15.13) 

De acuerdo con la ecuación 15.9, la energia cinética media de una molécula dei gas es = 
jmy^i^s- Por esta razón, podemos escribir la ecuación 15.13 como 

= (15.14) 

Comparando este resultado con la ecuación dei gas ideal, pV = kNT (Ec. 15.7), concluímos que la 
energia cinética media de una molécula de gas está relacionada con la temperatura absoluta dei gas 
mediante la expresión 

£k,med=2^T’ 


(15.15) 





Energia interna de un gas ideal 325 

Esta ecuación muestra que la temperatura absoluta de un gas ideal es directamente proporcional a 
la energia cinética media de sus moléculas. La ecuación 15.15 indica también que un kelvin corres¬ 
ponde a 2.07 X 10“^^ J o 1.29 X lO*^ eV (por partícula). 

Cuando la energia cinética media dada por la ecuación 15.15 se combina con la ecuación 
15.9, nied “ obtcncmos la velocidad cuadrática media como 

= ( — 1 (15.16) 

Esta velocidad corresponde a la energia cinética media de una molécula de un gas a la temperatura 
T. Multiplicando numerador y denominador por podemos escribir 

donde M es la masa molar dei gas. Por ejemplo, para el hidrógeno, M = 2 x 10"^ kg. Entonces, a 
temperatura ambiente (300 K), = 1.9 x 10^ m s"^ o 6.96 x 10^ km h"*. 

En la mayoría de los gases, en especial a altas temperaturas y pequenas densidades, el 
efecto de las fuerzas intermoleculares es relativamente débil de modo que la energia potencial 
interna dei gas puede ser despreciable en comparación con la energia cinética de las moléculas. Así 
pues, redefinimos un gas ideal como un gas cuyas fuerzas intermoleculares son despreciables y 
cuyas moléculas pueden considerarse como masas puntuales sin estructura interna. Por tanto, la 
energia interna de un gas ideal es exclusivamente energia cinética molecular. Esto es, omitiendo el 
subíndice “int” para la energia interna, 

C/ = ^ i myf = iV(imyrms) = 

i 

Comparando las ecuaciones 15.15 y 15.17, llegamos a la conclusión de que la energia inter¬ 
na de un gas ideal compuesto por N partículas y a una temperatura T es 

U = f/cATT o U = ^nRT (15.18) 

Por tanto, la energia interna de un gas ideal sólo depende de su temperatura. Esta relación no es 
válida para los gases reales, cuya energia potencial interna no es cero y más bien depende de las 
distancias intermoleculares, esto es, de la densidad dei gas. Para bajas temperaturas (cuando la 
energia molecular es relativamente pequena) o grandes densidades (cuando las moléculas están 
muy próximas), se debe tomar en cuenta el efecto de las fuerzas intermoleculares y el de las dimen¬ 
siones moleculares. En estos casos las ecuaciones 15.7, para la ecuación de estado, y la 15.17, para 
la energia interna, no son buenas aproximaciones, según veremos en la sección 15.6. 

La relación pV = /:A/Testablece que la presión de un gas aumenta con la temperatura (si los 
otros factores permaneceu constantes). Esto es de esperar porque cuanto mayor sea la temperatura, 
mayores serán las energias moleculares y las velocidades. En consecuencia, existe un cambio ma¬ 
yor en el momentum molecular cuando una molécula de gas choca con las paredes y, por tanto, 
también una presión mayor sobre la pared. 

El modelo dei gas ideal describe con bastante precisión a los gases reales si la densidad dei 
gas es lo suficientemente pequena, para que la distancia intermolecular media sea grande en com¬ 
paración con el tamano molecular, y si la temperatura es alta para que la energia potencial 
intermolecular media sea pequena comparada con la energia cinética molecular. 


Relación entre la presión de un gas y la energia cinética media de sus moléculas 

Para obtener la presión ejercida por las moléculas de un gas cuando chocan con las paredes de un recipiente, seguiremos un 
método parecido al dei ejemplo 13.5. Como explicamos en tal ejemplo, podemos suponer que cuando una molécula de masa m que 
se mueve con velocidad v choca con una superfície de área A con un ângulo 9 con respecto a la normal OX a la superfície (Fig. 
15.14), rebota con la misma velocidad, formando el mismo ângulo con la normal. Sean = vcos 9 la componente perpendicular 
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Figura 15.4 Cambio en la 
velocidad de una molécula de gas 
después de chocar con una pared. 



de la velocidad y el número de moléculas dei gas por unidad de volumen que se mueven hacia la pared con una componente 
perpendicular de su velocidad igual a Entonces, mediante la ecuación 13.18, la presión ejercida por estas moléculas sobre la 
superfície es 


p = In^mvl 

En un gas las moléculas se mueven en direcciones diferentes y con velocidades diferentes. Por tanto, para obtener la presión dei 
gas, debe ser sustituida por el promedio y debe ser ahora el número total de moléculas por unidad de volumen que 

se mueven hacia la superfície en cualquier instante, independientemente dei valor de y o de la dirección de movimiento. Esto 

es,p = 2n^m(y2) 

En términos estadísticos, en cualquier instante la mitad de las moléculas por unidad de volumen en la vecindad dei área A 
tienen una componente de su velocidad dirigida hacia la pared mientras que la otra mitad se aleja de la pared. Así, si n es el número 
total de moléculas por unidad de volumen, debemos sustituir por \n porque sólo \n moléculas golpearán la pared en A en cada 
momento. Haciendo este cambio en la expresión anterior para p, obtenemos 

p = 2 (|n) m 

El módulo de la velocidad molecular está relacionado con sus componentes mediante de modo que 

)med (^>:)med'b )med”^ )nied 

Podemos suponer que la velocidad molecular media es la misma en todas las direcciones; esto es, las velocidades moleculares 
están distribuídas isoírópicamente. Así, = (y 2)^ = (y2)^ y, en consecuencia, = i(y^)n,ed = Haciendo esta 

sustitución en la expresión para p, obtenemos 

p = 2(in)m(iy2„J = 


EJEMPLO 15.3 

Expansión libre de un gas: experimento de Joule. 


t> 



1 2 


Figura 15.5 Expansión libre 
de un gas. 


Mucho antes dei desarrollo de la teoria molecular de los gases hubo cierta preocupación por encontrar la 
relación entre la energia interna de un gas y su temperatura y se han efectuado muchos experimentos con 
la fmalidad de aclarar este punto. Uno de los experimentos clásicos fue llevado a cabo por James P. Joule 
(1818-1889) a mediados dei siglo xix. Dos recipientes, 1 y 2, están conectados por una llave de paso 
(Fig. 15.5). Las paredes de los recipientes están aisladas de manera adecuada con el fin de eliminar 
cualquier intercâmbio posible de energia con los alrededores. Con la llave de paso cerrada, el recipiente 
1 está lleno de gas, a una cierta presión y temperatura, mientras que el 2 está vacío. Cuando se abre la 
llave, algo de gas pasa de 1 a 2 hasta que la presión es la misma en ambos recipientes. En el proceso, es 
claro que el gas no ha realizado trabajo externo = 0) ni ha intercambiado energia con el exterior. Por 
tanto, de acuerdo con la ecuación 14.6, que es válida para cualquier sistema de partículas, AU = 0. Esto 
significa que, la energia interna dei gas no cambia durante la expansión libre. Se observó que en el 
proceso hubo un cambio en la presión y en el volumen dei gas pero su temperatura después de la expan¬ 
sión fue la misma, dentro de la precisión de los experimentos de Joule. Podemos concluir que la energia 








Gases reales 327 


cinética de las moléculas dei gas no cambia en el proceso. Sin embargo, debido a que aumentó el volu- 
men, la separación media de las moléculas es mayor. Un aumento en la separación implica que la energia 
potencial interna dei gas debió haber aumentado, ya que Ias fuerzas intermoleculares tuvieron que reali¬ 
zar trabajo interno negativo. Entonces, como U es la suma de las energias cinética y potencial internas, 
AU = 0 requeriria una disminución de la energia cinética interna con una correspondiente disminución 
de la temperatura. El hecho de que la temperatura no cambie implica que la energia potencial interna es 
cero o demasiado pequena para que sus efectos sean medibles. En medidas más precisas, efectuadas 
recientemente, se han detectado pequenos câmbios en la temperatura. En cualquier caso, el experimento 
de Joule fue uno de los primeros indicios de que, para un intervalo de valores de temperatura, la energia 
interna de la mayoría de los gases es, con una gran aproximación, únicamente energia cinética interna y, 
por tanto, depende sólo de la temperatura, y la energia potencial interna asociada con las fuerzas 
moleculares puede ser ignorada. 


15.6 Gases reales 


La ecuación dei gas idea/, pV = kNT, describe el comportamiento de un gas cuando no existen 
fuerzas intermoleculares y las moléculas se consideran como masas puntuales. Por tanto, la ecuación 
es una buena aproximación de los gases reales sólo si los efectos de las fuerzas intermoleculares y 
el tamano molecular son despreciables. Tales condiciones existen sólo a altas temperaturas (ener¬ 
gias cinéticas moleculares grandes), a pequenas densidades (separaciones intermoleculares gran¬ 
des) o en ambas circunstancias. 

Se han hecho muchos intentos para obtener empiricamente una ecuación que describa el 
comportamiento de los gases reales a cualquier tem^peratura y presión. Por ejemplo, en 1873 J. D. van 
der Waals (1837-1923) propuso sustituir la ecuación dei gas ideal por otra que tomara en cuenta de 
manera muy sencilla el efecto de las fuerzas intermoleculares y el tamano de las moléculas. La 
primera corrección -y la más obvia- a la ecuación dei gas ideal es restar el volumen de las molécu¬ 
las dei gas dei volumen V. Esto se puede hacer sustituyendo V por V - Nb, donde b es una constante 
proporcional al volumen de una molécula. En consecuencia, podemos escnhir p (V- Nb) = IcNTo 


kNT 
V-Nb 


En segundo lugar, una molécula de gas normalmente está rodeada por otras moléculas, de modo 
que la resultante media de las fuerzas intermoleculares de atracción es cero. Sin embargo, cuando 
una molécula se acerca a una pared dei recipiente, tiene otras moléculas próximas sólo en un lado. 
Esto da como resultado una fuerza neta que empuja a las moléculas lejos de la pared (Fig. 15.6) 
reduciendo la velocidad con que las moléculas se acercan a la pared. Por tanto, las fuerzas de 
atracción intermoleculares, que se hacen más intensas a medida que las moléculas están más próxi¬ 
mas, tienden a reducir la presión dei gas. Notamos que cada molécula interactúa con 1 molécu¬ 
las, por lo que el efecto de las fuerzas moleculares sobre la presión es dei orden de N{N - 1) =» 
si N es muy grande. Sin embargo, el efecto se reduce a medida que aumentan el volumen dei gas y, 
en consecuencia, las distancias intermoleculares. Siguiendo este razonamiento, Van der Waals ana- 
dió un término negativo proporcional al cuadrado dei número de moléculas por unidad de volumen, 
esto es (N/V)^, al lado derecho de la ecuación anterior. Este término trae como resultado una dismi¬ 
nución de la presión a medida que la densidad dei gas aumenta. La ecuación modificada es 


kNT ÍNV 
V-Nb~' \v) 


(15.19) 


donde a es una constante de proporcionalidad relacionada con las fuerzas intermoleculares. La 
ecuación 15.19 se puede escribir en la forma 


o # 9 ^ 

• ® @ 

\ ^ \ 

9 9 9 

riav h ^ ® 


Pared 


p + a 



(V-Nb) = kNT 


Figura 15.6 Efecto de las 
t 3- W; fuerzas intermoleculares sobre la 
presión de un gas. 




que se conoce como ecuacidn de Vau der Waals. La ecuación 15.19 es una excelente descripción 
dei comportamiento de un gas para intervalos grandes de las variables p,VyT, con los valores de a 
y b determinados experimentalmente para cada gas (Tabla 15.2). Se puede ver que b es dei orden de 
magnitud de los volúmenes moleculares. 


Tabla 15.2 Coeficientes de Van der Waals y temperatura de Boyle (Tg) 


Gas 

a 

(Pa m^ molécula"^) 

b 

(m^ molécula"*) 

T 

(kelvin) 

Monoatómico 

He 

0.0095 X 10-^8 

3.936 X 10-29 

17.5 

Ar 

0.3729 X 10^8 

5.345 X 10-29 

505.4 

Xe 

1.1718 X 10-^8 

8.477 X 10-29 

1001.3 

Hg 

2.2612 X 10^^ 

2.816x10-29 

5817.1 

Diatómico 

H 2 

0.0683 X 10-^8 

4.419 X 10-29 

112.0 

O 2 

0.3800 X 10-^8 

5.286 X 10-29 

520.9 

CI 2 

1.8142 X 10^8 

9.336 X 10-29 

1407.6 

Triatómico 

NjO 

1.0567 X 10^8 

7.331 X 10-29 

1044.4 

NO 2 

1.4764x10-^8 

7.346 X 10-29 

1456.3 

H 2 O 

1.5267 X 10^8 

5.063 X 10-29 

2185.0 

V 

Poliatómico 

CH, 

0.6295 X 10^8 

7.104 X 10-29 

642.1 

NH, 

1.1650x10^8 

6.156x10-29 

1371.4 

cc\ 

5.6828 X 10-^8 

22.966 X 10-29 

1793.1 




Figura 15.7 Isoterma de un gas real. Figura 15.8 Isotermas de un sistema gas-líquido. 


Para volúmenes grandes y bajas presiones, la curva de la transformación isotérmica de un 
gas real coincide prácticamente con la dei gas ideal (Fig. 15.7). Sin embargo, a medida que dismi- 
nuye el volumen, el término (jNJV)^ de la ecuación 15.19 hace que la presión de un gas real sea 
menor que la dei gas ideal, debido al efecto de las fuerzas intermoleculares de atracción. Pero 
para volúmenes pequenos (esto es, V se aproxima a Nb) el primer término de la ecuación 15.19 
aumenta muy rápido y hace que la presión aumente debido a que el gas se vuelve menos compresible 
por la proximidad de las moléculas. 







Por debajo de cieita temperatura, conocida como temperatura de Van der Waals o críti¬ 
ca, T^, se presenta un nuevo fenómeno. Para cada temperatura por debajo de existe una presión y 
su correspondiente volumen a los cuales ocurre una transición de fase, conocida como condensadón. 
A esa presión y esa temperatura, el gas puede estar en equilibrio con su fase líquida, y la proporción 
de cada fase depende dei volumen (Fig, 15.8). Por ejemplo, consideremos un gas que sigue primero 
la isoterma AB. En B las condiciones son tales que las moléculas pueden estar en la fase gaseosa o 
en la líquida, debido a un equilibrio entre la energia térmica, | ^7, y la energia potencial molecular. 
A medida que se condensa más gas, el volumen disminuye sin que haya cambio en la presión o en 
la temperatura, como se muestra con la línea BC, hasta que se alcanza el punto C cuando todo el gas 
se ha condensado. Como toda la sustancia está en la fase líquida, se hace muy difícil comprimiria, 
según se muestra con la línea CD. La presión correspondiente a la línea BC es la presión de equi¬ 
librio de las fases gaseosa y líquida a la temperatura correspondiente. Por ejemplo, para el agua a 
100 °C, la presión de equilibrio es 1 atm y define el punto normal de ebullición dei agua. A la 
temperatura cntica existe una presión mínima, conocida como presión crítica, correspondiente al 
punto E de la figura 15.8, en el cual el gas se condensa sin que haya cambio de volumen. A tempe¬ 
raturas por encima de T^, el gas no puede licuarse mediante una simple compresión. 


EJEMPLO 15.4 

Forma dei virial de la ecuación dei gas real. 


[> Existe una forma más conveniente y general de escribir una expresión aproximada para la ecuación de 
estado de un gas real. La nueva ecuación equivale a un desarrollo en serie de la presión en potências 
de N/V y, por tanto, permite aproximaciones sucesivas según sea necesario. Esta expresión se conoce 
como desarrollo virial (con referencia al teorema dei virial de la dinâmica, propuesto por Rudolf Clausius 
(1822-1888)) y está dado por 


P = 


kNT 

~V~ 


1 +AiT)\ 



+ BiT) 




(15.21) 


Las magnitudes A(T), B(T), ..., llamadas coeficientes viriales sólo dependen de la temperatura y son 
características de cada gas. A la temperatura en que AÇT) = 0 el gas real se parece mucho a uno ideal. Esta 
temperatura se conoce como temperatura de Boyle y se designa con T^. 

Para gases con densidad muy pequena, todos los términos de la ecuación 15.21, excepto el 
primero, son despreciables y recobramos la ley dei gas ideal, como cabría esperar en tales condiciones. 

La ecuación de Van der Waals puede incluirse en la dei virial de la siguiente manera. Partiendo 
de la ecuación 15.19, 


kNT /NV 
V-Nb~\v) 


escribimos 
P = 


kNT 


V{1 - Nb/V) 
kNT 


^\2 


kNT 


V 


Nb N^b^ 

1 + — + —^ + 
V 


Agrupando términos podemos escribir 
kNT 


í + {b 


a 

kf 


Nb 
~V 

kNT ( aN 


N^^ 
a\ — 

:v. 


kTV 


+ b^ 


N 


+ 


que muestra que el primero y el segundo coeficientes dei virial son 


a 


A{T) = b 


kT 


y 


B{T) = b^ 


(15.22) 
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Haciendo A(r) = 0 en la ecuación anterior, obtenemos la temperatura de Boyle como Fg = aJkb (véase la 
Tabla 15.2). Podemos decir que a la temperatura de Boyle el efecto debido al tamano de las moléculas, 
representado por b, compensa el efecto de las fuerzas intermoleculares, representado por a. 


15J Gases pôliatómicas 

En nuestro estúdio de los gases ideales solamente hemos tenido en cuenta la energia cinética dei 
movimiento de traslación de las moléculas con respecto al sistema C. Por tal razón hemos expresa- 
do la energia interna dei gas (ecuación 15.18) en la forma 

V = = NE^,^=ikNT (1?.23) 

de modo que la energia media por molécula es, teniendo en cuenta la ecuación 15.15, 

Kmeá^jkT ( 15 . 24 ) 

Esto es correcto siempre y cuando las moléculas se puedan considerar como masas puntuales o, al 
menos, como bolas muy pequenas, ignorando su estructura interna. Los gases monoatómicos se 
pueden tratar satisfactoriamente de esta manera, pero esta aproximación no funciona bien con ga¬ 
ses poliatómicos, es decir, gases cuyas moléculas están compuestas por dos o más átomos y que, en 
consecuencia, tienen movimientos internos, además dei de sus centros de masa. 

Por tanto, en una ipolécula poliatómica debemos tomar en consideración el movimiento de 
su CM, el movimiento de rotación de la molécula alrededor de su centro de masa y el movimiento 
relativo de vibración de los átomos. Por tanto, debemos escribir la energia molecular como 

^moiec. = (energia de traslación) + (energia de rotación) + (energia de vibración) 

“ ^k,med 

Estrictamente hablando, deberiamos incluir la energia electrónica de la molécula, pero a bajas 
temperaturas ésta no sufre cambio alguno y no hay necesidad de consideraria. 

A medida que la temperatura de un gas aumenta, también lo hacen los diferentes compo¬ 
nentes de la energia molecular, pero cada componente aumenta de manera distinta, puesto que cada 
uno depende de diferentes propiedades de la molécula. Por ejemplo, la energia de vibración depen¬ 
de de la intensidad dei enlace de los átomos de la molécula. Cuanto más fuerte sea el enlace 
atómico, más difícil es aumentar la energia de vibración. Por otro lado, la energia de rotación 
depende de la geometria (momento de inércia) de la molécula. En este caso, cuanto mayor es el 
momento de inércia, menor es la energia requerida para aumentar la energia de rotación mediante 
el cambio de su momentum angular (recuerde la Ec. 14.20). Sin ernbargo, es relativamente sencillo 
estimar la contribución de cada término a la energia interna total de un gas. 

Primero notamos que el movimiento de traslación de la molécula se puede considerar como 
la combinación de tres movimientos a lo largo de los ejes X,YyZ, cada uno con la misma energia 
cinética media. Asi, como = kT, décimos que la molécula tiene tres grados de libertad de 
traslación, cada uno con una energia media de YkT. Podemos generalizar este resultado y decir que 
la energia cinética media de cada grado de libertad es de YkT, aseveración que se conoce como 
principio de la equipartición de la energia. 

Consideremos su aplicaciórta una molécula diatómica. Esta puede girar libremente alrede¬ 
dor de un eje perpendicular al eje^molecular y que pasa por su centro de niasa. La energia de 
rotación alrededor dei centro de masa de la molécula diatómica tiene dos grados de libertad puesto 
que necesitamos dos ângulos para fíjar la orientación dei eje molecular en el espaçio (Fig. 15.9). 
Por tanto, a medida que aumenta la temperatura, la energia cinética media de rotación de una 
molécula diatómica se acerca al valor = \kT + \kT = kT. Recordamos, de la sección 14.7, que la 
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energia de rotación de una molécula está Cuantizada. Entonces, para excitar la energia de rotación 
de una molécula, kT debe ser al menos dei orden de h^HI o de alrededor de lO"^ eV. 

Además, los dos átomos de la molécula están separados por una cierta distancia que cambia 
durante su vibración. Una molécula diatómica tiene un grado de libertad de vibración, ya que sólo 
necesitamos conocer la distancia entre los átomos. Asi pues, pódriamos decir que la energia cinética 
media de vibración de la molécula es \kT. Sin embargo, el moVimiento de vibración tiene energias 
cinética y potencial y sus valores médios son iguales (Sec. 10.4). Por tanto, la energia total media 
de vibración de la molécula diatómica es = \kT -f \kT = kT. En realidad, la relación entre 
energia de vibración y temperatura es más compleja y sólo se aproxima al valor kTa altas tempera¬ 
turas, porque las energias de vibración de una molécula están éuantizadas y la energia de excitación 
es dei orden de fiO), según lo explicamos en la sección 10.11, o de alrededor de 10“^ eV. Entonces, 
sólo energias kT dei mismo orden que fí(ú o mayores pueden excitar las vibraciones de una molécu¬ 
la (véase el Ej. 17.4). 

Por tanto, a medida que aumenta la temperatura de un gas diatómico se excitan las energias 
de rotación y vibración, aunque la energia de rotación es la primera en excitarse. A altas temperatu¬ 
ras, la energia media de una molécula diatómica tiende asintóticamente al valor 

£ = f kT + kT + kT 

(translación) (rotación) (vibración) 

Asi, la energia molecular media de un gas diatómico varía con la temperatura, como se indica 
esquemáticamente en la figura 15.10. Las temperaturas a las cuales las vibraciones y las rotaciones 
alcanzan sus valores asintóticos dependen de los nivbles de energia de la molécula. Sin embargo, 
como regia, la energia de rotación alcanza sus valores asintóticos a temperaturas menores que la 
energia de vibración, ya que éstos necesitan mucho menos energia. La energia total interna dei gas 
diatómico varía de la misma manera. 

En el caso de las moléculas con más de dos átomos, el análisis es parecido. Sin embargo, se 
deben tener en cuénta más grados internos de libertad; también es necesario saber si la molécula es 
lineal, plana o tridimensional. Asi, el análisis de la energia interna de un gas proporciona informa- 
ción valiosa acerca de la estructura de sus moléculas. 

Si, además de los tres grados de libertad asociados con el movimiento dei CM, la molécula 
poliatómica tiene/grados de libertad para los movimientos de vibración y rotación (cada vibración 
cuenta como dos grados), la energia media de las moléculas a altas temperaturas está dada por 

^mcd = kT (15.25) 

Para temperaturas por debajo de los 400 K (energias dei orden de 10"^ eV), sólo se excita la energia 
de rotación. En ese caso, si la molécula es lineal, como el dióxido de carbono (CO 2 ), existen sólo 
dos grados de libertad de rotación y/= 2 (recuerde la Fig. 15.9). Pero si la molécula es plana, como 


z 




Figura 15.9 Rotación de una molécula 
diatómica. 


Figura 15.10 Energia molecular de un gas como función de 
la temperatura. 
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el agua (H 2 O), o tridimensional, como el amoniaco (NH 3 ), existen tres grados de libertad de rota- 
ción porque, además de los ângulos a y necesarios para fijar el eje de rotación (Fig. 15.11), 
necesitamos el ângulo 5 de rotación alrededor dei eje, de modo que/= 3. 


EJEMPLO 15.5 

Comparación de la energia térmica kT a temperatura ambiente, 300 K, con la energia necesaria para 
excitar las energias de rotación y vibración de la molécula de CO. 


Figura 15.11 Rotación de una 
molécula de agua. 


[> Cuando T = 300 K, la energia térmica es kT ■ 
rotación de la molécula de CO es 


0.026 eVi De acuerdo con la sección 14.7, la energia de 


/(/+ 1 ) 


donde / = = 1.45 x 10-^^ kg m^ (Ej. 13.9). Por tanto, fiVlI = 3.8 x lO-^’ J = 0.00023 eV es el or- 

den de magnitud de la excitación de la energia de rotación. Asi, la energia de rotación es mucho menor 
que la energia térmica y muchas moléculas de CO están en estados de rotación excitados a temperatura 
ambiente como resultado de colisiones moleculares inelásticas. 

La frecuencia de vibración dei CO es Cí) = 4 x 10*** s“* y la energia que se necesita para excitar 
vibraciones, según la sección 10.11, es fiO)= 4.2 x lO"^® J = 0.26 eV, la cual es mucho mayor que kT. Por 
tanto, a temperatura ambiente muy pocas moléculas de CO se encuentran en estados excitados de vibra¬ 
ción como resultado de colisiones moleculares inelásticas. 


15.1 i,Por qué la presión de un gas es un concepto estadístico 
macroscópico? ^Podemos hablar de la presión de una molécula 
de gas? Explique su respuesta. 

15.2 ^Podemos hablar de la temperatura de una molécula de 
gas o debemos referimos a la temperatura de todo el gas? ^La 
temperatura es un concepto estadistico? 

15.3 Escriba las expresiones que definen los coeficientes de 
expansión o dilatación térmica superficial, K^. Verifique que 

si es el coeficiente de expansión o dilatación lineal, entonces 
= 2 k^, aproximadamente. 

15.4 se quiere decir con “equilibrio térmico”? 

15.5 ^Por qué la presión de un gas debe ser proporcional al 
cuadrado de la velocidad de las moléculas dei gas? ^Por qué la 
presión de un gas debe ser proporcional al ntímero de moléculas 
por unidad de volumen? 

15.6 Establezca la diferencia entre (^n^ed)^ y 
òSonlomismoy^^y y^^? 

15.7 ^En qué condiciones puede un gas ideal ser un modelo 
adecuado para gases reales? 

15.8 ^Cuál es el efecto sobre la presión de un gas debido a 
(a) el tamano de las moléculas, (b) las fuerzas intermoleculares? 


15.9 iPoT qué un gas real a baja densidad se comporta de 
modo muy parecido a un gas ideal? 

15.10 El experimento de Joule muestra que el efecto de las 
fuerzas intermoleculares es despreciable en la expansión libre. 
^Qué le sucedería a la temperatura de un gas en expansión libre 
si las fuerzas intermoleculares fueran intensas y de atracción? 

15.11 Analice la forma en que varia la energia molecular de 
un gas poliatómico conforme aumenta la temperatura. 

15.12 Justifique el término “absoluta” para la temperatura 
dei gas ideal. 

15.13 ^Es más notable el efecto de las fuerzas 
intermoleculares cuando un gas está a altas temperaturas o 
cuando está a bajas temperaturas? Explique. 

15.14 Refiriéndose a los procesos representados 
por la isoterma ABCD de la figura 15.8, describa lo 

que sucede conforme el gas pasa (a) de A a 5, (b) de 5 a C 
y (c) de C a D. 

15.15 Suponga que un gas, que inicialmente está a una 
temperatura y presión mayores que los valores criticos, se enfria 
a presión constante. Dibuje la línea que representa el proceso de 
la figura 15.8. Explique qué sucede cuando la temperatura 
alcanza el valor Tç.. 








PROUEMÁS 


Nota; Se dice que una sustancia a 273.15 K (0 °C) y 1 atm está 
a temperatura y presión normales (TPN). 

15.1 Compruebe que si Kes el coeficiente de expansión 
térmica lineal de un material a cierta temperatura, el coeficiente 
de expansión térmica volumétrica es aproximadamente de 3k 

15.2 Un bloque de cobre tiene una masa de 0.3 kg. Calcule su 
cambio de volumen cuando se le calienta de 27 °C a 100 °C. 

15.3 La tabla siguiente da la presión en N m"^ y el volumen 
(en m^) de un gas a dos temperaturas diferentes, (a) Para cada 
caso calcule el producto pV. (b) ^Cómo varia el producto pV si 
la temperatura no cambia? (c) qué temperatura es mayor el 
producto pV? íA qué conclusión llega? (d) Represente 
gráficamente los valores de p en función de V a cada 
temperatura. Estas líneas se conocen como ísotermas. 


Temperatura 

= 27 °C 

Temperatura 

= 130 °C 

p(N/m 2 ) 

V(m3) 

p(N/m^) 

V(m^) 

0.81 X 10^ 

2.43 

0.85 X 10^ 

1.41 , 

1.30 X 10^ 

1.51 

2.19 X 10^ 

1.20 

1.74 X 10^ 

1.13 

2.46 X 10^ 

1.07 

2.05 X 10^ 

0.96 

2.94 X 10® 

0.89 

2.56 X 10^ 

0.77 

3.14x10® 

0.83 


//■^ o 

1; —' o _ T,’Z ^ 

V o . 

15.6 Compruebe que la ecuación 15.4 se pü^le escribir aV.// 
también de la forma p = p (RT/M), donde p esiq^^d^nüdàíL 
gas y M es su masa molar (expresada en kg mol-^)? 


15.7 Una burbuja de aire con un volumen de 10 cm^ se formó 
en un lago a 40 m de profundidad. Si la temperatura de la 
burbuja permanece constante mientras ésta se eleva, determine 
su volumen justo antes de que alcance la superfície dei lago. 
Recuerde que una atmósfera es 1.0 x 10^ Pa. 


15.8 (a) Halle el volumen de un mol de gas ideal a TPN, esto 

es, a una temperatura de 0 °C y una presión de 1 atm. 

(b) Demuestre también que el número de moléculas por 
centímetro cúbico de cualquier gas a TPN es 2.687 x 10^^. 

Este último se conoce como número de Loschmidt. 


15.9 Un tanque de 50 litros contiene un gas a 20 °C y 13 x 
10^ Pa por encima de la presión atmosférica. Se abre una válvula 
y se libera el gas hasta que su presión excede a la atmosférica en 
6 X 10^ Pa. tQué volumen ocuparia el gas liberado a TPN? 

15.10 Un tanque con volumen de 10 000 litros contiene aire 
comprimido a 27 °C y 5 atm de presión. El tanque es calentado 
hasta que el gas alcanza una temperatura de 100 °C. Entonces se 
abre una válvula y se suelta gas hasta que la presión es de nuevo 
de 5 atm. Finalmente se enfría a 27 °C. (a) ^Cuál es la presión 
final? (b) i,Qué masa de aire fue liberada? 


15.4 La tabla que se muestra a continuación da los valores de 
la presión y el volumen de un gas a diferentes temperaturas. 

(a) Calcule el valor dei producto pV para cada temperatura. 

(b) Represente los valores de pV en función de la temperatura. 

(c) ^Varía pV linealmente con la temperatura? (d) Extienda la 
gráfica hasta que se intersecte el eje de las temperaturas y estime 
el valor de esta temperatura. ^Es posible enfriar el gas por 
debajo de esta temperatura? (e) Escriba la ecuación que 
relaciona a pV con T y que satisface estos datos. 


Temperatura (°C) 

p(Pa) 

V(m3) 


210 

4.3 xlO® 

0.85 


120 

2.8 xlO® 

1.06 


0 

1.5 xlO® 

1.38 


-80 

1.0 xlO® 

1.45 


-120 

0.84 X 10® 

1.35 



15.5 (a) A partir de la ecuación 15.7, demuestre que si la 

temperatura de un gas ideal es constante, entonces pV = const, 
opjPj = P 2 V 2 , resultado conocido como ley de Boyle b) Demuestre 
también que si la presión es constante, entonces V/T - const. o 
Pj/Tj = V^/Tj, resultado conocido como ley de Charles. 

(c) Finalmente, demuestre que si el volumen es constante, 
entonces pIT = const. o pj/Tj = p^JT^, resultado conocido como 
ley de Gay-Lussac. Estas leyes se conocían experimentalmente 
mucho antes de que fueran sintetizadas en la ecuación 15.7. 


15.11 El módulo volumétrico o coefícíente de compresibilidad 
de una sustancia a temperatura constante se define como 


Halle íCj. para (a) un gas ideal y (b) un gas real que sigue la 
ecuación de Van der Waals. 

15.12 (a) Calcule la presión a 27 °C de un mol contenido en 

1 m^ de (i) Xe, (ii) O 2 , (iii) NO 2 , (iv) CH 4 mediante la ecuación 
de Van der Waals. (b) Compare el resultado con el valor 
correspondiente a la aproximación de gas ideal. Consulte la 
tabla 15.2 para los valores de los coeficientes ay b. 

15.13 Calcule el coeficiente térmico de presión o coeficiente 
piezotérmico de un gas real mediante la expansión dei virial 
(Ej. 15.4) con los coeficientes Ay B dados en la ecuación 15.22. 

15.14 (a) ^Cuál es la energia cinética media de una molécula 
de gas a 25 °C? Exprésela en joules y en eV. (b) ^Cuál es la 
correspondiente velocidad rms (raiz cuadrada de la velocidad 
cuadrática media) si el gas es (i) hidrógeno, (ii) oxigeno, (iii) 
nitrógeno, (iv) helio (monoatómico) y (v) dióxido de carbono? 
(Note que las primeras tres moléculas son diatómicas.) 

15.15 Encuentre la energia interna de un mol de un gas ideal a 
0 °C (273.15 K). ^Depende de la naturaleza dei gas? ^Por qué? 

15.16 Calcule la velocidad rms (raiz cuadrada de la 
velocidad cuadrática media) de (a) los átomos de helio a 
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20 K, (b) moléculas de hidrógeno a 27 °C y (c) átomos 
de mercúrio a 100 °C. 

15.17 (a) Demuestre que la presión atmosférica varía con la 
altura h de acuerdo con In (p/po) = -MghIRT, donde M es la 
masa molar efectiva dei aire. Suponga que la temperatura T es 
independiente de la altura, lo cual no es correcto, (b) Determine 
la presión en la cumbre dei monte McKinley, cuya altura es de 
6.19 X 10^ m, si la temperatura dei aire es de 0 °C. 

15.18 Repita el problema 15.17, suponiendo que la 
temperatura atmosférica disminuye linealmente con la altura de 
acuerdo con T = T^- ah, donde a es constante; y verifique que la 
presión atmosférica es In (p/po) = (MgIRa) In (1 - ahJT^. Halle 
el valor limite cuando a 0 . 

15.19 El punto crítico {pç., de un mol de gas real 

(Fig. 15.8) se obtiene haciendo (dp/dV)y = 0 y (d^p/dV^)^= 0 
en la ecuación de Van der Waals. (a) Demuestre que 

Vç, = 3N^è, Pç, = allltí^ y ~ ^alllbk. (b) Verifique también 
que a = 3(VJN^)^pç,, b = y ^ 

(c) Sustituyendo estos valores en la ecuación de Van der Waals, 
verifique que ésta se puede escribir de la forma 


donde V es el volumen de un mol. (d) Dado que este resultado es 
independiente à&ay b, la qué conclusión llega? 

15.20 Usando los resultados dei problema 15.19 y los valores 
de las constantes a y è de la tabla 15.2, calcule los valores 
críticos para (a) helio, (b) hidrógeno, (c) oxigeno y (d) agua. 
Compare con los resultados experimentales dados a 
continuación. 



TçlK) 


Vj^(10^m^ mol ■*) 

Helio 

5.3 

2.29 

57.8 

Hidrógeno 

33.3 

13.0 

65.0 

Oxigeno 

154.8 

50.8 

78 

Agua 

647.4 

221.2 

56 


15.21 Una ecuación de estado empirica para gases reales, 
propuesta por Dieterici, es 

p{V - = NKT 

Exprese la ecuación en la forma dei virial y compárela con 
la ecuación 15.21. (Sugerencia: Recuerde el desarrollo 
e“* = 1 - X + |x^....) 
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William Thomson, Lord Kelvin, es bien 
conocido, entre otros logros, por sus 
extraordinárias contribuciones a la 
termodinâmica y a la telegrafia, así como 
por sus mediciones eléctricas precisas. En 
1848, Kelvin propuso la escala absoluta de 
temperatura, que es independiente de 
cualquier sustancia termométrica. Basado 
en los trabajos de Camot, Rumford y Joule, 
Kelvin elaboró una teoria dinâmica dei 
calor que contribuyó a la formulación dei 
principio de conservación de la energia y 
de la primera ley de la termodinâmica. 
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16.1 Infroducdón 

Una porción de matéria, sólida, líquida o gaseosa, es un sistema de partículas compuesto por un 
número muy grande de átomos o moléculas en interacción. Muchos procesos que implican inter¬ 
câmbio de energia entre una porción de matéria y sus alrededores se pueden analizar sin la conside- 
ración explícita de la estructura atómica o molecular de la matéria, El estúdio de tales procesos 
constituye la termodinâmica, que fue desarrollada en los siglos xvni y xix como una teoria empí¬ 
rica bastante formal y elegante; se introdujeron experimentalmente conceptos macroscópicos como 
los de temperatura, calor y presión, y más tarde se relacionaron con propiedades moleculares, 

La termodinâmica es muy importante para las aplicaciones de ingeniería, ya que alrededor 
de la misma época empezaron a desarrollarse las máquinas térmicas, La termodinâmica alcanzó su 
clímax a fines dei siglo xix, con el trabajo de N, L, Sadi Camot (1796-1832), Rudolf Clausius, 
James P, Joule, William Thomson (Lord Kelvin) y otros, 

16.2 Energia interna y trabai© 

En la sección 14,5 vimos que, cuando no actúan fuerzas externas sobre las partículas de un sistema 
(es decir, el sistema está aislado de las acciones externas), la energia interna dei sistema no cambia, 
En otras palabras. 


la energia interna de un sistema de partículas aislado permanece constante. 
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Por lo general, cuando existen fuerzas externas que actúan sobre las partículas dei sistema, 
la energia interna no permanece constante. En este capítulo representaremos la energia interna con 
U sin el subíndice “int”. Supongamos que el sistema está inicialmente en un estado en que la 
energia interna es Uq. Cuando el estado dei sistema es modificado por fuerzas externas, la energia 
interna pasa a ser U. Denotamos con el trabajo total que hacen durante el proceso las fuerzas 
externas que actúan sobre las partículas dei sistema. El trabajo es una suma de muchos térmi¬ 
nos, uno por cada partícula sujeta a una fuerza externa, y representa el intercâmbio de energia entre 
el sistema y sus alrededores. Tomando en cuenta la ecuación 14.13, la conservación de energia 
requiere que 

^-^0=^ext O ^^=Wext 

Esto es, 

el cambio en la energia interna de un sistema de partículas es igual al trabajo realizado 

sobre el sistema por las fuerzas externas. 

Si el trabajo se realiza sobre el sistema positivo), su energia interna aumenta (JJ > Uf), pe¬ 
ro si el trabajo es efectuado por el sistema negativo), su energia interna disminuye (U < Uf). 

Cuando tratamos con máquinas térmicas, a menudo es preferible calcular el trabajo externo 
efectuado por el sistema, denotado con en lugar dei trabajo externo realizado sobre el sistema, 

W^xf Ambos trabajos corresponden al mismo intercâmbio de energia, pero en sentidos opuestos, 
y por tanto 


En adelante escribiremos W en lugar de para el trabajo realizado por el sistema. Los sistemas 
que veremos en termodinâmica están compuestos por un número muy grande de partículas. Por 
tanto, el cálculo dei trabajo externo como una suma de trabajos individúales sobre cada partícula 
implica serias dificultades. Por tal motivo, se ha encontrado conveniente expresar como una 
suma de dos términos, ambos de naturaleza estadística, cada uno de los cuales se puede calcular y 
medir de una manera relativamente sencilla. Uno sigue siendo el trabajo y el otro es el calor. 

16.3 Sistemas de muchas partículas: trabajo 

Cuando un sistema intercambia energia con los alrededores, el intercâmbio puede efectuarse me¬ 
diante vários mecanismos. Por ejemplo, consideremos un gas en un cilindro que tiene un pistón P 
que se puede mover como resultado de la presión dei gas (Fig. 16.1). Además se aplica una llama F 
al cilindro, y se hace que una corriente eléctrica caliente una resistência R que está dentro de él y 
éste se expone a la radiación solar S. Cada uno de estos mecanismos produce un intercâmbio de 
energia con las moléculas dei gas. Sin embargo, sólo uno de estos intercâmbios corresponde a un 
desplazamiento medible bajo la acción de una fuerza -el movimiento dei pistón P bajo la presión 
ejercida por el gas- y por tanto es el único intercâmbio de energia que se puede calcular como 
fuerza x desplazamiento (trabajo) sin hacer referencia a moléculas individúales. Así, adoptaremos 
la convención de llamar trabajo al intercâmbio de energia de un sistema de muchas partículas que 
puede calcularse mediante una fuerza macroscópica y un desplazamiento colectivo. En ocasiones 
se conoce como trabajo mecânico porque es el tipo de trabajo que efectúan las máquinas. 

Supongamos que la presión dei gas es p y que el área transversal dei pistón es A. La fuerza 
sobre este último es entonces F = pA (Fig. 16.2). El trabajo realizado por el gas cuando el pistón 
es empujado una distancia dx es dW - F dx = pA dx o, puesto que dF = A dx es el cambio de 
volumen dei gas. 


dW = pdV 


( 16 . 2 ) 
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Figura 16.1 Intercâmbios de energia en un sistema. Figura 16.2 Trabajo realizado en la expansión de un gas. 


Cuando el volumen cambia de Vq a V, el trabajo que realiza el gas es 



(16.3) 


Esta expresión es válida incluso si el gas se encuentra en un recipiente cuyo volumen puede ser 
modificado por médios diferentes a un pistón. 

Para calcular la integral de la ecuación 16.3, debemos conocer la relación entre p y V en 
cada estado durante el proceso. Suponiendo que sp conoce esta relación, podemos representar los 
valores sucesivos de p y P en un diagrama en el que las abscisas correspondeu al volumen y las 
ordenadas a la presión, lo que se conoce como diagrama p-V. 

En la figura 16.3 se ilustra un proceso en el que un gas pasa dei estado A a\B siguiendo la 
serie de estados indicados por la línea que une a los dos puntos. El área de una franja de ancho dV 
y altura p es pdV. Por tanto, el trabajo realizado por el sistema al ir de A a fí mediante el proceso es 


ÇV2 

pdK = área bajo la curva AB 

J V, 

Esto es, el área que se halla bajo la curva de la figura 16.3 corresponde al trabajo realizado por el 
gas durante el proceso. Este resultado muestra que el trabajo depende dei proceso y no exclusiva¬ 
mente dei cambio de volumen. 

En la figura 16.4 se muestran vários procesos, correspondientes a las curvas (1), (2) y (3), 
que llevan a un sistema dei estado A al B. Como el área que se encuentra bajo cada curva es diferen¬ 
te, el trabajo realizado en cada proceso también es diferente. 

Un tipo interesante de proceso es el conocido como ciclo, en el que, al final dei proceso, el 
sistema regresa al estado inicial. Por tanto, en un diagrama p - V, un ciclo está representado por una 
curva cerrada. Un ejemplo importante de proceso cíclico es el funcionamiento de una máquina 
térmica, donde los cilindros se mueven continuamente hacia atrás y hacia adelante. 

Consideremos un ciclo durante el cual el sistema pasa de A a (Fig. 16.5) a lo largo dei 
proceso (1) y regresa de fí a A a lo largo dei proceso (2). Al pasar de A a fí el sistema efectúa un 
trabajo de expansión igual al área bajo la curva (1). Al ir de a A el sistema realiza un trabajo 
negativo igual al área bajo la curva (2) porque se efectúa trabajo sobre el sistema para comprimirlo. 
El trabajo neto W realizado por el sistema durante el ciclo es, pues, el área sombreada encerrada 
dentro de la curva que representa al ciclo. Esto es 


W^icio = j>pdV= área bajo (1) - área bajo (2) = área dentro de A(l) B(2)A. 

Por tanto, el trabajo efectuado por una máquina térmica, por ciclo, puede calcularse cuando se tiene 
el diagrama p - F dei ciclo. Si sabemos cuántos ciclos efectúa la máquina por unidad de tiempo. 
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podemos obtener la potência de ésta. Si el ciclo se invierte, entonces se realiza un trabajo neto 
sobre el sistema. Este es el caso, por ejemplo, de un refrigerador. 



Figura 16.3 Diagrama de un proceso en el 
plano p - V. El trabajo realizado por el sistema 
está indicado por el área sombreada. 



Figura 16.4 El trabajo que se efectúa al 
pasar dei estado Aâ\B depende dei proceso 
seguido por el sistema. 



Figura 16.5 Ciclo. El trabajo realizado por 
el sistema al describir el ciclo en sentido 
dextrógiro es igual al área encerrada por el 
ciclo en un diagrama p-V. 


UEMPLO 16.1 

Trabajo efectuado en una expansión a presión constante. Cuando un proceso ocurre a presión constante 
se llama isobárico. El proceso se ilustra en la figura 16.6. Aplicar el resultado a un gas con un volumen 
inicial de 0.30 m^ que ejerce una presión p = 2 x 10^ N m"^. Hallar el trabajo realizado por el gas cuando 
el volumen se expande a 0.45 m^, a presión constante. 


[> Cuando la presión p permanece constante, el trabajo realizado por el sistema es 



W = 


p dV = p 


dV = piV 2 -V^) o W = pAV 


(16.4) 


Este resultado se aplica a cualquier sistema cuyo volumen cambie a presión constante. Recordando que 
para un gas ideal pV= kNT, podemos escribir 

W = kN{T 2 - Ti) o W^ = nR(T 2 - Ti) = nRAT (16.5) 


Figura 16.6 Expansión 
isobárica. 



Figura 16.7 Expansión 
isotérmica. 


que es válida únicamente para un gas ideal. Insertando los valores numéricos en la ecuación 16.4, obte- 
nemos VT= 3 X 10'* J. 


EJEMPLO 16.2 

Un gas se expande de tal modo que su temperatura permanece constante. A este proceso se le llama 
isotérmico. Hallar el trabajo realizado cuando el volumen se expande de Vj a ^ 2 - El proceso está ilustra¬ 
do en la figura 16.7. 


[> Usando la ecuación 15.7, pV = kNT, con T constante, obtenemos 


W = 


'Vi rvi 

pdV=kNT 
K, Jk, 


dK 


Integrando, 


W = kNT In 




fF = nRT In 


(16.6) 
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Por tanto, el trabajo realizado en una expansión isotérmica depende de la temperatura y dei cociente Vy 
Vj (llamado cociente o relación de expansión). En el diseno de las máquinas de combustión interna, el 
cociente de compresión (o de expansión) es uno de los factores que determinan la potência de la máquina. 


16.4 Sistemas de muchas parfículass calor 

Muchos intercâmbios de energia entre un sistema y sus alrededores no producen un desplazamien- 
to colectivo. Este es el caso de los intercâmbios de energia de la llama y la resistência con las 
moléculas de gas dei sistema de la figura 16.1, que son resultado de las colisiones de las moléculas 
de alta energia de la llama o de la resistência con las moléculas de las paredes dei recipiente o dei 
gas. En el caso dei Sol, la transferencia de energia se hace mediante la absorción de la radiación, 
que no implica colisiones moleculares, sino una transferencia de energia electromagnética a las 
moléculas dei gas. De hecho, para cocinar usamos diariamente los primeros dos métodos en las 
estufas y la radiación en los homos de microondas. 

Estos procesos implican un gran número de intercâmbios de energia entre las particulas dei 
sistema y los alrededores. En cada interacción se intercambia una pequena cantidad de energia, 
pero la energia total intercambiada no se puede expresar de manera macroscópica como fuerza x 
desplazamiento. Si pudiéramos calcular cada una de tales cantidades pequenas de energia y sumar¬ 
ias, tendriamos la cantidad total de energia intercambiada por el sistema con los alrededores. Sin 
embargo, es imposible poner en práctica esta técnica debido al gran número de términos implica¬ 
dos. En consecuencia, es conveniente definir un nuevo concepto macroscópico o estadistico cono- 
cido como calor. v 

El calor se refiere al intercâmbio de energia entre un sistema y sus alrededores, como resul¬ 
tado de las colisiones entre las moléculas dei sistema y las de los alrededores sin que haya un 
desplazamiento colectivo. Por tanto, el calor está compuesto por un número muy grande de inter¬ 
câmbios individuales de energia. Estos intercâmbios son muy pequenos y no se pueden expresar de 
manera colectiva como una fuerza promedio multiplicada por un desplazamiento promedio. 

Por convención, el calor Q se considera positivo cuando corresponde a una energia neta 
absorbida por el sistema, y negativo cuando es equivalente a una energia neta perdida por el siste¬ 
ma. En el primer caso décimos que el calor neto es absorbido por el sistema y en el segundo, que el 
calor es cedido por el sistema. Cuando un sistema sufre una transformación en la que no se absorbe 
ni se cede calor, se dice que es una transformación adiabática. 

El calor no debe considerarse como una forma nueva o diferente de energia. Es sólo un 
nombre que se le da a una forma especial de transferencia de energia por choques moleculares 
entre un número muy grande de particulas que chocan al azar. Antes de que se reconociera clara¬ 
mente el papel de las interacciones moleculares y se entendiera la estructura atómica de la matéria, 
los físicos habian clasificado la energia en dos grupos: mecânica, correspondiente a la energia 
cinética y potencial gravitatoria, y no mecânica, dividida en calor, energia quimica, energia eléctri¬ 
ca, radiación, etc. Esta división ya no se justifica. En la actualidad sólo reconocemos las energias 
cinética y potencial de las particulas. La energia potencial es indicada por diferentes expresiones, 
dependiendo de la naturaleza de la correspondiente interacción fisica. Los términos trabajo, calor y 
radiación corresponden a mecanismos de transferencia de energia entre particulas. La “energia 
quimica” es sólo un término usado para describir la energia asociada con las interacciones eléctri¬ 
cas de átomos y moléculas que son responsables de los reordenamientos atómicos de las moléculas. 
La energia “térmica” está asociada con el movimiento aleatorio de las moléculas dei sistema y por 
tanto no son formas especiales de energia. 

Cuando dos sistemas están en equilibrio térmico (esto es, tienen la misma temperatura (Sec. 
15.2)), no hay intercâmbio neto de energia entre ellos en forma de calor. Esto es cierto solamente 
en un sentido estadistico, ya que las moléculas individuales pueden intercambiar energia, pero, en 
promedio, se intercambia la misma cantidad de energia tanto en una dirección como en la otra. El 
equilibrio térmico entre dos sistemas existe cuando las energias moleculares medias de los dos 
sistemas en interacción son iguales de modo que no hay intercâmbio neto de energia mediante co¬ 
lisiones moleculares; o transferencias de calor. Por tanto; 
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en dos sistemas en equilíbrio térmico (es decir, a la misma temperatura), no existe inter¬ 
câmbio neto de energia enfroma de calor, entre los sistemas. 

Podemos concluir que la energia se intercambia como calor sólo cuando las temperaturas 
de los dos sistemas son diferentes. La energia se transfiere dei sistema que está a mayor temperatu¬ 
ra (mayores energias moleculares) al de menor temperatura (menores energias moleculares). Éste 
es el principio sobre el cual funcionan la mayoria de los sistemas de calefacción. 

Como el calor corresponde a un intercâmbio de energia, debe expresarse en joules. Sin 
embargo, en ocasiones se expresa en una unidad llamada caloria, cuya defmición fue adoptada en 
1948 como 

lcaloría = 4.1840 J 

La caloria fue introducida como unidad de medida dei calor cuando aún no se conocia la naturaleza 
dei calor. Es prácticamente igual a la cantidad de energia absorbida por un gramo de agua cuando 
su temperatura aumenta un grado Celsius. La caloria es simplemente otra unidad para medir ener¬ 
gia y no sólo calor. 


Hemos visto que en los sistemas compuestos por un gran número de particulas podemos expresar el 
intercâmbio total de energia dei sistema con sus alrededores como la suma de dos partes: 


Intercâmbio total de energia = (2 + 

donde es la energia intercambiada con los alrededores, expresada como trabajo externo sobre 
el sistema. Se calcula como una fuerza promedio por una distancia, según se vio en la sección 16.3. 
Q es la energia intercambiada en forma de calor, según se vio en la sección 16.4. La conservación 
de la energia, expresada mediante la ecuación Aí/ = debe escribirse ahora de la siguiente 
manera, que es equivalente pero más general y conveniente: 

AU = Q-i-W^^^ (16 J) 

en la que se hace una clara diferencia entre los dos tipos de intercâmbio de energia. Esta ecuación 
puede expresarse en palabras como sigue: 


el cambio de energia interna de un sistema es igual al calor absorbido más el trabajo 
externo hecho sobre el sistema. 


-^ 

Q 

í/o ->6/ 

W^ex. 


(a) 





Q ^ 

Uq-^ u 

w 


(b) 


Figura 16.8 Relación entre 
calor, trabajo y energia interna. 


La ecuación 16.7 puede verse gráficamente en la figura 16.8(a): el sistema absorbe calor Q 
y se realiza trabajo sobre el sistema. Su suma Q + es almacenada como energia interna. 
Aí/ = U - Uq dei sistema. 

En lugar de escribir el trabajo externo realizado sobre el sistema, se utiliza a menudo el 
trabajo W efectuado por el sistema, en especial cuando se trata de máquinas térmicas. Como ya lo 
explicamos, W es el negativo dei trabajo hecho sobre el sistema. Haciendo = -W, en lugar de la 
ecuación 16.7, tenemos 

AU=Q-W (16.8) 

Esta relación establece que 

el cambio de energia interna de un sistema es igual al calor absorbido menos el trabajo 

externo realizado por el sistema. 


La ecuación 16.8 se ilustra en la figura 16.8(b): el calor Q es absorbido por el sistema, el 
trabajo W es efectuado por el sistema, y la diferencia Q-W almacena como energia interna 
AU - U-Uq dei sistema. 

Las aseveraciones relacionadas con las ecuaciones 16.7 y 16.8 constituyen lo que llamamos 
la primera ley de la termodinâmica. Ésta es simplemente la ley de conservación de la energia 














Sistemas de muchas partículas: balance de 

aplicada a sistemas que tienen un número muy grande de partículas. El trabajo externo ha sido 
convenientemente dividido en dos términos estadísticos, uno llamado todavia trabajo y el otro co- 
nocido como calor. Un sistema puede intercambiar energia con sus alrededores mediante otros 
mecanismos que no corresponden a nuestras definiciones de 0 y De hecho, como se indica en 
la figura 16.1, un proceso muy importante es la absorción (o emisión) de radiación. Por ejemplo, la 
mayoría de los intercâmbios de energia de la Tierra con sus alrededores consiste en la absorción de 
radiación solar y la emisión de radiación al espacio. También, el cocinar en un homo de microondas 
consiste en la absorción de radiación por los alimentos. 

Si denotamos la energia de radiación absorbida por un sistema con R, debemos sustituir la 
ecuación 16.7 por 

AU = (2 + Pfext + O AU = Q~W + R (16.9) 

que es una formulación más general de la primera ley de la termodinâmica. Sin embargo, dejare- 
mos hasta los capítulos 30 y 31 el estúdio más detallado de la energia de radiación. 

Es importante mantener un registro de los signos usados en la ecuación 16.8 o en la 16.9. 


Positivo 

Negativo 

Q 

calor absorbido 

calor liberado 0 cedido 

w 

trabajo realizado por el sistema 

trabajo realizado sobre el sistema 

R 

radiación absorbida 

radiación emitida 

AU 

aumenta la energia interna 

disminuye la energia interna 


EJEMPLO 16.3 

Expresión de la primera ley para una transformación infinitesimal, esto es, cuando el sistema experimen¬ 
ta únicamente un cambio muy pequeno. 

[> Si la transformación sufrida por un sistema es infinitesimal, debemos sustituir AU por dU, Q por dQyW 
por dW en la ecuación 16.8, para obtener 

dU = dQ~dW (16.10) 


Esta ecuación expresa la primera ley de la termodinâmica para transformaciones infinitesimales. 

Cuando el trabajo dVf se debe a una expansión o a un cambio en el volumen, tenemos que 
dW = p dV, de acuerdo con la ecuación 16.2, y 

dU = dQ-pdV 

Pueden existir otros tipos de trabajo además de la expansión, que tendrían expresiones diferentes en 
términos de las variables dei problema. 


EJEMPLO 16.4 

Cambio de energia interna de un kilogramo de H 2 O cuando pasa (a) de hielo (sólido) a agua (líquido) a 
0 °C (273.15 K) y (b) de agua a vapor (gas) a 100 °C (373.15 K). En ambos casos suponga que la presión 
es de 1 atm o 1.01325 x 10^ Pa. 

I> Para resolver este problema es necesario calcular la cantidad de calor absorbida por un kilogramo de 
H 2 O cuando cambia de fase, de hielo a agua y de agua a vapor, para incrementar la energia potencial 
de las moléculas sin cambiar su energia cinética. También necesitamos conocer el cambio correspon- 
diente de volumen durante el cambio de fase. 



(a) Cuando el hielo se funde, a 0 °C, es necesario suministrar energia para romper los enlaces 
moleculares en el sólido. La cantidad de calor requerida para fundir un kilogramo de hielo es igual a 

Q = 79.71 X 10^ cal = 3.335 x 10^ J 

y se conoce como calor de fusión. Los volúmenes de hielo y de agua a 1 atm y 0 °C son de 1.0908 x 
10"^ m^ kg“’ y 1.0001 x 10“^ m^ kg■^ respectivamente. Por tanto, el cambio de volumen de un kilogra¬ 
mo de H 2 O durante el proceso es 

AF = (1.0001 - 1.0908) X 10“^ m^ = -9.07 x 10“^ 

Como el proceso se efectúa a presión constante, el trabajo realizado por el sistema es 

= pAF = (1.01325 X lO^ Pa) x (-9.07 x 10“^ m^) = -9.19 J 

El trabajo es bastante pequeno comparado con el calor absorbido y se puede despreciar. Por tanto, el 
cambio de energia interna es 


AU = Q- IF^ 3.335 x 10^ J 

(b) Para vaporizar agua a 100 °C y una atmósfera, es necesario suministrar energia para separar las 
moléculas en la fase liquida. La cantidad de calor necesaria para vaporizar un kilogramo de agua es igual a 

Q = 539.55 X 10^ cal = 2.2575 x 10^ J 

y se conoce como calor de vaporización. Los volúmenes de agua y de vapor a 100 °C y 1 atm son 
1.00 X 10“^ m^ y 1.686 m^. En consecuencia, el cambio de volumen durante la vaporización es 

AF = (1.686 - O.OOljm^ - 1.685 m^ 

El trabajo realizado durante el cambio de fase es entonces 

W = pAV = (1.01325 X 10^ Pa) x (1.685 m^) = 1.707 x 10^ J 

que es comparable a Q. Por tanto, el cambio de energia interna de un kilogramo de agua en la vaporiza¬ 
ción es 

AU = Q-W^ 2.2575 x 10^ J - 1.707 x 10^ J = 2.0868 x 10® J 

Nótese que, al fundirse el hielo, el trabajo debido a la contracción es despreciable, mientras que en la 
vaporización dei agua el trabajo debido a la expansión es apreciable. 

En 1 kg de agua existen 55.56 moles o 3.34 x 10^^ moléculas. El cambio de energia interna por 
molécula en el proceso de fusión es entonces de 9.985 x 10”^* J o 6.2 x 10“^ eV. De manera parecida en 
el proceso de vaporización el cambio de energia interna por molécula es de 6.246 x 10“^® J o 0.390 eV. 
Estas energias son muy pequenas en comparación con la energia de disociación de las moléculas dei 
agua (recuerde la Sec. 14,8). Así pues, las moléculas de agua se separan como unidades completas du¬ 
rante la fusión y la vaporización. Este problema muestra también que las fuerzas intermoleculares que man- 
tienen unidas a las moléculas de agua en el estado sólido o liquido, aunque de la misma naturaleza, son 
mucho más débiles que las fuerzas eléctricas que mantienen unidos a los átomos de una molécula de agua. 


16.6 Procesos especíales 

La energia interna de un sistema depende únicamente de su estado, ya que éste está determinado 
por la distribución de energia de las moléculas dei sistema. Por tanto, cuando un sistema pasa de un 
estado en el que la energia interna es a otro en el que es U, el cambio de energia interna es el 
mismo, independientemente dei proceso que se siga al pasar dei primer estado al segundo. Por 
ejemplo, remitiéndonos a la figura 16.4, el cambio de energia interna dei sistema al pasar dei estado 
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A al B es el mismo para iodas las trayecíorias que se muestran en la figura. Sin embargo, como lo 
explicamos, el trabajo realizado por el sistema depende de la trayectoria. 

Al escribir la ecuación 16.8 de la forma 

G = AÍ/-fW (16,11) 

vemos que, aunque At/ no depende dei proceso, el trabajo W sí depende dei proceso, y por tanto el 
calor Q también depende de él. Así, el calor absorbido a lo largo de las tres trayectorias de la figura 
16.4 es distinto en cada caso. Consideraremos ahora algunas transformaciones especiales. 

Transformaclón cíclica. Cuando un sistema describe un ciclo y regresa al estado inicial, el cam¬ 
bio de energia interna es cero, esto es, U =1/^0 At/^^j^j^ = 0. Entonces la ecuación 16.11 se reduce a 

Q = W (16.12) 


esto es, 

en una transformación cíclica el trabajo realizado por el sistema es igual al calor neto 
absorbido por el sistema, y el cambio de su energia interna es cero. 

Este es el principio sobre el cual funcionan las máquinas térmicas: durante cada ciclo se 
suministra calor a la máquina, la que, a su vez, realiza trabajo sobre algún otro cuerpo. Durante el 
ciclo, la máquina también libera o cede calor a una temperatura más baja (véase la Sec. 16.10). En 
la figura 16.5, el área que se halla dentro de la línea cerrada correspondiente al ciclo es el trabajo 

efectuado por el sistema, así como el calor absorbido. 

\ 

Transformación adiabática. Cuando la transformación es adiabática, el sistema no absorbe ni 
cede calor (Q = 0). Entonces la ecuación 16.8 se transforma en 

AU = -W (16.13) 


La ecuación 16.13 indica que 

en una transformación adiabática la energia interna dei sistema disminuye o aumenta en 

una cantidad igual al trabajo realizado por el sistema o sobre él. 

En el caso de un gas ideal, la energia interna depende solamente de la temperatura. Por tanto 
ésta disminuye en una expansión adiabática (W positivo y AU negativo) y aumenta durante una 
compresión adiabática (W negativo y AU positivo). 

La disminución de la temperatura de un gas, cuando experimenta una expansión adiabática 
como resultado de una disminución súbita de la presión, tiene muchas aplicaciones prácticas. Una 
de ellas es en refrigeración usando una válvula de estrangulamiento, que es un dispositivo que 
separa dos regiones de presión distinta. En algunos sistemas de refrigeración, un líquido se encuen- 
tra en el lado de alta presión de la válvula. EI líquido se evapora rápidamente cuando pasa al lado de 
baja presión. Esto produce una disminución de temperatura debido a que la energia cinética de las 
moléculas dei líquido se utiliza para aumentar la energia potencial de las moléculas de un vapor 
(calor de vaporización). 

Transformación isométrica. Si el sistema no realiza trabajo (VK = 0), la ecuación 16.11 da como 
resultado 

AU=Q (16.14) 

La ecuación 16.14 significa que 

cuando no se realiza trabajo, el cambio de energia interna dei sistema es igual al calor 

absorbido. 

Este resultado se aplica, por ejemplo, a un proceso a volumen constante, conocido también 
como transformación isométrica. Cuando se calienta un sólido o un líquido, el trabajo de expan- 







sión es despreciable y todo el calor absorbido sirve para aumentar la energia interna y, por consi- 
guiente, la temperatura. 

Proceso radiativo. Si sólo se absorbe (o se emite) energia de radiación, como cuando cocinamos 
en un homo de microondas o cuando se expone un cuerpo a la radiación solar, debemos escribir 

AU = R 

Como lo indicamos anteriormente, los procesos que implican energia de radiación se verán con 
detalle en los capitulos 30 y 31. 


EJEMPLO 16.5 

Calor absorbido por un gas ideal durante una expansión isotérmica. 

O Durante una expansión isotérmica la temperatura dei sistema permanece constante. En un gas ideal, la 
energia cinética media de las moléculas permanece constante durante dicho proceso (recuerde la Ec. 
15.15). Como se supone que en un gas ideal las fuerzas intermoleculares son cero, la energia interna dei 
gas es energia cinética molecular y por tanto depende únicamente de la temperatura (recuerde la Ec. 
15.18 y el ejemplo 15.3). Por tanto, durante una expansión isotérmica de un gas ideal la energia interna 
no cambia: Aí/ = 0. Entonces la ecuación 16.11 se vuelve Q = W. Esto significa que, en una expansión 
isotérmica de un gas ideal, todo el calor absorbido se utiliza para efectuar el trabajo de expansión. Lo in¬ 
verso es cierto para una compresión isotérmica: el trabajo realizado isotérmicamente sobre un gas ideal 
es igual al calor liberado por éste. (Adviértase que la relación Q = W sólo es válida para un proceso 
isotérmico en un gas ideal, mientras que la ecuación 16.12 es válida para todas las sustancias, pero está 
restringida a procesos cíclicos.) 

Usando la ecuación 16.6, podemos expresar el calor absorbido por un gas ideal durante una 
expansión isotérmica como 

Q = NRT\n^ o Q = kNT\n^ (16.15) 

Para gases reales, estas expresiones son una buena aproximación siempre y cuando se puedan despreciar 
las fuerzas intermoleculares. 


La capacidad calorífíca molar de una sustancia se define como el calor absorbido por un mol de 
la sustancia por unidad de cambio de temperatura. Así, si n moles absorben una cantidad dQ de ca¬ 
lor cuando la temperatura aumenta dT, la capacidad calorífica molar es 

^ 1 dÔ 

C = -— (16.16) 

N dT 


La capacidad calorífica molar se expresa en J K~* mol"* en el SI. Sin embargo, se acostumbra usar 
la unidad alternativa cal K"* mol"*- 

Como el calor absorbido depende dei proceso, existe una capacidad calorífica asociada a 
cada proceso. Las dos que se utilizan con más frecuencia son la capacidad calorífica molar a 
presión constante (Cp y la capacidad calorífica molar a volumen constante (Cy), que se pue- 
den expresar como 


N \dT J p=.const. ^ \dT'/ |/ = const. 

Nótese que cuando el volumen es constante y, por tanto, no se hace trabajo, dQ = dU y 



N 



(16.17) 


V = const. 


(16.18) 
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A partir de la defínición de caloria, se sigue que la capacidad calorífica molar media dei agua a 
presión atmosférica constante es 18.00 cal K~* mol“*. 

La capacidad calorífica molar de una sustancia depende de la temperatura a la cual se mide. 

Esto es así debido a que, a medida que aumenta la temperatura, pueden entrar en juego aumentos en 
la energia interna de las moléculas, sin que necesariamente tenga que aumentarse su energia cinética. 

Sin embargo, cuando es posible considerar que la capacidad calorifica molar es constante en un 
intervalo de temperaturas, el calor absorbido o cedido cuando la temperatura cambia de Tj a T 2 es 

Q = nC(T2-T^) 

En cualquier otro caso se usa una capacidad calorífica molar media. Es importante conocer la 
capacidad calorífica molar de varias sustancias (como las de los fluidos que se usan para calentar o 
enfriar), ya que dan una indicación de la cantidad de energia que se necesita para calentar o enfriar 
la sustancia. 

En la tabla 16.1 se muestran las capacidades caloríficas molares medias a presión constante 
para vários sólidos y liquidos. Para sólidos y liquidos existe una diferencia muy pequena entre y 
Cy. En la tabla 16.2 se presentan las capacidades calorificas molares a presión y volumen consían- 


Tabla 16.1 Capacidades calorificas molares de algunos liquidos y sólidos a temperatura 
ambiente 


Liquido 

Cp(cal K-i mol-i) 

Sólido 

C^(cal K“* mol"*) 

Agua 

18.00 

Metales 


Mercúrio 

6.660 

Aluminio 

5.664 

Alcohol metilico (CH^O) 

17.45 

Cobre 

5.784 

Éter etilico ( 02115 ) 20 ) 

39.21 

Oro 

5.916 

Tolueno (C^Hg) 

Tetracloruro de 

29.13 

Plata 

6.Ò09 

carbono (CCl^) 

30.92 

No metales 




Hielo (-20 °C) 
Sulfuro de zinc 

8.370 



(ZnS) 

11.20 



Cuarzo (SÍO 2 ) 

10.45 


Tabla 16.2 

Capacidades calorifica molares, a presión constante y a volumen constante, para 
algunos gases a temperatura ambiente 

Gas 

C^(cal K-* mol-*) 

C^(cal K"' mol"') 

r 

Monoatómico 

He 

5.004 

3.014 

1.660 

Ar 

4.990 

2.993 

1.667 

Ne 

4.966 

3.024 

1.642 

Hg 

4.983 

2.991 

1.666 

Diatómico 

«2 

6.887 

4.891 

1.408 

N 2 

6.899 

4.924 

1.401 

O 2 

7.079 

5.056 

1.400 

CO 

6.919 

5.335 

1.297 

NO 

6.962 

4.944 

1.394 


(continua) 
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(continuación) 


Gas 

C^(cal K-» moH) 

Cy(cal K-‘ mol-‘) 

y 

Triatómico 

CO 2 

9.333 

7.179 

1.300 

H,0 

7.946 

5.956 

1.334 

NO 

9.379 

7.084 

1.324 

CS 2 

12.19 

9.838 

1.239 

Poliatómico 

Alcohol metílico (CH^O) 

13.30 

10.59 

1.256 

Éter etílico ((C 2 H 5 ) 20 ) 

31.72 

30.98 

1.024 

Cloroformo (CHCI 3 ) 

17.20 

17.20 

1.110 


tes para diferentes gases. Nótese que en todos los casos es mayor que Cy para los gases. Esto es 
así porque a volumen constante no se realiza trabajo y todo el calor absorbido se usa para aumentar 
la energia interna. Por otro lado, a presión constante debemos suministrar una cantidad adicional de 
calor para tomar en cuenta el trabajo realizado por el sistema. La cantidad 


y = 


Ck 


(16.19) 


también aparece en la tabla 16.2; este cociente de las capacidades caloríficas ocurre en muchos 
cálculos. Por ejemplô, se puede demostrar que cuando un gas ideal sufre una transformación 
adiabática, la presión y el volumen están relacionados por la expresión (véase la siguiente deducción) 


pV^ = const. o Piy\=P 2 y 2 


(16.20) 


De manera parecida, el trabajo realizado por un gas ideal durante una transformación 
adiabática puede calcularse mediante la expresión 


W 


~ P2^2 NR(Ti — T 2) 


y -1 


y -1 


(16.21) 


Ecuación de estado para la transformación adiabática de un gas Ideal 

Cuando un sistema sufre una transformación adiabática {Q = 0), Aí/ = -W. Si la transformación es infinitesimal, debemos rees- 
cribir esta relación como áU = -dW. Cuando el trabajo sólo se debe a un cambio de volumen, dW =páVy por tanto áU = -p dV. 
Para un gas ideal, para el cual U sólo depende de la temperatura, la ecuación 16.1& da como resultado dí/ = n Cy dTy la ecuación 
anterior se convierte en 

nCk dT + pdV = 0 

Diferenciando la ecuación de estado de un gas ideal (pF = n/^T), obtenemos 
p dF + F dp = nK dT 

Las dos últimas ecuaciones se pueden combinar para eliminar dT. Podemos entonces escribir 

CKFdp + (CK + i^)pdF = 0 

Como se muestra en el ejemplo 16.6, Cp-Cy=R para un gas ideal y la relación anterior se puede escribir como CyVdp + C^p dV = 0. 
Introduciendo la defmición y = C^/Cy y separando variables tenemos 


P 



















l>La energia interna de un gas monoatómico ideal está dada por la ecuación 15.18 como U = \iiRT. 
Cuando la temperatura cambia de Ta 7 + dT", el cambio de energia interna es dí/ = |n/? dr. Si el proceso 
ocurre a volumen constante, de modo que no se realice trabajo, la ecuación 16.14 indica que el calor 
absorbido es 

(de)F = const. = d[/ = InÍ? dr 

Por tanto, la ecuación 16.17 da como resultado Cy=\R = 2.9807 cal K“* moH, de modo que podemos 
escribiri/ = NC^,r. 

Si el cambio de temperatura ocurre a presión constante, el trabajo realizado por el gas, según la 
ecuación 16.5, con sustituida por dr, es dl^ = nR ÚT. El calor absorbido, usando la ecuación 

16.10, es 

(d(2)p=const. = du + dW = |ní? dr + nK dr = InK dr 
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Aplicando la ecuación 16.17 obtenemos Cp = -^R = 4.9678 cal K"* mol~*. Así, y Cy son independien- 
tes de la temperatura, para gases ideales. En los gases reales es necesario tener en cuenta su energia 
potencial interna, en cuyo caso C y Cy dependen de la temperatura. 

Con los valores de y Cy obtenemos 


7 = 


Ck 



1.67 


y Cp - Cy = R 


( 16 . 22 ) 


Haciendo una comparación con los valores de la tabla 16.2 para y, vemos que existe una concordância 
razonable para los gases monoatómicos. Los cálculos no se aplican a gases poliatómicos debido a que 
deben tenerse en cuenta las energias de rotación y vibración de las moléculas para obtener la energia 
interna dei gas. En general, si las moléculas tienen/ grados internos de libertad (recuerde la Sec. 15.6), 
^n,ed = t(3 +/)/2]/:7'(Ec. 15.25) y 


7 = 


5+/ 

3+/ 


Recordando la sección 15.6, para el caso de gases diatómicos, donde tomamos en cuenta la energia de 
rotación,/ = 2 y y = 7/5 = 1.4, que también concuerda con la tabla. Si debe considerarse la energia de vi¬ 
bración, debemos escribir/ = 2 + 2 = 4 y y = 9/7 = 1.3, que concuerda con los valores para el CO y el NO. 


EJEMPLO 16.7 

La presión de un mol de helio a TPN disminuye adiabáticamente a 0.4 atm. Calcular el volumen final, la 
temperatura y el trabajo realizado. 

t> Como el helio es un gas monoatómico, podemos tomar y = 5/3. Entonces, inicialmente, tenemos Pj = 1 
atm, Vj = 22.4 litros yT^ = 273 K. Aplicando= const., que, en este caso, es® ^2 “ 
e insertando valores tenemos 

Vj = (22.4 1)(1 atm/0.4 atm)^/^ = 22.41 x 1.733 = 38.82 1 

Para calcular la temperatura final usamos pV = N/?r, que escribimos en la forma P^^/T^ = p^JT 2 . 
Entonces 

(latm)(22.4 1)_ (0.4atm)(38.82 1) 

273 K 7^ 

de la cual obtenemos T 2 = 189.2 K o -84 °C. Por tanto, la temperatura bajó 84 K durante la expansión 
adiabática. 

Para calcular el trabajo realizado utilizamos la ecuación 16.21; esto es, 

- Ti) _ (1 niol)(8.31 J K-^ mol-^)(84K) _ ^ ^ 

7-1 (2/3) 


16.8 Procesôs reversibles e irreversibles 

Cuando un proceso o una transformación se desarrolla con mucha lentitud, podemos suponer razo- 
nablemente que el sistema en cada instante está muy cercano al equilibrio. Esto significa que la 
transformación se desarrolla mediante pasos infínitesimales, de modo que en cada paso el sistema 
es perturbado sólo ligeramente con respecto a su estado de equilibrio. Se dice que un proceso de es¬ 
te tipo es reversible. 

Podemos usar la expansión de un gas para ilustrar un proceso reversible. Supongamos que 
el pistón de la figura 16.10(a) se mantiene en posición mediante muchos pequenos pesos. En equi¬ 
librio, la presión dei gas comprimido es igual a la presión debida a los pesos más la presión atmos- 















Procesos reversibles e irreversibles 349 


férica. Si retiramos uno de los pesos, deslizándolo hacia un lado hasta una plataforma, la presión 
externa disminuye una pequena cantidad y el equilibrio dei gas sólo se altera ligeramente. El gas 
sufre una pequena expansión y alcanza rápidamente el equilibrio. Cuando se repite el proceso 
cierto número de veces, el gas fmalmente se expande hasta el volumen que se muestra en (b) y los 
pesos, que se hallaban sobre el pistón, están ahora sobre las plataformas. Como el proceso se ha 
desarrollado muy lentamente, podemos suponer que el gas ha permanecido continuamente cerca dei 
estado de equilibrio, aunque puede haber intercambiado energia con los alrededores. Décimos que 
la expansión ha sido reversible. 

Para restituir al gas a su estado original, todo lo que hay que hacer es colocar en el orden 
inverso los pesos que retiramos dei pistón. Los intercâmbios de energia con los alrededores tam- 
bién se invierten. Al final, el gas se halla en su estado inicial y ha completado un ciclo sin producir 
cambio alguno con los alrededores. En otras palabras, 

en un ciclo compuesto enteraniente por transformaciones reversibles, no se produce cam¬ 
bio observable en el sistema ni en los alrededores. 

Por otra parte, un proceso irreversible ocurre cuando el sistema se desvia mucho de su estado 
de equilibrio. Durante el proceso, cantidades estadisticas, como la presión y la temperatura, definidas 
sólo para estados de equilibrio, quedan indefinidas. Al final dei proceso, el sistema eventualmente 
alcanza un nuevo estado de equilibrio, caracterizado por cierta presión y cierta temperatura. 

Podemos utilizar nuevamente la expansión de un gas para ilustrar un proceso irreversible. 
El gas de la figura 16.11 (a) está inicialmente como en la figura 16.10(a), pero con todos los pesos 
consolidados en uno solo, A. Nótese que también se tiene un peso B en el nivel superior. Si el peso 
A se retira, la presión externa disminuye abruptamente y el gas se expande con rapidez y con gran 
turbulência en su movimiento molecular; es decir, el proceso es irreversible. La presión y la tempe¬ 
ratura están indefinidas para el sistema. Finalmente, el pistón queda en reposo en cierta posición y, 
después de un tiempo, se restablece el equilibrio, con presión y temperatura bien definidas en todo 
el sistema, como se indica en (b). 




Figura 16.10 Expansión y com- 
presión reversibles de un gas. 


Figura 16.11 Expansión y com- 
presión irreversibles de un gas. 





Para llevar al gas a su estado inicial, debemos colocar el peso B sobre el pisíón. Éste se 
mueve entonces en un proceso que podría repetir (pero lo más probable es que no), de manera 
inversa, el proceso anterior. Al final, cuando se restablece una vez más el equilibrio, el gas se 
encuentra nuevamente en su estado inicial, como se muestra en (c); el gas ha completado un ciclo. 
Sin embargo, ha ocurrido un cambio definitivo en los alrededores, pues el peso B, inicialmente en 
la parte superior, está ahora en el fondo. Así, 

en un ciclo compuesto, parcial o íotalmente, por transformaciones irreversibles, el sistema 

regresa a su estado inicial, pero se produce un cambio permanente en los alrededores. 

Una transformación reversible se puede representar en un diagrama p - V mediante una 
línea que una a los estados inicial y final, porque p,VyT están bien definidos en cada paso dei 
proceso. Así, los diagramas como los que se representan en las figuras 16.3 a 16.7 correspondeu a 
transformaciones reversibles. Pero un proceso irreversible no puede representarse de esta manera. 

Un aspecto interesante que se concluye de la explicación anterior es que un sistema realiza 
más trabajo, y por tanto absorbe más calor, cuando el proceso es reversible que cuando es irrever¬ 
sible. Por esta razón los ingenieros disenan máquinas térmicas cuyo ciclo de operación es lo más 
reversible posible. 

16.9 Entropia y calor 

Hasta este punto hemos utilizado cuatro conceptos para describir los procesos en sistemas de mu- 
chas partículas, cuando hay intercâmbios de energia con otros sistemas: energia interna, trabajo, 
calor y temperatura. En 1854, Rudolf Clausius introdujo otro concepto que es muy útil en la des- 
cripción de procesos térmicos. Más adelante (1865), llamó a este nuevo concepto entropia, palabra 
tomada dei Griego, 'Urepein", que significa “cambio” y “e/i” que significa “en” o “contenido en”. 
Se usa la letra S para denotar la entropia. 

Supongamos que, a temperatura T, un sistema absorbe una pequena cantidad de calor, ÚQ, 
durante una transformación infinitesimal reversible. Entonces la entropia S de un sistema se define 
como una magnitud cuyo cambio se calcula mediante la relación 

dS = — (16.23) 

T 

El cambio dS es positivo si el sistema absorbe calor (dQ > 0) y negativo si cede calor (dQ < 0), ya 
que T es siempre positiva, y cero si el proceso reversible es adiabático {dQ = 0). La entropia se mide 
en J K-K 

Cuando el sistema pasa de un estado a otro mediante una transformación reversible, el 
cambio en entropia dei sistema es 

AS = S 2 - = I ^ (16.24) 

Debido a que la ecuación 16.24 sólo define un cambio en la entropia, el estado de entropia cero aún 
está por definirse; sin embargo, esta definición no es necesaria para la mayoría de los cálculos. 

Nótese que T no es necesariamente constante en la ecuación 16.24. Una propiedad impor¬ 
tante de la entropia, que se justifica en el capítulo 17 y se ilustra en el ejemplo 16.9, para un gas 
ideal, es que 

el cambio de entropia de un sistema cuando pasa de un estado a otro es independiente de la 

transformación y sólo depende de los estados inicial y final. 

Sin embargo, para calcular el cambio de entropia debemos suponer una transformación 
reversible, a menos que se conozca la entropia como función de las variables de estado. En conse- 
cuencia, refiriéndonos a la figura 16.12, el cambio de entropia, AS, es el mismo si el sistema sigue 
las transformaciones reversibles (a) o (b) debido a que en ambos casos los estados inicial y final son 
el mismo. Una consecuencia de esta propiedad es que 
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Figura 16.12 Proceso reversible. Figura 16.13 Proceso irreversible. 


cuando un sistema describe un ciclo y regresa a su estado inicial, el cambio en su entropia 
es cero; 


esto es, 


(16.25) 

Esto es válido para el sistema sin importar si el ciclo es reversible o no; sin embargo, si el ciclo es 
completamente reversible, la ecuación implica que ^ áQIT = 0. 

Estas dos propiedades muestran que la entibpía de un sistema es una propiedad dei estado 
dei sistema, como la energia interna, y es independiente de la forma en que el sistema alcanza tal 
estado, ya sea un proceso reversible o irreversible. Ésta es una de las razones fundamentales de la 
importância dei concepto de entropia. Sin embargo, cuando la transformación es irreversible, pode¬ 
mos utilizar una transformación reversible hipotética que conecte los estados inicial y final, y usar 
la ecuación 16.24 para calcular A5 (Fig. 16.13). 

Hemos identificado varias magnitudes que se pueden usar para caracterizar el estado de un 
sistema: volumen (V), presión (p), temperatura (T), energia interna {U) y entropia (S). Se puede 
reconocer fácilmente que existe un paralelismo formal entre entropia y energia interna, aunque se 
trate de conceptos físicos no relacionados entre si: sus câmbios son independientes de los procesos 
seguidos (son cero para procesos ciclicos) y, además, la entropia se define como una diferencia, de 
modo que el cero de la entropia se puede establecer de manera arbitraria, como en el caso de la 
energia interna. 

Para una transformación adiabática reversible, dg = 0 y la ecuación 16.24 da como resultado 

AS = 0 o S = const. (16.26) 


Asi, las transformaciones adiabáticas reversibles ocurren a entropia constante y por tal razón son 
isentrópicas. Nótese, sin embargo, que una transformación adiabática irreversible no es necesaria- 
mente isentrópica, ya que la relación 16.24 no es válida en este caso. 

De la ecuación 16.23 tenemos que áQ = TáS y, por tanto. 


Q = 


'2 

T áS 
J1 


(16.27) 


da el calor absorbido al pasar dei estado 1 al 2 mediante una transformación reversible; el cálculo 
de esta integral depende de la transformación que haya tenido lugar. 

Una transformación reversible puede representarse mediante una linea en un diagrama en el 
que la ordenada corresponde a la temperatura y la abscisa a la entropia, como en la figura 16.14. 
Entonces T d5 es el área de una franja con ancho d5. En consecuencia, Q es igual al área bajo la 
curva que va de 5j a 82 - Para un ciclo, como A{\)B{2)A (Fig. 16.15) el calor neto absorbido por el 
sistema en el ciclo es, de la ecuación 16.27, 
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Figura 16.14 Diagrama de un 
proceso reversible en el plano TS. 

El calor absorbido durante el proceso 
está dado por el área sombreada. 


Figura 16.15 Ciclo. El calor 
absorbido por el sistema al recorrer 
el ciclo en sentido dextrógiro es 
igual al área limitada por el ciclo en 
un diagrama TS. 


Q=<^TáS = área dentro dei ciclo en las coordenadas (7, S) 


( 16 . 28 ) 


Éste es también el trabajo realizado por el sistema durante el ciclo, ya que Aí/ = 0 para cualquier 
ciclo. Debemos enfatizar que la entropia es una variable que se puede usar para describir un proce¬ 
so, de la misma manera que la presión, el volumen o la temperatura. 


EJEMPLO 16.8 

Cambio de entropia durante un proceso isotérmico reversible. 

O En el caso de una transformación isotérmica reversible, T es constante y la ecuación 16.24 se convierte en 


o 



Q = TAS (16.29) 

Por ejemplo, el hielo se funde aTPN (0 °C o 273.15 K). Durante el proceso el hielo absorbe 79.71 kcal 
kg“^ o 1435 calorias por mol. Por tanto, el cambio de entropia de un mol de agua cuando se funde es 

1435 cal 

AS =-= 5.25 calK“‘ moP^ = 1.255 JK“^ mol“^ 

273.1 K 

Para un gas ideal, usando la ecuación 16.15, el cambio de entropia durante un proceso isotérmico es 

AS = - = Ni? In — o AS = kiV In — (16.30) 

T Vi Vi 

puesto que nR = kN. Por tanto, el cambio de entropia sólo depende dei cociente o razón de expansión y 
es independiente de la temperatura. Por ejemplo, si un mol de gas ideal se expande isotérmicamente 
desde un volumen de 20 litros a uno de 30 litros, el cambio de entropia dei gas es 

301 

AS = (1 mol)(8.314 JK-i moP')ln —=3.37 JK“' moP' 

201 
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EJEMPLO 16.9 

Entropia de un gas ideal como función dei volumen y la temperatura. 

> Un gas ideal es un sistema lo suficientemente simple para que su entropia pueda correlacionarse con 
otras variables de estado. Consideremos un gas ideal a temperatura T que ocupa un volumen V. Entonces, 
si N es el número de moléculas dei gas, su presión es p = kNTIV. La energia dei gas es U = IkNT (Ec. 
15.18). Si el gas sufre una transformación infinitesimal reversible, el cambio de entropia es, mediante la 
ecuación 16.10, 



dQ dU + pdV _dU ^ pdV 
~ T ~ T ~ T T 

Introduciendo los valores deUyp dados anteriormente obtenemos 


■ dT dF 
dS = f fcN — + kN — = kN\ 
T V 


+ 

^ T V J 


Integrando se tiene que 


S = kN< 




In T + In F 


+ Sq 


donde Sq es la entropia de un estado de referencia. La exçresión anterior se puede escribir también en la forma 

S = kN ln{VT^/^) + So (16.31) 

Esta expresión confirma que la entropia depende únicamente dei estado dei sistema, en este caso deter¬ 
minado por el volumen V y la temperatura T dei gas. 

Cuando el gas está sujeto a una transformación que lo lleva dei estado (VjT,) al estado (F 2 ,T’ 2 ), 
el cambio de entropia es 

AS = S 2 -S,= kN ln( F 2 _ kN ln( Fj 


o 


AS =/ciV^^In ^ + f In p j (16.32) 

y es independiente dei proceso seguido. 

Nótese que si los estados inicial y final tienen la misma temperatura, = T 2 , se obtiene el 
resultado de la ecuación 16.30 para una transformación isotérmica reversible, pero nuestro resultado es 
más general, ya que es independiente dei proceso que se siga para pasar dei estado inicial al final y 
relaciona directamente la entropia con el estado dei gas. 


16.10 Eficiência de una máquina térmica que opera en un ciclo de Carnot 

Una máquina térmica es un sistema que, funcionando ciclicamente, absorbe calor y efectúa trabajo. 
Consideraremos una máquina que funciona en un ciclo de Carnot. 

Un ciclo de Carnot es un ciclo compuesto por dos transformaciones isotérmicas y dos 
adiabáticas reversibles. Está representado por el rectángulo ABCD de la figura 16.16, donde AB y 
CD son las transformaciones isotérmicas y BC y DA son las adiabáticas (isentrópicas). El diagrarna 
es válido para todos los ciclos de Carnot, sin importar el mecanismo especifico utilizado o las 
sustancias que lo experimentan. El ciclo se recorre en sentido dextrógiro, como indican las flechas. 
Designamos las temperaturas de los dos procesos isotérmicos con y T 2 , con mayor que 




Durante el proceso isotérmico AB a la temperatura más alta Tj, la entropia aumenta y el sistema 
absorbe una cantidad de calor Q^. Durante el proceso isotérmico CD a la temperatura más baja T 2 , 
la entropia disminuye y se desprende la cantidad Q 2 de calor, de modo que Q 2 es negativo. Duran¬ 
te las dos transformaciones adiabáticas no se intercambia calor con los alrededores y la entropia 
permanece constante. Los câmbios de entropia durante cada transformación, de acuerdo con las 
ecuaciones 16.29 y 16.26, son 



-QJT, 

isoterma, calor absorbido, <2, positivo 

^^BC 

= 0 

adiabática, Q = 0 

^^CD 

= Q2lT2 

isoterma, calor cedido, negativo 

^SoA 

= 0 

adiabática, 2 = 0 


Como el cambio neto de entropia en el ciclo es cero, 

+ = 0 o — (16.33) 

Esto da la relación entre calor absorbido y cedido y las correspondientes temperaturas. Como es 
mayor que entonces (calor absorbido) es mayor que -Q 2 (calor cedido). Nótese que no 
hicimos suposiciones especiales acerca de la estructura interna de la sustancia. Por tanto, la ecua- 
ción 16.33 es válida para cualquier sustancia que experimente un ciclo de Camot, sea ésta un gas 
ideal o no. En el caso de un gas, el ciclo está formado por una serie de expansiones y compresiones 
(véaseelEj. 16.10). ^ 

El calor neto absorbido por el sistema durante el ciclo Q = + Q 2 O Q = - \Q 2 \. Éste 

también es igual al trabajo W realizado por el sistema durante el ciclo. De acuerdo con la ecuación 
16,28, podemos escribir 

W=Q = área dei rectángulo ABCD = (r, - 7^(52 - ^j) 

Utilizando la ecuación 16.29, Q - TDS, podemos escribir 


ô, = r,(52-5,) 


La eficiência o rendimiento de una máquina térmica que funciona de acuerdo con un ciclo de 
Camot se define como el cociente dei trabajo total realizado entre el calor absorbido a la tempera¬ 
tura mayor, por ciclo. Esto es. 


eficiência 


w _ {T,-T2){S2- 

Qi US2 - s,) 


(16.34) 


Así, vemos que 

la eficiência de una máquina térmica que funciona de acuerdo con un ciclo de Carnot 
reversible es independiente de la sustancia con que trabaja y depende únicamente de las 
dos temperaturas de operación. 

Este resultado se conoce como teorema de Carnot. Es importante para el diseno de las 
máquinas térmicas (Fig. 16.17). 

En la práctica, la fuente de calor a alta temperatura de una máquina térmica puede ser un 
horao en el que se quema combustible, o un reactor nuclear. El sumidero de calor a baja temperatu¬ 
ra puede ser aire, una corriente de agua (un rio) o un gran recipiente de agua (un lago o el mar). En 
la mayoría de los casos, la sustancia con que opera la máquina es un líquido (agua), pero también 
puede ser un gas (aire, CO 2 , He). En las máquinas de combustión interna, la fuente de calor es la 
combustión de un combustible (gasolina, alcohol, diesel) y la sustancia de operación es la mezcla 
de gas que resulta de la combustión. 
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(a) (b) 

Figura 16.16 Ciclo de Carnot en un 

diagrama T- S. AB y CD son isotermas; BC y Figura 16.17 Máquina térmica y bomba 

DA son adiabáticas. térmica. > T^. 


Una bomba térmica funciona en el ciclo inverso dei de una máquina térmica (Fig. 16.17(b)). 
Se extrae calor de un cuerpo frio, para lo cual se tiene que realizar trabajo sobre el sistema y se 
transfiere una cantidad mayor de calor al cuerpo caliente. Las bombas térmicas se utilizan amplia- 
mente para calentar y enfriar, ya que pueden aumentar la temperatura dei cuerpo más caliente o 
reducir la dei más frio, dependiendo de la dirección en que funcione la bomba. 

Si la máquina funciona en un ciclo irreversible, el trabajo útil realizado por ciclo es menor 
que para un ciclo reversible debido a que se utiliza parte dei trabajo para vencer la fricción de la 
máquina y parte como calor transferido a los alrededores. Por tanto, la eficiencia de la máquina es 
menor que el valor dado por la ecuación 16.34, que es la máxima eficiencia de una máquina que 
funciona entre las temperaturas y T' 2 . Es por eso que las máquinas térmicas deben funcionar de la 
manera más reversible posible. 


EJEMPLO 16.10 

Ciclo de Carnot de un gas ideal. 


O En la sección anterior analizamos el ciclo de Carnot de una manera general, sin referimos a ninguna 
sustancia en especial. Es instructivo analizar el ciclo de Carnot para el caso específico de un gas ideal. El 
ciclo, en este caso, consiste en dos expansiones y dos compresiones. 

En la figura 16.18 se ha representado el ciclo de Carnot de un gas ideal en un diagrama p-V. Los 
procesos 1 -♦ 2 y 3 4 son isotérmicos a las temperaturas Tj y T 2 . Las transformaciones adiabáticas son 

2 3 y 4 1. Entonces, para cada uno de los procesos, las relaciones son pp/^=p^ 2 '>P- 2 yl- P^y ^ 3^3 

= P 4 Kj = Pi^v Manipulando las cuatro ecuaciones para eliminar las presiones, encontramos que 
^ 2/^1 = ^ 3 /Kf Por tanto, para completar el ciclo, los dos cocientes de expansión deben ser iguales. 

El trabajo total realizado durante el ciclo es W = W ,2 + W 23 + W 34 + W^,. Usando la ecuación 
16.6 para procesos isotérmicos y la 16.21 para los adiabáticos, y notando que In = -In P 3 /V 4 = 
-In tenemos que 





Figura 16.18 Diagrama p-V 
de un ciclo de Carnot para un 
gas ideal. 
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para el trabajo realizado durante el ciclo. Recordando, dei ejemplo 16.5, que durante un proceso isotérmico 
el calor absorbido por un gas ideal es igual al trabajo realizado por el gas, tenemos que w^i2 = ô,y 
^34 = Q 2 , donde Q 2 es negativo porque se cede calor. Los valores de ôj y Q 2 se calculan de la ecuación 
16.15. Entonces, mediante las expresiones anteriores para Wj2, W34 y W, obtenemos 


Ti T2 


Qi Qi 

o-1-= ü 

T, n 


y 


. W T,-T^ 
eficiencia = — = —- - 

<2i T, 


que son las ecuaciones 16.33 y 16.34. 

Estas relaciones fueron deducidas por primera vez en 1824 por Sadi Camot, antes de la introduc- 
ción dei concepto de entropia. De hecho, fue la relación Q^IT^ = -Q^T 2 la que motivó más tarde a Rudolf 
Clausius (siguiendo algunas sugerencias de Kelvin) para desarrollar el concepto de entropia y extender 
la teoria más allá dei caso especifico de un gas ideal. En particular, como M,2 = Ô/Tj, ^3^= Q 2 IT 2 y 
^23 = = 0, podemos ver que 

'^^dclo= + AS„ + áS34 + AS,, = + ^ = 0 

1 1 ^2 


de modo que el cambio de entropia es cero para el ciclo. Es posible demostrar usando la ecuación 16.31 que 
este resultado es cibrto para cualquier ciclo descrito por.un gas ideal y no solamente para un ciclo de Camot. 


16.11 Ley de ia entropia 

La ley de la conservación de la energia (o primera ley de la termodinâmica) no es suficiente para 
determinar los procesos que pueden ocurrir en el universo. Algunos tienden a desarrollarse en una 
dirección, pero no en la opuesta. En particular, los procesos irreversibles siempre van en una cierta di- 
rección: el calor se transfiere desde una temperatura alta a una más baja; un gas se mueve de una 
presión más alta a una más baja, etcétera. Además, cuando se toman en cuenta todos los sistemas 
que participan en un proceso, de modo que constituyen un sistema aislado más grande, se tiene que 
cuando Q.es el calor absorbido o emitido porei componente i a la temperatura T-, lacantidadZj.g/T^ 
(donde la sumatoria se extiende sobre todos los componentes dei sistema) es cero sólo si el 
proceso puede considerarse completamente reversible. Cuando el proceso, o incluso sólo parte de 
él, es irreversible, se tiene que 2,0/T’,- es mayor que cero. Esto es, para un sistema aislado, 2.g/T,. 5= 0, 
que, en vista de la ecuación 16.23, es equivalente a 

AS = X AS,- ^ 0 (16.35) 

i 

donde AS^. es el cambio de entropia dei componente / en el proceso. Esto es: 

para procesos en un sistema aislado, cuyos subsistemas o componentes intercambian calor, 
la entropia total dei sistema permanece constante -es decir, el sistema permanece cercano 
al equilíbrio- si los procesos son reversibles, y aumenta si los procesos son irreversibles 
-es decir, si el sistema está lejos dei equilíbrio. 

La aseveración anterior constituye la segunda ley de la termodinâmica y determina, junto 
con la conservación de la energia, los procesos que pueden darse en un sistema aislado y, por 
extensión, en el universo. Un sistema aislado en algún momento alcanzará el equilibrio térmico, 
después de lo cual ya no aumentará más la entropia. Los procesos ocurren sólo si la energia se 
conserva, y en la dirección en que la entropia dei sistema completo aumenta, o no sufre ningún 
cambio. En un proceso, la entropia de una parte dei sistema puede disminuir, pero en alguna otra 
parte debe aumentar en la misma cantidad o en una mayor, dependiendo de si el sistema está en equi¬ 
librio o no. Como se indicó en la sección 16.8, ésta es la razón por la cual, cuando un componente 





















de un sistema experimenta un ciclo que al menos es parcialmente irreversible, existe un cambio 
permanente en el sistema que corresponde a un aumento en la entropia dei sistema completo, inclu¬ 
so si la entropia dei componente mismo no cambia después de completar el ciclo. 


EJEMPLO 16.11 

Cambio de entropia en la transferencia de calor. 


[> Supongamos que tenemos un sistema compuesto por dos cuerpos a temperaturas Tj y T 2 , con Tj > T 2 . Se 
puede transferir calor de un cuerpo a otro, pero ambos cuerpos constituyen un sistema aislado. Si los dos 
cuerpos actúan en contacto, se transfiere una cantidad de energia en forma de calor dei cuerpo más 
caliente al más frio mediante un proceso irreversible, sin que haya intervención de un agente externo. Si 
Q es el calor transferido sin que ocurra un cambio apreciable en la temperatura de los cuerpos el cambio 
de entropia de cada cuerpo es 

Q Q 

ASi = - — AS2 = + — 

Ti T2 


ya que el cuerpo a la temperatura Tj pierde el calor ô y el que está a Tj lo absorbe. El cambio de entropia 
dei sistema es 


AS = AS, + AS 2 


r, T 2 \ T,T, J 


>0 


Nótese que, si la energia se hubiera transferido dei cuerpo frio al caliente, la entropia dei sistema 
hubiera disminuido, situación que no ocurre en la naturaleza, a menos que intervenga un agente externo. 
Este es el caso de una bomba de calor o de un refrigerador, que utilizan energia eléctrica para su opera- 
ción y, por tanto, no son sistemas aislados. 


EJEMPLO 16.12 

Cambio de entropia durante la expansión libre de un gas. 

I> Un ejemplo interesante de un proceso irreversible en un sistema aislado es la expansión libre de un gas, 
que se vio en el ejemplo 15.3 y a la cual nos referimos en la sección 16.8. Consideremos un gas conteni- 
do en un recipiente de volumen V (Fig. 16.19) separado de otro recipiente vacio, dei mismo volumen, 
por una pared que puede retirarse sin realizar trabajo. Suponemos que las paredes dei recipiente son 
aislantes perfectos, de modo que el gas no puede absorber ni ceder calor a los alrededores, y por tanto el 
sistema se puede considerar aislado. 

Inicialmente, el gas está a temperatura T. Cuando retiramos la pared, el gas escapa al espacio 
vacio hasta llenar el volumen completo, 2V. El proceso es irreversible y adiabático (Q = 0). El gas no 
realiza trabajo (VK = 0) y, por tanto, el cambio de energia interna también es cero (AU = 0). Cuando el gas 
termina de expandirse y se establece el equilibrio, encontramos que no hay cambio de temperatura (AT 
= 0), si se trata de un gas ideal. 

Podemos usar dos métodos para calcular el cambio de entropia. Por ejemplo, podemos imaginar 
una transformación reversible que conecte los mismos estados inicial y final. Como la temperatura no 


Pared móvil 



Figura 16.19 
de un gas. 


Expansión libre 
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Depósito 1 



Sistema aislado A5 S: 0 


Figura 16.20 


cambio durante la expansión, podemos considerar una expansión isotérmica reversible a la temperatura 
T, en la que el gas empuja un pistón muy lentamente hasta que el volumen se duplica. Durante el proceso 
reversible imaginário, el gas realiza un trabajo W y absorbe un calor Q. Entonces aplicamos la ecuación 
16.30 con Vj = Vy Vj = de modo que 

M = n/? In 2 > 0 

Por supuesto, durante la expansión reversible imaginaria el gas no está aislado. Sin embargo, su cambio 
de entropia es el mismo que el de la expansión adiabática libre irreversible dei gas aislado, porque en 
ambos casos los estados inicial y final son los mismos. Por tanto, la entropia dei gas aislado durante la 
expansión libre aumenta y corresponde a la de un proceso irreversible de un sistema aislado. 

Como también sabemos que la entropia de un gas ideal es una función dei volumen y de la 
temperatura, pudimos haber usado la ecuación 16.32 dei ejemplo 16.9, con Vj = V,V 2 = 2VyT^ = 72 para 
calcular AS. 

Nótese que después de la expansión libre irreversible se puede retornar al gas a su estado inicial 
mediante una compresión isotérmica reversible, disminuyendo su entropia, pero eso requiere la inter- 
vención de un agente externo. Asi, el gas no puede experimentar una transformación en la que su entropia 
disminuya sin intervención de un agente externo. 


EJEMPLO 16.13 

Máquina de Carnot irreversible. 

O Consideremos un sistema aislado compuesto por una máquina de Carnot (Sec. 16.10), dos depósitos a 
temperaturas T^y T 2 ^ un cuerpo sobre el que la máquina hace trabajo (Fig. 16.20). Como la máquina 
absorbe una cantidad (positiva) de calor dei depósito 1 y transfiere otra (negativa) Q 2 al depósito 
2 durante cada ciclo, los câmbios de entropia en los dos depósitos son A5j = y ^-^2 ~ ” 

-Q 2 /T 2 . El cambio de entropia de la máquina durante el ciclo es cero, sin importar la forma en que ésta 
funcione, y supondremos que no hay cambio de entropia en el cuerpo sobre el que la máquina hace 
trabajo. Entonces, el cambio total de entropia dei sistema durante un ciclo es 

AS = A5,+A5,=-|l-|í 
^ 1 h 

El trabajo hecho por la máquina durante el ciclo es W = + Q 2 , que, mediante la relación anterior, se 

puede escribir como 

W-.Q,[Il^yT,AS 

Si la máquina opera reversiblemente, la segunda ley requiere que AS" = 0 y la ecuación anterior da 



que es la ecuación 16.34. Sin embargo, si la máquina funciona de manera irreversible, la segunda ley 
requiere que AS > 0 y, por tanto. 


W. =W - r,AS < W 

irr rev 2 rev 

Podemos decir que el trabajo útil hecho por la máquina durante cada ciclo se reduce en TjAS, donde AS 
es el aumento de entropia dei sistema completo durante el ciclo. Esto significa que el aumento de entropia 
dei depósito 2 es mayor que la disminución de entropia dei depósito 1. El tratamiento de este ejemplo es 
similar al dei 16.11, excepto que en este caso, además de la transferencia de calor dei depósito caliente al 
frio, se hace un trabajo sobre el cuerpo. 
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FPPGUNTÂS 


16.1 ^Cuál es la diferencia entre la relación trabajo-energía 
según se estableció con la ecuación 14,13 y la primera ley de la 
termodinâmica? 

16.2 ^Cuál es la diferencia fundamental entre trabajo y calor 
en el sentido termodinâmico? 

16.3 í,Qué significa calor de fusión y calor de vaporización? 

16.4 Refiriéndose a la figura 16.9, para un cambio dado de 
volumen, ^qué trabajo es mayor: el de una expansión adiabática 
o el de una isotérmica? ^Por qué? ^Cuál es el significado dei 
área comprendida entre las dos curvas de la figura 16.9? 

16.5 ^Por qué debe disminuir la temperatura de un gas 
durante una expansión adiabática? 

16.6 ^Cómo se mantiene constante la temperatura de un gas 
en una expansión isotérmica? 

16.7 ^Por qué no se ha tabulado la capacidad calorífica a 
volumen constante para sólidos y líquidos? 

16.8 El calor específico de una sustancia se define como la 
cantidad de calor absorbido por unidad de masa de la sustancia 
para que ésta aumente su temperatura un grado, ^Cuál es la 
relación con la capacidad calorífica? 

16.9 Analice los posiblés câmbios de entropia de un sistema 
aislado que (a) no está en equilibrio y (b) está en equilibrio. 

16.10 Verifique que, para una transformación infinitesimal 
reversible, la primera ley de la termodinâmica se puede escribir 

PROBLEMAS 

16.1 (a) Calcule el cambio de energia interna de un mol de un 
gas ideal cuando su temperatura cambia de 0 °C a 100 °C. 

(b) ^Tenemos que especificar también la forma en que cambiaron 
la presión y el volumen? 

16.2 El proceso al que nos referimos en el problema anterior 
ocurre a volumen constante, (a) ^Cuál fue el trabajo realizado 
por el gas? (b) ^Cuál fue el calor absorbido? 

16.3 Repita el problema 16.1 cuando el proceso ocurre a 
presión constante, 

16.4 Un gas se mantiene a una presión constante de 20 atm 
mientras se expande de 5 x 10"^ m^ a 9 x 10"^ m^. Calcule la 
cantidad de energia que debe suministrarse como calor al gas 
para (a) mantener su energia interna en un valor constante, 

(b) aumentar su energia interna en la misma cantidad que el trabajo 
externo realizado. Exprese su resultado en calorias y joules. 

16.5 Un gas, inicialmente a una presión de 4 atm y con un 
volumen de 4 x 10~^ m^, se expande a temperatura constante. 
Calcule (a) el cambio de energia interna, (b) el trabajo realizado 
y (c) el calor absorbido cuando se dobla el volumen. 


en la forma àU=^TàS-pàV. ^Por qué tiene que ser reversible 
la transformación? 

16.11 Remítase a la ecuación 16.32. ^Cuál es el cambio de 
entropia de un gas en una transformación (a) isométrica, 

(b) isotérmica y (c) isobárica? 

16.12 Obtenga una expresión para el cambio de entropia de un 
gas ideal cuando se expande a presión constante de la 
temperatura Tj a la T2. Repita el ejercicio para el caso en que la 
presión aumenta a volumen constante. ^En qué caso es mayor el 
cambio de entropia? ^Por qué? 

16.13 Remítase a la ecuación 16.31, Verifique que la entropia de 
un gas ideal, en términos de la presión y el volumen, se expresa 
mediante S-kN \n{T^'^lp) + Sq, donde es una nueva constante. 

16.14 Demuestre que la entropia de un gas ideal en términos 
de la presión y el volumen está expresada por S = kN 

+ Sq. Verifique que se cumple la relación pV^^^ = 

Compare el resultado con la ecuación 16.20 para una 
transformación adiabática reversible (S = const.) cuando se usa 7 
para un gas ideal. (Consulte la Ec. 16,14.) 

16.15 iQué se entiende por una máquina térmica? ^Cuál es la 
mejor forma de aumentar la eficiência de una máquina térmica? 
i,Es posible disenar una máquina térmica con 100% de eficiência? 

16.16 ^Es posible que una máquina cíclica reversible absorba 
calor a una cierta temperatura y lo transforme completamente en 
trabajo sin ceder algo de calor a una temperatura menor? 


16.6 Cuando un sistema pasa dei estado 4 al a lo largo de 
la trayectoria ACB (véase la Fig. 16.21), el sistema absorbe 80 J 
de calor y realiza 30 J de trabajo. (a) ^Cuánto calor absorbe el 
sistema a lo largo de la trayectoria ADB, si el trabajo realizado 
es de 10 J? (b) El sistema vuelve dei estado al A a lo largo de 
la trayectoria curva. El trabajo realizado sobre el sistema es de 
20 J. ^E1 sistema absorbe o cede calor?^Cuánto? (c) Dado que 
í/^ = 20 J y í/jj = 60 J, determine el calor absorbido en los 
procesos AD y AB. 



Figura 16.21 
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16.7 Diez moles de un gas, inicialmeníe a TPN, se calientan 
a volumen constante hasta que la presión se duplica. Calcule 
(a) el trabajo realizado, (b) el calor absorbido y (c) el cambio de 
energia interna dei gas. 

16.8 Un gas experimenta el ciclo que se muestra en la figura 
16.22. El ciclo se repite 100 veces por minuto. Determine Ia 
potência generada. 



Figura 16.22 

16.9 La capacidad calorífica molar de la mayoría de las 
sustancias (excepto a muy bajas temperaturas) puede expresarse 
satisfactoriamente mediante la fórmula empírica C^ = a + 2bT- 
cT~^, donde a,byc son constantes y T es la temperatura 
absoluta, (a) Calcule, en términos dea,by c, el calor que se 
requiere para elevar la temperatura de un mol de sustancia a 
presión constante de Tj a T 2 . (b) Encuentre la capacidad 
calorífica molar media entre las temperaturas 7j y Tj. (c) Si C^ 
se mide en J K~* mol"*, ^cuáles son las unidades de los coefi¬ 
cientes a,by cl 

16.10 Cuando la fórmula dei problema 16.9 se aplica al 
magnésio, los valores numéricos de las constantes son a - 25.7 
X 103 J K-i moH, Z? = 3.13 J K-2 mol"* y c = 3.27 x 10^ J K moH. 
Calcule (a) la capacidad calorífica molar dei magnésio a 300 K 
y (b) la capacidad calorífica molar media entre 200 K y 400 K. 

16.11 Exprese la ecuación para un proceso adiabático de un 
gas ideal en términos de (a) presión y temperatura, (b) volumen 
y temperatura. 

16.12 (a) Compare las pendientes de una transformación 
adiabática y una isotérmica de un gas ideal en el mismo punto 
de un diagrama p-V.A partir de la comparación, determine que 
en Ia expansión adiabática de un gas ideal la temperatura 
disminuye. (b) Explique por qué. 

16.13 (a) Usando los dos primeros términos dei desarrollo dei 
virial para la ecuación de estado de un gas, ecuación 15.21, 
calcule el trabajo realizado por un gas cuando se expande 
isotérmicamente de un volumen V, a uno Vj- (b) Compare con el 
valor obtenido mediante la expresión para el gas ideal, (c) 
Aplique el resultado a un mol de hidrógeno a 300 K cuando se 
expande de 3 X 10"^ m3 a 5 X 10"3 m3. 

16.14 Un gas ideal a 300 K ocupa un volumen de 2 m^ a una 
presión de 6 atm. Se expande adiabáticamente hasta que su 
volumen es de 4 m^. En seguida se expande isotérmicamente 


hasta alcanzar un volumen de 6 m^. Calcule (a) el trabajo total 
realizado por el gas, (b) el calor absorbido y (c) el cambio de 
energia interna, (d) Represente los procesos en un diagrama p-V. 

16.15 Un gas ideal a 300 K ocupa un volumen de 0.5 m^ a una 
presión de 2 atm. El gas se expande adiabáticamente hasta alcanzar 
un volumen de 1.2 m^. A continuación se le comprime 
isobáricamente hasta que recupera su volumen original. 
Finalmente se le aumenta la presión isocóricamente hasta que el 
gas regresa a su estado inicial, (a) Represente el proceso en un 
diagrama p-V. (b) Determine la temperatura al final de cada 
transformación. (c) Encuentre el trabajo realizado durante el ciclo. 

16.16 Un gas ideal a 300 K ocupa un volumen de 0.5 m^ a una 
presión de 2 atm. El gas se expande adiabáticamente hasta que 
alcanza un volumen de 1.2 m^. A continuación se le comprime 
isotérmicamente hasta su volumen original. Finalmente se le 
aumenta la presión isocóricamente hasta que el gas regresa a su 
estado inicial, (a) Represente el proceso en un diagrama p-V. 
(b) Determine la temperatura al final de la transformación 
adiabática. (c) Calcule el trabajo realizado durante el ciclo. 

16.17 Una mezcla de hielo y agua a 273.15 K (0 °C) está en un 
recipiente aislado. Un calentador eléctrico de inmersión de 
capacidad calorífica despreciable proporciona calor al recipiente 
a razón de 40 cal s"* durante 20 min. La temperatura de la 
mezcla se muestra en la figura 16.23 en función dei tiempo. El 
calor de fusión dei hielo es de 79.7 cal g"*. (a) Explique qué le 
sucede al contenido durante los intervalos de tiempo que van de 0 
a 200 s, de 200 a 1 000 s y 1 000 a 1 200 s. (b) ^Cuántos gramos 
de hielo había originalmente en el recipiente? (c) i,Cuántos 
gramos de agua hay en el recipiente después de fundido el hielo? 



Tiempo (seg) 

Figura 16.23 

16.18 La temperatura normal de ebullición dei helio líquido es 
de 4.2 K. Su calor de vaporización es de 0.75 cal g"* y su masa 
atómica es de 4; el helio es monoatómico en su estado gaseoso. 
Considere 10 g de una muestra de helio inicialmente en el 
estado líquido, (a) i,Cuánto calor debe absorber el helio a 4.2 K 
para que se convierta completamente en gas a 4.2 K? (b) ^Cuánto 
calor debe transferirse al gas de helio para aumentar su 
temperatura de 4.2 K a 77 K, a una presión constante de una 
atmósfera? (c) ^Cuál es el aumento de energia interna de la 
muestra de gas de helio en el proceso descrito en el apartado (b)? 

16.19 El gas de helio (monoatómico) que se encuentra en un 
tanque de volumen constante absorbe 900 calorias de calor de 
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modo que su temperatura cambia de 300 K a 450 K. (a) ^Cómo 
aumenta la energia interna dei gas durante el proceso? (b) ^Cuál 
es el cociente de la velocidad media de los átomos de helio a las 
dos temperaturas? 

16.20 Una cantidad de CO,, con un volumen inicial de 100 m^ 
y una presión inicial de 30 MPa, se comprime isotérmicamente 
a lo largo de la trayectoria ABCD como se muestra en el 
diagrama p - Vde la figura 16.24. (a) Halle el volumen de CO2 
en el punto B si se le trata como un gas ideal a lo largo de la 
trayectoria AB. (b) Explique el cambio de pendiente de la curva 
en el punto B. (c) Si el volumen de CO2 es de 13 m^ en el punto 
C, calcule el trabajo realizado sobre el CO2 en el proceso B-C. 
(d) Explique el cambio de pendiente de la curva en C. (e) Dado 
que la temperatura permanece constante, ^el CO2 se absorbe o 
cede calor en el proceso B -Cl 



16.21 Considere 3 moles de un gas ideal monoatómico que 
inicialmente se halla en el estado 1 con volumen V, = 7,4 x 10^ 
cm^, temperatura T, = 300 K y presión Pj = 1 MPa. (a) Se 
calienta el gas a volumen constante de T^aT 2 = 450 K. (b) Del 
estado 2, el gas se expande a temperatura constante hasta 

el estado 3. (c) Del estado 3, se le comprime a presión constante 
hasta que alcanza su estado original 1. Determine el calor 
absorbido, el trabajo realizado y el cambio de energia interna dei 
gas en cada proceso y durante el ciclo completo. 

16.22 Una muestra de 10 g de un líquido se calienta en un 
recipiente rígido cerrado de 50 °C a 250 °C. El calor anadido a 
la muestra y la temperatura correspondiente se muestran en la 
figura 16.25. (a) Determine el calor específico de la muestra 
entre Ay B y entre Cy D. (b) Analice el estado de la muestra 
entre los puntos J5 y C de la gráfica. ^Qué tarea efectúa el calor 
absorbido durante esta etapa? (c) Compare Afí y CD y sugiera 
una razón cualitativa para la diferencia de pendientes. 



16.23 Considere 10 g de hielo a una temperatura inicial de 
-20 °C. Se le da calor a razón de 5.0 cal s-^ Dibuje una gráfica 
de la temperatura en función dei tiempo, desde el principio dei 
proceso hasta que toda el agua se vaporiza. Indique los valores 
numéricos de los puntos significativos de la gráfica. 

16.24 Un décimo de un mol de gas ideal monoatómico 
experimenta el proceso descrito por la trayectoria recta AB de la 
figura 16.26. (a) ^Cómo se relaciona la temperatura dei gas en 
los puntos Ay BI (b) ^Cuánto calor absorbe, cuánto trabajo 
realiza y cuál es el cambio de energia interna dei gas durante el 
proceso A-^Bl (c) ^Cuál es la temperatura máxima dei gas 
durante el proceso? 



V(10-3m3) 


Figura 16.26 


16.25 Un mol de un gas monoatómico ideal encerrado en un 
cilindro con un pistón móvil describe el proceso ABCDA que se 
muestra en el diagrama p - V de la figura 16.27. (a) En términos 
de Pq y Vq, calcule el trabajo realizado y el calor neto absorbido 
por el gas en el proceso. (b) ^En qué puntos dei proceso son 
iguales las temperaturas? (c) ^En qué segmentos es mayor la 
cantidad de calor absorbido? 

P 



16.26 Un gas ideal se encuentra inicialmente a T, = 300 K, 
p, = 3 atm y Fj = 4 m^. El gas se expande isotérmicamente hasta 
alcanzar un volumen de 16 m^. Después sufre un proceso 
isocórico hasta una presión tal que, siguiendo una compresión 
adiabática, regresa a su estado original. Suponga que todos los 
procesos son reversibles. (a) Dibuje el ciclo (i) en un diagrama 


Figura 16.25 
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p-Vy (ii) en un diagrama T-S. Calcule (b) el trabajo 
realizado y (c) el cambio de entropia durante cada proceso. 
Calcule también (d) el trabajo realizado y (e) el cambio de 
entropia durante el ciclo. 

16.27 (a) Demuestre que el cambio de entropia de una 
sustancia calentada reversiblemente a presión constante 
(suponiendo que la capacidad calorifica molar permanece 
constante) esAS = nC ln(T 2 /Tj). (b) Aplique el resultado a 1 kg 
de agua calentada desde la temperatura ambiente (298 K) hasta 
su punto normal de ebullición (373 K). 

16.28 El calor de fusión dei agua es de 1 435 cal mol~* y el de 
vaporización es de 9 712 cal mol“*. Calcule el cambio de 
entropia de un mol de agua que se calienta reversiblemente de 
-20 °C a 150 °C a presión constante de 1 atm. La capacidad 
calorifíca molar dei hielo es aproximadamente de 9.0 cal K“* 
mol“’ y la dei vapor a presión constante de 8.6 cal K“' mol"’, 
aproximadamente. 

16.29 (a) Un kilogramo de agua a 0 °C se pone en contacto 
con un cuerpo grande a 100 °C, cuando el agua alcanza esta 
temperatura, ^cuál ha sido su cambio de entropia?^cuál es el 
cambio de entropia dei cuerpo y dei universo? (b) Si el agua se 
calienta de 0 °C a 100 °C poniéndola primero en contacto con 
un cuerpo grande a 50 °C y después con otro a 100 °C,'^cuál es 
el cambio de entropia dei agua y dei universo? (c) Explique 
cómo debe calentarse el agua, de 0 °C a 100 °C, de modo que 
no haya cambio en la entropia dei universo. 

16.30 Un cuerpo con capacidad calorifíca molar C^, y N, 
moles y una temperatura T, se pone en contacto térmico con 
otro cuerpo de capacidad calorifíca molar N2 moles y 
temperatura T 2 . El único proceso que puede ocurrir es un 
intercâmbio de calor, (a) ^E1 proceso es reversible o 
irreversible? (b) Demuestre que cuando se alcanza el equilíbrio 
térmico la temperatura común es 

NlUpi + N2Cp2 

Verifique que T es una temperatura que está entre y 7^. 

(c) Demuestre que el cambio total de entropia es 

T T 

AS = NiCpi In —+ N2Cp2 In — 

M ^2 

(d) Verifique también que AS es positiva. (Sugerencia: Para la 
parte (d) suponga que Tj es menor que T 2 , de modo que las tres 


temperaturas están en el orden T^<T< T 2 . Sume y reste la 
cantidad íi 2 ^p 2 de la expresión para AS.) 

16.31 Considere dos muestras de gases diferentes, denotados 
con ay b, que están a la misma temperatura T, compuestos de 
Nq y moléculas, respectivamente, y que ocupan recipientes 
contiguos de volumen Fj y Fj. separados por una pared móvil. 
Cuando se retira la pared y los gases se mezclan, tenemos 
moléculas dei gas o y dei b que ocupan un volumen Fj + F2. 
Demuestre que (a) la temperatura permanece constante y (b) el 
cambio de entropia es A5 = In (1 + V 2 IVT) + ln(l + F,/F2). 
(c) Compruebe que AS es positiva. 

16.32 Un mol de nitrobenceno (CgH5N02) se vaporiza a 483 K 
y una presión de 10^ Pa. El calor de vaporización es de 9 730 cal 
mol"’. Calcule (a) Q, (b) IF, (c) Aí/y (d) AS. 

16.33 Un mol de gas ideal a 27 °C y 1 atm se calienta a 
presión constante hasta que su volumen se triplica. Calcule 

(a) Aí/, (b) IF, (c) Q y (d) AS. 

16.34 Suponga que 100 g de agua a 363 K se vierten en un 
recipiente de aluminio que está inicialmente a temperatura 
ambiente (298 K). Calcule el cambio de entropia de (a) el 
aluminio, (b) el agua y (c) el sistema completo después de que 
se alcanza el equilibrio térmico, (d) i,El proceso es reversible o 
irreversible? La capacidad calorifíca molar dei aluminio aparece 
en la tabla 16.1. 

16.35 Un liquido a una temperatura T, se mezcla con una 
cantidad igual dei mismo liquido a temperatura T 2 . El sistema se 
aisla térmicamente, (a) Demuestre que el cambio de entropia dei 
sistema es AS = 2NCp ln(rj + Tf)l2{Tfr2f'^. (b) Compruebe que 
AS es positivo. 

16.36 La compresibilidad adiabática de una sustancia se define 
como KTj = - (l/F)/(dF/dp)^. (a) Encuentre para un gas ideal. 

(b) La propagación de ondas elásticas en un gas es un proceso 
adiabático y la velocidad de propagación está dada por 
v=(k^ donde p es la densidad (véase la Sec. 28.6). 
Explique, midiendo v, cómo se puede calcular el valor de y. 

(ç) Exprese ven térrninos de la temperatura T dei gas. 

(cj) Suponiendo que el aire está compuesto por gases diatómicos, 
verifique que í;= 20.557*''^ m s"’. (La masa molar media dei aire 
es 28.966.) 

16.37 Un kilogramo de hielo a 0 °C se pone en una jarra que 
contiene 2 kg de agua a 27 °C. Encuentre (a) la temperatura 
final dei sistema; (b) el calor intercambiado; (c) el cambio total 
de entropia dei sistema. 
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17.1 Introducción 

La termodinâmica proporciona una metodologia general para la descripción de los intercâmbios de 
energia entre un sistema de particulas y sus alrededores sin considerar explicitamente las propieda- 
des de las particulas que componen el sistema. Como tales, varias magnitudes físicas de naturaleza 
macroscópica (como calor, entropia, capacidad calorífica, etc.) que se pueden medir en el laborato- 
rio se introducen sin relacionarias directamente con la estructura interna dei sistema. Sin embargo, 
las propiedades de un sistema dependen criticamente de las propiedades de sus constituyentes. Por 
ejemplo, un grupo de electrones en un metal, de átomos en el helio liquido o gaseoso y de molécu¬ 
las en el vapor de agua y en el agua liquida o sólida, se comportan de maneras completamente 
distintas. Por tanto, es de suma importância relacionar el comportamiento macroscópico de un 
sistema con su estructura microscópica. Ésta es la tarea de la mecânica estadística, término acuna- 
do en 1884 por J. W. Gibbs. La mecânica estadística tiende un puente entre la ciência empírica de la 
termodinâmica y la estructura atómica de la matéria. 

La mecânica estadística es una metodologia para obtener las propiedades colectivas o 
macroscópicas de un sistema de partículas, como la presión o la temperatura, sin considerar el 
movimiento detallado de cada partícula sino más bien su comportamiento promedio. En este capí¬ 
tulo, el término “partícula” se utiliza en un sentido bastante amplio y puede referirse tanto a una 





partícula fundamental (un electrón), como a un grupo estable de partículas fundamentales (un áto¬ 
mo o una molécula). Así, una “partícula” será cada una de las unidades bien definidas y estables 
que componen un sistema físico dado. 

Se necesita una metodologia estadística para relacionar las propiedades macroscópicas de 
la matéria con su estructura atómica, si reconocemos que en un mol de cualquier sustancia existen 
dei orden de 6 x 10^^ moléculas. No sólo es imposible, sino también innecesario, tener en cuenta el 
movimiento detallado de cada una de las moléculas para determinar las propiedades macroscópicas 
de una sustancia. Esto quedó claro en el capítulo 15, donde se utilizaron algunas consideraciones 
estadísticas sencillas para correlacionar las propiedades colectivas de los gases con las propiedades 
de sus moléculas. La mecânica estadística se desarrolló a fines dei siglo xix y a principios dei xx, y 
principalmente fue resultado dei trabajo de Ludwig Boltzmann (1844-1906), James C. Maxwell 
(1831-1879) y J. Willard Gibbs (1839-1903). 



Consideremos un sistema aislado compuesto por un gran número A/'de partículas. Supongamos que 
cada partícula puede encontrarse en uno de vários estados de energia E^, E 2 , E^,.... Los estados de 
energia pueden estar cuantizados (como en el caso de la rotación y la vibración de una molécula) o 
pueden formar un espectro prácticamente continuo (como en el caso de la energia cinética de tras- 
lación de las moléculas de un gas). En un instante determinado, las partículas están distribuídas de 
cierta manera entre los diferentes estados, de modo que partículas tienen energia £j, /X 2 partícu¬ 
las tienen energia £^ 2 » El número total de partículas es 

iv = «1 + «2 + ”3 + ••• = Z”í 

I 

Por el momento supondremos que permanece constante para todos los procesos que ocurren en el 
sistema. La energia total dei sistema es 

U = + «2^2 + n^E^ + (17.2) 

i 

El conjunto de números («j, « 2 , « 3 ,...) constituye una partición o distribución. Esta define un 
m/croestado dei sistema congruente con el macroestado o condición física general dei sistema, que 
está determinado por el número de partículas, la energia total, la estructura de cada partícula y 
algunos parâmetros externos. 

La expresión 17.2, para la energia total dei sistema, supone implicitamente que las partícu¬ 
las no interactúan entre sí (o que lo hacen ligeramente, como en un gas), de modo que podemos 
atribuirle a cada partícula una energia bien definida. 

Si consideramos interacciones, debemos agregar a la ecuación 17.2 los términos corres- 
pondientes a la energia potencial de interacción entre pares de partículas. En este caso, no pode¬ 
mos hablar de la energia de cada partícula, sino sólo de la dei sistema. (Esta es la situación de 
líquidos y sólidos.) A primera vista podría parecer que nuestro estúdio es poco realista, ya que 
todas las partículas que conforman los sistemas físicos están en interacción, Sin embargo, en 
condiciones especiales podemos considerar que cada partícula está sujeta a la interacción media 
de las otras y, por tanto, tiene una energia media. Entonces aún podemos expresar U como en la 
ecuación 17.2, Para los casos en que las interacciones entre las partículas deban tenerse en cuenta 
explícitamente, se deben usar otras técnicas más complejas. 

Si el sistema está aislado, la energia total U debe ser constante. Sin embargo, las ecuaciones 
17,1 y 17,2 no determinan la partición o distribución (/tj, n 2 , « 3 ,,,.) de una manera única y, por 
tanto, pueden existir muchos microestados compatibles con el macroestado definido por Ny U. 
Así, en un sistema, como resultado de sus interacciones y colisiones mutuas, la distribución de 
las partículas entre los estados de energia disponibles puede estar cambiando continuamente. Por 
ejemplo, en un gas, una molécula rápida puede chocar con una lenta; después de la colisión la 
molécula rápida puede perder velocidad y la lenta puede aumentar la suya. Por otro lado, un 
átomo excitado puede chocar inelásticamente con otro átomo y transferir su energia de excita- 
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ción como energia cinética de ambos átomos. Por tanto, en ambos ejemplos se observa que las 
partículas se hallan en estados diferentes después de la colisión. Esto es, los números rij, « 2 ^ 
que dan una partición o distribución de N partículas entre los estados de energia disponibles, pue- 
den estar cambiando continuamente. 

Resulta razonable suponer que para cada estado macroscópico de un sistema de partículas, 
existe una partición o distribución que se ve más favorecida que cualquier otra. En otras palabras, 
podemos suponer que 

dadas las condiciones físicas de un sistema de partículas aislado, existe una partición que 
tiene tnás posibilidades de ser compatible con tales condiciones. 

Cuando se alcanza la partición más probable, se dice que el sistema está en equilíbrio estadístico. 

Un sistema en equilibrio estadístico no se desviará de la partición más probable (excepto 
por pequenas fluctuaciones estadísticas), a menos que se vea perturbado por una acción externa. 
Con esto queremos decir que los números de la partición o distribución n.^, n^, n^ pueden 
fluctuar alrededor de los valores correspondientes a la partición o distribución más probable sin 
que haya efectos macroscópicos notables u observables. Por ejemplo, supongamos que tenemos 
un gas en equilibrio estadístico y que una molécula de energia £. choca con una molécula de 
energia Ey Después de la colisión sus energias son y E^ respectivamente. Podemos suponer que 
en un tiempo corto otro par de moléculas pasará a los estados de energia E^ y Ej y otras dos saldrán 
de los estados E^ y E^, de manera que, estadísticamente, la partición no ha cambiado y el macroestado 
es el mismo. ^ 

El problema clave de la mecânica estadística es hallar la partición más probable (o ley de 
distribución) de un sistema aislado, dada su composición. Una vez encontrada la partición más 
probable, el siguiente problema consiste en disenar los métodos para deducir de ésta las propieda- 
des observadas macroscópicamente, como la temperatura, la energia media y la entropia. Para 
obtener la ley de distribución se requieren ciertas suposiciones a fín de obtener una ley de distribu¬ 
ción que esté acorde con los resultados experimentales. En la actualidad se utilizan tres leyes de 
distribución o estadísticas. Una se conoce como distribución de Maxwell-Boltzmann, que es la 
base de la mecânica estadística clásica y que estudiaremos en este capítulo. Las otras dos leyes de 
distribución, conocidas como de Ferini-Dirac y de Bose-Einstein, pertenecen a la estadística 
cuántica y no las estudiaremos aqui. 


EJEMPLO 17.1 

Un sistema está compuesto por 4 000 partículas distribuídas en tres posibles estados de energia £j = 0, 
£2 = £ y E 3 = 2c (Fig. 17.1). Una partición o distribución particular corresponde a nj = 2 000, n 2 = 1 700 
y n^ = 300. Calcule la energia total dei sistema y la energia media. 


O La energia total, de acuerdo con la ecuación 17.2, es 


Ej = 2e 


■"3 


U = = 2000 X 0 + 1700 x e + 300 x (2e) = 2300e 



Entonces, la energia media de las partículas es 



U _ 23008 
N ~ 4000 


0.5758 


Figura 17.1 Sistema con tres 
niveles de energia igualmente 
separados. 


La energia media es menor que e debido a que el nivel con £1 = 0 está más ocupado. ^Cómo se modifícarán 
las energias media y total si 50 partículas pasan dei nivel 1 al 2 y la misma cantidad dei nivel 3 al 2? 
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-«6 = 2 
-«5 = 4 
-«4= 1 


-«3 = 2 

-/l2 = 0 

-n, = 3 


abc 


Figura 17.2 Distribución de 
partículas entre diferentes 
estados de energia. 


17.3 Ley de disfribuclón de Maxweil-Boltzmann 

Consideremos un sistema compuesto por un gran número de partículas idênticas; esto es, partículas 
con la misma estructura y composición. Éste es, por ejemplo, el caso de un gas compuesto única¬ 
mente por un tipo de moléculas o de los electrones libres en un metal. Supongamos que las partícu¬ 
las pueden ocupar los estados de energia E^, E 2 , Ey..., y que existen n 2 , partículas en cada 
estado (Fig. 17.2). Entonces, el número total de partículas //y la energia total U están dadas por las 
ecuaciones 17.1 y 17.2. Si el sistema está aislado, las cantidades ^y U son fijas. 

La primera tarea de la mecânica estadística es determinar la probabilidad P de una partición 
(Wj, «j.—). dadas ciertas suposiciones acerca de las partículas. Supondremos que la probabili¬ 
dad de una partición particular es proporcional al número de posibles distribuciones de las partículas 
entre los estados de energia disponibles que sean compatibles con los valores fíjos de N y U. El segundo 
paso es calcular la distribución que corresponde al microestado de equilibrio dei sistema, o sea la distri¬ 
bución para la cual la probabilidad P tiene un valor máximo (para los valores dados áeNy U). 

Al poner en práctica este programa se supone, en la estadística de Maxwell-Boltzmann, que 
no hay restricciones en el número de partículas que pueden ocupar un mismo estado de energia; sin 
embargo, puede ser que haya estados de energia que tengan mayor probabilidad de ser ocupados 
que otros. En otras palabras, los estados de energia pueden tener diferentes probabilidades ietrín- 
secas, denotadas con g^, de ser ocupados. Esto es, cuanto mayor sea g^, mayor será la probabilidad 
de que el estado sea ocupado. Por ejemplo, cierto estado de energia puede estar asociado con más 
posibles valores dei momentum angular que otros estados y, por tanto, es más probable que esté 
más ocupado. Los valores de las probabilidades intrínsecas g. están determinados en cada caso por 
la estructura interna dei sistema. 

No utilizaremos el procedimiento matemático para calcular la probabilidad de la partición o 
distribución P en la estadística de Maxwell-Boltzmann o para obtener su valor máximo. En lugar 
de ello estableceremos los resultados y los justificaremos de manera intuitiva (véase la Nota 17.1). 

En primer lugar, es razonable suponer que cuando se alcanza el equilibrio estadístico y la 
probabilidad P es máxima, los números de ocupación n. deben ser proporcionales a las probabilida¬ 
des intrínsecas g., ya que cuanto más grandes sean éstas, más probable será que una partícula se 
encuentre en el estado E.. Podemos suponer también que en el equilibrio, las partículas tienden a 
favorecer los estados de menor energia, y, en consecuencia, las partículas en estados de energia 
mayores tenderían a pasar a los de menor energia. Es decir, cuanto más grande sea la energia £., 
menos probable es que una partícula se halle en tal estado cuando se alcanza el equilibrio estadísti¬ 
co. Una expresión exponencial negativa de la forma e"^^<, donde p es un parâmetro positivo (que, 
como se verá después, está relacionado con la temperatura) satisface este requisito. Por tanto, resul¬ 
ta plausible suponer que los números de ocupación de la partición más probable o de equilibrio 
deberá ser de la forma 

rii = ag',-e“'^^‘ (17.3) 

donde a es una constante que depende de la estructura dei sistema. La consistência en las 
unidades requiere que p se exprese en unidades inversas de energia; esto es J~\ eV~\ etcétera. 

Nuestro siguiente paso es relacionar los parâmetros ay p con las propiedades físicas dei 
sistema. La magnitud a puede expresarse en términos dei número de partículas dei sistema: 

N = YI2 "f" U3 -f- — 

= + ••• 

= a(^ie”^^‘ -h + •••) 

= «(l0,e-«) = aZ 


















íey de distribución de Maxivell-Bolí 


donde 


Z = ( 17 . 4 ) 

í 

La cantidad Z, conocida como función de paríición, es muy útil para el cálculo de las propiedades 
dei sistema. Nótese que Z es función dei parâmetro y depende de los valores de g. y E.. Por tanto, 
podemos escribir a = N/Z y la ecuación 17.3 se convierte en 

N 

(n.5) 

La expresión 17.5 es la ley de distribución de MaxwelLBoItemaníi para un sistema en equilibrio 
estadístico. Nótese que n. depende de la estructura dei sistema a través de y y de su estado 
físico general a través de p. 

La energia total de un sistema de partículas en equilibrio estadístico es 

U = + « 2^2 + ^3^3 + 

= + g2E2Q~^^^ + g^E^e''^^^ + •••) 

= > ,17.6) 


Usando la definición de la función de partición y notando que 


d 

àp 


( e -^^0 


E.e 


-PE, 


podemos expresar U de la manera alternativa 


U = - 


N d 
Záp 



N dZ 

Zdp 


Esta expresión se puede escribir también en la forma más compacta 
d 

U=-N—{\nZ) (n.l) 

dp 

La energia promedio de una partícula es entonces 

£™ü=-^=-:^( lnZ) (17.8) 

N áp 

Estas expresiones muestran la importância de la función de partición en el cálculo de las propieda¬ 
des de un sistema en equilibrio estadístico en función de su estructura interna, que está determinada 
por los valores de g. y E., y dei parâmetro p. 


EJE/^PLO 17.2 

Cálculo de la partición más probable o de equilibrio dei sistema considerado en el ejemplo 17.1. Cada 
partícula puede estar en uno de tres estados, igualmente separados, cuyas energias son 0, e y 2e. Supon- 
gamos que cada nivel de energia tiene la misma probabilidad intrínseca g. Este sistema, por ejemplo, 
podría estar formado por átomos cuyo momentum angular tiene tres orientaciones posibles cuando se les 
coloca en un campo magnético. 
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[> Recordemos que el sistema está compuesto de 4 (XK) partículas y que su energia total (véase la Fig. 17.1) 
es 2 300 e. Usando Ia ecuación 17.3 para la partición más probable, y haciendo = = g^ = g, tenemos 

«1 = ag , «2 = «3 = 

Si denotamos e"^ con x, podemos escribir «2 = n^x y «3 = n^x^. Así, las condiciones 17.1 y 17.2, que dan 
el número total de partículas y la energia total, respectivamente, se vuelven 

«1 + «iX + = 4000 y (nix)6 + (niX^)(2e) = 23008 


Cancelando el factor común e de la segunda relación tenemos 

« 1 ( 1 +x + x2) = 4000 y ni(x + 2x^) = 2300 
Dividiendo una ecuación entre la otra, para eliminar n ^, obtenemos una ecuación para x : 

57x2 + 17x - 23 = 0 


ox = 0.503 37. (Sólo se utiliza la raiz positiva. ^Por qué?) Tomando una de las dos ecuaciones anteriores 
y usando el valor para x, encontramos que n^ = 2 277 (la cifra está redondeada), «2 = ^ y ”3 “ 
que da la partición de equilibrio dei sistema. Esta distribución es muy diferente de la dada en el ejemplo 
17.1 y, por tanto, el sistema de dicho ejemplo no está en equilibrio estadístico. 


Nota 17.1 Probabilidad de una partición en la estadística de Maxwell-Boltzmann 

Es relativamente sencillo estimar la probabilidad de una partición (o distribución) («,, « 2 » ny..., Wj,...) para un sistema de partículas 
idênticas en la estadística de Maxwell-Boltzmann. Primero, notamos que la probabilidad intrínseca g^ da la probabilidad de que el 
estado de energia E-^ esté ocupado por una partícula. Si no hay restricciones sobre la ocupación dei estado E. por más de una 
partícula, entonces la probabilidad de ocupación de dos partículas es pj x o g^^ ; para tres partículas es x x o g^. Así, la 
probabilidad intrínseca de hallar n. partículas en el estado de energia es E^ es p"'. Esta situación es parecida al cálculo de 
la probabilidad de obtener la misma cara de un dado para vários lanzamientos consecutivos: para un lanzamiento es de i, para 
dos de (i)2, para tres de (i)^, y así sucesivamente. Entonces podemos suponer que la probabilidad P de la partición («j, Hj, ny ..., 
«j,...) debe ser proporcional a ' 

También, debido a que las partículas son idênticas, ninguna permutación de partículas en el mismo estado de energia da 
lugar a una nueva partición. El número de permutaciones de Wj objetos es n.^\. Por tanto, podemos esperar que la probabilidad P sea 
inversamente proporcional a nj!n 2 !n 3 !.... Así escribimos 






Por ejemplo, para la partición ilustrada en la figura 17.2, la probabilidad es 


p _ glgígígigígl 

~ 3!0!2!1!4!2! 

En esta expresión = í Y 0! = 1 porque sólo hay una manera de lograr ese número de partición cuando no hay partícula en ese 
estado. La expresión anterior para P se puede obtener mediante un método más riguroso, que no desarrollaremos. 

Para ilustrar el significado de la expresión para P, consideremos el sistema de los ejemplos 17.1 y 17.2 compuesto por 
4 000 partículas en tres niveles de energia, todos con la misma probabilidad intrínseca. Comparamos primero las probabilidades 
relativas de dos particiones que no son de equilibrio. La partición dei ejemplo 17.1 tiene 2 (XX) partículas en el nivel inferior, 1 700 
en el medio y 300 en el superior. La segunda partición es resultado de la transferencia de dos partículas dei nivel medio, una al 
inferior y la otra al superior. Nótese que este proceso no cambia la energia total. 

Según la expresión anterior para P, las probabilidades para la primera y segunda particiones son 


g 


2000 ! 1700 ! 300 !' 


g 


2001 ! 1698 ! 301 ! 
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En lugar de calcular los valores de F, y Pj (lo cual podríamos hacer mediante técnicas matemáticas conocidas), simplemente 
hallaremos su cociente: 

P 2 1700 x 1699 2 888 300 

Pi 2001 x 301 602 301 

Así, la mera transferencia de dos partículas, de las 4 000, a otros niveles aumenta la probabilidad por un factor de 4.8. Esto 
significa que las particiones Pj y Pj están muy lejos de ser la partición de equilibrio; esta situación se debe a una población 
excesiva dei nivel medio. Por tanto, el sistema intentará evolucionar a un estado en donde el nivel medio esté menos poblado. Se 
sugiere al estudiante repetir el problema, considerando otras distribuciones posibles de partículas, todas compatibles con la misma 
energia total. (Quite dos partículas más dei nivel medio o pase una de los niveles superior e inferior al medio y recalcule sus 
probabilidades relativas.) 

En el ejemplo 17.2 obtuvimos la partición más probable o de equilibrio para este sistema, de acuerdo con la ley de 
distribución de Maxwell-Boltzmann, y encontramos Ia partición n^ = 2277, «2 = 1146 y /I 3 = 577. La probabilidad de partición 
correspondiente es 

4000 

p ~ «- 

2277!1146!577! 

Calculemos ahora el cambio de P cuando se retiran dos partículas dei nivel intermédio y se transfieren a los niveles inferior y 
superior. La nueva probabilidad de partición es 


2278!11441578! 


El cociente de las dos probabilidades es 

P'_ 1146 X 1145 _ 1312 170 _ 
7“ 2278 X 578 “ 1 316684 ~ 


0.9966 


Por tanto, las dos probabilidades son esencialmente iguales, ya que si P es un máximo, el cambio en P cuando se hace un 
cambio pequeno en los números de distribución debe ser muy pequeno. Así pues, el microestado de equilibrio puede fluctuar 
entre particiones cercanas a la más probable sin que haya mucho cambio en el estado macroscópico. Este ejemplo confirma que 
la ley de distribución de Maxwell-Boltzmann corresponde a la probabilidad máxima P para un sistema que satisface las ecuaciones 
17.1 y 17.2. 


17.4 Definición esfadísfica de temperatura 

El parâmetro /? está relacionado directamente con la magnitud física que hemos llamado tempera¬ 
tura. Según explicamos en el capítulo 15 para los gases, la temperatura está relacionada con una 
propiedad estadística: la energia cinética media de las moléculas de un gas en equilibrio térmico. 
De forma parecida, la ecuación 17.8 relaciona P con E^, lo que sugiere una relación entre y la 
temperatura dei sistema. 

Nótese primero que el valor de la exponencial e"^^» disminuye a medida que crece ftE. y 
aumenta a medida que pE. disminuye. Debemos concluir que, a medida que PE^ aumenta, la ocupa- 
ción dei estado con energia E. se hace menor y que a medida que disminuye pE., se hace mayor. 
Como las E". están fijadas por la composición dei sistema, concluimos además que una P grande 
favorece valores más pequenos de E. y reduce la energia media de las particulas. Del mismo modo, 
una p pequena favorece valores grandes de E. y aumenta la energia media de las particulas. Por otro 
lado, una temperatura alta implica una energia media alta de las particulas y una temperatura baja 
implica una energia media baja. De este modo vemos que el efecto de un cambio en j 8 es opuesto a 
uno en la temperatura dei sistema. Esto sugiere una definición estadistica general de la temperatura 






T dei sistema, relacionándola con el parâmetro /3. Como los efectos de y Ten la energia molecular 
media son opuestos, adoptamos la definición estadística de temperatura como la relación inversa 

= o kT = - (17.9) 

kT p 

donde k es la constante de Boltzmann, introducida en la sección 15.3, cuyo valor es 

k= 1.3807 X 10-23 JK-' 8.6178 x lO-^eVK-' 

Necesitamos introducir k por razones dimensionales, ya que P es el recíproco de la energia. Podría- 
mos medir la temperatura en unidades de energia, pero no se acostumbra. Mediante ciertos cálcu¬ 
los que omitiremos, se puede verificar que la temperatura definida por la ecuación 17.9 es la misma 
que la temperatura de un gas definida por la ecuación 15.15 y utilizada en el capítulo 16 (véase 
también el Ej. 17.6). 

Usando la ecuación 17.9 podemos expresar ahora la ley de distribución de Maxwell- 
Boltzmann, ecuación 17.5, de la forma 

= (17.10) 

Ponemos énfasis en que la ecuación 17.10 da los números médios de ocupación cuando el sistema 
está en equilibrio estadístico. Similarmente, la función de partición, ecuación 17.4, queda 

Z = (17.11) 

i 

y, de este modo, es función de la temperatura dei sistema. De la ecuación 17.9 tenemos que 
dP =-dTlkT^ y, portanto, las ecuaciones 17.7 y 17.8 se pueden escribir en términos de la 
temperatura como 

j 

U^kNT^ — (InZ) (17.12) 

áT 


y 

E^,= kT^^{lnZ) (17.13) 

di 

Concluimos entonces que, para un sistema en equilibrio estadístico, la energia total t/ y la 
energia media de las partículas están determinadas por la temperatura dei sistema. La relación 
exacta depende de la estructura microscópica dei sistema, que está expresada en la función de 
partición Z y es diferente para un gas ideal, un gas real, un líquido, e incluso para un núcleo comple- 
jo. En consecuencia, podemos decir que 

la temperatura de un sistema en equilibrio estadístico es un parâmetro relacionado con la 

energia media por partícula dei sistema; la relación depende de la estructura dei sistema. 

La definición estadística de temperatura, como está dada por la ecuación 17.9, es válida 
únicamente para un sistema de partículas en equilibrio estadístico y, en consecuencia, no se aplica 
a una sola partícula o a un sistema que no esté en equilibrio. La razón de esto es que el parâmetro P 
aparece sólo en conexión con el cálculo de la partición más probable de un sistema, que correspon¬ 
de, por definición, al estado de equilibrio. Si el sistema no está en equilibrio, podemos hablar de 
una temperatura “efectiva” de una pequena porción dei sistema, suponiendo que ésta se halle próxi¬ 
ma al equilibrio. 

Como la exponencial de la ecuación 17.10 es una función decreciente de EJkT, 

cuanto más grande sea este cociente, menor será eí valor dei número de ocupación n.. Por tanto, a 
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Figura 17.3 Distribución de 
Maxwell-Boltzmann a cuatro 
temperaturas diferentes. 


una temperatura dada, cuanto más grande sea la energia E., menor será el valor de n.. En otras 
palabras, la ocupación de los estados disponibles para las partículas disminuye a medida que su 
energia aumenta, A temperaturas muy bajas sólo los niveles de menor energia están ocupados, 
como se muestra en la figura 17.3. Pero a temperaturas más altas (que correspondeu a valores más 
pequenos de IkT para una energia dada) aumenta la población relativa de los niveles de mayor 
energia (de nuevo como se muestra en la Fig, 17.3) mediante una transferencia de partículas de los 
niveles de energia más bajos a los altos. En el cero absoluto de temperatura, únicamente el nivel 
fundamental o más bajo de energia está ocupado. Por eso se dice que a medida que aumenta la 
temperatura, el sistema se vuelve más “desordenado”. 


EJEMPLO 17.3 

Las partículas de un sistema pueden ubicarse en dos estados de energia, - e y +e. Calcular la energia 

media a la temperatura T. Suponer que ambos estados tienen la misma probabilidad intrínseca. Éste es, ^ 

por ejemplo, el caso de un electrón situado en un campo magnético. ___ 


O Como las partículas pueden estar sólo en dos estados de energia, £j = -e y £2 = + ambos con la 
misma probabilidad, ô'} = ^2 “ ^ 17.4). Entonces la función de partición es Z = + e~^^^ = 

QÍk ^ Q-f}£^ y energia media de una partícula es 


-e ---n, ~ 

Figura 17.4 Sistema de dos 
niveles de energia. 


O 


d 

dp 


(lnZ) = 


1 dZ 
Z~dp 




efi//cT __ g-fi/feT 

£med= He/kT) 


donde p fue sustituida por l/kT. La energia total es 
U = NE^^ = -Netm h(e/kT) 

que nos permite hallar U en términos de T. Nótese que, para T muy baja, la exponencial negativa se 
vuelve cero y vemos que «* - £. Esto es porque todas las partículas tienden a estar en el nivel más 
bajo. Para T muy grande, ambas exponenciales se hacen igual a 1 y tenemos E^ =» 0 porque las partí¬ 
culas tienden a ocupar ambos niveles en la misma proporción. 
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Este ejemplo ilustra lo que le sucede a una sustancia paramagnética cuando se coloca en un 
campo magnético y se varia la temperatura (Sec. 26.4). A una temperatura baja la sustancia está magne¬ 
tizada, pero a medida que aumenta la temperatura, la sustancia pierde su magnetización. 


EJEMPLO 17.4 

Para las temperaturas de 100 K, 300 K (temperatura ambiente) y 1 0(X) K, determinar el cociente entre 
los números de ocupación para dos niveles que correspondeu a una diferencia de energia AE igual a: 
(a) 1{H eV, valor equivalente a la separación de los niveles de rotación moleculares, (b) 0.05 eV, que 
corresponde a los niveles de vibración moleculares, (c) 3.00 eV, que es el orden de magnitud de la 
excitación electrónica de átomos y moléculas. Suponer por simplicidad que g = 1. 


I> La relación de los números de ocupación entre dos niveles de energia E. y Ej es 

^ = Ei)/kT ^ ^ g - AE/kT ^ g - AE/kT 

«í Qi Qi 


1 y AE es la diferencia de energia entre dos niveles. Asi, n. y rij son comparables sólo si AE es 
mucho menor que kT. La importância fisica de este resultado se manifiesta en la rapidez de las reaccio- 
nes quimicas, las propiedades de los semiconductores, el funcionamiento de láseres, etcétera. 

A partir dei valor de k. kT = 8.1678 x 10“^ T eV. Entonces, si AE se expresa en electron-volts. 


— = 1.1603 ^ 10 ^ 
kT 


AE 

~¥ 


Para los valores dados de AE, los valores de ^ tres temperaturas están dados en la si' 
guiente tabla: 


A£:(eV) 


«j/Wj 


100 K 

300 K 

lOOOK 

10 -^ 

0.9885 

0.9962 

0.9988 

5x10-^ 

3xl(y3 

0.145 

0.560 

3.00 

3 x 10 -’^ 

8 X 10 -^^ 

8 X 10 -í® 


En la tabla vemos que, para AE = 10~‘* eV, los dos niveles están prácticamente igual de poblados a las tres 
temperaturas consideradas; esto significa que, a temperatura ambiente, las moléculas de gas están casi 
igualmente distribuídas entre los niveles de rotación. Para AE = 5 x 10“^ eV, la población dei nivel 
superior es casi despreciable a la temperatura más baja, pero no lo es a temperatura ambiente, a la cual 
alrededor dei 14% de las moléculas dei gas están en un estado de vibración excitado. Sin embargo, para 
AE = 3 eV, el cociente es tan pequeno que es razonable considerar que el nivel superior se encuen- 
tra esencialmente vacío a las temperaturas consideradas. Así, la mayoría de los átomos y moléculas (a 
temperatura ambiente) están en su estado electrónico fundamental. Sólo a temperaturas extremadamente 
altas (como en una llama, la atmósfera dei sol o en estrellas muy calientes) existen cantidades aprecia- 
bles de átomos y moléculas en estados electrónicos excitados. Las excitaciones electrónicas se pueden 
producir también mediante colisiones inelásticas de electrones rápidos con moléculas de gas en una 
descarga eléctrica o mediante el calentamiento dei gas. 


Nota 17.2 Capaddad calorífíca de un sólido cristalino 

Una aplicación sencilla y útil de los métodos estadísticos es el estúdio de las propiedades de un sólido cristalino. Un sólido 
cristalino es una distribución regular, o red, de iones, átomos o moléculas que se mantienen en posiciones de equilibrio fijas. 
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aunque no se encuentran completamente en reposo, sino que pueden vibrar alrededor de sus posiciones d^ j^^librio. Esfoi 
fica que la energia térmica interna de un sólido es la energia de vibración de las unidades que componenflai^ft l^ppi^^j 
supongamos que todos los iones o átomos vibran linealmente con la misma frecuencia v. Entonces, como la enérgia de un osífi^or 
está cuantizada, Ias energias posibles están dadas por (recuerde la Ec. 10.27) v 

£■„ = (n -f f)hv (n = 0, 1, 2, 3,...) 


La distribución de iones entre los diferentes niveles de energia depende de la temi^ratura. Los iones en el estado n tienen una 
energia nhv con respecto al estado fundamental (n = 0), de modo que la ocupación relativa a la temperatura 7está dada por el factor 
de Boltzmann, que en este caso es e 

Es muy sencillo determinar cómo varia la energia interna de vibración dei sólido con respecto a la temperatura. De 
acuerdo con la ecuación 17.4, suponiendo que todos los estados de vibración tienen la misma probabilidad relativa de ocupación, 
la función de partición es 


2 = = 

n n 

donde x = ^ 1. Ésta es una serie geométrica decreciente de la forma 1 +;c + ;c^+..., cuya suma es 1/(1 -x), (véaselaEc. 

B 30 dei Apend. B). Entonces la función de partición se puede expresar como 

Z = (l 


La energia total de vibración a la temperatura T, usando la ecuación 17.12, es 


U = kNT^ 


d 

dT 


InZ 


Pero In Z = -In(l - y por tanto 

d ^ {hv/kT^)e-'"'"‘'^ _ hv / 1 \ 

— (InZ)- 

Asi pues. 

Si la temperatura es muy alta, podemos aproximar la exponencial dei denominador por 1 +(liv//cT) (recuerde que e* 1 + x si 
;r« 1; véase la Ec. B.32), lo que da como resultado U - kNT. Ésta sena la energia si los osciladores estuvieran sólo en una 
dimensión. Sin embargo, los iones de la red se pueden mover a lo largo de tres direcciones, por lo que la energia de vibración de 
un sólido es 

V = 3kNT=3NRT 


donde N es el número de moles. Nótese que U es el doble dei valor para un gas monoatómico ideal, porque en un oscilador 
tenemos que considerar ambas energias, cinética y potencial, y cada una de ellas tiene el mismo valor medio (recuerde las Secs. 
10.4 y 15.6). 

Esta expresión puede utilizarse para estimar la capacidad calorifica molar de un sólido a altas temperaturas, lo cual da 


C^ = - 


1 dU 


N dT 


= 3R 


que concuerda con la tabla 16.1 para los metales. 

A temperaturas muy bajas o valores grandes de hv/kT, la expresión para U se puede aproximar como U - Nhve que 
indica que la energia disminuye exponencialmente. Esto es incorrecto pues, de acuerdo con el experimento, a muy bajas tempera¬ 
turas la energia varia con y la capacidad calorifica molar varia con T^. La figura 17.5 muestra la forma en que la capacidad 
calorífica molar de un sólido cristalino varia con la temperatura. La teoría se puede mejorar si tenemos en cuenta el hecho de que 


















los iones de una red cristalina pueden vibrar con más de una frecuencia. De este modo se obtiene una concordância completa 
con los experimentos. 

Esta teoria fue desarrollada por Einstein en 1906, un ano después de la formulación de su teoria de la relatividad 
especial, y fue afinada en 1912 por Peter J. W. Debye (1884-1966). 


Figura 17.5 Variación de la 
capacidad calorífica molar con la 
temperatura. 



17.5 Dísíribucíén de energias y velocidades moleculares en un gas Ideal 

En un gas, las moléculas se mueven en todas las direcciones con velocidades distintas y con movi- 
miento rectilíneo, excepto cuando chocan entre sí o con las paredes dei recipiente. En cada colisión 
ocurre un intercâmbio de energia y momentum. Cuando se alcanza el equilibrio existe una distribu- 
ción bien definida de energias y velocidades moleculares. 

En un gas son posibles todas las energias (y velocidades) moleculares. En lugar de hablar de 
cuántas moléculas tienen una energia dada (que seria bastante dificil dado el gran número de molé¬ 
culas dei gas), es más razonable calcular el número ÔN de moléculas en un intervalo pequeno de 
energias Ey E + dE. A partir de la ley de distribución de Maxwell-Boltzmann, es posible demostrar, 
calculando los valores de en el intervalo de energia dE, que el número de moléculas por intervalo 
unitário de energia (esto es, dN/dE) de un gas compuesto por N moléculas a la temperatura T está 
dado por la expresión 


dE {nkT)^/^ 


£l/2g-£//cT 


(17.14) 


Esta expresión para la distribución de energia de las moléculas de un gas ideal fue deducida origi¬ 
nalmente por Maxwell aproximadamente en 1857, antes de que la mecânica estadistica fuera desarro¬ 
llada. Los gases reales siguen esta ley bastante bien a altas temperaturas y/o pequenas densidades. En 
la figura 17.6 se ha representado graficamente la ecuación 17.14 para dos temperaturas diferentes. 
Nótese que para cada temperatura existe una energia a la cual el número de moléculas es máximo. 

En ocasiones requerimos la distribución de velocidades en lugar de la de energias. Recor¬ 
dando que E = , la derivada de E con respecto a ves dE/dv = mv. Por tanto, tenemos 

dN _dN dE _ ^ 

dv dE dv dE 

Haciendo la sustitución E = ^mv^ en la ecuación 17.14, obtenemos 


.1 „—mv^ jlkT 


( 17 . 15 ) 
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que da una velocidad más probable de y = Esta velocidad corresponde a una energia E = 

kT, que es diferente de la energia más probable. Nótese que cuanto más pequena sea la masa de las 
moléculas, mayor es la velocidad más probable. En consecuencia, en el aire, las moléculas de nitrógeno 
se mueven, en promedio, con mayor velocidad que las de oxigeno, y las de hidrógeno lo hacen aún con 
mayor velocidad. 


EJEMPLO 17.6 

Energia media de las moléculas de un gas. 

En un gas a temperatura T, la energia total de las moléculas que tienen energias entre E y E -i- áE es 
EdN = E(dN/dE) dE. Por tanto la energia total dei gas es E(dN/dE) dE y la energia media de las 

moléculas es 


N N 


fdN\ 

E{ — ]dE 
\dE 


Insertando la expresión 17.14 obtenemos 


£3/2g-£/kT^£ 


inkT)^‘^]o 


Para calcular la integral es más sencillo hacer la sustitución x = E/kT, de modo que dE = kTdx. Entonces 


E^^.= -—kT \ "'dx 


El valor de la integral es (véase la Sec. 6 dei Apend. B), de manera que obtenemos = kT, lo que 

concuerda con la ecuación 15.15. Ésta es una prueba más de que la definición estadistica de la tempera¬ 
tura asociada con la distribución de Maxwell-Boltzmann coincide con la dei gas ideal. 


17.6 Veriíícacién experimental de la ley de dísfríbucion de Maxwell-Boltzmann 

Una prueba de la aplicabilidad de la estadística de Maxwell-Boltzmann a los gases consiste en ver 
si las distribuciones de energias y velocidades ilustradas en las figuras 17.6 y 17.7 se dan en reali- 
dad. Una forma de hacerlo es analizar la dependencia de algunos procesos moleculares, como la 
rapidez de las reacciones químicas, respecto a la temperatura. Supongamos que una reacción parti¬ 
cular ocurre únicamente si las moléculas que intervienen tienen una energia igual o mayor que una 
energia E^. El número de tales partículas, para dos temperaturas diferentes, está representado por 
las áreas sombreadas que se hallan bajo las respectivas curvas en la figura 17.8. Notamos que hay 
más moléculas disponibles a temperaturas altas que a bajas. Mediante un cálculo apropiado, pode¬ 
mos predecir el efecto de estas moléculas adicionales en la velocidad de reacción y la predicción 
teórica se puede comparar con los datos experimentales. Los resultados experimentales están en 
excelente concordância con la ecuación 17.14, lo que confirma la aplicabilidad de la estadística de 
Maxwell-Boltzmann a los gases. 

Una verificación más directa consistiría en un “conteo” real dei número de moléculas que 
hay en cada intervalo de energias o de velocidades. Se han llevado a cabo vários experimentos para 
este propósito. Un método, que utiliza un selector de velocidades, se ilustra en la figura 17.9. Los 
dos discos ranurados, D y D', giran con velocidad angular (ü y sus ranuras están desplazadas entre 
sí un ângulo 6. Las moléculas dei gas que escapan de un homo a cierta temperatura (proceso cono- 
cido como efusión), pasarán por ambas ranuras y serán recibidas en el detector sólo si su velocidad 
es v=s(úl6, ya que í = 0/mes el tiempo requerido para que el disco gire un ângulo 0. Al cambiar 03 
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Energia 


Figura 17.8 Número de moléculas con energia mayor 
que £'3 a dos temperaturas diferentes. El número en cada 
caso está indicado por el área sombreada. 


Gas en 
efusión 


Haz 


Haz de velocidades 



Detector 


Figura 17.9 Selector de velocidad molecular. 


O 0, se puede cambiar la velocidad de las moléculas recibidas en el detector. Si se hacen varias 
observaciones para diferéntes Vèlocidades v, se obtienen distribuciones de velocidades y energias. 
Los resultados experimentales Confirman las predicciones de la estadística de Maxwell-Boltzmann, 
como está expresada en las ecüaciones 17.14 y 17.15. 

Como segundo ejemplo, los neutrones prçducidos en el proceso de fisión de un reactor 
nuclear son frenados por un material llamado moderador, como agua o grafito, hasta que entran en 
equilíbrio térmico a la temperatura dei moderador. Los neutrones en equilíbrio térmico se compor- 
tan como un gas ideal y su distribución de energias es congruente con la ley de Maxwell, ecuación 
17.10; esto es, los neutrones térmicos siguen la estadistica de Maxwell-Boltzmann. Este hecho es 
esencial en el diseno de réactores nucleares. Si los neutrones que salen por la ventana de un reactor 
se hacen pasar por un selector de energia parecido al de la figura 17.9, se obtiene (dependiendo de 
la abertura dei selector) un haz de neutrones prácticamente monoenergético. 

17.7 Equilíbrio térmico 

Consideremos un sistema aislado compuesto por dos grupos distintos de particulas, y S 2 . Décimos 
que cada grupo de particulas constituye un subsistema. Por ejemplo, nuestros dos subsistemas pueden 
consistir en un liquido con un sólido sumergido en él, una mezcla de gases o de liquidos, dos gases en 
recipientes que tienen una pared común o dos sólidos en contacto. Mediante colisiones y otras 
interacciones puede intercambiarse energia entre las particulas de los dos subsistemas, pero la energia 
total dei sistema completo se supone fija. Designemos el número total de particulas de cada subsistema 
con // y y los correspóndientes niveles de energia disponibles a las particulas con £j, E 2 , E^... y 
£'j, E' 2 , E'y... Si no hay reacciones entre las particulas de los dos subsistemas, el número total de 
particulas permanece constante y la energia total dei sistema completo también permanece constante. 
Pero la energia de cada subsistema no se conserva porque, debido a sus interacciones, pueden inter- 
cambiar energia entre ellos. Por tanto, los números de ocupación «j, « 2 » y V ” 3 ’—’ deben 
satisfacer las siguientes condiciones para los dos subsistemas, en una partición dada: 

N = — const. (subsistema 5j) 

( 

N' = Yj n'j = const. (subsistema 5,) 

j 

Y^n'jE'j = const. (ambos sistemas) 
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Figura 17.10 Los sistemas Sj 
y S 2 a temperaturas TyT' 
intercambian energia a través de 
Ia pared divisória y alcanzan el 
equilibrio cuando sus temperatu¬ 
ras son iguales. 



T T' 


La probabilidad P de una paitición o distribución está dada por el producto de las probabilidades 
individuales y P^,P = P^ P^, siempre y cuando los dos subsistemas puedan considerarse como 
independientes, es decir, cuando la interacción entre ellos sea despreciable o se limite a intercâm¬ 
bios de energia por colisiones o por radiación. Podemos obtener el equilibrio dei sistema compues- 
to haciendo que P sea máxima. Se tiene como resultado que las distribuciones de equilibrio son 


donde Z y Z' son las respectivas funciones de paitición de los dos subsistemas. Notamos también 
que los dos subsistemas en equilibrio tienen el mismo parâmetro j3. En vista de nuestra defmición 
de temperatura, ecuación 17.9, kT = l/j3, podemos escribir 


= n’j = ~g'jQ 


donde 7es la temperatura común de los dos subsistemas en equilibrio térmico. Concluimos que 

dos sistemas diferentes de partículas que interactúan entre sí y que están en equilibrio 

estadístico deben tener la misma temperatura y, por tanto, están en equilibrio térmico. 

Las expresiones para n^ y Uj muestran que, en equilibrio térmico, cada subsistema alcanza el mismo 
microestado que si estuviera aislado y a la temperatura común T. Estas relaciones, por tanto, expre- 
san el hecho de que, en un sentido estadístico, después de alcanzado el equilibrio térmico, la ener¬ 
gia de cada subsistema permanece constante. Esto significa que, aunque ambos subsistemas pueden 
intercambiar energia a nivel microscópico, el intercâmbio se efectúa en ambas direcciones y, en 
promedio, no hay intercâmbio neto de energia. Podemos concluir que cuando dos cuerpos a dife¬ 
rente temperatura se ponen en contacto, intercambiarán energia hasta que alcancen el equilibrio 
térmico a una temperatura común (Fig. 17.10). A partir de este instante no hay más intercâmbio 
neto de energia. Esto también es congruente con nuestro concepto de temperatura, según el cual si 
un cuerpo “frío” se pone en contacto con uno “caliente”, el frio se calienta y el caliente se enfría, 
hasta que se “sientan” a la misma temperatura. 

Como se mencionó en el capítulo 15, ésta es la base de la medición de la temperatura de un 
cuerpo. La temperatura de un cuerpo se determina poniéndolo en contacto con un cuerpo patrón 
debidamente calibrado (o termómetro) hasta que se llega al equilibrio térmico entre ambos. 


Nota 17.3 Análisis estadístico de írabajo y calor 

En esta nota analizaremos desde un punto de vista estadístico los conceptos de trabajo y energia introducidos empiricamente en el 
capítulo 16. Consideremos un sistema en el que las partículas pueden tener energias £,, E^, Ey... Supongamos que el número de 
partículas en cada nivel de energia es n^ n^, «3,... l.a energia total dei sistema es 

V=1n,E, 

i 
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Hasta ahora hemos considerado únicamente sistemas aislados. Si el sistema no está aislado, puede intercambiar energia con los 
alrededores. Como resultado dei intercâmbio de energia pueden ocurrir dos efectos. Uno es que las particulas se redistribuyan 
entre niveles de energia y provoquen los câmbios dn^, dn 2 , driy... en los números de ocupación. El segundo pueden ser câmbios 
d^j, d£' 2 > d£’ 3 ,— en los niveles de energia debido a modificaciones en la estructura o en el tamano dei sistema. Por ejemplo, 
consideremos un gas en una caja de lado a. Si el tamano de la caja cambia debido a que sus lados aumentan una cantidad da, los 
niveles de energia de las moléculas cambian según se ilustra en la figura 17.11 (véase la Sec. 37.4). 

El cambio de energia interna se puede expresar como 

dU^XE^dn, + 

redistribución cambio en la estmctura 
de partículas ^ tamano 

dei sistema 


La primera suma, E.£. dn., corresponde a un cambio de energia interna causada por una redistribución de moléculas entre los 


niveles disponibles de energia. La segunda suma, dE^, corresponde a un cambio de energia interna provocado por un cambio 
en los niveles de energia. Examinemos primero el segundo término. Para el caso de la expansión de un gas, el cambio de energia 
dE. se debe al cambio en las dimensiones (es decir, el volumen) dei recipiente. Este cambio de energia corresponde a lo que 
hemos llamado trabajo en Ia sección 16.3. Asi, concluimos que el trabajo realizado sobre el sistema es 

i 

Por lo tanto, también podemos concluir que el primer término es el calor absorbido por el sistema y escribimos 

dÔ = E£,dn, 

I 

Esto es, la magnitud estadistica que hemos definido como calor en la sección 16.4 corresponde a un cambio en la energia dei 
sistema debido a una redistribución molecular entre los niveles de energia, como resultado de intercâmbios de energia con los 
alrededores. Guando el sistema absorbe energia de radiación, también resulta una redistribución de las particulas entre los niveles 
de energia, que contribuye al término Zjfj dn^. 

Este análisis coloca las definiciones estadisticas de trabajo realizado y de calor absorbido por un sistema sobre una base 
más firme que nuestras definiciones anteriores, dadas en las secciones 16.3 y 16.4. 



Figura 17.11 Cambio en los 
niveles de energia de un gas 
contenido en una caja cuando se 
hace variar el ancho de la caja. 
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17.8 Enfropía 

La distribución de equilíbrio de un sistema depende de las propiedades de sus componentes y 
corresponde a la distribución más probable de las moléculas dei sistema entre los diferentes niveles 
de energia disponibles que son compatibles con el macroestado dei sistema. En tales condiciones, 
la probabilidad P de la partición es máxima. Si el sistema, aunque aislado, no está en equilíbrio, 
podemos suponer que está en una partición de probabilidad más baja que la máxima o de equilí¬ 
brio. En el tiempo debido, el sistema evolucionará a consecuencia de las interacciones entre sus 
componentes o moléculas, hasta que alcance la partición de máxima probabilidad. En este instante 
el sistema alcanza el equilíbrio estadístico y no es posible que P aumente más, a menos que el 
sistema sea perturbado por una acción externa. 

Esta tendencia natural hacia el equilíbrio estadístico, equivalente a una evolución hacia la 
partición de máxima probabilidad, es parecida a lo que le sucede a la entropia de un sistema aisla¬ 
do, según se explicó en la sección 16.9. Esta similitud sugiere la existência de una relación entre la 
entropia de un sistema y la probabilidad de una partición. Boltzmann fue el primero en mostrar que 
la entropia, definida por la ecuación 16.23, AS ^ áQIT, está relacionada con la probabilidad de la 
partición mediante 

S^klnP (17.16) 

donde k es la constante de Boltzmann, la cual se introduce para asegurar que la entropia se mide en 
J K-*. Así, 

la entropia de un sistema es proporcional al logaritmo de la probabilidad de la partición 

correspondiente al estado dei sistema. 

Esta definición estadística de la entropia se aplica a cualquier partición o estado, de equilíbrio o 
no. Esto contrasta con el caso de la temperatura, que se define sólo para particiones o estados de 
equilíbrio. La ventaja de una definición estadística es que la entropia se puede calcular para dife¬ 
rentes sistemas, en estados de equilíbrio o no, mediante el cálculo de la probabilidad de la partición 
P. Por ejemplo, para cualquier estado de equilíbrio, se puede demostrar que la entropia definida por 
la ecuación 17.16 está expresada por 

U 

S — — kN \n Z 
T 

La definición estadística de entropia confirma que se trata de una propiedad dei estado dei 
sistema. Por tanto, el cambio de entropia de un sistema, cuando éste pasa de un estado a otro, es 
independiente dei proceso que se siga, ya que está determinado por las probabilidades de las parti¬ 
ciones inicial y final, propiedad que reconocimos también en la sección 16.9. 

Para dos sistemas con probabilidades Pj y P 2 , respectivamente, la probabilidad total de la 
partición que resulta de la combinación de los dos sistemas es P = Pj P 2 . Como In P = In Pj + In Pj, 
resulta que 

5 = /: In P = Â: In Pj + ^ In P 2 = + 52 

Como vemos, la entropia es una magnitud aditiva. 

17.9 Ley dei aumento de entropia 

El estado de equilíbrio estadístico de un sistema corresponde a la partición más probable. También 
la entropia de un sistema está directamente relacionada con la probabilidad de su partición. Con¬ 
cluímos entonces que la entropia de un sistema aislado en equilíbrio estadístico tiene el valor 
máximo compatible con las condiciones físicas dei sistema. En consecuencia. 
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los únicos procesos que pueden ocurrir de forma natural en un sistema aislado, después de 
que ésta alcanza el equilíbrio estadístico, son aquellos que son compatibles con el requisito 
de que no haya câmbios en la entropia; esto es, DS = 0. 

Cuando un sistema aislado no está en equilibrio, los procesos con mayor probabilidad de 
ocurrir son aquellos que llevan al sistema bacia el estado de máxima probabilidad o de equilibrio 
estadístico, para el cual la entropia también es máxima. Por tanto, 

un sistema aislado que no está en equilibrio evolucionará naturalmente en la dirección en 
que aumente la entropia; esto es, DS > 0. 

Así, los procesos que tienen mayor probabilidad de ocurrir en un sistema aislado son aquellos para 
los que 


M ^ 0 (17ol7) 

La desigualdad es válida cuando el sistema aislado no está inicialmente en equilibrio y es equiva¬ 
lente a la ecuación 16.35. Podemos establecer entonces que 

los procesos que tienen mayor probabilidad de ocurrir en un sistema aislado son aquellos 

en que la entropia aumenta o permanece constante. 

Este planteamiento es la formulación estadística de la ley de la entropia o segunda ley de la termo¬ 
dinâmica que se planteó en la sección 16.11 como una ley empírica. Sin embargo, existe una impor¬ 
tante diferencia y radica en el uso de la expresión Vmayor probabilidad”. Ésta implica que la ley de 
la entropia debe interpretarse en un sentido estadístico. Debido a fluctuaciones en la distribución 
molecular, la entropia de un sistema aislado puede disminuir, pero cuanto mayor sea la disminución, 
menor es la probabilidad de que ocurra. La variación de la entropia durante la evolución dei sistema 
bacia el equilibrio puede, entonces, representarse en la figura 17.12 mediante la línea irregular. 

La ley de la entropia expresa el bien conocido becbo de que en un sistema aislado existe una 
tendencia o dirección bien definida de ocurrencia de los procesos. Esta tendencia está determinada 
por la dirección en la que aumenta la entropia, que, a su vez, está determinada por la composición 
dei sistema y de las fuerzas que actúan entre los componentes. Ésta es otra razón por la que el 
concepto de entropia es tan importante, ya que sirve para caracterizar los procesos posibles y los 
que no lo son. 

Los fenómenos de transporte, como la difusión molecular y la conducción térmica (Cap. 
18), son ejemplos de procesos que siempre ocurren en una dirección, en la que la entropia dei 
sistema aumenta. La difusión ocurre con más probabilidad en la dirección en que la concentración 
tiende a igualarse, dando como resultado final un sistema homogéneo que posee más entropia. El 
proceso inverso, un cambio espontâneo de un sistema homogéneo a uno no homogéneo, correspon- 
diente a una disminución de la entropia, nunca se observa. Por ejemplo, consideremos una gota de 
tinta introducida en el punto A dentro de un recipiente lleno de agua (Fig. 17.13(a)). Las moléculas 
de tinta se dispersan rápidamente a través dei agua (Fig. 17.13(b)) y después de un tiempo relativa- 


Figura 17.12 Variación de la 
entropia de un sistema aislado 
mientras el sistema evoluciona 
hacia el equilibrio. 



Tiempo 
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Figura 17.13 Difusión 
irreversible de la tinta en el 
agua. 




mente corto el agua se colorea de manera uniforme (Fig. 17.13(c)). En este proceso la entropia dei 
sistema ha aumentado debido al aumento de los estados disponibles para las moléculas de tinta a 
causa dei mayor volumen. Si en un instante dado las velocidades de todas las moléculas se invirtie- 
ran de manera exacta, toda la tinta se volvería ajuntar en A, lo que provocaria una disminución de 
la entropia. Esto es improbable, y hasta ahora nunca se ha observado. Por otro lado, puede haber 
pequenas fluctuaciones en la concentración de moléculas de tinta en lugares diferentes, incluso 
después de que se ha alcanzado el equilibrio, pero estas fluctuaciones, en la mayoría de los casos, 
no son medibles. Se puede hacer el mismo análisis con la mezcla de dos sustancias a diferentes 
temperaturas. 

Si un sistema no está aislado, su entropia puede disminuir a causa de la interacción con 
otros sistemas, cuyas entropias entonces también deben cambiar. Sin embargo, la cantidad total de 
todos los câmbios de çntropía sufridos por todos los sistemas implicados en el proceso deben ser 
congruentes con la ecuación 17.17. Esto es, A5 = 0 será válida cuando los sistemas permanezcan 
en equilibrio térmico durante el proceso, y A5 > 0 tendrá validez cuando los sistemas no estén en 
equilibrio térmico inicialmente o durante el proceso. Por ejemplo, si una combinación de dos 
sistemas está aislada y la entropia total es 5 = 51 + ^2, el proceso que ocurre en el sistema aislado 
debe satisfacer 

AS = ASi + AS 2 ^ 0 (17.18) 

La entropia de uno de los componentes puede disminuir durante un proceso, pero el cambio neto de 
entropia dei sistema completo debe ser positivo o cero. 

La ley de la entropia caracteriza a aquellos procesos que tienen más probabilidades de 
ocurrir en el universo como un todo. Por tanto, muchos procesos pueden ocurrir porque cumplen 
con otras leyes, como la de la conservación de la energia. Sin embargo, es muy improbable que 
ocurran si violan el requisito 17.18. Esto indujo a Clausius a hacer su famosa aseveración: “la 
energia dei universo es constante pero su entropia crece constantemente”. 

La afirmación de Clausius tiene importantes implicaciones cosmológicas. Desde el origen 
dei universo, que supuestamente ocurrió con la Gran Explosión hace aproximadamente 15 x 10^ 
anos, éste ha evolucionado continuámente. Esta evolución parece venir acompanada de un incre¬ 
mento gradual de la entropia general. Así, parece que la ley de la entropia determina lo que puede 
suceder en el universo a medida que transcurre el tiempo. Por supuesto, en ciertos lugares y tiém- 
pos la entropia local puede disminuir debido a la aparición de una organización local, pero esto es 
compensado por un incremento mayor de entropia en alguna otra parte. Se puede especular tam¬ 
bién que debe existir alguna conexión entre el aumento de entropia y la direccionalidad dei tiempo, 
matéria fascinante que no podemos discutir aqui. 


EJEMPLO Í7.7 

Cambio de entropia de un gas ideal durante una expansión libre. 

^ Considere un recipiente dividido en dos volúmenes iguales 1 y 2 mediante una pared móvil (Fig. 17.17 
(a)). Inicialmente, el recipiente 1, a la izquierda, contiene gas en equilibrio térmico y el recipiente 2 está 
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Figura 17.14 Expansión libre 
de un gas. 


vacío. Cuando se retira la pared, el gas sufre una expansión libre y en un tiempo corto las moléculas se 
distribuyen sobre el recipiente completo 1 + 2, con un volumen 2V (Fig. 17.14(b)). Durante este proceso 
irreversible se altera el equilíbrio durante cierto tiempo, pero finalmente se restablece el equilíbrio esta- 
dístico sin que intervenga ninguna acción externa. Como lo explicamos en el ejemplo 16.12, la tempera¬ 
tura dei gas ideal no cambia durante la expansión libre y sucede lo mismo con la energia media de las 
moléculas. 

Podemos calcular el cambio de entropia analizando el proceso desde un punto de vista estadísti- 
co. Si Pj y P 2 son las probabilidades de la partición de equilíbrio de los estados inicial y final, tenemos, 
usando la ecuación 17.16, que 

AS = S2 - = /cln P2 - /cln Pi = /c In-^ 

En el caso de un gas ideal es fácil calcular el cociente de las probabilidades sin calcular Pj y P 2 separa¬ 
damente. Notamos primero que Pj es la probabilidad asociada con las moléculas dei gas que están en 
un volumen V, mientras que Pj corresponde a las moléculas que ocupan los dos recipientes 1+2 con 
volumen 2V. Para una sola molécula, el cociente Pj /Pj de las dos probabilidades es el mismo que el 
cociente V/2V de los dos volúmenes, j\ para dos moléculas es 1 x | o debido a que las moléculas se 
mueven independientemente una de otra; para tres moléculas es de { x f x 7 o de (|)^. En otras palabras, 
si tomamos una serie de fotografias, podríamos encontrar que, para el caso de una molécula, en el 50% 
de las fotos la molécula estará a la izquierda dei recipiente; si tenemos dos moléculas, en el 25% de las 
fotos las dos moléculas estarán en el lado izquierdo al mismo tiempo; y para tres, la probabilidad es de 
12.5%. Entonces es posible, en un corto tiempo, observar a “todas” las moléculas (una, dos o tres) en el 
lado izquierdo. Pero con una, dos o tres moléculas los métodos estadisticos no son necesarios y no tienen 
significado. Incluso es posible calcular con exactitud las veces que una dos o tres de las particulas están 
en un lado o en el otro si conocemos las condiciones iniciales. 

Cuando el número de moléculas es grande, la situación cambia drásticamente. Para iV moléculas, 
el cociente es 



P 2 2 ^ Pi 


Si Nes un número muy grande, entonces P 2 es mucho mayor que Pj. Esto explica la rapidez con la que 
el gas se expande libremente dei volumen V al 2V. Por la misma razón, el proceso inverso en el que todas 
las particulas se encuentran simultáneamente en el recipiente 1 es altamente improbable (aunque posi¬ 
ble). Nadie espera que cierto tiempo después, como resultado dei movimiento molecular, todas las mo¬ 
léculas dei gas aparezcan juntas en el lado izquierdo dei recipiente. Este proceso es posible pero muy 
improbable y, de hecho, nunca se ha observado. Por tanto, la expansión libre de un gas es un ejemplo de 
la direccionalidad de los procesos en su tendencia hacia el equilibrio e ilustra la naturaleza probabilista 
de la segunda ley de la termodinâmica. 

Insertando el valor P 2 /P 1 = 2^ en la expresión para AS obtenemos 

AS = kln2^ = kN\n2 

que es precisamente el valor que obtuvimos en el ejemplo 16.11. Debemos aclarar que nuestro análisis 
es válido para el caso simple de un gas ideal; para sistemas más complejos, es necesario calcular P 
directamente. 

Cuando el recipiente 2 de la figura 17.14 no es rígido sino que su volumen aumenta continua¬ 
mente sin que el gas realice trabajo (Fig. 17.14(c), el gas nunca alcanzará el equilibrio estadístico porque 
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se mantiene en expansión continua. La consecuencia de esta expansión continua es que la entropia dei 

gas nunca alcanza un máximo, sino que aumenta continuamente. Como el universo se encuentra en un 
estado de expansión, podemos decir que aunque la entropia dei universo esté creciendo continuamente, 
éste no se está acercando al estado de máxima entropia porque no tiende al equilibrio. En otras palabras, 
podemos decir que la expansión cósmica genera entropia. 


Nota 17.4 Sistemas alejados dei equilibrio 

En la mecânica estadística de sistemas en equilibrio se supone que un sistema aislado o cerrado, que inicialmente no está en 
equilibrio, evoluciona de forma inevitable bajo la acción de sus fuerzas internas, bacia un estado bien definido de equilibrio 
estadistico. Éste es el estado correspondiente a la partición más probable o, mejor dicho, al de máxima entropia, compatible con 
las restricciones y parâmetros dei sistema, Esta suposición en general es correcta, siempre y cuando el sistema no esté muy alejado 
dei equilibrio y su evolución se pueda predecir con una buena aproximación mediante ecuaciones lineales. 

Se dice que un sistema que no está en equilibrio es abierío cuando intercambia energia y/o matéria con los alrededores. En 
este caso, el sistema no evoluciona necesariamente bacia el equilibrio estadistico. Sin embargo, cuando el flujo de energia y/o matéria 
es estacionário, el sistema puede alcanzar un estado dinâmico estable, de modo que permanezcan constantes ciertas propiedades, 
como los gradientes de distribución de temperatura y matéria en todo el sistema. Éste es el caso de los fenómenos de transporte en 
situaciones estacionarias de los fluidos (Cap. 18). Existe la posibilidad de que, además, el sistema evolucione en complejidad, desa- 
rrollando ciertas estructuras que no ocurrirían si el sistema estuviera aislado, proceso que se conoce como autoorganizaclón. Un 
ejemplo de autoorganizaclón en un sistema abierto es un fluido en el que el gradiente de temperatura alcanza un valor cntico (véase 
la Nota 18.2). Otro ejemplo de autoorganizaclón en un^sistema abierto es el de los sistemas vivos, desde las células basta los organis¬ 
mos complejos. La autoorganizaclón de los sistemas abiertos es muy sensible a câmbios en los flujos de energia y/o matéria así como 
en otros parâmetros dei sistema. Cuando la rapidez de flujo o los parâmetros externos son alterados, la autoorganizaclón puede 
desaparecer, en ocasiones de manera súbita (en el caso de los sistemas vivos puede sobrevenir la muerte). 

La complejidad de la mayoría de los sistemas físicos que existen en la naturaleza los bace muy sensibles a las condiciones 
iniciales y a los factores externos. Además, su descripción requiere generalmente ecuaciones no lineales, lo que bace más difícil su 
análisis y predecir su evolución. De becbo, puede ser imposible obtener soluciones exactas, como se mencionó en la nota 10.4 para un 
oscilador forzado. 

Con el advenimiento de los computadores ba sido posible analizar detalladamente los sistemas físicos complejos. El análisis 
ba revelado una característica importante de los sistemas que no obedecen a una ecuación lineal. Debido a que tales sistemas son muy 
sensibles a las condiciones iniciales y a los factores externos, incluso una pequena fluctuación en los parâmetros dei sistema (cuando 
se encuentra lejos dei equilibrio), se puede amplificar de manera bastante inesperada, lo que puede dar como resultado una evolución 
impredecible dei sistema. Por tanto, aunque el sistema sea predecible en un corto plazo, es impredecible a largo plazo (Fig. 17.15). 

Los sistemas complejos alejados dei equilibrio pueden mostrar un comportamiento caótico, en el sentido descrito en la 
nota 10.4 para sistemas dinâmicos sencillos. La circulación dei aire en la atmósfera es un ejemplo importante de un sistema físico 
que muestra comportamiento caótico, Ésta es la razón por la cual la predicción dei clima a largo plazo es prácticamente imposible. 
La dinâmica de la atmósfera es muy compleja y se describe mediante ecuaciones no lineales, con condiciones iniciales y parâmetros 
conocidos solamente dentro de cierto grado de precisión. 

Entre los ejemplos de sistemas que muestran comportamientos caóticos podemos mencionar los sistemas vibrantes aco¬ 
plados, ya sean mecânicos o eléctricos, el movimiento turbulento de un fluido (Nota 18.2), las órbitas de los asteroides (Nota 


Figura 17.15 Evolución de un 
sistema no lineal para condiciones 
iniciales ligeramente distintas. 
Después de un tiempo, los estados 
se vuelven muy diferentes. 
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11 .9), las reacciones químicas oscilatórias, el movimiento de partículas cargadas en aceleradores y cavidades láser, los latidos dei 
corazón, la actividad eléctrica dei cerebro y un grifo que gotea, sólo por citar unos cuantos. 


PREGUNTÁS 

17.1 Explique lo que significa una partición de un sistema de 
partículas. 

17.2 í,Cuál es la relación entre el equilibrio estadístico y la 
probabilidad de una partición? 

17.3 í,De qué manera varia el número de ocupación en la 
estadística de Maxwell-Boltzmann para un estado de energia E. 
cuando la temperatura (a) aumenta, (b) disminuye? ^Cuál es la 
razón física de este tipo de variación? 

17.4 ^Cómo varia la función de partición con respecto a la 
temperatura? ^De qué manera se refleja esto en la energia total 
de un sistema? 

17.5 qué propiedad física de un sistema está 

relacionada la temperatura? ^Esta relación es la misma para 
todas las sustancias? ^ 

17.6 Se puede demostrar que la función de partición de un 
gas ideal es Z = CYT^'^, donde C es una constante. Usando la 
ecuación 17.13 obtenga la energia media de las moléculas dei 
gas. ^Cuál es su conclusión? 

17.7 Compare los conceptos de equilibrio estadístico y 
equilibrio térmico. 

PROSLEMÂS 

17.1 (a) Calcule la probabilidad de distribución de diez bolas 
idênticas pero distinguibles en siete cajas idênticas, de modo 
que quede una bola en las cajas 1 y 5, dos en las cajas 2 y 7, 
cuatro en la 6 y ninguna en las cajas 3 y 4. (b) Repita el cálculo 
cuando hay una bola en las cajas 1, 2, 6 y 7 y dos en cada una de 
las cajas 3, 4 y 5. 

17.2 Determine la temperatura dei sistema dei ejemplo 17.2 
cuando está en equilibrio estadístico. Suponga que e = 0.02 eV. 

17.3 (a) Remítase al ejemplo 17.3 y halle el cociente, como 
función de la temperatura, dei número de partículas con energia 
+e entre aquellas con energia -e. (b) Determine el cociente para 
temperaturas de 10, 300 y 1 000 K. Suponga que e = 0.02 eV. 

17.4 Las posibles energias de partículas de un sistema de 
partículas son 0, e, 2e,..., ne,... (a) Demuestre que la función 
de partición dei sistema (con = l)esZ=(l - 

(b) Calcule la energia media de las partículas. 

(c) Encuentre el valor límite de la energia media cuando e es 
mucho menor que kT. 

17.5 Remítase al sistema dei problema anterior y dibuje una 
gráfica que muestre los números de ocupación para (a) 100 K, 


17.8 En el ejemplo 17.5 encontramos la velocidad más 
probable (es decir, el máximo de la distribución de velocidades) 
de las moléculas de un gas. Explique por qué esta velocidad no 
corresponde a la energia más probable de la distribución. 

17.9 í,Qué formulación dei concepto de entropia piensa usted 
que tiene mayor contenido físico: la que se vio en la sección 

16.9 o la de la sección 17.8? 

17.10 Usando la función de partición de un gas ideal dada en 
la pregunta 17.6 y el valor U = kNT dado en la ecuación 17.17, 
verifique que la entropia de un gas ideal está dada por la 
ecuación 16.31. Esto muestra la consistência de la 
termodinâmica con la mecânica estadística. 

17.11 El deuterón es un núcleo compuesto por dos partículas 
(un protón y un neutrón), mientras que el núcleo de urânio 
contiene 238 partículas (92 protones y 146 neutrones). cuál 
de estos núcleos se aplica más adecuadamente el concepto de 
“temperatura nuclear”? 

17.12 Remítase al ejemplo 17.3 y dibuje un diagrama que 
muestre la variación de la energia total U con respecto a la 
temperatura T. 


(b) 300 K, (c) 800 K, dado que el valor de la energia e es de 
(i) 10-3 eV, (ii) 0.1 eV. 

17.6 Una máquina térmica reversible hace pasar 1.0 mol de 
un gas diatómico ideal por el ciclo que se muestra en la figura 
17.16. (a) Determine la presión dei gas en el punto B. (b) Para el 
proceso B-C, determine el calor anadido, el cambio de energia 
interna y el trabajo realizado sobre el gas. (c) Determine la 
velocidad cuadrática media de las moléculas dei gas en el 
punto A si la masa de una molécula es de 5.0 x 10“^^ kg. 

(d) Represente la distribución de velocidades de Maxwell para 
las moléculas dei gas a 300 K y 600 K, correspondiente a los 
puntos A y 5 de la figura. 

17.7 (a) Calcule el cociente de la velocidad media de los 
átomos de *“*0 entre la de los átomos de a una temperatura T 
en la que los átomos actúan como un gas ideal, (b) Repita el 
problema para y 238^ Considere la efectividad de la 
difusión a través de una pared porosa para estos dos casos como 
un medio de separación isotópica. 

17.8 Calcule la temperatura cuando el número de moléculas 
de un gas ideal por intervalo unitário de energia a 2 x 10 "^ eV es 
un cuarto dei número de moléculas a 1 x 10“^ eV. 
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Figura 17.16 

17.9 Halle el cociente dei número de moléculas de un gas 
ideal por intervalo unitário de energias de 0.2 eV entre el 
número de moléculas a 0.02 eV, dado que la temperatura dei gas 
es (a) 100 K, (b) 300 K, (c) 600 K. 

17.10 Calcule los puntos necesarios para construir la gráfica 
de la función de distribución de energia molecular de un kilo- 
mol de gas ideal a (a) 200 K y (b) 600 K. 

17.11 Calcule las velocidades (a) raiz cuadrada de la velo- 
cidad, (b) media y (c) más probable de las moléculas de oxigeno a 
una temperatura de 300 K. (d) Calcule la velocidad más probable 
de las moléculas de oxigeno a las siguientes temperaturas! (i) 100 
K, (ii) 500 K, (iii) 1 000 K, (iv) 10 000 K. 

17.12 (a) Calcule la energia cinética media de traslación de 
una molécula de gas ideal a 300 K. (b) Calcule la raiz cuadrada 
de la velocidad cuadrática media si el gas (ideal) es (i) hidróge- 
no (H 2 ), (ii) oxigeno (O 2 ) y (iii) vapor de mercúrio (HG), (c) 
Compare sus resultados para el hidrógeno y el oxigeno con la 
velocidad dei sonido en tales gases. 

7.13 Calcule la raiz cuadrada de la velocidad cuadrática 
media de (a) átomos de helio a 2 K, (b) moléculas de nitrógeno 
a 27 °C, (c) átomos de mercúrio a 100 °C. 

17.14 Calcule la temperatura de un gas ideal cuya energia 
cinética media de traslación por molécula es igual a la de una 
sola particula con energia (a) 1 eV, (b) 1000 eV, (c) 1 MeV. 

17.15 Calcule la fracción de moléculas de un gas ideal con 
velocidades que están entre y 1.2 a partir de la 
ecuación 17.15, haciendo (a) v = y dv = 0.2v^^', 

(b)y=i-iy„,edydy=o-i W 

17.16 Se puede demostrar que el número de moléculas de un 
gas ideal cuya velocidad tiene componentes en el intervalo y^ y 
y^ + dy. y„ y y„ -f dy. v^y v+ dy,, está dado por 

■X X y y y z z z 

dn = N(m/ 27 i/cT)^''^e“'"‘’^/^^^dyj, dVy dv^ 

Demuestre que el número de moléculas de un gas ideal que 
tiene una componente x de la velocidad entre y + dy^ 
independientemente de los valores de y^ y es 

dn = N {m ! dv ^ 


(Sugerencia: Recuerde que y^ = y^ + y^ + y^. Los limites de 
integración en cada caso deben ser - 00 y + 00. (Véase el Apend. B.) 

17.17 Use el resultado dei problema 17.6 para obtener el valor 
medio de (a) v^, (b) y^, (c) para un gas ideal. 

17.18 ^Qué fracción de moléculas de un gas ideal tienen 
componentes X de la velocidad positivas mayores a donde 

velocidad más probable? 

17.19 Calcule la fracción de moléculas de un gas ideal que 
tienen una velocidad con componente a lo largo dei eje X (a) 
menor que y^p, (b) mayor que y^^^p, (c) menor que y^^, (d) 
mayor que y^. (y^p es la velocidad más probable.) 

17.20 Considere dos muestras dei mismo gas, ambas a la misma 
temperatura T, compuestas de y Nj moléculas, respectivamen¬ 
te, que ocupan recipientes adyacentes con volumen Vj y V 2 
separados por una pared móvil. Cuando se retira la pared, 
tenemos una muestra de gas compuesta por + N 2 moléculas 
que ocupan el volumen Vj + V 2 . Demuestre que (a) la temperatura 
permanece constante y (b) el cambio de entropia es 


AS = kNi In 


iVi±V^\ 

{N,+N,)vJ 


+ kN2 In 


( {Ví + V2)N2 \ 
\{N,+N2)V2J 


(c) Demuestre también que si los dos gases estuvieran inicialmen¬ 
te a la misma presión, el cambio de entropia seria cero. ^Por qué? 

17.21 Un sistema está compuesto por particulas cuyos grados 
internos de libertad corresponden a estados de energia 0, £, 
le,..., ne,..., donde n varia de cero a infinito. Halle (a) la entropia 
y (b) la capacidad calorifica debida a los grados internos de 
libertad dei sistema. {Sugerencia: Remitase al problema 17.4.) 

17.22 Un sistema está compuesto por particulas que, debido a 
sus grados internos de libertad, sólo pueden existir en uno de 
dos estados de energia, -e y +£, además de la energia cinética de 
traslación de las particulas. Calcule (a) la entropia y (b) la 
capacidad calorifica (a volumen constante) dei sistema debido a 
los grados internos de libertad de las particulas, como función 
de la temperatura dei sistema, (c) Dibuje ambas magnitudes 
como función de la temperatura absoluta dei sistema. {Sugeren¬ 
cia: Yéase el Ej. 17.3.) 

17.23 El número de particulas de un sistema es N. Las 
particulas sólo pueden estar en uno de dos estados con energia 
-e y +e, pero las particulas no tienen energia cinética de 
traslación. (a) Dado que la energia total dei sistema es U, 
demuestre que la temperatura absoluta está dada por 

I _ k - U/e 
" iV + U/e 

(b) Verifique que la temperatura absoluta es positiva si U es 
negativa y que la temperatura absoluta es negativa si U es positiva. 
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Las celdas de convección con 
geometria poligonal característica 
surgen espontáneamente cuando una 
capa delgada de fluido se calienta 
por debajo. Cuando se alcanza un 
estado estacionário, Ias celdas 
adoptan una forma hexagonal 
regular. En cada celda el fluido 
asciende por el centro y desciende 
por la periferia. (Cortesia de Manuel 
G. Velarde, UNED, Madrid.) 
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18.1 Introducción 

El hecho de que las moléculas de gases y líquidos (y en menor grado las de sólidos) estén en 
movimiento continuo da lugar a una serie de procesos físicos importantes de naturaleza estadística 
que tienen ciertas características comunes. Todos estos procesos se conocen con el nombre general 
de fenómenos de transporte, y en ellos existe una transferencia neta (o transporte) de matéria, 
energia o momentum, en cantidades macroscópicas. En este capítulo examinaremos tres tipos de 
fenómenos de transporte: (a) difusión molecular, (b) conducción térmica y (c) viscosidad. Los fe¬ 
nómenos de transporte corresponden a procesos irreversibles y se dan sólo en sistemas que no están 
en equilibrio estadístico. 


18.2 Difusión molecular: ley de Fick 

Cuando abrimos una botella de perfume o de un líquido de olor muy penetrante, como el amoniaco, 
percibimos rápidamente el olor en partes alejadas de un cuarto cerrado o sin ventilación. Las molé¬ 
culas dei líquido, después de evaporarse, se difunden por el cuarto; esto es, se dispersan en el 
espacio circundante. Lo mismo sucede si colocamos un cubo de azúcar en un vaso con agua. El 
azúcar se disuelve gradualmente y las moléculas de azúcar disuelta se difunden hasta que fmalmen- 
te quedan distribuidas en todo el volumen de agua. Como un ejemplo más, consideremos dos gases 
en un recipiente, separados por una pared como se muestra en la figura 18.1. Cuando se retira la 
pared, los dos gases se difunden entre sí hasta que, después de un corto tiempo, forman una mezcla 
homogénea. Éstos y muchos otros ejemplos familiares ilustran una característica fundamental de 
los procesos de difusión: 
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la difusión ocurre siempre que la distribución espacial de las moléculas de una sustancia 

varia de un lugar a oiro. 

Sea n el número de moléculas de la sustancia en difusión por unidad de volumen, o sea la con- 
centración de la sustancia. Este número debe variar de un lugar a otro para que ocurra la difusión. 
Una segunda característica es que 

la difusión (transporte molecular) ocurre en la dirección en que la concentración disminuye. 

Por tanto, la difusión tiende a igualar la distribución molecular de la sustancia que se difun¬ 
de hasta que se alcanza el equilibrio estadístico, a menos que alguna acción externa mantenga una dis¬ 
tribución de concentración que no sea uniforme. En consecuencia, existe una tendencia bien defini¬ 
da para que ocurra la difusión, de acuerdo con la ley de la entropia y por tanto esta tendencia debe 
considerarse de manera estadística o macroscópica. Puede haber fluctuaciones locales que, durante 
intervalos de tiempo cortos, produzcan una inversión dei flujo molecular en ciertas regiones, pero 
no son apreciables. 

Generalizando, la difusión es resultado dei hecho de que la agitación molecular produce 
frecuentes colisiones entre las moléculas, que son dispersadas a través de la región. Supongamos 
que tenemos un gas que ocupa una región dividida en dos secciones por una pared (Fig. 18.2). Su 
densidad es diferente en cada lado, pero la temperatura de ambos lados, y por tanto las velocidades 
moleculares, son iguales. Guando se retira la pared, existen dos corrientes de moléculas en la interfaz, 
indicadas por las flechas horizontales. Estas corrientes son producto de las colisiones y dispersio- 
nes que ocurren en ambos lados. Sin embargo, la corriente que va de izquierda a derecha es mayor 
puesto que hay más colisiones moleculares por segundo en el lado izquierdo, donde la concentra¬ 
ción es mayor. Por tahto, existe una corriente neta hacia la derecha, lo que produce una difusión de 
izquierda a derecha, o de la región de mayor concentración a la de menor concentración. 

Es fácil ver que la difusión, como proceso irreversible, está acompanada por un aumento de 
la entropia. Inicialmente, los gases de ambos lados de la pared están en equilibrio térmico, pero al 
retirar la pared, las moléculas tienen a su disposición un volumen mayor y, por tanto, se perturba el 
estado de equilibrio. Después de que las moléculas se difunden entre sí, alcanzan un nuevo estado 
de equilibrio con una entropia mayor (recuerde el Ej. 17.7). 

Consideraremos sólo la difusión de una sustancia en si misma (autodifusión) o a través de 
un medio homogéneo cuyas moléculas están esencialmente fijas. El caso de dos sustancias que se di¬ 
funden entre si es más complejo y no se estudiará aqui. Finalmente, ignoraremos los efectos de las 
fuerzas intermpleculares. 

Supongamos que la concentración de la sustancia varía en cierta dirección, que se represen¬ 
tará con el eje X (Fig. 18.3), de modo que se supone que la concentración es la misma en todos los 
planos perpendiculares a tal dirección. Entonces el número de átomos o moléculas por unidad de 
volumen (o concentración) sólo es función de la coordenada x, esto es, n{x), y se expresa en m“^. 
Por eso la difusión se da únicamente en la dirección dei eje X. 

Definimos la densidad de corriente de partículas, denotada con j, como el número neto 
de particulas que cruzan, por unidad de tiempo, una unidad de área colocada perpendicularmente a 
la dirección de difusión. Esta densidad de corriente se expresa en m“^ s“^ Guando la sustancia es ho¬ 
mogénea (esto es, cuando n es constante), la densidad de corriente j es cero porque, cuando n es 
constante, el mismo número de partículas pasa en una dirección y en la opuesta y no hay transporte 

Gas 1 Pared Gas 2 

\i I I 

Figura 18.1 Difusión gaseosa. I ’ .1 

(a) Lx)s dos gases se mantienen ■ | l 

separados por la pared. (b) Poco I I 

después de que se retira la pared, i 

unas cuantas moléculas de cada | I 

gas se encuentran en el lado de i } 

las otras. (c) Después de un ! * 

tiempo, la mezcla de los dos I { 

gases es homogénea y se detiene I I . 

la difusión. | { • 

(a) (b) (c) 
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Concentración mayor Conceruración menor 

Figura 18.2 La corríente de difusión en Ias dos 
direcciones es distinta. 


Dirección en la'"'^ 
que disminuye 
la concentración 

figura 183 La corriente neta de difusión ocurre 
en Ia dirección en que disminuye Ia concentración. 


neto de partículas. Pero cuando la sustancia no es homogénea y n varia de un punto a otro, se 
produce una corriente neta o transporte de masa. La intuición física sugiere que la densidad de 
corriente es directamente proporcional a la variación de la concentración n(x) por unidad de longi- 
tud. Esto es, cuanto más grande sea dn/dx, mayor será la densidad de corriente. Los experimentos 
confirman también esta suposición. Podemos escribir esta relación como 

dn 

j=-D— (18.1) 

dx 

donde D es un coeficiente característico de la sustancia, conocido como coeficiente de difusión, y 
dn/dx se conoce como gradiente de concentración. El signo negativo indica que el flujo neto 
ocurre en la dirección en que disminuye n. El coeficiente de difusión D se expresa en m^ s"’, de mo¬ 
do que las unidades son consistentes. La ecuación 18.1 se conoce como ley de Fick y es de natura- 
leza estadística. 

La mayoría de los procesos de difusión obedecen bastante bien la ley de Fick, excepto 
cuando la concentración n es extremadamente pequena, o muy grande, o cuando cambia abruptamente 
en una distancia corta. En tales casos nuestras suposiciones ya no son válidas. 


18.3 Difusión estadonaria 

Consideremos la situación especial que se presenta cuando la densidad de corriente es la misma a 
través de cualquier sección transversal. En este caso j es independiente de x (j = const,), es decir, el 
número de partículas en difusión que entran por unidad de tiempo por un extremo de cualquier 
elemento de volumen es el mismo que el número de partículas que salen por unidad de tiempo por 
el otro extremo. Esto significa que no hay acumulación o cambio de concentración en ninguna 
región dei medio. Décimos entonces que la difusión es estacionaria o estable. 

Cuando j es constante, la ecuación 18.1 se puede reescribir como 


donde es la concentración en x = 0. Por tanto, cuando j es constante, la concentración de partícu¬ 
las disminuye linealmente con la distancia a lo largo de la dirección de difusión, como se muestra 
en la figura 18.4. Nótese que, para que exista difusión a lo largo de un tubo de longitud L (Fig. 18.4) 
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Figura 18.4 Cambio de concentración debido a 
una difusión estacionaria a Io largo de un tubo. 


Viento 



en condiciones estacionarias, es necesario introducir las partículas en un número constante por uni- 
dad de tiempo en un extremo (jc = 0) y retirarias en la misma cantidad por unidad de tiempo en el otro. 

Supongamos, por ejemplo, que tenemos un tubo vertical abierto en ambos extremos. Un 
extremo está en un líquido que se evapora, de modo que sus moléculas se difunden a través dei aire 
dei tubo (Fig. 18.5). En el otro extremo las moléculas que llegan son retiradas por algún procedi- 
miento. Guando se alcanza una situación estacionaria, el número de moléculas que entran al tubo 
por debajo debido a 'la evaporación es igual al número de moléculas que salen por el extremo 
superior. Éste es un método para medir el coeficiente de difusión D de una sustancia en el aire. 
Podemos hallar J midiendo la cantidad de líquido que se evapora en un intervalo de tiempo dado. 
Determinamos experimentalmente la concentración en el fondo y en la parte superior. Después 
aplicamos la ecuación 18.2 para calcular D. 

La situación que acabamos de considerar supone que se ha alcanzado un estado estacioná¬ 
rio. Otro problema importante es determinar cómo se alcanza tal estado. Consideremos nuevamen- 
te el tubo de la figura 18.4. En un tiempo dado, í = 0, un extremo está conectado a una fuente de gas 
con una concentración constante las moléculas salen por el otro extremo. Si medimos la concen¬ 
tración de moléculas a lo largo dei tubo en diferentes instantes después de que se hace la conexión, 
obtenemos las curvas que se muestran en la figura 18.6. Sólo después de un tiempo largo se alcanza 



Figura 18.6 Cambio de concentración con 
el tiempo para la difusión a Io largo de un tubo 
con un extremo abierto. La concentración 
cambia hasta que se alcanza un estado 
estacionado. 


Figura 18.7 Cambio de concentración 
con el tiempo para la difusión a lo largo 
de un tubo con un extremo cerrado. EI 
estado estacionado se alcanza cuando Ia 
concentración es uniforme. 
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el estado estacionado. Entonces las moléculas son retiradas en x = L con la misma rapidez con que 
se introdujeron en x = 0, y la concentración a lo largo dei tubo está dada por la ecuación 18.2. Si se 
cierra el otro extremo dei tubo, la concentración variará como se muestra en la figura 18.7 y el estado 
estacionado corresponderá a una concentración uniforme en todo el tubo. 


EJEMPLO 18.1 

Cuando el vapor de agua se difunde en el aire el coeficiente de difusión es de 2.19 x 10"^ m^ s“* a presión 
normal y a una temperatura de 20 °C. En un experimento como el que se muestra en la figura 18.5, el 
tubo tiene una longitud de 1.0 m y una sección transversal de 20 cm^. Hallar la cantidad de agua evapo¬ 
rada por segundo que se difunde por el tubo. 

[>Debemos determinar primero la densidad de corriente dada por la ecuación 18.2. Supongamos que el 
proceso es lo suficientemente lento para que se pueda considerar que la región dei fondo dei tubo está 
saturada todo el tiempo. Las tablas estándar indican que la densidad dei vapor de agua a 20 °C es de 
1.73 X 10"^ kg m"^. Si m es la masa de una molécula, el número de moléculas en la base dei tubo por 
unidadde volumen en = (1.73 x m~^. Si la concentración en la parte superior es tan peque 

na que podemos suponerla cero, entonces, con x = L, tenemos j = DnJL. Por tanto, 

(2.19 X 10-5m^s-i)[(1.73 X 10“Vw) 3.78x10"’ 

í =-= _-rn s 

1.0 m m 

Sea S el área de la sección transversal dei tubo. Entonces, la masa evaporada por segundo que pasa por 
el tubo es 

M - jSm = (3.78 x 10"’kgm"^s"^)(2 x 10"^m’) = 7.56 x 10"^°kgs"^ 

En una hora se evaporará una masa de agua de 2.73 x 10“^ kg, o alrededor de 2.73 mg. La masa de una 
molécula de agua es de 2.98 x 10~^^ kg y, por tanto, se evaporan 2.54 x 10’^ moléculas por segundo. 


EJEMPLO 18.2 

Difusión de neutrones en un medio no multiplicativo, como agua o grafito, que absorbe neutrones pero 
no los produce. Esta es, por ejemplo, la situación en la columna térmica de un reactor nuclear. (Los reac- 
tores nucleares son fuentes muy poderosas de neutrones debido a la fisión dei urânio. Véase el Cap. 40.) 

O La columna térmica consiste en una masa de agua o de grafito colocada junto a uno de los costados dei 
reactor. Los neutrones producidos dentro dei reactor pueden difundirse a lo largo de la columna térmica 
y pueden utilizarse para vários propósitos. Se dice que la columna es térmica porque los neutrones que 
salen de ella están en equilibrio térmico con los átomos que la componen. 

El dispositivo físico se ilustra en la figura 18.8. Los neutrones provenientes dei núcleo dei reac¬ 
tor penetran en la columna térmica por la izquierda, se difunden a lo largo de la columna y escapan por 
el lado S. Durante el proceso de difusión, los neutrones sufren una serie de colisiones con los átomos dei 
material que compone la columna. En algunos casos la colisión provoca que los átomos dei material 
capturen electrones. Si los átomos de la columna térmica no capturan neutrones, la concentración de 
éstos disminuirá linealmente cuando se alcance el estado estacionário, lo que seria igual al caso dei tubo 
abierto ilustrado en la figura 18.6. Esta situación se indica con la línea punteada de la figura 18.8. La 
pendiente de la línea debería depender de la rapidez con que entran los neutrones provenientes dei 
reactor y son retirados en S. Sin embargo, debido a que el material de la columna témúca captura neutrones, 
la concentración varia según se indica con la línea continua. La concentración disminuye con mayor 
rapidez en el extremo cercano al reactor debido a que la mayor concentración de neutrones ocasiona que 
el material de la columna capture neutrones con mayor rapidez. 
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Figura 18.8 Concentración de 
neutrones a lo laigo de una colum- 
na térmica de un reactor nuclear. 




La conducción térmica es un fenómeno de transporte en el que la energia debida a la agitación 
molecular es transferida de un lugar a otro con el correspondiente cambio de temperatura. Conclui- 
mos que 

la conducción térmica ocurre siempre que la temperatura de la sustancia varia de un 

lugar a otro. 

Esto es, existe una conducción térmica cuando la energia media de las particulas es diferen¬ 
te en partes distintas de la sustancia. Esta diferencia de temperatura o de energia media da lugar a 
un flujo neto de energia (calor). Asi, podemos definir la conducción térmica como una transferen¬ 
cia de energia mediante una diferencia de temperatura. Se trata de un proceso irreversible acompa- 
nado por un aumento de la entropia (recuerde el Ej. 16.11). 

La conducción térmica se efectúa de regiones con mayor energia molecular a regiones con 
menor energia molecular, o de lugares con alta temperatura a lugares con temperatura baja. Esto es, 

la conducción térmica es un transporte de energia que ocurre en la dirección en que dismi- 

nuye la temperatura. 

El mecanismo de la conducción térmica es distinto en sólidos, liquidos y gases, debido a las 
diferencias en la movilidad molecular de estos tres estados. En los gases (y en cierto grado también 
en los liquidos) Ia conducción térmica es resultado de las colisiones entre moléculas rápidas y 
lentas que tienen como consecuencia una transferencia de energia cinética de las moléculas más 
rápidas a las más lentas. 

Consideremos una câmara llena con un gas que tiene un gradiente de temperatura. En regio¬ 
nes en que la temperatura es más alta, las moléculas tienen velocidades mayores, en promedio, que 
en las regiones en que la temperatura es menor. Por ejemplo, en la figura 18.9 supongamos que el 
gas de la izquierda está más caliente que el de la derecha. Como resultado de las colisiones entre las 
moléculas en la frontera, y de la difusión de las moléculas “calientes” de izquierda a derecha y de 
las “frias” de derecha a izquierda, existe una transferencia neta de energia de izquierda a derecha. 

En los sólidos no existe tal transferencia de energia mediante desplazamientos moleculares. 
El único movimiento molecular en un sólido es la vibración alrededor de las posiciones de equili- 
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Figura 18.9 Conducción térmica en un gas. 


brio de las moléculas. En consecuencia, el proceso implicado es un transporte de esta energia de 
vibración a través de la red cristalina dei sólido. Sin embargo, en los metales existe un efecto 
adicional debido a los electrones (conocidos como elecírones de conducción) que son libres de 
moverse a través dei volumen dei metal. Los electrones de conducción se comportan de manera 
parecida a las moléculas de un gas y tienden a difundirse por el metal de las regiones calientes a las 
frias, transfiriendo energia mediante colisiones con otros electrones y con los iones de la red en la 
región más fria. 

En gases y liquidos puede haber también una transferencia de masa a causa de las diferen¬ 
cias de densidad creadas por las diferencias de temperatura. Este proceso, conocido como convección, 
no está en la misma categoria que los que hemos visto aqui. La razón es que no se debe esencialmen- 
te a la agitación molecular, sino a una condición de inestabilidad macroscópica (véase la Nota 18.1). 

La densidad de corriente de energia, debida a una diferencia de temperatura es la 
energia transferida por unidad de tiempo, por unidad de área considerada perpendicular a la direc- 
ción en que fluye la energia. Supondremos que esta dirección es el eje X. El flujo de energia se 
efectúa en la dirección en que disminuye la temperatura. El cambio de temperatura por unidad de 
longitud (o gradiente de temperatura) dei material es d77djc. Se ha encontrado experimentalmen¬ 
te que, a menos que la temperatura cambie muy rápidamente en una distancia muy corta, es 
proporcional a àTIúx. Esto es, 

dr 

jE=-K-y- (18.3) 

dx 

donde kqs un coeficiente conocido como conductividad térmica, característico de cada material. 
El signo negativo indica que la energia fluye en la dirección en que disminuye la temperatura. La 
ecuación 18.3 se conoce como ley de Fourier. Esta ley se aplica sólo cuando la temperatura cambia 
gradualmente con la distancia. 

Nótese que se expresa en J m“^ s“* y que áTIáx se expresa en K m"*. Por tanto ícdebe 
expresarse en J m"* s"* K “* o en kg m s~^ K En ocasiones fcse expresa en cal m“* s“* K“*. 

La ley de Fourier para la conductividad térmica es muy parecida a la de Fick para la difu- 
sión y también es de naturaleza estadistica. De hecho, existe una relación entre la conductividad 
térmica Ky el coeficiente de difusión D. Hablaremos de ello en la sección 18.8. Aunque el mecanis¬ 
mo para la conducción térmica es diferente en gases, liquidos y sólidos, la ley de Fourier se aplica 
a los tres estados de la matéria en grados distintos de aproximación en cada caso. 

18.5 Conducción térmica esfocionaria 

Consideremos el caso especial en que la densidad de corriente de energia a través de una sección de 
sustancia es constante; esto es, = const. En esta condición no hay acumulación de energia en 
ningún volumen de la sustancia. Nuevamente décimos que se tiene una condición estacionaria. 
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Supongamos por ejemplo que tenemos una varilla rodeada por un material aislante, de modo que 
no se pierda energia por las superfícies laterales (Fig. 18.10). El estado estacionado requiere que, 
para una cantidad dada de energia por unidad de tiempo introducida por el extremo con mayor 
temperatura, se extraiga la misma cantidad de energia por unidad de tiempo por el extremo con 
menor temperatura, para que no se acumule energia en la varilla. Cuando = const., la ecuación 
18.3 se puede escribir de la forma alternativa 

= o T = + -àxTo ( 18 . 4 ) 

donde es la temperatura en x = 0. Por tanto, en condiciones estacionarias la temperatura dismi- 
nuye linealmente a lo largo de la varilla. La variación de T con respecto a x se muestra en la parte 
superior de la figura 18.10. La situación es diferente si la superfície de la varilla no está aislada 
tér-micamente, ya que se pierde energia en forma de calor o de radiación a través de su superfície 
bacia los alrededores. En tal caso la pérdida de energia por unidad de tiempo es proporcional al 
área de la superfície y a la diferencia de ternperatura entre la superfície de la varilla y los alrede¬ 
dores, siempre que ésta no sea muy grande. Este planteamiento se conoce como ley de Newton 
para el enfriamiento. 

Aun si la varilla está rodeada por un material aislante, se pierde algo de calor a través de su 
superfície, ya que ningún tipo de aislamiento es perfecto. De acuerdo con la ecuación 18.4, la 
energia perdida por unidad de tiempo es proporcional a la diferencia de temperatura entre las super¬ 
fícies interior y exterior dei material aislante. Entonces, en el estado estacionário, la temperatura 
disminuye a lo largo de la varilla de manera exponencial, según se muestra en la figura 18.11, en 
lugar de hacerlo linealmente, como es el caso de una barra perfectamente aislada. 


T 




Figura 18.10 Distribución estacionaria de temperatura Figura 18.11 

a lo largo de una varilla aislada térmicamente con 
extremos a temperaturas fijas. 


EJEMPLO 18.3 

Dos bloques de grosor Lj y L 2 y conductividad térmica kTj y K '2 están en contacto (Fig. 18.12). Las 
temperaturas de sus superfícies exteriores son Tj y T 2 . Calcular la temperatura en la superfície común a 
ambos bloques. Suponer condiciones estacionarias. 


O Como el flujo de energia es el mismo para ambos bloques, tenemos de la ecuación 18.4 que 


Ti - T 


T-T], 


Li 


L2 


Je = Kl 


y Je — ^2 
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Así pues, 


L, 


T T-T2 
— ^K2 — - 


y entonces 
T = 


K1T1L2 + K2T2L1 


/CjZj2 ~I” ^2-^1 

es la temperatura de la superfície común. 


18.6 Viscosidad 

Un tercer fenómeno de transporte que es válido para los gases (y para los fluidos en general) es la 
viscosidad o frkclón interna, que está asociada con las corrientes colectivas que transportan 
momentum de una región dei fluido a otra (recüerde la Sec. 14.10). 

Consideremos un fluido en el que, además de la agitación térmica de las moléculas, existe 
un movimiento colectivo o corriente dei fluido. Como ejemplos íenemos las corrientes de aire en un 
túnel de viento y el agua que corre en un canal o en un tubo bajo una diferencia de presión. La 
viscosidad se manifiesta cuando la corriente de fluido varia de un lugar a otro. Supongamos que el 
fluido se mueve como se muestra en la figura 18.13. La velocidad de corriente y es a lo largo dei eje 
Y, pero su valor varia con respecto a la distancia a lo largo dei eje X, como se indica en la parte 
derecha de la figura 18.13. Consideremos el plano P, perpendicular al eje X y paralelo a la dirección 
dei movimiento colectivo dei fluido (flujo). Las moléculas no están limitadas al movimiento para¬ 
lelo al eje Y, puesto que, además de su movimiento colectivo, tienen un movimiento térmico y 
chocaii entre si. Como resultado se tiene que las moléculas cruzan continuamente el plano P, desde 
ambos lados. Cada molécula transporta un momentum paralelo al eje Y. En la situación ilustrada en 
la figura 18.13, las moléculas que cruzan de izquierda a derecha son portadoras de un momentum 
colectivo mayor que las que lo hacen de derecha a izquierda. Por tanto, 

la transferencia de momentum ocurre en la dirección en que disminuye la velocidad de la 

corriente colectiva dei fluido. 

La densidad de transferencia de momentum, es la cantidad de momentum colectivo 
(paralelo a la dirección de la corriente o al eje Y) transferido por unidad de tiempo a través de una 
unidad de área perpendicular a la dirección en que cambia la velocidad colectiva df 1 fluido. En 
nuestro caso, esta dirección está definida por el eje X. Los experimentos muestran que es propor- 
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Figura 18.12 Hujo de calor a 
través de dos bloques de material 
diferente que están en contacto. 


Figura 18.13 Fluido en el que hay un cambio de velocidad en dirección perpendicular a la dirección dei movimiento 
colectivo dei fluido. 
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Figura 18.14 Esfuerzo 
cortante o de cizalla en el 
movimiento convectivo. 


cional a la variación de la velocidad dei fluido, v, por unidad de longitud (a lo largo dei eje X) o al 
gradiente de velocidad (esto es, dv/dx), de modo que podemos escribir 

dü 

jp=~-rj— ( 18 . 6 ) 

dx 

La ecuación 18.6 es muy parecida a la ley de Fick para la difusión molecular y a la de Fourier para 
la conducción térmica, y es una ley estadística. El signo negativo de la ecuación 18.6 se debe a que la 
transferencia de momentum se efectúa en la dirección en que disminuye la velocidad dei fluido. El 
factor de proporcionalidad rj es el coeficiente de viscosidad dei fluido (introducido originalmente 
en la sección 7.6). Nótese que las unidades de se expresan como (kg m s“* /s)m"^ o kg m"* s~^ y 
dy/dx en s~K Por tanto el coeficiente de viscosidad se expresa en kg m“' s"*. Una décima de esta 
unidad es el poise, abreviado como P (véase la Tabla 7.2). 

La ecuación 18.6 se puede aplicar sólo cuando la velocidad dei fluido no es muy grande y 
no cambia muy rápidamente con la distancia, o cuando la presión en el fluido no cambia mucho en 
una distancia corta. 

Podemos examinar la viscosidad desde un punto de vista diferente. La transferencia de 
moléculas hace que el fluido que se encuentra a la derecha dei plano P gane momentum colectivo 
(paralelo al eje Y) y que el fluido que está a la izquierda de P pierda momentum colectivo (paralelo 
también al eje Y). Así, podemos decir que el fluido que está a la derecha de P está sujeto a una 
fuerza paralela a la dirección dei flujo y en su mismo sentido, mientras que el fluido de la izquierda 
está sujeto a una fuerza igual y opuesta. Esta fuerza se conoce como fricción interna o arrastre. El 
valor de esta fuerza por unidad de área se conoce como esfuerzo cortante interno (Fig. 18.14) y 
está dado por la rapidez de^ transferencia de momentum por unidad de tiempo a través de P. 

Flujo Flujo 

rápido P lento 
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EJEMPLO 18.4 

Fuerza y potência requerida para arrastrar una barcaza con movimiento uniforme en aguas poco profun¬ 
das (Fig. 18.15). 

t> Sea F la fuerza ejercida por el remolque sobre la barcaza, que se mueve con una velocidad yen relación 
con el fondo. El agua que está en contacto con la barcaza también es arrastrada con velocidad y, pero el 
agua dei fondo permanece en reposo. En consecuencia, la velocidad de convección varia dei fondo 
(x = 0) a la superfície (x = h) de la forma en que se muestra en la figura y podemos escribir dy/dx = v/h. 
Aplicando la ecuación 18.6 tenemos que = -r]v/h. El signo negativo quiere decir que el momentum 
colectivo por unidad de área se transfiere en la dirección -X (hacia abajo). El agua produce una fuerza de 



Figura 18.15 
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arrastre sobre la barcaza igual a la de transferencia de momentum al agua. Si A es el área dei fondo de la 
barcaza, la transferencia total de momentum por unidad de tiempo es j^A. Así pues, la fuerza F que debe 
ejercer el remolque para mover la barcaza con movimiento uniforme es 


y es proporcional a la velocidad de la barcaza. La potência necesaria que debe desarrollar el remolque es 

rjv^A 

F = Fv = - - 

h 

y, por tanto, aumenta según el cuadrado de la velocidad. Este ejemplo es un tanto irreal, pues una barca¬ 
za no se desliza por la superfície dei agua, sino que está sumergida parcialmente, pero es suficiente para 
ilustrar los principios básicos que se utilizan en el estúdio dei movimiento de un cuerpo en contacto con 
un fluido. 


18.7 Camino libre medio y frecuencia de colisiones 


Las moléculas de un gas chocan con frecuencia y, como resultado de ello, sus trayectorias son 
zigzagueantes (Fig. 18.16). Para describir el movimiento de estas moléculas se han introducido dos 
conceptos: el camino o recorrido libre medio de colisión y la frecuencia de colisiones. 

El camino libre medio de colisión, designado con l, es la distancia media que recorre una 
molécula de gas entre dos colisiones consecutivas. Se puede calcular siguiendo el movimiento de 
una molécula durante un tiempo suficiente y bailando la longitud media de las trayectorias entre 
colisiones sucesivas. Se puede calcular también mirando en un instante particular un gran número 
de moléculas que acaban de sufrir una colisión y encontrando la distancia media que se desplaza- 
ron tales moléculas hasta su siguiente choque. Los dos métodos son equivalentes en términos esta- 
dísticos, si el número de moléculas es muy grande. 

La frecuencia de colisiones, denotada con T, es el número de colisiones que sufre una 
molécula por unidad de tiempo. El camino libre medio y la frecuencia de colisiones están estrecha- 
mente relacionadas. Dado que es la velocidad media de una molécula, el tiempo medio entre 


dos colisiones sucesivas es t ■ 
de colisiones, es 


y el número de colisiones por unidad de tiempo, o frecuencia 



La frecuencia de colisiones F se expresa en s“*. 


Figura 1S.16 
moleculares. 


Caminos libres 


Nota 18.1 Reladón entre el camino libre medio y las dimensiones moleculares 


Sea n el número de moléculas por unidad de volumen y r el “radio” de cada molécula. (Al utilizar la palabra “radio” no queremos 
decir que las moléculas sean esféricas, sino que, debido a su rápido movimiento de rotación, actúan efectivamente como esferas.) 
Despreciaremos las fuerzas intermoleculares y supondremos que las moléculas actúan como si fueran bolas de biliar. Para que dos 
moléculas choquen, la distancia entre sus dos centros, proyectada en un plano perpendicular a la dirección de su movimiento 
relativo, debe ser menor que Ir (Fig. 18.17). Consideremos una molécula 1 que se mueve hacia la derecha. La región efectiva 
alrededor de la trayectoria de 1, dentro de la cual se debe hallar el centro de otra molécula para que ocurra una colisión, es un 
cilindro de radio 2r. Si la separación entre los centros es menor que 2r, como en el caso de las moléculas 2 y 3, se da una colisión. 
Si es mayor que 2r, como sucede con la molécula 4, no hay colisión. 

Consideremos un bloque de espesor dx y área S (Fig. 18.18). Si n es el número de moléculas por unidad de volumen, el 
número total de moléculas de gas en el bloque es nS dbc. Cada molécula apantalla una cierta área de radio 2r que impide el paso 
libre de la molécula M por ésta. El área es 


(T = n{2rf = 4nr^ 


( 18 . 8 ) 
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Figura 18.17 Las moléculas cuyo 
centro se halla en el interior dei cilin¬ 
dro de radio 2r sufrirán una colisión 
con la molécula 1. (a) Vista lateral; 

(b) vista frontal dei volumen excluído. 







Figura 18.18 Cada molécula dei bloque 
apantalla un área cuyo radio es 2r. 



' —-s. ' I , 

• Q)V-< '.O' 


y se conoce como sección eficaz de colisión microscópica. El área total apantallada por todas las moléculas dei bloque (supo- 
niendo que no hay superposición, lo cual es correcto sólo si la concentración molecular no es muy grande y dUc es muy pequeno) 
es (nS cbr)cT. La probabilidad de que M sufra una colisión al pasar por el bloque es 

(nSdx)cr 

-= na dx 

S 

Así, el número de colisiones de M por unidad de longitud es no. Esto se define como la sección efícaz macroscópica, 

I = na (18.9) 


y el camino libre medio de colisión de la molécula es 


X na 4nr^n 


(18.10) 


La ecuación 18.10 es correcta siempre que pueda considerarse que las moléculas dei bloque están fíjas. Sin embargo, si 
están en movimiento, como en el caso de un gas, la probabilidad de una colisión puede ser mayor y, por tanto, el camino libre 
medio es menor. Entonces se necesita un cálculo más detallado para determinar /. , 


18.8 Teoria molecular de los fenómenos de transporte 

El tratamiento de los fenómenos de transporte se ha basado en la ley de Fick para la difusión 
(transferencia molecular). 


( 18 . 11 ) 
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en la ley de Fourier para la conducción térmica (transferencia de energia), 
dT 

(18.12) 

y en la ley dei flujo viscoso (transferencia de momentum), 
dy 

jp=-rj~ ( 1 §. 13 ) 

Todas estas leyes tienen una base experimental y sólo son válidas dentro de los limites indicados en 
cada caso. Las cantidades D, Ky t] están correlacionadas con sus propiedades moleculares, ya que 
los procesos de transporte se deben a la agitación molecular. La difusión molecular se debe a la 
transferencia de moléculas de una región de mayor concentración a otra de menor concentración. 
La conducción térmica se debe a la transferencia de energia de una región en que las moléculas se 
mueven rápidamente y, por tanto, la temperatura es alta, a otra en donde se mueven con más lenti- 
tud y la temperatura es menor. De manera parecida, la viscosidad se debe a la transferencia de 
momentum asociada con el movimiento colectivo, de un lugar en el que el fluido se mueve rápida¬ 
mente a otro en que lo hace con más lentitud. 

Cuanto más grande sean la velocidad molecular y el camino libre medio, mayor será el 
coeficiente de difusión, de acuerdo con nuestra intuición fisica. De hecho, los cálculos mues- 
tran que el coeficiente de difusión molecular está relacionado con la dinâmica molecular mediante 
la expresión ^ 

D = (18.14) 

donde es la velocidad media y / es el camino libre medio de colisión de las moléculas. Para el 
coeficiente de conducción térmica tenemos la relación 


K = D{lkn) = jnkv^J (18.15) 


ya que cada molécula transporta una energia de }kT. Finalmente, el coeficiente de viscosidad está 
expresado por 

t] = D{nm) = jnmv^J (18.16) 

puesto que cada molécula transporta un momentum my. Las expresiones 18.14,18.15y 18.16mues- 
tran la estrecha relación entre los tres fenómenos de transporte. 

Podemos estimar las dimensiones moleculares mediante las relaciones anteriores. Midien- 
do cualquiera de los coeficientes, podemos calcular el camino libre medio y a partir de éste obtener 
el radio molecular. Sin embargo, los valores calculados dei camino libre medio y dei radio molecular 
indican sólo los órdenes de magnitud. En la tabla 18.1 se presenta una relación de los valores 
experimentales para algunos gases; se dan también sus rádios moleculares, calculados a partir de 
los datos de viscosidad. Estos resultados son consistentes con las dimensiones moleculares calcula¬ 
das por otros médios. 

Las expresiones para D, Ky 7] recién dadas se obtuvieron mediante la aproximación de gas 
ideal, de modo que los efectos de las fuerzas intermoleculares y el tamano de las moléculas fueron 
ignorados. Esto es apropiado siempre y cuando la densidad dei gas sea pequena. 
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Tabla 18.1 Valores experimentales de los coeficientes de difusión D, conductividad térmica 
_ Ky viscosidad tj, a TPN_ 


Sustancia 

D(m 

^s 

-») 

«•(m kg s"® K"*) 

7j(m- 

-1 

kg s-*) 

r(m)* 



He 

- 

— 


14.3 

X 

10-2 

1.86 

X 

10 -® 

0.90 

X 

10 - 

-10 

Ne 

4.52 

X 

10 -® 

4.60 

X 

10-2 

2.97 

X 

10 -® 

1.06 

X 

10 - 

-10 

Ar 

1.57 

X 

10 -® 

1.63 

X 

10-2 

2.10 

X 

10 -® 

1.50 

X 

10 - 

-10 

Xe 

0.58 

X 

10 -® 

0.52 

X 

10-2 

2.10 

X 

10 -® 

2.02 

X 

10 - 

-10 

H, 

12.8 

X 

10 -® 

16.8 

X 

10-2 

0.84 

X 

10 -® 

1.12 

X 

10 - 

-10 

O 2 

1.81 

X 

10 -® 

2.42 

X 

10-2 

1.89 

X 

10 -® 

1.51 

X 

10 - 

-10 

N 2 

1.78 

X 

10 -® 

2.37 

X 

10-2 

1.66 

X 

10 -® 

1.54 

X 

10 - 

-10 

r 4 

0 

u 

0.97 

X 

10 -® 

1.49 

X 

10-2 

1.39 

X 

10 -® 

1.89 

X 

10 - 

-10 

NH3 

2.12 

X 

10 -® 

2.60 

X 

10-2 

0.92 

X 

10 -® 

1.83 

X 

10 - 

-10 

CH 4 

2.06 

X 

10 -® 

3.04 

X 

10-2 

1.03 

X 

10 -® 

1.70 

X 

10 - 

-10 


’’‘Los rádios moleculares se calcularon a partir de los datos experimentales de la viscosidad. 


EJEMPLO 18.5 

Estimar los coeficientes D y Krpara el hidrógeno a TPN. Comparar con los resultados experimentales. 

[> Debemos determinar primero las magnitudes l,ny m para el hidrógeno en tales condiciones. La 
masa de una molécula de hidrógeno es de 3.33 x 10"^^ kg. El número de moléculas por unidad de 
volumen a T = 373 K y p = 1.01 x 10® Pa es, según la ley de gas ideal pV=NkT (Ec. 15.7), n = NIV = p! 
kT= 2.68 X 10^® m“®. Se puede demostrar que la velocidad media de una molécula de un gas (véanse los 
Ejs. 17.5 y 17.6) está dada por = {^kt/Km)^'^. En nuestro caso tenemos y^^^^ = 1.69 x 10^ m s“*. 
Finalmente, el radio de una molécula de hidrógeno es r = 1.12 x 10~*® m. Usando la ecuación 18.10 
obtenemos un camino libre medio de 2.37 x 10“^ m. Con los valores anteriores y utilizando las ecuaciones 
18.14 y 18.15, encontramos que 

D = 13.3 X 10"^m^s“^ y /c = 7.40 x 10"^mkgs~^K"^ 

Los valores experimentales correspondientes se dan en la tabla 18.1. En consecuencia, se puede obtener 
al menos los órdenes de magnitud correctos mediante nuestra teoria simplificada, que está basada en un 
gas ideal monoatómico. Una extensión de la teoria que tome en cuenta la energia transportada por los 
movimientos internos, como vibraciones y rotaciones, mejora la concordância entre los valores teóricos 
y los experimentales. 


Nota 18.2 TVansporte convectivo y turbulento 

En nuestro tratamiento de los fenómenos de transporte siempre hemos supuesto que el cambio por unidad de distancia (o gradiente) 
de las concentraciones, la temperatura o el momentum eran pequenos. La ley de Fick 18.1 o la de Fourier 18.3 son aproximaciones 
lineales válidas cuando dn/dx y áT/àx son pequenos. Esto es, los tres tipos de fenómenos de transporte que hemos discutido se 
deben principalmente a la movilidad molecular más que a un desplazamiento colectivo de la matéria, y se ha supuesto que el 
fluido permanece cercano al equilibrio estadistico durante el proceso. Sin embargo, cuando los gradientes de los parâmetros 
físicos de un fluido son grandes, el movimiento dei fluido se hace bastante complejo. El fluido como un todo ya no está en 
equilibrio estadistico y cada pequeno volumen de fluido está sujeto a fuerzas que lo ponen en movimiento irregular. El proceso de 
transporte que resulta se debe a un movimiento colectivo de la matéria más que a una simple movilidad molecular. Se dice que este 
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proceso es convectivo. Cuando los gradientes son muy grandes, ei sistema se ve forzado a alejarse mucho dei equilibrio estadís- 
tico, de manera que el movimiento es irregular o incluso caótico. El proceso de transporte puede cambiar, pues, drásticamente, 
siendo bastante difícil de analizar con detalle: décimos que el transporte se vuelve turbulento. Esto se aplica al movimiento de un 
fluido debido a un gradiente de presión o de altura, discutido en la sección 14.10. En tales casos, cuando el gradiente de presión es 
grande, ya no se aplica la ecuación de Bemoulli, 14.33, ya que algunos parâmetros físicos, como la velocidad dei fluido en cada 
punto, fluctúan marcadamente. El transporte turbulento de agua en un tubo o en un arroyo de montana, o el transporte dei aire 
arrastrado por el ala de un avión son problemas de gran interés práctico que resultan de variaciones rápidas de las condiciones 
físicas con respecto a la distancia. La turbulência es una manifestación dei movimiento caótico en los fluidos. Así mismo, la 
convección térmica es el proceso mediante el cual se transporta la energia térmica en la atmósfera, los océanos y las estrellas. Las co- 
rrientes de convección se dan constantemente en la atmósfera ya que el aire cercano a la superfície terrestre normalmente es más 
caliente que el aire a gran altura, creando gradientes térmicos y de presión que varían de un lugar a otro y que pueden provocar 
turbulências locales o grandes tormentas. 

La convección térmica en un líquido puede observarse con un experimento sencillo. Consideremos un líquido colocado 
entre dos placas paralelas cuya separación es muy pequena comparada con su tamano (Fig. 18.19). Supongamos que las placas se 
mantienen a temperaturas Tj y T^, con 7, mayor que T^, de modo que la energia térmica se transfiere dei fondo a la parte superior. 
Para cercana a T^, de modo que el gradiente (Fj - T-^ld es pequeno, la ley de Fourier es válida y la energia térmica se transmite 
mediante colisiones moleculares sin transferencia de masa, teniendo como resultado un flujo estacionário de energia. Entonces se 
presenta la conducción térmica (Sec. 18.4). A medida que aumentamos el gradiente de temperatura (Fj - T.^ld, habrá un valor al 
que el fluido se vuelve “convectivamente inestable” y empieza un movimiento colectivo dei fluido. Esto ocurre porque se destru- 
ye el equilibrio cuando se expande el fluido más caliente dei fondo y, debido al efecto de empuje, se mueve hacia arriba. Cuando 
el fluido alcanza la placa superior y se enfría, tiende a descender porque es más denso que el fluido que le rodea. Por tanto, se 
producen dos corrientes colectivas en direcciones opuestas, y se presenta la convección térmica. 

El movimiento convectivo puede, en algún momento, organizarse en celdas, conocidas como celdas de Bénard, según se 
muestra en la figura 18.20; se denominan así en honor de Henri Bénard, quien fue el primero en observarias, en 1900. El fluido de 
cada celda constituye una corriente convectiva en la que el fluido rota en un sentido bien definido, que se alterna de una celda a la 
siguiente. No se puede predecir qué celda rotará en un sentido y cuál en el otro. Para gradientes muy fuertes, que empujan al fluido 
muy lejos dei equilibrio estadístico, el movimiento convectivo térmico se vuelve muy irregular y caótico, o turbulento, y las celdas 
de Bénard desaparecen. El transporte convectivo o turbulento de la energia térmica de un fluido puede ser vários órdenes de 
magnitud mayor que la mera conducción de calor. 

Transporte 
de energia 
térmica 


Figura 18.19 Transporte de energia térmica por convección. 
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PREGUNTÁS 


18.1 Los fenómenos de transporte siempre ocurren en una 
dirección bien definida. Relacione esta propiedad con la 
segunda ley de la termodinâmica. 

18.2 ^Podría decir usted que los fenómenos de transporte son 
de naturaleza estadística? Explique su respuesta. 

18.3 6Qué fenómeno de transporte, debido al movimiento 
molecular, está asociado con (a) el transporte de masa, (b) el 
transporte de energia, (c) el transporte de momentum? 

18.4 En el texto se indica que la ley de Fick es válida sólo en 
ciertas circunstancias. Establezca estas limitaciones y 
justifíquelas con bases de física. 

18.5 Un fluido se mueve en direccón dei eje F. Su 
velocidad varia en la dirección dei eje X. i,Cuál es la dirección 
(a) dei momentum colectivo dei fluido, (b) dei transporte dei 
momentum dei fluido, (c) dei momentum dei fluido 
transportado, (d) dei esfuerzo interno de una capa de fluido 
paralela a la dirección de movimiento? 

18.6 iQué fenómeno de transporte espera usted que ocprra en 
los sólidos, si existe alguno? ^Por qué? 

PROBLEMAS 

18.1 (a) Suponiendo condiciones estacionarias, calcule el 
coeficiente de difusión dei dióxido de carbono en aire si la 
densidad de corriente de partículas, a través de un tubo de 25 cm 
de largo, es de 5.1 x 10’^ m"^ s~^ La concentración de CO 2 
cambia de 1.41 x 10^^ m~^ a 8.6 x 10^* m~^. (b) Si el tubo tiene 
una sección transversal de 15 cm^, calcule el número de 
moléculas que pasan por segundo a través de una sección 
transversal dada dei tubo. 

18.2 La concentración de moléculas de gas en difusión en 
un tubo de 45 cm^ varia linealmente y está dada por la 
expresión n = «q -6.45 x 10^^ x, donde « está en m~^ y x: en m. 
Determine la densidad de corriente de partículas y la masa de 
gas transferida por segundo si el gas es (a) neón, (b) argón, 

(c) amoniaco. (Véase laTabla 18.1 para los coeficientes de 
difusión de los gases.) 

18.3 El gradiente de temperatura a lo largo de una varilla de 

cobre aislada es de -2.5 °C cm"', (a) Calcule la diferen cia de 
temperatura entre dos puntos separados 5 cm. (b) Determine la 
cantidad de calor que cruza (por segundo) una unidad de área 
perpendicular a la varilla. La conductividad térmica dei cobre es 
3.48 X 102 s-3 K-i 

18.4 Un cuarto tiene tres ventanas con un área total de 3 m^. 
El espesor dei vidrio es de 0.4 cm; la cara interior está a 20 °C y 
la exterior a 10 °C. Calcule la cantidad de calor que pasa por las 
ventanas por segundo y por hora. La conductividad térmica dei 
vidrio es de 5.85 x 10"' kg m s"^ K"'. 


18.7 Una barra cuya superfície está cubierta con aislante 
térmico tiene una pequena bobina de calentamiento en su centro 
mientras que sus extremos se mantienen a temperatura 
ambiente. Muestre gráfícamente la variación de temperatura a lo 
largo de la barra con respecto al tiempo, después de que se 
activa la bobina y se alcanza un estado estacionário. i,Cuál es la 
relación entre la energia suministrada por la bobina y la energia 
cedida en cada extremo, por unidad de tiempo, cuando se 
alcanza el estado estacionário? 

18.8 En el texto se dan dos defíniciones dei camino libre 
medio de colisión. ^En qué condiciones son estadísticamente 
equivalentes ambas defíniciones? 

18.9 ^De qué manera espera que varíen el camino libre 
medio de colisión y la frecuencia de colisiones con respecto a 
(a) la concentración, (b) la temperatura de una sustancia? 

18.10 ^Cuál es la diferencia entre difusión molecular, 
convección y turbulência? 

18.11 ^Qué quiere decir difusión estacionaria? ^difusión 
térmica estacionaria? 

18.12 Explique por qué, al analizar fenómenos de transporte, 
es posible estimar el tamano molecular. 


18.5 Dos varillas, una de cobre y la otra de acero, ambas de 
1 m de longitud y sección transversal de 1 cm^, están soldadas 
en un extremo común. El extremo libre de la varilla de cobre se 
mantiene a 100 °C y el extremo libre de la de acero a 0 °C. 
Calcule (a) la temperatura en el extremo común, (b) el gradiente 
de temperatura en la varilla de cobre y en la de acero, (c) la 
cantidad de calor que cruza cualquier sección transversal de la 
varilla por unidad de tiempo. (d) Dibuje una gráfica de la 
temperatura a lo largo de la varilla. Las conductividades 
térmicas dei cobre y dei acero son 3.84 x 10^ y 0.46 x 10^ kg m 
s_3 respectivamente. 

18.6 La ley dei enfriamiento de Newton (véase la Sec. 18.5) 

puede expresarse como = h(T- ), donde es el flujo de 

energia por unidad de tiempo a través de una unidad de área de 
la superfície dei cuerpo, T es su temperatura, es la dei medio 
circundante y /i es una constante conocida como coeficiente de 
transferencia térmica; las unidades de son J m"2 s"' y las de 
h J m"2 K"'. (a) Considere un pequeno cuerpo de área 
superficial S y capacidad calorífica C (JK"'), inicialmente a una 
temperatura T^. Demuestre que la temperatura dei cuerpo, como 
función dei tiempo, está dada por T -T^-¥ {T^ - )e~^\ donde 

A = hS/C. (b) Represente T en función de t para Tq (i) mayor 
que, (ii) igual que y (iii) menor que T^, 

18.7 (a) Mediante la fórmula dada en el problema anterior, 
calcule el tiempo necesario para que un cuerpo se enfríe de 

100 °C a 30 °C, si los alrededores están a 25 °C. El valor de Â puede 














10 "*(*>) iCuinio tiempo üunioi en enfiriâne 
•^Ül, si cl área superficial es dei doble? 

Cuando un fluido dt viscosidad 17 se mueve estaciona- 
»través de un tubo horizontal de radio R y longitud L, 
de fluido que cruza cualquier sección transversal dei 

** ^ onidaddc tiempo está dado por V^fir/í^/SrjKpj-pjVL. 

_ p es la diferencia de prcsión entre los dos extremos 
Q p^sión diferencial. Este resultado se conoce como 
tóLula deTolscuille. (a) Un tubo de suministro de agua entre 
J^ipicnics tiene 1 km de longitud y un diâmetro de 2 m. 
r^fc la prcsión diferencial necesaria para transferir 55 m* s"' 
de tóua por cl tubo. (b) iCuánta potência se necesita para 
nanicflCT un flujo estacionário? (c) õQué le sucede a la prc.sión 
difetencial si las paredes dei tubo se encuentran incrustadas de 
00 » de 15 cm de espesor? (d) i,De qué fonna cambia la 
BBRfctencia de volumen si la prcsión diferencial se mantiene 
tpal pero cl radio dcl tubo disminuye como se indica en (c)? 

IM (a) E! coeficiente de viscosidad dc la sangre humana es 
(k 0 O47 poise. iCuál cs Ia presión diferencial por unidad de 
loncitud cn (a) tubos capilares dc 2.1 x 10 "* cm^ dc sección 
iruisversal; (b) artérias cuya sección transversal es dc 
3 . 0 x 10"' cm% si el flujo dc sangre es de 4.2 x 10"‘^ m* s"* y 
12 X10"* m* s respectivamente? (Véase cl Problema 18.8 
|ora la fórmula dc Puiseuille.) 

18.10 Un extremo de un tubo capilar de 10 cm dc longitud y 
I mm de diâmetro e.stá conectado a un suministro de agua que 
tiene una presión dc 2 atm. El otro extremo dei tubo está 
lomelido a una presión de I atm. EI coeficiente de viscosidad 
dei agua es de 0.01 poise. (^Cuánta agua deja pasar el tubo en 
I«? (1 atm » 10* N m"^.) (Use la fórmula de Poiseuillc dcl 
problema 18.8.) 


18.11 A 25 “C, el H, liene una viscosidad de 8.2 x 10"* poise. 
»i un tubo de I m de íai>:o permite el flujo dc 1 litro min"’ bajo 
“tâ diferencia dc ptt^ ión dc 0.3 atm, /.cuál cs el diâmetro dei 
tubo? (Use la fórmula de Poiseuillc, dada cn el problema 18.8.) 

18.12 En la tabla -i" i.cntt se muestra la viscosidad de la 
*ottona a cicnas tcmpcraiuras: 





-30 

0.575 


0 30 

0.339 0.295 


Kcnt 

‘ ^ donde T cs la temperatura 

^ uia cie la atí:t')na, nmcsiic que ]r\ J] ^ a + ^/7’representa Ia 

dc q ton a 7\ I lallc las constantes ay b, 

el tamino libre medio de las moléculas de un 
lunCíf^iH do la temperatura y la prcsión. (b) Cal- 
iíicdio ilc las moléculas dc hidrógeno a 
((jj ^ (t) Kcpiia cl piohlcma para el osfgcno. 

*^l**bicl problema paia ambos gases aTPN«(Véase cl Ej. 18.5.) 

*H.14 , 

rr, ç^l^ I diíunclro molecular dcl cs dc 2.2 x 10’"*^ 

^ ci número de colisíoncs que sufre una molécula de 
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) r * 500 K y 


hidrógeno en I •. si ía) T » 300 K y p , 
p ■ 1 <dm. (c) r* 300 K y p » líH atm. (d) Calcule cl nómero 

total de colisiones por segundo que ocurren cn 1 cm* para cada 
uno de los ainrtadoa anteriores. (Véase el Ej. 18.5.) 


18.15 El diâmetro efectivo de una molécula de Nj (nitiógeno) 
es de alrededor de 3.0 x 10"’*’ m. (a) Calcule el camino libre 
medio dei a 300 K y I atm, y a la misma temperatura y 0.01 atm. 
(b) Un sistema de vacfo bastante bueno logra una presión 
de alrededor de 10 "** atm. ^Cuál es el camino libre medio para el 
N, a esta presión? (c) Si el diâmetro de un tubo evacuado a una 
presión de 10"^ alm es de 5 cm, (.cuántas veces golpea una d 
molécula de N, Ias paredes entre dos colisiones sucesivas con 
otras moléculas dei Nj gaseoso? 


18.16 Se puede demostrar que. de las moléculas de un gas 
que sufren una colisión en un instante dado. sólo ei número 

Af - N^e~^^sehabTÍ movido una distancia xsin sufrirotra colisión 
(/ es el camino libre medio), (a) Encuentre el porcentaje de 
moléculas que todavia tienen que sufrir su siguiente colisión en 
X = (i) 0.5/, (ii) /, (üi) 2/ y (iv) 10/. (b) Determine qué valor debe 
tencr x si A/ es igual al 50% de Af^. 

18.17 Un grupo de moléculas de oxigeno comienzan sus 
caminos libres médios al mismo tiempo a una temperatura de 
300 K y una presión tal que el camino libre medio es de 2.0 cm. 
Después de cierto intervalo de tiempo. la mitad de Ias moléculas 
han sufrido una segunda colisión, y la otra mitad no. Determine 
el intervalo de tiempo. Suponga que todas las moléculas se 
mueven con la vclocidad media (Véase el Ej. 18Jí para el 
valor de v^.) 

18.18 ^Cómo varían los coeficientes D y irde un gas ideal con 
respecto a (a) Ia temperatura y (b) la presión? 


18.19 Mediante una inspección de Ia ecuación 18.16, verifique 
que el coeficiente de viscosidad de un gas ideal sólo depende de 
la temperatura. Determine la naturaleza de dicha dependencia. 

18.20 La viscosidad dei dióxido de carbono en cierto intervalo 
de temperaturas se da en la tabla siguiente. (a) Dibuje una 
gráfica de Tjen función dc P'^, donde Tes Ia temperatura 
absoluta, (b) Calcule el cociente q/P'^. (c) Tomando en cuenta 
el problema 18.19, qué conclusión Ilega? 


Temp. (“O -21 0 100 182 302 

TJX 10« (balance) 12.9 13.9 18.6 22.2 26.8 


18.21 Calcule los coeficientes D, xry q para (a) helio y (b) 
oxigeno a TPN y compare cl resultado con los datos 
experimentalcs dados cn la tabla I 8 .I. 

18.22 Obtenga lo.s valores teóricos de los cocientes k/D y q/D 
para un gas ideal. Compárcios con los resultados experimcntales 
para gases reales dados en la tabla 18.1. 

íífi ^1 0.5 cm se manücnen a 

298 K y 301 K^EI espacio existente entre ellas está lleno con 

Hj. Calcule cl flujo de calor entre las dos placas, en J m"* s"’ 
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18.24 El coeficiente de viscosidad dei amoniaco a 0 °C es de 
9.2 X 10“^ poise, (a) Calcule el camino libre medio y la 
frecuencia de colisiones de una molécula de amoniaco a TPN. 
(b) Estime el radio de la molécula. 


18.25 El coeficiente de viscosidad dei metano a 0 °C es de 
10.3 X 10"^ poise. Calcule el diâmetro de una molécula de 
metano. 

18.26 Compare la conductividad térmica dei O 2 con la dei H 2 . 
Ignore la diferencia de diâmetros moleculares. 
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Albert Einstein revolucionó los 
conceptos sobre el espacio, el tiempo, 
la matéria y la energia con sus teorias 
especial y general de la relatividad, 
formuladas en 1905 y 1915, respecti¬ 
vamente. Su explicación dei efecto 
fotoeléctrico (1905) fue uno de los 
fundamentos dei concepto de fotón. 
Hizo también muchas otras contribu- 
ciones importantes, y fue el primero en 
aplicar la teoria cuántica para calcular 
la capacidad calorífica de los sólidos 
(1906) y en explicar la radiación de un 
cuerpo negro (1916) usando un método 
que fue el fundamento para la 
operación de los láseres. 
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19.2 Vebcidad de la lui 

Hasta el final dei siglo xix se suponía que el espacio, vacío de matéria, estaba lleno de “éter”. Los 
físicos suponían también que las vibraciones de este hipotético éter estaban relacionadas con la luz, 
de la misma forma en que las vibraciones dei aire están relacionadas con el sonido. En esa época 


19.1 Infroducción 


En 1905 Albert Einstein (1879-1955) inicio una revolución conceptual con su formulación de la 
teoria de Ia relatividad. Esta teoria ha cambiado nuestras nociones de espacio y tiempo, así como 
las de matéria y energia. También ha proporcionado una nueva base para el análisis de los fenóme¬ 
nos fisicos a altas energias. Se necesitaron unos diez anos para desarrollar completamente la teoria, 
aun cuando Einstein cubrió todos sus aspectos principales desde sus primeros trabajos. 

El trabajo de Einstein fue precedido por los esfuerzos de Hendrik Lorentz (1853-1928), 
Henri Poincaré (1854-1912) y otros cientificos de la última década dei siglo xix. Sus esfuerzos 
estaban encaminados a armonizar la teoria electromagnética, desarrollada por James C. Maxwell a 
fines dei siglo xix (véase el Cap. 27), con la mecânica basada en los principios de Newton. El 
nombre de “relatividad” se debe a que la teoria trata sobre la correlación de las observaciones 
hechas por observadores en movimiento relativo uniforme. Pero la teoria va más allá de tal aspecto 
y tiene profundas implicaciones cinemáticas y dinâmicas. 
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Figura 19.1 Interferómetro 
utilizado por Michelson y 
Morley para medir la velocidad 
de la luz. La mesa de arenisca 
que sostiene los espejos está fija 
a un aro de madera que flota en 
mercúrio. La serie de espejos 
sirve para alargar la trayectoria 
total de la luz. La placa de vidrio 
sin platear se coloca a lo largo 
de una trayectoria para 
compensar el hecho de que 
la luz en la otra trayectoria debe 
atravesar el vidrio dei espejo. 

El telescópio se utiliza para 
observar las franjas de 
interferencia. (Dibujo cortesia 
de Scientific American.) 


existia una gran polémica sobre Ia forma en que los cuerpos se movían a través dei éter y cómo este 
movimiento afectaba la velocidad de la luz medida desde la Tierra. 

Cuidadosas mediciones han mostrado que la luz se propaga con una veltxidad c = 2.9979 x 
10® m s"^ Suponiendo que el éter es estacionário, podemos decir que la luz se propaga con respecto 
al éter con velocidad c. Si la Tierra se mueve a través dei éter con velocidad v sin peiturbarlo, en- 
tonces la velocidad de la luz con respecto a la Tierra deberá depender de la dirección de propaga- 
ción de la luz. Por ejemplo, de acuerdo con la transformación galileana de las velocidades (Sec. 4.6), 
la velocidad de la luz en relación con la Tierra debe ser c - y para un rayo que se propaga en la 
misma dirección y sentido en que la Tierra se mueve a través dei éter. La velocidad de la luz debe 
ser c -f y para un rayo que se propaga en la misma dirección y sentido opuesto. Si la trayectoria dei 
rayo de luz, observado desde la Tierra, es perpendicular al movimiento de ésta, la velocidad de la luz 
con respecto a la Tierra debería ser (c^ - (Recuerde el ejemplo 4.5 sobre un caso parecido con 
respecto al sonido.) 

Albert Michelson (1852-1931), con la asistencia de Edward Morley (1838-1923), empezó 
en 1881 una memorable serie de experimentos para medir ia velocidad de la luz en diferentes 
direcciones con respecto a la Tierra, para lo cual utilizó un tipo especial de interferómetro para 
observar la interferencia de la luz (Fig. 19.1). 

Michelson y Morley esperaban determinar así la velocidad de la Tierra con respecto al éter. 
Repitieron sus experimentos varias veces en condiciones diferentes durante muchos anos, y encon- 
traron que, dentro de la precisión de sus mediciones, la velocidad de la luz con respecto a la Tierra 
era la misma en todas direcciones. 

De acuerdo con la transformación galileana de velocidades, ningún cuerpo puede tener la 
misma velocidad con re^ecto a dos observadores en movimiento relativo uniforme. En este caso se 
supone que un observador se encuentra en reposo relativo al éter y el otro en la Tierra. Una posible 
explicación de este resultado experimental seria que la Tierra arrastra al éter con ella, dei mismo 
modo que arrastra a la atmósfera. Por tanto, cerca de la superfície terrestre el éter debería estar en 
reposo con respecto a ésta y la velocidad de la luz debería ser c en todas direcciones. Ésta es una 
explicación bastante improbable puesto que el arrastre dei éter debería manifestarse en otros fenó¬ 
menos conectados con la propagación de la luz, que no se han observado como el cambio de direc¬ 
ción de la luz que viene de las estrellas a medida que la Tierra se mueve en su órbita. 

Los resultados negativos dei experimento de Michelson y Morley llevaron a Einstein a 
descartar el concepío de la existência de un éter. En su lugar propuso, como ley universal de la 
naturaleza, que 


Fuente de 
luz 


E.spejo Placa de vidrio 

ajustable sin platear 
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la velocidad de la luz es un invariante físico, y tiene el mismo valor para todos los observa¬ 
dores que estén en movimiento relativo uniforme. 

Por tanto, la velocidad de la luz deberá ser independiente dei movimiento relativo de los cuerpos 
emisor y receptor. 


Nota 19,1 Aeálisis dei experimento de Michelson^Morley 

En la figura 19.2 se muestra esquematicamente el instrumento utilizado por Michelson y Morley. S es una fuente monocromática 
de luz y M, y M 2 son dos espejos colocados a la misma distancia L'de la placa de vidrio P, medida por un observador terrestre; esto 
es, FMj = PM 2 = L'. La luz que viene de S, cuando llega a P, se transmite parcialmente bacia M, y es parcialmente reflejada bacia M 2 . 
Los rayos reflejados en Mj y M 2 modifican su trayectoria y finalmente llegan al observador O'. Nótese que la trayectoria de la luz 
dibujada en la figura 19.2 es relativa al sistema X'Y'Z' que se mueve con la Tierra y en relación con el cual el instrumento, 
conocido como iníerferómetro, se encuentra en reposo. (Como ejercicio, se sugiere al estudiante que dibuje la trayectoria de la 
luz como la ve un observador que está en reposo con respecto al éter, y con respecto al cual la Tierra se mueve con velocidad v.) 



Fuente de 
luz 


Movimiento de v 


Observador 

terrestre 


la Tierra 


Figura 19.2 Trayectorias 
de la luz en el experimento de 
Michelson y Morley. 

PM, = PMj = L'. 


Supongamos la existência de un “éter” y sea c la velocidad de la luz como la mide un observador O estacionado con 
respecto al éter. Sea v la velocidad de la Tierra con respecto al éter y orientemos el interferómetro de modo tal que la trayectoria 
FiVfj sea paralela al movimiento de la Tierra. Mediante la transformación galileana podemos bailar (recuerde el Ej. 4.5) la veloci¬ 
dad de la luz con respecto a la Tierra para varias trayectorias. Cuando la luz va de F a M,, la velocidad relativa de la luz es c - y. 
De M, a F la velocidad relativa es c + y. Finalmente, de F a M 2 o de A /2 a F la velocidad relativa de la luz es (c^ - Así, el 
tiempo requerido para que la luz recorra la trayectoria paralela de F a A/j y de regreso a F, como lo mide el observador terrestre O', es 

^ L' ^ L 2L'c ILljc 
* c — V c + V 1 — y^/c^ 

Sin embargo, el tiempo requerido para recorrer la trayectoria perpendicular de F a A /2 y de regreso a F, medido por O', es 


^ {c^ — 

Nótese que /j es mayor que ^ 2 - Por tanto, los rayos que llegan al observador O' tienen una cierta diferencia de trayectoria y (de 
acuerdo con la teoria que presentaremos en el capítulo 34) ello debe dar lugar a cierto patrón de interferências. Sorprendentemente, 
Michelson y Morley no observaron ningún patrón de interferências, lo que sugiere que /, = ^ 2 - 

En el experimento real efectuado por Michelson era muy difícil asegurarse de que los dos brazos dei interferómetro o, para 
ser más precisos, las longitudes ópticas de las dos trayectorias, fueran idênticas. Portanto, para compensar esta diferencia y aumen¬ 
tar la precisión de sus mediciones, Michelson giró el instrumento 90° para observar el cambio en el patrón de interferências. Y 
aunque la teoria, basada en la transformación galileana, predecía un corrimiento en el patrón de interferências como resultado de 
la rotación, no se observó tal corrimiento. 

Para explicar este resultado negativo, George F. Fitzgerald (1851-1901) en 1889, y Lorentz, de manera independiente, en 
1892, propusieron que todos los objetos que se mueven en el éter sufren una contracción “real” en la dirección dei movimiento, lo 
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suficientemente justa para hacer íj = ( 2 - Para que esto fuera cierto, la longitud de la írayectoria FMj (vista por el observador O en 
reposo con respecto al éter) no debería ser la misma que la de PM 2 . La primera longitud está en la dirección dei movimiento 
terrestre y, por tanto, se acoitará una distancia que llamaremos L. La otra longitud es perpendicular a éste y, por ello no cambia. 
Escribiendo L en lugar de L' en la expresión para í^, debemos tener 

2L/c 


1 — 

mientras que ^2 aún estaria dado por Ia expresión anterior con L'. Igualando y ^2 obtenemos, después de simplificar, 

L = (l 

Esta expresión relaciona las longitudes FMj y PM 2 medidas por el observador O en reposo con respecto al éter. EI observador O', 
que está en movimiento con respecto al éter, no debe notar esta contracción, ya que Ia regia utilizada para medir la distancia FMj 
también se contrae porei mismo factor cuando se coloca en la dirección dei movimiento terrestre. Así, para O', las longitudes FMj 
y PM 2 son iguales. Pero, según la hipótesis de Lorentz-Fitzgerald, los objetos transportados por (/, incluyendo la regia para medir, 
son acoitados en la dirección dei movimiento. Por tanto, O concluirá que la longitud “real” de FMj es L y que la de PM 2 es U, 
ambas relacionadas por la ecuación 19.1. Esta diferencia “real” de longitud es la causa dei resultado negativo obtenido cuando se 
examinó la interferencia de los dos haces de luz. 

Una explicación alternativa dei resultado negativo dei experimento de Michelson-Morley consiste en suponer que la 
velocidad de la luz siempre es la misma en todas las direcciones, sin importar el estado de movimiento dei observador. Entonces 
el observador CP usa c para todas las trayectorias de la figura 19.2, y íj = ^2 = 2L7c, al igual que el observador O. Ésta fue la posición 
adoptada por Einstein cuando formuló el postulado de invariancia de Ia velocidad de la luz para todos los observadores en movi¬ 
miento relativo uniforme. Sin embargo, esto implicó dpscartar la transformación galileana. 


19.3 Transformación de Lorentz 

Bajo la suposición de que la velocidad de la luz es la misma para todos los observadores en movi¬ 
miento relativo uniforme, la transformación galileana no puede ser la correcta. Por tanto, debemos 
sustituirla por otra, de manera que la velocidad de la luz sea invariante o independiente dei movi¬ 
miento relativo de los observadores. En particular, la suposición hecha en el capítulo 4 de que t-P 
no puede ser correcta. Como la velocidad es la distancia dividida entre el tiempo, debemos ajustar 
las mediciones dei tiempo y la distancia, si la velocidad de la luz ha de ser la misma para los 
observadores en movimiento relativo. En otras palabras, un intervalo de tiempo entre dos eventos 
no tiene que ser el mismo cuando se mide por observadores en movimiento relativo. 

Suponemos que los observadores (9 y O' se mueven con velocidad relativa vy que los ejes 
Xy X' están en la dirección dei movimiento relativo y los ejes YZ y Y*Z' son paralelos (Fig. 19.3). 
Podemos suponer también que ambos observadores ajustan sus relojes de modo que t - í' = 0 
cuando Oy O' coinciden. 

En tales condiciones se muestra a continuación que la nueva transformación, compatible 
con la invariancia de la velocidad de la luz, es 


vt 


(1 — ü^/c^)^''^ 

/ = )' 
z' = z 

t — vx/c^ 


(19.2) 


t' 


(1 — 


Este conjunto de relaciones fue obtenido por primera vez en esta forma por Einstein en 1905, quien lo 
llamó transformación de Lorentz, porque fue propuesto anteriormente por Lorentz, en forma un 
poco distinta, en relación con el problema dei campo electromagnético de una carga en movimiento. 
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)A (x,y. z. t) 




X' 



Figura 19.3 Sistemas de referencia en movimiento de 
traslación relativo uniforme. 


Figura 19.4 Cambio de y = 1/(1 - con respecto a vic. 


La velocidad de la luz, c, es muy grande comparada con la gran mayoría de las velocidades 
que encontramos normalmente en la Tierra. Por tanto, el cociente vic es muy pequeno y los términos 
v^lcP' y vxl(P- son, en general, despreciables. En consecuencia. 


es prácticamente igual a la unidad (véase la Fig. 19.4) cuando v « c. Entonces, desde un punto de 
vista práctico, no hay diferencia entre las transformaciones galileana y de Lorentz para la mayoría 
de las mediciones hechas en la Tierra. Podemos continuar usando la primera en la mayoría de 
los problemas que encontremos. Sin embargo, cuando se trata de partículas muy rápidas, conio las 
de los rayos cósmicos, las producidas en los aceleradores de alta energia o, incluso, los electro- 
nes de un átomo, debemos utilizar la transformación de Lorentz (relativista). 

Aunque es cierto que en la mayoría de los ejemplos los resultados numéricos de la transfor¬ 
mación de Lorentz no difieren mucho de los de la transformación galileana, desde un punto de vista 
teórico la transformación de l.brentz representa un cambio conceptual más profundo, especialmen¬ 
te con respecto al espacio y el tiempo, que ahora están estrechamente relacionados. 

La transformación de Lorentz inversa expresa las coordenadas a:, j y z y el tiempo t, medi¬ 
dos por O, en términos de las coordenadas x', y\ z' y el tiempo t\ medidos por (/. Invertir las 
relaciones segunda y tercera de la ecuación 19.2 no ofrece dificultad alguna. Un método más direc¬ 
to para invertir las ecuaciones primera y cuarta es considerarias como un conjunto de dos ecuaciones 
simultâneas. Entonces, mediante un procedimiento algebraico directo, podemos expresar jr y í en 
términos de x' y t'. Dejamos este método como ejercicio para el estudiante. En lugar de ello, proce¬ 
deremos a lo largo de una línea de razonamiento más intuitiva. Desde el punto de vista dei observa¬ 
dor O', el observador O retrocede a lo largo de la dirección -X' con velocidad - v. Por tanto, (/ tiene 
derecho a usar la misma transformación de Lorentz para obtener los valores áexy t medidos por O 
en términos de los valores x' y t' sólo tiene que sustituir v por- v en la ecuación 19.2 e intercambiar 
X por x' y t por t\ lo qué da como resultado 

x' + vt' 

'‘“(1 


y = y' 

Z = z' 


(19.4) 
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DeducdÓE de la transformadón de Loreete 

Remítase a la figura 19.3 y suponga que a r = 0 se emite un pulso de luz en el origen común de los dos observadores en movimiento 
relativo con velocidad v. Ambos observadores usan ejes coordenados paralelos XYZ y X'Y'Z' con los ejes X y X' en la dirección dei 
movimiento relativo. Después de un tiempo t, el observador O notará que el pulso luminoso ha llegado al punto A y escribirá r = 
ct, donde c es la velocidad de la luz. Como x ^ -f 4- = r^, también podemos escribir 

= c^t^ ( 19 . 5 ) 

De manera parecida, el observador O', cuya posición ya no coincide con la de O, notará que la luz llega al mismo punto A en un 
tiempo í\ pero también con velocidad c. Por tanto, O' escribe r' = ct' o 

x'^ + y'^ + z'^ — c^t'^ ( 19 . 6 ) 

El siguiente paso es obtener una transformadón que relacione las ecuaciones 19.5 y 19.6. La simetria dei problema sugiere que 
y=y'yz = z'.Se tiene también que como 00' = vt para el observador O, entonces x=vt para ' = 0 (posición de O ')• Esto sugiere 
hacer x' = y (jc - vf), donde y es una constante que se va a determinar. Podemos suponer también que t' = a{t - bx), donde ay b 
son constantes aún no determinadas (para la transformadón galileana y = u = 1, í? = 0). Hadendo estas sustituciones en la 
ecuación 19.6, tenemos ^ 

y^{x^ - 2vxt + v^t^) + y^ +z^ = - 2bxt + b^x^) 


{y^ - b^à^c^)x^ - 2{y^v - ba^c^)xt + y^ + z^ = {a^ - y^v^/c^)c^t^ 


Este resultado debe ser idêntico a la ecuación 19.5. Por tanto, 

y^ - b^a^c^ = 1, y^v-ba^c^ = 0, a^-y^v^/c^ = l 

Resolviendo este conjunto de ecuaciones para y,ayb, tenemos 


Sustituyendo estos valores úq y, ay b x' = y {x-vt) y t' = a(t - bx), obtenemos la transformadón de Lorentz 19.2. 


19.4 Transformación de Lorentz para velocidades y aceleraciones 

Consideremos una partícula A (véase la Fig. 19.3) en movimiento relativo con respecto a los obser¬ 
vadores Oy O' que a su vez se mueven con velocidad relativa v. Por simplicidad, supongamos que 
A se mueve también en la misma dirección que v, que tomaremos como la de los ejes X y X'. 
Entonces la velocidad F de A medida por O es 


De manera parecida, la velocidad V' de A medida por O', también a lo largo de la dirección de X', es 


(19.8) 
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Nótese que ahora utilizamos dt' y no dt, ya que r y ?' no son los mismos. Un cálculo directo muestra 
que las velocidades Vy V' están relacionadas por la expresión 


V' = 


V-v 
1 - vV/à 


(19.9) 


Esta ecuación representa la ley de la transformación de Lorentz de las velocidades. Esto es, la ecuación 
19.9 es la regia para comparar la velocidad de un cuerpo medida por dos observadores en movimiento 
de traslación relativo uniforme. La ecuación 19.9 se reduce a la transformación galileana de las velo¬ 
cidades, V' =V-v, para velocidades relativas muy pequenas en comparación con la de la luz. 

Para comprobar que la ecuación 19.9 es compatible con la suposición de que la velocidad 
de la luz es la misma para los observadores O y 0\ consideremos el caso de una senal luminosa que 
se propaga en la dirección de X. Entonces, V = c en la ecuación 19.9 y 


c — V 

y =-= c 

1 — üc/c^ 

Por tanto, el observador O' mide también una velocidad c. 

La transformación inversa de la velocidad, obtenida despejando V de la ecuación 19.9 es 


V = 


F' + u 
1 -h vVjc^ 


(19.10) 


La ecuación 19.10 da la velocidad, con respecto a O, de un objeto que se mueve con velocidad V' 
relativa a O', que a su vez se mueve con velocidad* yen relación con O. 

Las ecuaciones 19.9 y 19.10 relacionan la velocidad dei mismo cuerpo medida por dos 
observadores en movimiento relativo. Sin embargo, cada observador calcula velocidades relati¬ 
vas de cuerpos distintos en su propio sistema de referencia de acuerdo con las regias vectoriales 
usadas en el capítulo 4. 

La relación entre las aceleraciones de una partícula medidas por dos observadores que están 
en movimiento relativo uniforme es un poco más compleja. Por ejemplo, supongamos que la partí¬ 
cula de la figura 19.2, que se mueve con velocidad V con respecto a O, también está acelerada a lo 
largo de X. Las aceleraciones de la partícula medidas por Oy O' están relacionadas por la expresión 


a(l — 

(1 - vVIc^f 


( 19 . 11 ) 


Por tanto, los dos observadores miden aceleraciones distintas. Este resultado difiere de la transfor¬ 
mación galileana, que predice que la aceleración es la misma para los observadores en movimiento 
relativo uniforme-^^n otras palabras, el requisito de que la velocidad de la luz sea invariante en 
todos los sistemas de referencia en movimiento relativo uniforme destruye la irívariancia de la 
aceleración con respecto a tales sistemas. 


Deducclón de la ley de transformación de velocidades y aceleraciones 

Consideremos, por generalidad, que la partícula A se mueve con respecto a (9 y O' en una dirección arbitraria. Entonces las 
componentes de la velocidad de A medidas por O son 


dx 
dí ’ 


K = —, K = K 


dr ’ 


dz 

dr 


Las componentes de la velocidad de A medidas por (/ son 


(19.12) 





dr' ’ 


f;. = 


dz' 

dr' 


(19.13) 
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Diferenciando las ecuaciones 19.2 tenemos, notando que d;c = V^àt, 


àx — V dt Vx ^ ^ 

áy' = ày 
áz' = áz 

àt — vdxlc^ l — vV^/c^ 

dí' =- í — =--dí 

(l_y2/^2)l/2 (l_„2/c2)l/2 

Dividiendo la primera, segunda y tercera de estas ecuaciones entre la cuarta resulta 


1 - vVJc^ 
i;(i - 

_____ 

v,{\ - 

1 - vVJc^ 


(19.14) 


Estas ecuaciones constituyen la transformación general de Lorentz para las velocidades. Cuando el movimiento es a lo largo dei 
eje X tenemos V^=V,V^=V^ = Qy V', = V\ Vy = V/, = 0 y, entonces, la primera relación 19.14 se reduce a 

V-v 

V = -r 

1 - vV/c^ 

que es la relación dada en la ecuación 19.9. Para obtener la expresión para la aceleración, primero diferenciamos la relación 
anterior, obteniendo 

dF' = -l- 

{\-vVlc^f 

Dividiendo esta ecuación por la expresión para dt' dada anteriormente, con sustituida por V, obtenemos 

, _dF'_(l dV 

dí' (1—üF/c^)^ dí 

Recordando que a = d F/d/, ésta es la ecuación 19.11. 


19.5 Consecuencías de la transfermacíón de Lorentz 

El factor y = 1/(1 - que aparece en la transformación de Lorentz, ecuación\x9.2, tiene una 

interesante consecuencia: como resultado de la constância de la velocidad de la luz, las longitudes 
de los cuerpos y los intervalos de tiempo entre dos eventos pueden no ser los mismos cuando son 
medidos por observadores que están en movimiento relativo. 

(i) Contracción de Ia longitud 

La longitud de un objeto se define como la distancia entre sus dos puntos extremos. Sin embargo, si 
el objeto está en movimiento relativo con respecto al observador que desea medir su longitud, las 
posiciones de los extremos deben registrarse simultaneamente. Consideremos una barra en reposo 
en relación con O' y paralela al eje X (Fig. 19.5). Designando Ay B sus dos extremos, su longitud, 
medida por O', es L' = La simultaneidad no es esencial para el observador O' pues la barra 

está en reposo en su sistema. Sin embargo, el observador O, que ve la barra en movimiento, debe 
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Figura 19.S 


medir las coordenadas y jc^ de los puntos extremos al mismo tiempo t, obteniendo L = - x^. 

Aplicando la primera relación de la ecuación 19.2, tenemos que 

, X„~ Vt , Xf, — vt 

Nótese que escribimos la misma í en ambas expresiones. Restando obtenemos 


o, como x^-x^ = Lyx'^-x'^ = L\ 

L = {\-v^lc^f'^L ( 19 . 15 ) 

Puesto que el factor (1 - vVc^Y''^ es menor que la unidad, tenemos que L es menor que V. Esto es, 
el observador O, que ve el objeto en movimiento, mide una longitud menor que el observador O', 
que ve el objeto en reposo. Por tanto, 

la longitud de un cuerpo parece más corta cuando el cuerpo está en movimiento relativo 
con respecto al observador que cuando está en reposo; esto es, ^njovimiento ^reposo' 

La longitud de un cuerpo en reposo con respecto a un observador se conoce como longitud 
propia dei cuerpo. 

Debemos notar que la contracción “real” supuesta por Lorentz para explicar el resultado 
negativo dei experimento de Michelson-Morley, ecuación 19.1, es exactamente la misma que 
la dada por la ecuación 19.15, y que fue hallada mediante la transformación de Lorentz y el princi¬ 
pio de invariancia de la velocidad de la luz. Existe, sin embargo, una diferencia fundamental entre 
las dos hipótesis usadas para obtener dos resultados aparentemente idênticos: 

1. La contracción de Lorentz-Fitzgerald 19.1, obtenida mediante la transformación galileana, 
se supone que es una contracción real sufrida por todos los cuerpos que se mueven a través 
dei éter. La v que aparece en la fórmula es la velocidad dei objeto con respecto al éter. 

2. La contracción 19.15 se refiere únicamente al valor medido de la longitud dei objeto en 
movimiento con respecto al observador y es consecuencia de la invariancia de la velocidad 
de la luz. La yque aparece en la fórmula es la velocidad dei objeto con respecto al observa¬ 
dor. Por tanto, la contracción de la longitud de un objeto es diferente para observadores en 
movimiento relativo entre sí. 

Fue Einstein el primero en darse cuenta de que la idea dei éter era artificial e innecesaria, y de que 
la explicación lógica era la recién dada en segundo lugar. 
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(li) Dilataclón dei tiempo 

Se puede definir un intervalo de tiempo como el tiempo que transcurre entre dos sucesos, medido 
por un observador. Un suceso (o evento) es un acontecimiento específico que ocurre en un lugar y 
un tiempo determinados. Así, en términos de estas definiciones, el hecho de que la lenteja de un 
pêndulo alcance su punto más bajo durante una oscilación, constituye un suceso. Después de un perío¬ 
do, la lenteja regresará a esta misma posición; éste es un segundo suceso. El tiempo transcurrído 
entre estos dos sucesos se llama intervalo de tiempo. Así, un intervalo de tiempo es el tiempo necesa- 
rio para hacer algo: para que un pêndulo tenga una oscilación, un electrón se mueva alrededor de un 
núcleo, el corazón tenga un latido, etc. 

Consideremos dos sucesos que ocurren en los tiempos í^y pero en el mismo lugar . 1 :' con 
respecto a un observador O' en movimiento con respecto a O. En relación con O, los sucesos se dan 
en lugares distintos en los tiempos y í^, respectivamente. 

Aplicando a ambos sucesos la última relación de la transformación de Lorentz inversa, dada 
en la ecuación 19.4, tenemos 

+ vx'/c^ _ ífc + vx' jc^ 

(1 — {\ — 

Nótese que jc' es la misma en las dos efcuaèiones. Restando se tiene 

t — t = ~ 


o, haciendo T~ - t^y^T' = -1\ 


T = 


r 

(1 — 


( 19 . 16 ) 


Ahora 7' es el intervalo de tiempo entre dos sucesos medido por un observador O' en reposo con 
respecto al lugar x' en el que ocurríeron los sucesos. Y T es el intervalo de tiempo medido por un 
observador O con respecto al cual el lugar en que se dieron los sucesos está en movimiento. 
Como el factor 1/(1 - v^lc^Y'^ es mayor que uno, la ecuación 19.16 indica que T es mayor que T'. 
Por tanto. 


los procesos parecen tardar más cuando ocurren en un cuerpo que está en movimiento con 
respecto al observador que cuando ocurren en un cuerpo que está en reposo con respecto al 
observador; esto es, 

El intervalo de tiempo entre dos sucesos que se dan en puntos que están en reposo con respecto a un 
observador se conoce como intervalo de tiempo propio. Así, en la ecuación 19.16, T' es el inter¬ 
valo de tiempo propio. 


EJEMPLO 19.1 

Dilatación temporal y desintegración de muones. 

I> El muón es una partícula inestable cuya masa es de unas 207 veces la masa dei electrón. Estas partículas 
se desintegran (o decaen) con cierta rapidez en otras partículas. La rapidez con que se desintegran se 
expresa en términos de la vida media T, que es el tiempo en el cual se desintegran la mitad de las 
partículas presentes inicialmente. Si tenemos un número de muones en reposo en el laboratorío, después 
de un tiempo T, igual a una vida media, sólo la mitad, o N/2, de los muones subsisten. Después de un 
tiempo 2 t (dos vidas medias) quedan N/4 o N/2^ muones. Es claro que, después de un tiempo igual a n 
vidas medias, sólo (|)" de las partículas originales subsisten. Los muones en reposo en el laboratorio 
tienen una vida media de alrededor de 1.5 x 10"^ s. 
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Las colisiones de los rayos cósmicos con los átomos de la atmósfera a una altura aproximada de 
60 km producen muones. Estos tienen una velocidad relativa a la Tierra cercana a la de la luz. Suponga- 
mos que v = 0.999c = 2.9949 x 10® m s“*. Con esa velocidad, los muones emplean un tiempo, medido por 
un observador terrestre, de 


T = 


6 X IO'*' m 
2.9949 X 10®ms~i 


2 X 10'^s 


para alcanzar la superfície de la Tierra cuando se mueven directamente hacia abajo. Este tiempo es 
equivalente a 133 vidas medias y, según un observador en la Tierra, sólo una pequena fracción, o 
10"^, de los muones originales llegarían a la superfície. Sin embargo, se encuentra que el número de 
muones a nivel dei mar es mucho mayor. Debido a la dilatación, el tiempo T requerido por los muones 
para cruzar la atmósfera, medido por un observador terrestre, es mucho mayor que el tiempo T' medido 
por un observador que está en reposo con respecto a los muones. Como en este caso vic = 0.999, 
tenemos que 

(1 — = 4.5 X lO"^ 


Entonces, usando la ecuación 19.16, tenemos que el tiempo T', en el sistema de referencia de los muones 
(es decir, el tiempo propio de los muones), necesario para alcanzar la superfície terrestre es 

T = T{l-v^/cy^ ^9 X íQ-^s 


que es equivalente a unas seis vidas medias. En este tiempo el número de muones que aún quedan 
cuando alcanzan la superfície es de alrededor de o 1/64 dei número original. Este resultado es más 
consistente con la evidencia experimental. ' 

Podemos analizar el problema de otra manera: con respecto al sistema de referencia de los muones, 
la Tierra se mueve hacia el muón con una velocidad v = 0.999c. Por tanto, con respecto al muón, la 
distancia entre la parte superior de la atmósfera y la superfície terrestre se acorta por un factor (1 - = 

4.5 X 10"^. En consecuencia, el tiempo que tarda la superfície terrestre en alcanzar al muón también se 
acorta en el mismo factor, teniendo como resultado, de nuevo, un intervalo de tiempo de 9 xlO"^ s. 

Se han obtenido resultados similares con partículas producidas en el laboratorio, usando máqui¬ 
nas que aceleran a las partículas a velocidades muy grandes. La observación de la forma en que disminu- 
ye el número de tales partículas a lo largo dei haz confirma la dilatación dei tiempo. 


19.6 Principio de la relafividad especial 

El postulado de Einstein de que la velocidad de la luz es la misma para todos los observadores en 
movimiento relativo uniforme hace que Ia introducción de un éter sea “supérflua” (usando la pala- 
bra que utilizó Einstein). Elimina también la necesidad de considerar un observador “preferido” 
(nuevamente, palabra de Einstein) en reposo relativo al éter. La consecuencia natural es que todos 
los observadores en movimiento relativo uniforme deben considerarse “equivalentes” (Einstein). 
Esta fue la base dei principio de la relatividad de Einstein; 

todas las leyes de la naturaleza (no sólo las de la dinâmica) deben ser las mismas para 
todos los observadores inerciales que se muevan con velocidad relativa constante. 

El principio de la relatividad requiere que expresemos todas las leyes físicas de una manera tal 
que no cambien cuando pasamos de un observador inercial a otro. Sabemos que esto es válido para 
las leyes de la dinâmica formuladas por Newton, cuando se utiliza la transformación galileana. El 
principio de Einstein extiende esta invariancia a todas las leyes físicas no sólo a las de la dinâmica. 
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lo cual restringe las expresiones matemáticas de las leyes físicas. 

Entre las leyes que deben permanecer invariantes para todos los observadores inerciales 
están las que describen los fenómenos electromagnéticos; éstas se estudiarán con detalle en capítu¬ 
los posteriores. Podemos aseverar, por adelantado, que estas leyes, cuando se expresan con respec- 
to a un observador inercial, implican la velocidad de la luz c. Por tanto, un requisito dei principio de 
la relatividad, como lo formuló Einstein, es que la velocidad de la luz sea la misma para todos los 
observadores en movimiento relativo uniforme. 

Hemos visto que la velocidad de la luz es la misma para todos los observadores inerciales 
en movimiento relativo si sus mediciones se comparan mediante la transformación de Lorentz. En 
consecuencia, el principio de la relatividad se puede replantear de la forma siguiente: 

los observadores en movimiento relativo deben correlacionar sus observaciones mediante 
la transformación de Lorentz. Todas las magnitudes físicas deben transformarse de un sis¬ 
tema a otro de forma tal que la expresión de las leyes físicas sea la misma para todos los 
observadores inerciales. 

Desde un punto de vista práctico, esta nueva formulación dei principio de la relatividad es 
importante únicamente para velocidades comparables con la de la luz. Por tanto, se debe aplicar 
siempre que los cuerpos en movimiento tengan una velocidad muy grande con respecto al observa¬ 
dor. La transformación galileana es todavia una aproximación muy buena para relacionar las mag¬ 
nitudes físicas de dos sistemas inerciales con velocidades relativas bajas o partícula§con pequenas 
velocidades relativas a un observador. Para tales partículas, la mecânica newtoniana p^orciona un 
formalismo satisfactorio para la descripción de su movimiento. La teoria dinâmica basada en los 
postulados de Einstein nòrmalmente se conoce como teoria de la relatividad especial pues se aplica 
solamente a observadores en movimiento relativo uniforme. 

Desde ese punto de vista práctico, entonces, podemos ignorar la teoria de la relatividad 
especial en muchos casos. Sin embargo, desde un punto de vista conceptual, la teoría de la 
relatividad ha producido una profunda modificación en nuestro planteamiento teórico dei análi- 
sis de los fenómenos físicos. Por ejemplo, la forma en que la transformación de Lorentz acopla 
espacio y tiempo sugiere que éstos no son conceptos independientes, y que debemos pensar en 
espaclo-tiempo como una sola entidad, donde la separación en espacio y tiempo depende dei 
movimiento relativo de los observadores. 

19.7 Momentum 

En el capítulo 6 se definió el momentum de una partícula como 

p = mv (19.17) 

donde la masa m es una constante característica de la partícula. En la sección 6.5 se estudió la 
conservación dei momentum de dos partículas en interacción. Encontramos que la conservación 
dei momentum es válida para observadores en movimiento relativo uniforme cuando se comparan 
sus mediciones con la transformación galileana de velocidades. Sin embargo, si usamos esta defmi- 
ción de momentum junto con la transformación de Lorentz de las velocidades, la conservación dei 
momentum no es válida. Esto significa que se debe modificar la definición de momentum para 
cumplir con el principio de la relatividad. Recordemos que la fuerza aplicada a una partícula está 
relacionada con el momentum mediante F = àp/át. Tenemos entonces que, al ejercer fuerzas cono- 
cidas sobre partículas en movimiento rápido, es posible determinar experimentalmente la corres- 
pondiente expresión para p. Por ejemplo, podemos observar el movimiento de electrones, protones 
u otras partículas cargadas en campos eléctricos y magnéticos conocidos. Partículas con velocida¬ 
des diferentes se pueden producir en el laboratorio, mediante aceleradores, o se observan en los 
rayos cósmicos. Tales experimentos y mediciones indican que el momentum de una partícula que 
se mueve con velocidad v con respecto a un observador debe expresarse como: 
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Figura 19.6 Confirmación 
experimental de la variación dei 
momentum con la velocidad. La 
curva continua está basada en la 
ecuación 19.18. Los datos 
experimentales de W. Kaufmann 
(1901) se indican con círculos 
vacíos, los de A. Bucherer (1909) 
con círculos llenos y los de C. 
Guye y C. Lavachy (1915) con 
cruces. En la figura pQ = mv. 


P = 


mv 


(1 


= ymv 


(19.18) 


En la ecuación 19.18, m es la masa de la partículk y y = 1/(1 - como fue definida en la 

ecuación 19.3. Para velocidades pequenas (y «c), y se puede igualar a uno, y la expresión de p se 
reduce a la ecuación 19.17. Por tanto, la definición newtoniana de momentum es buena para la mayo- 
ría de los movimientos observados en la Tierra, en donde la velocidad es pequena comparada con c. 

La variación dei momentum con la velocidad según la ecuación 19.18 se ilustra en la figura 
19.6. Esta figura es esencialmente idêntica a la figura 19.4, ya que ambas dan yen términos de y/c. 
Se puede ver que sólo a velocidades muy grandes existe una desviación notable dei momentum de 
la partícula con respecto al valor newtoniano p - mv. Por ejemplo, incluso a y = 0.5c, p/mv= 1.15, 
o sólo 15% de aumento dei momentum con respecto al valor newtoniano. Además, a medida que la 
velocidad de la partícula se acerca a c, el cambio de momentum para un cambio de velocidad dado 
aumenta apreciablemente. Como se verá en la siguiente sección, esto significa que es más difícil 
acelerar una partícula cuando se mueve más rápidamente con respecto al observador. 


Nota 19.2 Momentum relativista 

Es posible, mediante una complicada manipulación algebraica que no desarrollaremos aqui, verificar que el momentum definido 
por la ecuación 19.18 satisface la ley de conservación dei momentum cuando se le aplica a la colisión de dos cuerpos, así como los 
requerimientos dei principio de la relatividad. Esto justifica aún más la definición 19.18. 

La definición relativista dei momentum puede justificarse también de forma sencilla. Consideremos un observador O' 
colocado en el cuerpo en movimiento. Si dt es el tiempo que tarda en moverse una distancia dx, medida por el observador O, la 
velocidad relativa a O es y= dr/d/. Mediante la ecuación 19.16, el intervalo de tiempo propio de O' correspondiente a dt es dT = 
d/(l - Definiremos ahora la velocidad propia como 

dr dr v 

propia dt{l — 

y el momentum como 

mv 
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Este procedimiento tiene la ventaja de que utiliza un intervalo de tiempo drque es independiente dei observador que ve el cuerpo 
en movimiento. De esta manera, la definición es válida para todos los observadores, sin importar su movimiento relativo, y el 
momentum tiene la misma propiedad vectorial que el desplazamiento, puesto que dres un escalar invariante. 


La definición 19.18 dei momentum modifica la relación entre fuerza y aceleración, que en la mecâ¬ 
nica newtoniana está dada por F = dp/dt = m dvidt. La relación F = dpidt se mantiene en la me¬ 
cânica relativista, según indicamos en la sección anterior, pero con la nueva definición de momentum. 
Así, redefinimos la fuerza como 

(19.19) 

Cuando tratamos el movimiento rectilíneo consideramos sólo magnitudes y por tanto podemos 
escribir 


dí dí 


mv 


(1 — v^jc^) 


2\l/2 


F = 


á ( mv 
dí\(l -v^lcy^ 


o 



mv áv 
(1 - dí 


(19.20) 


Por otro lado, en el caso dei movimiento circular uniforme la velocidad permanece constante en 
magnitud pero no en dirección y sentido, y la ecuación 19.19 queda 


^ m dv 

(1 - v^lc^Y'^ dí 

Pero dv/dí es entonces la aceleración normal o centrípeta cuya magnitud es vVR, donde R es el radio 
dei círculo, según la ecuación 5.13. Por tanto, la magnitud de la fuerza normal o centnpeta se vuelve 


F = 


m 

(1 - ^ 


(19.21) 


En el caso general dei movimiento curvilíneo, recordamos que dv/dt es la aceleración tangencial üj. 
y que vVR es la aceleración normal a^. Concluimos de las ecuaciones 19.20 y 19.21 que en el 
movimiento curvilíneo las componentes de la fuerza a lo largo de la tangente y la normal a la 
trayectoria son 



Figura 19.7 A una velocidad 
alta, la fuerza no es paralela a la 
aceleración. 


y 


m 


^ (1 


m 


N , ^ 2 / 2\l/2 

(1 — V jc ) ^ 


(19.22) 


Una consecuencia inmediata es que la fuerza no es paralela a la aceleración (Fig. 19.7) porque los 
coeficientes que multiplican son distintos. Así, una relación vectorial dei tipo F = ma no 

es válida para partículas que tienen altas energias. Sin embargo, la relación más fundamental F = 
dp/dt sigue siendo válida, ya que eS la ley dei movimiento. La ecuación 19.22 muestra que confor¬ 
me la velocidad de una partícula se aproxima a la de la luz, la fuerza requerida para producir una 
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aceleración dada aumenta considerabíemente. Estas relaciones son importantes cuando analizamos 
el movimiento de partículas en aceleradores de alta energia. 


EJEMPLO 19.2 

Relación entre fuerza y aceleración para diferentes velocidades de partícula. 

> De acuerdo con la mecânica de Newton, los cocientes F/a deben ser constantes e iguales para las compo¬ 
nentes tanto tangencial como centrípeta de la fuerza. Éste no es el caso en la teoría de la relatividad según 
se muestra en la tabla, calculada mediante las ecuaciones 19.22. 


v/c 

Fj/müj 

Ff^/ma^ 

0.01 

1.00015 

1.00005 

0.05 

1.00376 

1.00125 

0.10 

1.01519 

1.00504 

0.20 

1.06315 

1.02062 

0.40 

1.29892 

1.09109 

0.60 

1.95312 

1.25000 

0.80 

4.62963 

1.66667 

0.90 

12.07451 

2.29416 

0.95 

32.84680 

3.20256 

0.99 

356.22171 

7.08881 


Es claro que a medida que aumenta la velocidad de la partícula relativa al observador se le hace mucho 
más difícil aumentar la magnitudde la velocidad que cambiar su dirección, y que, a medida que la velo¬ 
cidad se acerca a la de la luz, la fuerza tangencial se hace enorme. Estos resultados muestran la creciente 
dificultad para acelerar una partícula hasta velocidades cercanas a la de la luz y mantenerla en movi¬ 
miento en una trayectoria circular. 


19.9 Energia 

En el capítulo 9 se defmió la energia cinética de una partícula relativa al observador, como 

£k = jfnv^ (19.23) 

Sin embargo, cuando se usa la expresión dei momentum dada en la ecuación 19.18, la energia 
cinética de una partícula que se mueve con velocidad v en relación con el observador como se 
demostrará después, está dada por 


que se puede escribir de forma alternativa como 

E^^ = mc^(y- 1 ) 

donde y = 1/(1 - Este resultado puede parecer muy diferente dei valor newtoniano, - 

\mv^. Sin embargo, cuando v es pequena comparada con c, podemos desarrollar el denominador 
de la ecuación 19.24, mediante el teorema dei binomio B.21: 

(1 - v^lc^r^i^ = 1 + v^lc^ -h + ••• 
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Figura 19.8 Variación de 
la energia cinética con respecto 
a la velocidad: (a) relativista, 
ecuación 19.24; 

(b) newtoniana, 
ecuación 19.23. 
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Sustituyendo en la ecuación 19.24, encontramos que 
= 2 ^^^ + imv^(v/c)^ + ••• 

El primer término es la eqergía cinética de la mecânica newtoniana, El segundo término y los que le 
siguen son despreciables si y « c. De esta forma verificamos nuevamente que la mecânica newtoniana 
es una aproximación de la mecânica relativista, válida sólo para velocidades o energias bajas. 

En la figura 19.8 la variación de la energia cinética E,, dada por la ecuación 19.24, ha sido 
indicada con la curva a y la energia cinética newtoniana (dividida entre mc^), con la 

curva b. Esta figura muestra claramente que, a velocidades iguales, la energia cinética relativista es 
mayor que el valor newtoniano. Esto significa que se necesita mucho más energia para acelerar una 
particula cuando su velocidad es cercana a c. 

Debemos notar que el cociente Ey. Imc ^ es el mismo para todas las particulas que tienen la 
misma velocidad. Entonces, como la masa dei protón es unas 1 850 veces la masa dei electrón, los 
efectos relativistas en el movimiento de protones spn apreciables sólo a energias cinéticas 1 850 
veces mayores que en los electrones. Por tal razón el movimiento de protones y neutrones en los 
núcleos atómicos se pueden tratar a menudo sin hacer consideraciones relativistas, mientras que el 
movimiento de los electrones atómicos normalmente requiere un planteamiento relativista. 

La magnitud 


E = Eu + mc^ = 


(1 — 


(19.25) 


se conoce como energia total de la particula. Se puede escribir también como Ey. = ymc^. La 
magnitud mc^ se conoce como energia en reposo de la particula, ya que es el valor de E cuando y = 0. 
La energia total de la particula, según la definimos aqui, incluye a la energia cinética y la de reposo, 
perÒ no a la potencial. La expresión 19.25 es interesante porque sugiere que a cada masa m se le 
puede asociar una energia 

E = m(P^ 


e inversamente, a una energia E podemos asociar una masa 


m = E/c^ 
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Esta conclusión sugiere que podemos asociar un cambio de masa Am a cualquier cambio de energia 
AE y viceversa. Ambos câmbios están relacionados mediante la expresión 

A£ = (Am)c^ (19.26) 

Esta relación es de extraordinária importância y tendremos oportunidad de referimos a ella en 
muchas ocasiones. Cuando Einstein llegó a esta conclusión se mostro extremadamente cauteloso 
en sus aseveraciones. Indico la necesidad de verificaria experimentalmente y sugirió algunos posi- 
bles experimentos. En la actualidad se le ha comprobado ampliamente de manera experimental. Tal 
vez la pmeba más dramática haya sido el cálculo de la energia liberada por una bomba nuclear 
(véase el Cap. 40). 


Cálculo de la energia cinética 

Para calcular la energia cinética de una particula mediante la nueva definición de momentum, ecuación 19.18, seguiremos el 
mismo procedimiento de la sección 9.5. Esto es, recordando que v= ds/dí, obtenemos 


f^v 

Fj ds = 


Jo 

0 


V dp 

Integrando por partes (Apend. B) y usando la exp^resión relativista 19.18 para el momentum, tenemos 

mv dv 


= vp 


p dü 


mv 


mv" 


(1 — v^lc^y^^ 


(l-v^/c^y^^ Joií-v^/c^) 
+ mc^(l — v^/c^Y'^ — mc^ 


Convirtiendo los primeros dos términos dei lado derecho en uno solo, finalmente obtenemos la expresión para la energia cinética 
de una particula que se mueve con velocidad y relativa al observador. 


= 


(1 — 


mc — mc 


1 


(1 — v^ic^y^ 


1 = mc {y — 1) 


EJEMPLO 19.3 

Equivalente energético de una uma. 

Recordemos de la sección 2.4 que 1 uma = 1.6605 x 10“^^ kg. Mediante la relación E = mc^, con c = 
2.9979 X 10* m s~’, tenemos que 

1 uma = 1.4924 X 10-10 J 


Como 1 J = 6.242 x 10^^ MeV, tenemos que 
1 uma = 931.531 MeV 


(19.27) 
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Por tanto, cuando se expresa la masa m de una partícula en uma, la energia de reposo de la partícula 
en MeV es 

£ = 931.531mMeV (19.28) 

En la siguiente tabla se da la energia de reposo dei electrón, protón y neutrón. 


Partícula 

Masa, m (uma) 

Energia en reposo, mc^ (MeV) 

Electrón 

0.000 549 

0.511 

Protón 

1.007 825 

938.82 

Neutrón 

1.008 665 

939.60 


EJEMPLO 19.4 

Cálculo de la energia necesaria para acelerar (a) un electrón, (b) un protón, hasta una velocidad igual 
a la mitad de la de la luz. En cada caso comparar los valores relativista y newtoniano. 

[> Cuando y= 0.5c, tenemos que 7 = 1/(1 - = 1.1547. Entonces 

E^. = mc^{y — 1) = 0.1547 mc^ 
para el valor relativista y 

Ey. = \.mv^ = ~ 0.125 mc^ 

para la energia usando la mecânica newtoniana. Así, 


£k(rel.) 

Êk(Newt.) 


1.2376 


de modo que (rei) es un 24% mayor que £'j^(newt). Nótese que este cociente es independiente de la 
masa de la partícula. Usando el resultado anterior, los valores de (rei) para el electrón y el protón son 

electrón: £^(rel) = 0.079 MeV protón: £^(rel) = 145.155 MeV 

Esto muestra que para acelerar un protón a una cierta velocidad se requiere aproximadamente 2 000 
veces más energia que para acelerar un electrón. Este resultado es válido en las mecânicas tanto newtoniana 
como relativista. 


EJEMPLO 19.5 

Cálculo de la velocidad de (a) un electrón, (b) un protón con energia cinética de 10 MeV. 


t> En cada caso = 10 MeV. Como la energia total es E = Ey + mc^, tenemos, 
(a) para el electrón 


£ = 10 MeV + 0.511 MeV = 10.511 MeV 


de modo que Elmc^ = 20.569. Entonces, mediante la ecuación 19.25, £ = ymcp-, donde 7 = 1/(1 - ü^/c^)*^, 
encontramos que vic = 0.9988. Esto es, el electrón se mueve con una velocidad muy cercana a la de la luz. 
(b) Para el protón tenemos 


£ = 10 MeV + 938.3 MeV = 948.3 MeV 


que da £/mc^= 1.01066. Por tanto, de nuevo con la ecuación 19.25, y/c = 0.1448. El protón se mueve con 
una velocidad tan pequena, en comparación con c, que podría ser tratado de manera no relativista. De 
hecho, si usamos la relación newtoniana Ey = \mv^ para el protón, obtenemos y/c = 0.1460, que sólp 
difiere dei valor relativista en un 0 . 8 %. 
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Este ejemplo muestra que, para la misma energia cinética, los protones se mueven con velocida¬ 
des mucho menores que los electrones y, a menudo, se les puede tratar de forma no relativista. 


EJEMPLO 19,6 

Velocidad de una partícula de masa m y energia E. Masa de un neutrino. 

> De la expresión E = /(I - podemos despejar la velocidad y obtener 


V — c\ í 


Nótese que, a medida que aumenta la energia, la velocidad se aproxima a c. Por tanto, es posible aumen¬ 
tar la energia de la partícula sin cambiar apreciablemente su velocidad. Cuando E » mc^, la expresión 
anterior se puede reescribir, con la ayuda dei desarrollo dei binomio, como 

f (mc^f \ 

V 2E^ ) 

Si deseamos calcular el tiempo necesario para que una partícula recorra la distancia d, obtenemos 

V c\ 2E^ J c\ 2E^ J 

\ 

Esta expresión se ha utilizado para calcular la masa de los neutrinos producidos en la explosión de la 
supemova SN1987a, que fue observada en 1987. Cuando ocurrió la explosión (hace aproximadamente 
250 000 anos), se emitieron dos descargas de neutrinos de energia ligeramente diferente y se recibieron 
en la Tierra con 10 segundos de diferencia. Suponiendo que las dos descargas se dieron simultáneamen- 
te, pero con energias distintas, su tiempo de recorrido se puede escribir como 




Por tanto. 


d\{mc‘‘ 


to - 1 1 + 


Suponiendo que las energias se miden independientemente, la única magnitud desconocida de la ecuación 
anterior es la masa, que se puede calcular fácilmente. Si los neutrinos fueron emitidos en tiempos dife¬ 
rentes, la expresión anterior da un limite superior para la masa de uri neutrino. De esta forma se estimó 
que ^ 20 eV (recuerde que la energia en reposo de un electrón es de alrededor de 0.5 MeV o 
al menos 25 000 veces mayor) aunque el asunto está muy lejos de ser definitivo. 


19.10 Teoria general de la relatividad 

La teoria de la relatividad desarrollada hasta aqui se aplica a observadores en movimiento relativo 
uniforme. Incorpora el electromagnetismo a través de la invariancia de la velocidad de la luz (y de 
la de las ondas electromagnéticas) bajo la transformación de Lorentz que asocia espacio y tiempo. 
Sin embargo, esta teoria no incluye a la gravitación. La forma en que Newton formulo esta teoria 
implica una interacción gravitatoria instantânea entre los cuerpos. Esto es equivalente a decir que la 
interacción gravitatoria se propaga con velocidad infinita, lo que no es satisfactorio. En 1916, Einstein 
formuló una teoria más general de la relatividad que tiene en cuenta explícitamente a la gravitación. 
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Los detalles matemáticos de la teoria general son demasiado complejos para verlos aqui. En lugar 
de ello nos referiremos brevemente a algunas de las ideas fundamentales. 

El primer elemento que debe incorporarse a la teoria general de la relatividad es el principio 
de equivalência (Sec. 11.10), que establece que es imposible determinar si el sistema de referen¬ 
cia de un observador se está moviendo con movimiento acelerado con respecto a un observador 
inercial o está en un campo gravitatorio local. Empleando las palabras de Einstein, 

las leyes de la física deben ser de tal naturaleza que se apliquen a todos los sistemas de 
referencia, cualquiera que sea su movimiento en relación con la distribución de masa dei 
universo. 

El siguiente paso es desarrollar un formalismo para relacionar sucesos que están cercanos 
espacialmente y que ocurren dentro de un intervalo pequeno de tiempo, de tal modo que se tenga en 
cuenta el principio anterior. En la teoria de la relatividad especial, el espacio y el tiempo de dos 
observadores están conectados por la transformación de Lorentz, que se aplica únicamente a obser¬ 
vadores en movimiento relativo uniforme, sin tener en cuenta efectos gravitatorios. Por tanto, el 
principio anterior no se satisface. 

El campo gravitatorio en cualquier punto dei espacio está determinado por la distribución 
de masa dei universo entero. Por tanto, la consecuencia más importante de la teoria general es que 
las propiedades locales dei espacio y el tiempo, o mejor dei espacio-tiempo, están determinadas 
por la distribución de masa. En una primera aproximación, la corrección relativista a las prediccio- 
nes de la teoria newtoniana para el movimiento de una particula de masa m en un campo gravitatorio 
debe ser igual al cociente de la energia potencial gravitatoria E^á&my su energia en reposo mc^. 
Esto es , 


( corrección de\ Ep _ <1> 

primer ordcn j ~ ^ (19.29) 

donde ^-E^lm es el potencial gravitatorio medido con respecto al lugar en que el campo gravitatorio 
es cero (recuerde la Sec. 11.8). Por tanto, la corrección es independiente de la masa m. Si el campo 
gravitatorio es producido por una masa M a una distancia r, el potencial gravitatorio es 0 = -GMIr, 
de acuerdo con la ecuación 11.19. Entonces 


( corrección de\ GM 

primer orden J ~ ^ 2 ^ (19.30) 

que es una cantidad dei orden de 7.4 x 10~^® (M/r), donde M se mide en kg y r en m. Por tanto, la 
corrección gravitatoria es despreciable, excepto en la proximidad de grandes masas. Nótese que el 
cociente de la ecuación 19.30 no tiene dimensiones y en consecuencia es independiente de las 
unidades que se utilicen. 

Para ilustrar la forma en que la gravitación afecta al espacio-tiempo, supongamos que Ax y 
At son los intervalos de espacio y de tiempo entre dos sucesos medidos en un sitio en que el poten¬ 
cial gravitatorio es cero. Si los mismos sucesos se dan a una distancia r de la masa M, los intervalos 
de espacio y tiempo observados están dados, en una primera aproximación, por 


Ax' = 



At' = 


1 + 



(19.31) 


de modo que el intervalo espacial se contrae y el de tiempo se dilata. Las ecuaciones 19.31 mues- 
tran que el efecto gravitatorio de un cuerpo de masa M es la distorsión de las mediciones de la 
distancia y el tiempo en su vecindad. Aunque la estructura local dei espacio-tiempo está determina¬ 
da por la distribución de masa dei universo, lo pequeno dei cociente GltP- indica que el espacio- 
tiempo es muy “rígido”. 
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La gravitación afecta íambién las mediciones de la velocidad. Si Ax' y At' corresponden al 
movimiento de un cuerpo, la velocidad v' = Ax'IAt' en el campo gravitatorio está relacionada con la 
velocidad en ausência de éste, v - AalAt, mediante 


(1 - GMIc^r) 

V' = -r —V 

(1 + GM/c^r) 

Suponiendo que GMIcPr es una cantidad pequena (en la superfície solar es casi de 2 x 10"^), se 
puede utilizar el desarrollo dei binomio (1 + jc)“’ ~ 1 - ;c para el denominador, obteniéndose 


2GM\ 




(19.32) 


de modo que v' es menor que v y parece que el cuerpo se mueve con más lentitud. Este resultado se 
aplica también a la velocidad de la luz, que se reduce cuando la luz se propaga en un campo 
gravitatorio. Incluso es posible que en la proximidad de una estrella compacta masiva se reduzca a 
cero. Las estrellas en las que esto sucede se conocen como agujeros negros (recuerde el Bj. 11.5 y 
vea la discusión de la Nota 19.3 al fínal de la parte ii). 

No existe una forma única de formular la teoría general de la relatividad en términos mate¬ 
máticos precisos. Sin embargo, algunas consecuencias de la teoría general de la relatividad son 
independientes de cualquier formulación. Una de ellas es que, como masa y energia son equivalen¬ 
tes, la propagación de la radiación electromagnética (fotones) se ve afectada por un campo 
gravitatorio. Por ejemplo, un rayo de luz debe ser desviado por un campo gravitatorio, como el que 
produce el Sol (Fig. 19.9), efecto que fue confirmado por primera vez en un eclipse solar que ocu- 
rrió en 1917, al observar la posición de las estrellas cercanas al borde de la sombra solar. 

Otra consecuencia es que, según indicamos antes, como la velocidad de la luz es modifica¬ 
da por Un campo gravitatorio, el tiempo de recorrido de una senal electromagnética (luminosa o de 
fadar) de un cuerpo situado en el espacio a la Tierra depende dei campo gravitatorio por el que pase. 
Supongamos que se envían senales de radar desde la Tierra hasta un objeto en el espacio. El objeto 
puede ser un planeta, como Venus o Marte, o un vehículo espacial, como los Mariner o los Viking, 
y se miden los tiempos que emplean las senales reflejadas en regresar. A medida que el objeto se 
mueve a lo largo de su órbita, la trayectoria de las senales de radar se acerca al Sol (Fig. 19.10) y, 
por tanto, pasa por un campo gravitatorio en aumento. Como resultado de ello el tiempo dei recorri¬ 
do completo de las senales aumenta debido a la creciente acción gravitatoria dei Sol. Según la 
teoría general de la relatividad, este retraso gravitatorio dei tiempo puede llegar hasta vários cientos 
de microsegundos, dependiendo de la distancia de la trayectoria al Sol. Por supuesto, a medida que 
el objeto se retira dei Sol, disminuye el retraso en el tiempo. 

Otro efecto es que la frecuencia de la radiación electromagnética depende dei potencial 
gravitatorio en el sitio en que se mide, debido al cambio en los intervalos de tiempo. Por ejemplo, la 
luz producida en el intenso potencial gravitatorio negativo de una estrella cuya masa es más grande 
tiene una frecuencia menor que la emitida por la núsma fuente en la Tierra, cuya masa es mucho 
menor. Décimos que el espectro de la estrella está corrido hacia el rojo con respecto a la Tierra. 

Todos estos efectos son extremadamente pequenos, pero han sido observados en experi¬ 
mentos muy precisos, usando satélites artifíciales y sondas espaciales, y en cuidadosas observacio- 
nes astronómicas. Los resultados concuerdan bastante bien con las predicciones de la teoría general 
de la relatividad. 



Posición aparente 
de la estrella 

Posición verdadera 
de la estrella 


Figura 19.9 Desviación de un 
rayo de luz de una estrella 
cuando pasa cerca dei Sol. La 
desviación está dada por 
a = AGMIbc^, donde Aí es la 
masa dei Sol y 6 es la distancia 
de máximo acercamiento dei 
rayo de luz. 
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órbita 
dei objeto 



Figura 19.10 Retraso en el 
tiempo de una sefial de radar a 
medida que su trayectoria se 
aproxima al Sol. 


La precesión de la órbita de Mercúrio (Sec. 11.6), mayor que la producida por la perturba- 
ción de su movimiento debida a los otros planetas, no puede ser explicada mediante la teoría de 
Newton. Sin embargo, la teoría general de la relatividad explica completamente la precesión obser¬ 
vada. De manera parecida, la precesión de las órbitas de las estrellas binarias concuerda bastante 
bien con las predicciones de la relatividad general. 

El hecho de que el campo gravitatorio de un cuerpo afecte la estructura dei espacio-tiempo 
que rodea al cuerpo en proporción a su masa sugiere un esquema de la interacción gravitatoria 
diferente dei propuesto por Newton. En lugar de fuerzas de atracción entre dos cuerpos cualesquie- 
ra (recuerde la Fig. 11.4), podemos suponer que la deformación dei espacio-tiempo en la vecindad 
de un cuerpo induce a todos los otros cuerpos a su alrededor a que se muevan hacia él, siguiendo la 
trayectoria “más fácil” o “más corta” en el espacio-tiempo, efecto que se manifiesta en el espacio 
como una fuerza. Como cada cuerpo produce una deformación dei espacio-tiempo en proporción a 
su masa, el resultado es una atracción universal; el efecto es más notable en la proximidad de 
cuerpos masivos, donde la deformación dei espacio-tiempo es mayor. Por tanto, las trayectorias 
de los cuerpos en el espacio-tiempo están determinadas por la distribución de masas en el universo. 

Una sencilla analogia ayuda a entender el efecto gravitatorio espacio-tiempo. Si colocamos 
varias bolitas ligeras sobre una membrana horizontal tensa, que constituye un espacio bidimen¬ 
sional, las bolitas permenecerán ep su lugar porque prácticamente no afectan a la membrana. Sin 
embargo, si una de las bolitas tiene una masa mucho mayor que las otras y empuja a la membrana 
hacia abajo, todas las demás bolitas se moverán hacia la bola de mayor masa. Un observador que se 
encuentre en la membrana atribuirá el movimiento a una deformación tridimensional dei espacio. 
La analogia no es muy satisfactoria porque la deformación de la membrana se da en el espacio, 
mientras que el efecto gravitatorio es en el espacio-tiempo y no puede visualizarse en términos 
geométricos tridimensionales. Además, requiere el uso de ciertas técnicas matemáticas que están 
más allá dei nivel de este libro. 

Otra idea interesante es que a medida que un cuerpo se mueve, cambia la deformación dei 
espacio-tiempo que éste produce en cada punto dei espacio-tiempo. Esto deberfa tener como resul¬ 
tado una suerte de ondas en el espacio-tiempo, o sea una onda gravitatoria que se propaga con una 
velocidad que depende de la distribución de masa (recuerde la Ec. 19.32) y es igual a c en el espacio 
vacío. Como una onda gravitatoria es una “deformación que se propaga” en el espacio-tiempo, se 
manifiesta en el espacio como una pequena fuerza sobre los cuerpos por los que pasa. Sin embargo, 
debido a la rigidez dei espacio-tiempo, el efecto es tan pequeno que se necesitan técnicas especiales 
como el uso de senales de radar e interferómetros láser para detectar las ondas gravitatorias cuando 
llegan a la Tierra. Para damos una idea de la magnitud de una onda gravitatoria, el desplazamiento 
relativo de dos masas separadas un metro, producido por la onda, no deberá ser mayor que 1/100 
dei diâmetro nuclear, cuando las alcanza la onda. Las ondas gravitatorias que tienen mayores posi- 
bilidades de ser detectadas son las producidas por cuerpos masivos que se mueven muy aprisa y con 
grandes aceleraciones. Éste es el caso, por ejemplo, dei frenado dei pulsar binário 1913-16 en su 
movimiento orbital alrededor de su estrella companera. La relatividad general predice que la pérdi- 
da de energia dei movimiento orbital de un pulsar debe ser igual a la energia de las ondas gravitatorias 
producidas. Otra fuente posible de ondas gravitatorias es el colapso de una supemova en nuestra 
galaxia, proceso que se cree que ocurre una vez cada 30 anos en promedio. En la actualidad se 
realiza una investigación activa para mejorar los métodos de detección, a fm de confirmar la exis¬ 
tência de las ondas gravitatorias. 

La teoría general de la relatividad se puede considerair como bien establecida. Sin embargo, 
aparte de sus importantes implicaciones cosmológicas, la teoría no tiene mayor influencia en la 
mayoría de los fenóinenos que observamos y no se considerará aqui con más detalle. 


Nota 19.3 Estimadón de los efectos relativistas generales 

Haciendo algunas aproximaciones, las correcciones relativistas generales se pueden justificar fácilmente mediante la transformación 
de Lorentz para longitudes e intervalos de tiempo. Consideremos un observador O situado en un cuerpo de masa m que se desplaza 
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libremente en un campo gravitatorio de potencial de modo que los efectos gravitatorios son eliminados con respecto a O. 
Entonces la energia total dei cuerpo medida por un observador O' en reposo con respecto a las fuentes dei campo gravitatorio es 
cero (recuerde el caso de un cuerpo en caída libre hacia la Tierra desde el infinito). Entonces Ey.-\-E^ = 0. Para Ey. utilizamos la 
expresión relativista dada por la ecuación 19.24, 

donde yes la velocidad de m medida por el observador O' y E^ = m<I>. Por consiguiente, 

fnc^í - 1 — — 1 ) + mO = 0 

de la cual obtenemos 


(1 - 

Supongamos que el campo gravitatorio es débil (d) « c^), de manera que la aceleración es muy pequena y la relatividad especial 
se puede aplicar como una primera aproximación para comparar las mediciones de O y O'. Sea Ax una distancia a lo largo de la 
dirección de movimiento y Aí un intervalo de tiempo medido por el observador O. De manera parecida, sean í\x' y Aí' los valores 
correspondientes medidos por el observador O' en reposo con respecto a las masas que producen el campo gravitatorio. Entonces, 
usando la ecuación 19.15 tenemos 


Ax' = (1 — v^lc^y^Ax = ( 1 


4 ) 


4 ) 

Ai: sí ( 1 + — )Ax 


si 4>/c^ « 1. De manera parecida, mediante la ecuación 19.16, 
Aí 


Aí' 


(1 — 


1-^lAí 


Para el caso de un cuerpo que se mueve a una distancia r de un cuerpo de masa M, el potencial gravitatorio es O = - GM/r, de modo que 
GM\ 


Ax' = 1 


c^r J 


- Ax, Aí' == 




Estas son precisamente las ecuaciones 19.31. Este cálculo no debe interpretarse como una indicación de que la relatividad general 
se puede deducir de la especial, sino más bien como un indicio dei orden de magnitud de los efectos gravitatorios. La teoria de 
Einstein, más elaborada, nos permite obtener estos mismos resultados de manera más rigurosa. Ilustraremos ahora la forma 
de calcular los efectos gravitatorios que hemos mencionado. 

(i) Retraso de una senal de radar refiejada por un planeta, debído al efecto gravitatorio dei Sol 
El retraso debido a la acción gravitatoria dei Sol de una senal de radar refiejada por un planeta o un satélite artificial se puede 
calcular fácilmente. Suponemos que el rayo de radar pasa a una distancia R dei Sol. El tiempo necesario para que una senal 
luminosa vaya de la Tierra £ al planeta P y regrese (Fig. 19.11) con velocidad c (si no hay efectos gravitatorios debidos al Sol) es 


T = 2 I dí = 2 

h 


dx 


Como la velocidad real es c' = (1 - 2GMIc^r)c, según la ecuación 19.32, donde M es la masa dei Sol, el tiempo dei viaje de ida y 
vuelta es 

p ^ 


r = 2 
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y el retraso gravitatorio es 


AT = r - r = 2 


Pero, usando la ecuación 19.32 para calcular c', podemos escribir 


c' c(l — IGMjc^r) c 

Por tanto, 


2GM 

_/ 1 + 
c \ c^r 


iniGM^ AGM^ 
AT = - __dx = ——/ 
c}p c^r 


donde, (véase el Apend. B.6) 


{R^ + 


ln[(R2 + + x] 


El caso de mayor interés es cuando el rayo pasa muy cerca de la superfície dei Sol, de modo que R es casi su radio. En este caso 
R es muy pequeno comparado con y Xp de modo que podemos hacer las aproximaciones 


{R^ + + XpOí 2X| 


y {R^ + - Xp ^ R^/2xp 


Por tanto. 


/ ^ ln(2x£) — In 


^ ^ 4GM , 4x£Xp 
AT = —— In—^ 
R^ 


(19.33) 


da el retraso de la senal luminosa. 

Esta expresión ha sido verificada enviando senales de luz a Mercúrio y a Venus, a satélites artificiales, como los Mariner 
6 ,7 (ambos en 1970) y 9 (en 1972) y los Viking, lanzados hacia Marte (1976-1978). El retraso ha sido verificado con una precisión 
dei 0.1%, lo que apoya las predicciones de la teoria general de la relatividad. 

(11) Desviación de Ia luz por un campo gravitatorio 

En la sección 19.10 indicamos que una de las predicciones de la teoria general de la relatividad, verificada por observaciones 
astronómicas, es la desviación de un rayo de luz cuando se mueve en un campo gravitatorio. Aunque la forma correcta de calcular 
esta desviación es mediante la solución de las ecuaciones fundamentales de la relatividad general, es fácil obtener el mismo 
resultado (en un primer orden de aproximación) suponiendo que la dependencia de la velocidad de la luz respecto a la posición de 
un campo gravitatorio da como resultado una refracción continua, como cuando la luz se propaga en un medio no homogéneo 
(véase el Cap. 32). 

Y \ I dx' \ / 

I o__.._ \| \ /y<dx'-dx 


/ / ^~dx 
/''r + dr 



Figura 19.11 


Figura 19.12 
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Consideremos dos rayos, 1 y 2, separados por una distancia dy (Fig. 19.12), que pasan cerca de un cuerpo de masa M, 
como el Sol. La velocidad de la luz se ve afectada por lo cerca que pase de M, de manera que para el rayo 1 es c' y para el 2 es 
c' + (dcVdy) dy. En un tiempo dí, la luz dei rayo 1 avanza una distancia dx = c'dt, mientras que la dei rayo 2 avanza dx' = [c' ■¥ (dc7 
dy)dy] dr. Así, el frente de onda dei rayo 2 se adelanta respecto al frente dei rayo 1 una distancia 


dx' — dx 


/ dc'\ 
\dy/ 


dy dí 


Como esta distancia corresponde a dos puntos dei frente de onda, separados por una distancia dy, el resultado es una desviación dei 
frente de onda en un ângulo dado por 


da 


dx' — dx 


dy 


dc \ l/dc'\ 

- 7 - dí = -( — dx 
dy / c \ dy / 


La desviación total dei rayo es entonces 

Aa 

Usando la ecuación 19.32, tenemos que 


x^ 1 

c' \ dy / c 


dyj 


^ _ 2GM\ 

ch J 


(19.34) 


cuya derivada con respecto a y da 
dc' 2GM dr 


dy cr^ dy 

De la figura 19.12 vemos que = (/? + y)^ + x^. Entonces 


dr 

2r- = 2{R + y) 

dy 


o (dr/dy) = (i? + y)/r 


Para un rayo rasante, y = 0 y dr/dy = R/r, que da 

dc' _ 2GMR 
dy cr^ 

Por tanto. 


, 2GMR f» dx 

Aa =--— — 


Pero (véase el Apend. B. 6 ) 

r°° dx f” dx 

X 

+x2)^^2 

_i?2(x2 + i?2)l/2_ 


de modo que 


Aa = 


4GM 

c^R 


(19.35) 


es la desviación de la luz para un rayo rasante como resultado dei efecto gravitatorio producido por la masa M. La desviación de 
la luz por un campo gravitatorio da lugar a un efecto de lente gravitatorio: cuando una galaxia muy lejana está detrás de otra “más 
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cercana” a nosotros, la luz de la galaxia más alejada es desviada por el campo gravitatorio de la galaxia más cercana, de manera 
parecida a la forma en que la luz es desviada cuando pasa por una lente; el resultado es que se deíectan una o más imágenes 
gravitatorias de la galaxia lejana. 

Las trayectorias de los rayos de luz se ven fuertemente afectadas en las cercanias de estrellas masivas compactas. Recor¬ 
dando la ecuación 11.14, el radio de Schwarzschild de una estrella de masa M es R^ = 2GMIc^ y la ecuación 19.34 queda 


c' ~ c\ 1 


Supongamos que la estrella se contrae debido a su propio campo gravitatorio. Cuando la estrella se contrae hasta alcanzar el radio 
Rg, la velocidad de la luz en su superfície (r = R^) se hace cero. Si la estrella continua contrayéndose, un rayo de luz que pase a una 
distancia menor que R^ de la estrella será desviado fuertemente hacia ella y, de hecho, será capturado. Por el contrario, cualquier 
rayo de luz emitido por la estrella no puede ir más allá de una superfície esférica de radio R^ y es reabsorbido por la estrella. La 
superfície esférica de radio R^ se conoce como horizonte de eventos porque un observador fuera de la superfície no puede recibir 
ninguna senal que se produzca dentro de la superfície. Por extensión, ningún cuerpo que esté dentro dei horizonte de eventos 
puede escapar de la estrella. Por tanto, una estrella que se contrae a un radio menor que R^ se vuelve invisible y se conoce como 
agujero negro. Véase el ejemplo 11.5. 

(iii) Cambio de frecuencia de la radiación electromagnética de un campo gravitatorio 

Recordemos que la frecuencia de los fenómenos oscilatorios se mide mediante el número de oscilaciones por unidad de tiem- 
po. Así, si hay N oscilaciones en el intervalo de tiempo At, la frecuencia es v = N/Aí. Supongamos que v es la frecuencia de una 
onda electromagnética emitida por una fuente en un lugar en donde el potencial gravitatorio es cero. Si la onda es producida por 
una fuente que se encuentra en un lugar donde el potencial gravitatorio es <I>, la frecuencia es v' = N/At', donde At' = A/(l - d>/c^). 
Por tanto. 


At' Atií-^/c^) 


(19.36) 


donde hemos supuesto que l<l>l « c^. Entonces, cuanto más grande sea el potencial gravitatorio, mayor será la frecuencia 
medida de la onda electromagnética, y cuanto más pequeno sea el potencial gravitatorio menor será la frecuencia medida. Si la 
onda se emite a una distancia r dei Sol (o de una estrella de rnasa M) el potencial gravitatorio es # = -GM/r, y entonces 



Esto significa que la radiación electromagnética emitida cerca de la estrella aparece desplazada hacia frecuencias más bajas. Este 
efecto se conoce como desplazamienío gravitatorio hacia el rojo. 

A partir de la ecuación 19.36 concluimos que si una radiación electromagnética de frecuencia se emite en un lugar en 
donde el potencial gravitatorio es <I>j, la frecuencia medida en un lugar en donde el potencial es < 1>2 es 



Figura 19.13 
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donde Aí> = €>2 - es la diferencia de potencial gravitatorio. Por ejemplo, una senal luminosa emitida en el nivel dei suelo de un 
edifício muy alto de altura H tiene una frecuencia en la cima dei edifício de 



ya que en este caso A# = gH (Fig. 19.13). 


FREGUNTÂS 

19.1 cQué demostró el experimento de Michelson y Morley? 

19.2 iQué magnitud física parece idêntica (invariante) a 
observadores en movimiento relativo, de acuerdo con las 
transformaciones de Lorentz? 

19.3 Establezca las semejanzas y diferencias entre los 
principios de la relatividad clásico y especial de Einstein. 

19.4 Explique por qué a menudo se dice, incorrectamente, 
que la “masa de una partícula cambia con la velocidad” de 
acuerdo con la relación masa = m/(l - 

19.5 ^Las relaciones F = ápiàt y F = ma son válidas en 
ambos principios de la relatividad, clásico y de Einstèin? 

19.6 ^La aceleración de una partícula muy rápida se halla en 
la misma dirección y sentido que la fuerza aplicada? 

19.7 De acuerdo con la ecuación 19.22, la fuerza requerida 
para producir una aceleración dada es mayor si la fuerza 

es paralela a la velocidad que si es perpendicular. ^Puede 
explicar por qué? 

19.8 ^Cuál es el significado de “energia en reposo”? ^Qué par¬ 
tícula tiene una mayor energia en reposo: un electrón o un protón? 

PROBLEMAS 

19.1 Un cohete que se dirige a la Luna pasa por la Tierra con 
una velocidad relativa de 0.8c. (a) ^Cuánto tiempo dura el 
recorrido de la Tierra a la Luna según un observador que esté en 
la Tierra? (b) ^Cuál es la distancia Tierra-Luna según un 
pasajero que vaya en el cohete? (c) ^Cuánto tiempo dura el 
viaje, según el pasajero? 

19.2 Los observadores Oy O' están en movimiento de 
traslación relativo entre sí con i;= 0.6c. Coinciden en 

t = t' = 0. (a) Después de cinco anos, según O, ^cuánto tiempo 
calculará O' que tarda una senal luminosa en llegar de (9 a O'? 
(b) Guando la senal llega a O', ^cuánto tiempo ha pasado según 
O' desde que Oy O' coincidieron? (c) Una fuente luminosa 
colocada en O se mantiene encendida durante un ano. ^Cuánto 
tiempo dura encendida de acuerdo con D'? 

19.3 Responda el problema anterior para una velocidad de 
traslación relativa de 0.9c. 


19.9 Represente gráfícamente E - mc^/(l - y 

verifique que cuando v está muy cercana a c, un pequeno 
cambio en yproduce un cambio relativamente grande 

en E. Discuta el significado de este resultado cuando 
se intenta aumentar la energia de partículas rápidas en un 
acelerador de partículas. 

19.10 Remítase a la pregunta 19.9 y demuestre que 

d£ v^jc'^ dt; 

E 1 — u^/c^ V 

Verifique el resultado obtenido gráfícamente en la 
pregunta 19.9. 

19.11 ^Cuál es la diferencia entre los principios de la 
relatividad especial y general? 

9.12 Describa la relación entre la gravitación y la estructura 
dei espacio-tiempo. 

19.13 En un aeroplano que viaja a una altura de 
10 CKX) m se lleva un reloj. ^E1 reloj se adelantará, se 
retrasará o marchará igual que un reloj que está en 
tierra, en reposo? 


19.4 El tiempo de vida promedio de un neutrón como 
partícula libre en reposo es de 15 min. Se desintegra de manera 
espontânea en un electrón, un protón y un neutrino. ^Cuál es la 
velocidad media mínima con la que un neutrón debe salir dei 
Sol para que alcance la Tierra antes de desintegrarse? 

19.5 Un muón, cuya vida media es de 2 x 10"^ s, medida 
por un observador en reposo con respecto al muón, se mueve 
con velocidad igual a 0.9c. Si se produce una gran descarga de 
tales muones en cierto punto de la atmósfera, pero sólo el 1% 
llega a la superfície, estime la altura dei punto en donde se 
originó la descarga. 

19.6 Un núcleo radiactivo se mueve con una velocidad de 
0.1c con respecto al laboratorio cuando emite un electrón con 
velocidad de 0.8c relativa al núcleo. ^Cuáles son la velocidad, la 
dirección y sentido dei electrón con respecto al laboratorio, si 
con respecto al sistema de referencia colocado en el núcleo el 
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êlectrón es emitido (a) en la dirección y sentido dei movimiento, 
(b) én la dirección dei movimiento y sentido opuesto, (c) en 
dirección perpendicular? 

19.7 Un cohete, cuya longitud propia es de 60 m, se mueve 
alejándose directamente de la Tierra. La nave lleva espejos en 
cada extremo. Una serial luminosa enviada desde la Tierra se 
refleja en los dos espejos. La primera senal se recibe después 
de 200 s y la segunda 1.74 ms después. Halle (a) la distancia dei 
cohete a la Tierra en el instante de la medición y (b) su veloci- 
dad relativa con respecto a la Tierra. 

19.8 Un astronauta desea ir a una estrella que está a cinco 
anos luz. (a) Calcule la velocidad de la nave con respecto a la 
Tierra de manera que el tiempo, medido en el reloj dei 
astronauta, sea de un ano. (b) i,Cuál será el tiempo de la misión 
medido por un observador terrestre? 

19.9 Un astronauta tiene encomendada una tarea que debe 
efectuar en una hora, según medición terrestre. El astronauta se 
mueve con velocidad de 0.97c respecto de la Tierra y manda a 
ésta una senal luminosa cuando su reloj marca una hora. 
^Cuánto tiempo registró el observador de la Tierra? 

19.10 Los observadores Oy O' están en movimiento de 
traslación relativo entre sí con 0.6c. (a) El observador O ve 
que una vara, alineada paralelamente al movimiento, está en 
reposo y mide 2.0 m. ^Qué longitud tiene la vara según O'? 

(b) Si la misma vara está en reposo con respecto a O' y se alinea 
paralelamente al movimiento, ^qué longitud tiene según O y (/? 

19.11 Una vara de un metro se mantiene a un ângulo de 45° 
con respecto a la dirección dei movimiento de un sistema de 
coordenadas que se mueve con una velocidad de 0 . 8 c con 
respecto a un sistema de laboratorio. ^Cuál es la longitud de la 
vara y su orientación en el sistema de laboratorio? 

19.12 Una partícula de masa m y velocidad de 0.8c está sujeta 
a una fuerza (a) paralela a la velocidad, (b) perpendicular a 

la velocidad. Determine el cociente de la fuerza entre la 
aceleración en cada caso. 

19.13 Demuestre que cuando v es casi igual a c, entonces 
y^l/[2(l-v/c)V>\ 

19.14 Demuestre que cuando v es muy pequena en compara- 

ción con c, entonces 7 == 1 + / 2 c^. 

19.15 Demuestre que la fuerza relativista en el movimiento 
rectilíneo está dada por F= Mq a, donde a = dv/dt. 

19.16 Verifique que el momentum de una partícula bajo 
la acción de una fuerza constante F está dado por 

p = (Pp + F^f-y^, donde p^ es el momentum de la partícula 
en el tiempo / = 0. Se supone que inicialmente la partícula 
está en movimiento en la dirección X y que la fuerza es 
constante en la dirección K. 

19.17 Usando el resultado dei problema 19.16, demuestre que 
la energia total de una partícula bajo la acción de una fuerza 
constante &sE= (Eq + c^ F^ donde Eq = c(m^(^ + 


19.18 Un electrón se mueve con velocidad de 0.6c 
con respecto a un observador O. Se aplica una fuerza de 
9.109 X 10“*^ N, medida en el sistema de referencia situado en 
el electrón, paralela a la velocidad relativa y en su mismo 
sentido. Halle la aceleración dei electrón con respecto a ambos 
sistemas de referencia. 

19.19 Resuelva el problema 19.18 para ei caso en que la fuerza 
se aplica perpendicularmente a la velocidad relativa. 

19.20 (a) ^ A qué velocidad el momentum de una partícula 
de masa m es igual a mcl (b) ^Cuál es la energia total y 

la cinética en este caso? 

19.21 (a) Demuestre que = |^ 1 - . A partir de 

esta relación encuentre la velocidad de una partícula cuando 
E es (b) igual a su energia en reposo, (c) el doble, (d) 10 veces 
más y (e) mil veces más. (f) Calcule las correspondientes 
energias en eV para un electrón y un protón. Dibuje una gráfica 
de vic en función de Elmc^. 

19.22 Encuentre (a) la velocidad de salida y (b) el momentum 
de un protón en un acelerador, dado que su energia cinética es de 
3x lO^OeV. 

19.23 El radio de la trayectoria dei protón en el acelerador dei 
problema anterior es de 114 m. Encuentre la fuerza centrípeta 
necesaria para mantener al protón en órbita cuando éste ha 
alcanzado su energia cinética final. 

19.24 Estime el valor dei término de corrección (3l8)mv‘^/c^ con 
respecto al término para (a) un electrón de un átomo de 
hidrógeno cuya velocidad es de 2.2 x 10 ^ m s“*, (b) un protón 
que sale de un ciclotrón con energia cinética de 30 MeV y 

(c) protones que salen de un acelerador con energia cinética de 
3x 10 * 0 eV. 

19.25 Calcule, en eV, la energia requerida para acelerar un 
electrón y un protón (a) dei reposo hasta 0.500c, (b) de 0.500c 
a 0.900c, (c) de 0.900c a 0.950c, (d) de 0.950c a 0.99c. ^A qué 
conclusión general llega? 

19.26 Se aceleran electrones hasta que alcanzan una ener¬ 
gia cinética de 10^ eV. (a) Halle los cocientes (i) de su energia 
cinética entre su energia en reposo, (ii) de su velocidad entre la 
de la luz y (iii) de su energia total entre su energia en reposo. (b) 
Repita los cálculos para protones con la misma energia cinética. 

19.27 Como el cociente energía/velocidad tiene las mismas 
dimensiones que el momentum, se ha introducido la unidad 
MeV/c como una unidad conveniente para medir el momentum 
de las partículas elementales. (a) Halle, en términos de esta 
unidad, el momentum de un electrón con energia total de 

5.0 MeV. (b) Lo mismo para un protón con energia total de 
2 X 103 MeV. 

19.28 (a) Determine la energia total y la velocidad de un 
electrón con momentum de 0.60 Me V/c. (b) Haga lo mismo 
para un protón con el mismo momentum. 



















19.29 Discusión de la simultaneidad. (a) Demuestre que si dos 
sucesos se dan con respecto a un observador O en los instantes 
íj y ^2 en los lugares aTj y aTj, y si r= íj - íj y L = ^^2 “ 

sucesos aparecen al observador (/ (que se mueve con respecto a 
O con velocidad y a lo largo dei eje X) en los instantes t\ y t^, 
de modo que^ si 7' = entonces T' = y(T- vlJc ^). 

(b) En general, ^existen sucesos que aparezcan como 
simultâneos tanto a O como a (/? ^En qué condiciones 
los sucesos que aparecen como simultâneos a O son también 
simultâneos para todos los observadores en movimiento relativo 
uniforme? (c) Obtenga la relación entre L y 7 tal que el orden en 
que dos sucesos son observados por O' se vea invertido por O. 
(d) Suponga que los sucesos (jCj, /j) y (Xj, íj) observados 
por O están relacionados causalmente. (Esto es, (jC 2 , es 
resultado de alguna senal transmitida desde (x,, /j) con 
velocidad V- UT, por necesidad menor o igual a c.) ^Puede 
el orden de los sucesos aparecer invertido a C/? 

19.30 Pruebe que la transformación general de Lorentz para la 
velocidad de una partícula medida por los observadores Oy (/, 
que se mueven con una velocidad relativa y, cuando la partícula 
se mueve con velocidad V con respecto a O es 




1 


l-y®y/C2 


ir 7 7' 


Demuestre que ésta se reduce a la ecuación 19.9 cuando la 
velocidad es paralela al eje X. 

19.31 Pruebe que la transformación general para la aceleración 
de una partícula, medida por O y 0\ cuando ésta se mueve con 
velocidad Y con respecto a (9 es 

1 — y^/c^ / vVJc'^ 

i-vvjcy 

Demuestre que ésta se reduce a la ecuación 19.11 cuando la 
partícula se mueve paralelamente al eje X. 

19.32 La transformación general de Lorentz cuando los ejes de 
coordenadas de O y C7 no son paralelos a la velocidad relativa es 

(f y)» 

/ = r + (y - 1) —-- yvt 

t' = y{t - r-vjc^) 

donde y es la velocidad de (/ con respecto a O. Demuestre que 
ésta se reduce a la ecuación 19.2 cuando v es paralela al eje X. 

19.33 Verifique que los aumentos relativos de momentum y 
velocidad de una partícula están relacionados por 

dp 1 /dy\ 

p 1 — v^/c^ \ y / 


1 — y^/c^ 
_____ 


a, + a 




i,De qué manera vana ãp/p a medida que y^q gberca a c? 

19.34 Renutase al problema 19.33 y encueritré el ga^b|p 
relativo de momentum para vic = 0.50,0.80,0.90 y 0.9^^! 
cambio relativo de velocidad es dei 1%. qué 
conclusión llega? 



19.35 Una partícula de masa m en reposo relativo al 
observador está sujeta a una fuerza constante F. (a) Demuestre 
que después de un tiempo t la velocidad de la partícula es 


{F/mc)t 

[1 +{F/mc)h^yi^ 


y que el desplazamiento está dado por 



(b) Encuentre los valores limite de y y x para Ft «mc y Ft ^mc. 

(c) Represente x y y en función dei tièmpo. (d) Obtenga la 
energia de la partícula en función dei tiempo. 

19.36 Cuando un rayo de luz pasa a una distancia R dei 
centro de una masa M sufre una desviación dada por la 
ecuación 19.35, según la teoria general de la relatividad. 

Calcule la desviación de un rayo de luz emitido por una 
estrella cuando pasa cerca de la superfície dei Sol. ^Cómo 
cree que pueda efectuarse la medición? 

19.37 De acuerdo con la teoría general de la relatividad, el retraso 
de una senal que va de la Tierra a un planeta y de regreso está dado 
por la ecuación 19.33. Calcule el valor máximo de A7 cuando se 
manda una senal desde la Tierra a Mercúrio y a Venus y pasa a uno, 
dos y tres rádios solares dei Sol. Use los datos de la tabla 11.1. 

19.38 La relatividad general predice una precesión dei 
perihelio de la órbita de un planeta para cada vuelta alrededor 
dei Sol dada por A0 = (>KGMI{c^a{\ - e^)], donde M es la 
masa dei Sol, a el semieje mayor y s la excentricidad de 

la órbita dei planeta. Con los datos de la tabla 11.1, calcule Ad 
para Mercúrio después de 100 anos. 

19.39 Estime el valor dei término de corrección relativista 
general, ecuación 19.30, para una partícula en la superfície 
(a) dei Sol, (b) de la Tierra. (c) Haga lo mismo para un satélite 
artificial a una altura de 30 000 km sobre la superfície terrestre. 

qué conclusión llega? 

19.40 Se puede demostrar que si yes la frecuencia de una onda 
electromagnética en ausência de cualquier campo gravitatorio, 
la frecuencia cuando la onda se propaga a través de una 
diferencia de potencial gravitatorio Aí) es v' = v(l + AO/c^). 
(Véase la Nota 19.3(iii)). Calcule el cambio de frecuencia 

Av = v' - V cuando un rayo de luz azul (v = 6.5 x 10*'* Hz), 
emitido por una fuente que está sobre la calle, alcanza la cima 
dei edifício Empire State de Nueva York (/i = 381 m). 
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20.1 Iníroduccíón 


Para la mayoría de nuestras experiencias cotidianas no necesitamos usar los resultados de la teoria 
de la relatividad de Einstein, desarrollada en el capítulo anterior. Las velocidades de los cuerpos 
sobre la Tierra, incluso de los más rápidos, como el caso de los cohetes y los misiles, son muy 
pequenas en comparación con la de la luz. Además, sus energias cinéticas son muy pequenas com¬ 
paradas con sus energias en reposo mc^. Sin embargo, con el advenimiento de los aceleradores de 
altas energias (véase la Sec. 20.4), se ha hecho posible acelerar partículas a energias comparables a 
las que se encuentran en los rayos cósmicos y en procesos que ocurren en las estrellas y otros 
sistemas dei universo. Para su análisis, tales procesos de alta energia requieren la teoria de la 
relatividad de Einsten. Ésta es, tal vez, su aplicación más importante. 

No estudiaremos las interacciones entre partículas fundamentales y los procesos que se 
efectúan entre ellas hasta el capítulo 41. Sin embargo, en este capítulo ilustraremos los procedi- 
mientos para analizar tales procesos, en términos de energia y momentum, usando los resultados 
relativistas dei capítulo 19. 


Representación generada por 
computador de las trayectorias de las 
partículas creadas durante una colisión 
de electrones y positrones en el 
detector L3 dei colisionador LEP dei 
CERN (Consejo Europeo de 
Investigación Nuclear), a una energia 
de 10" eV. En cada colisión los 
sensores electrónicos transmiten unas 
500 000 senales eléctricas que pueden 
traducirse en información acerca de ia 
energia de una partícula y su posición, 
con una precisión dentro de 5 x 10“^ 
m. El sistema computadorizado 
analiza ei suceso o evento y descarta 
la información irrelevante. De esta 
forma ha sido posible estudiar 
partículas difíciles de obtener, como el 
Z®. (Foto por cortesia dei CERN.) 


20.2 Energia y momenfum 

Para analizar muchos procesos de alta energia que implican partículas fundamentales no es necesa- 
rio conocer con gran detalle las interacciones que se efectúan. Es suficiente aplicar las leyes de 
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mc^ 


Figura 20.1 Relacíón gráfica 
entre energia, momentum y masa. 


conservación de energia y momentum para relacionar estas cantidades antes y después de Ia 
interacción. En el capítulo 19 se dio la expresión 



mv 


( 20 . 1 ) 


para el momentum de una partícula de masa m y velocidad v, con respecto a un observador. De 
manera parecida encontramos que la energia es 


E = 


mc^ 

(1 


( 20 . 2 ) 


que incluye a la energia en reposo = mc^ de la partícula, Al combinar estas dos ecuaciones ve¬ 
mos que 


V = 



(20.3) 


La ecuación 20.3 da la velocidad de una partícula en términos de su momentum y su energia, 
Insertando la ecuación 20.3 en la 20.2 podemos escribir 

= {mc^y -1- (cp)^ o E = c(m^c^ + (20.4) 


Ésta es una relación muy ipiportante que asocia energia y momentum según la teoría de la relatividad. 
Es una relación fácil de recordar si nos remitimos a la figura 20.1. 

Si escribimos la ecuación 20.4 de la forma E = mc^ [1 + {pImcY] y aplicamos el teorema 
dei binomio, podemos reescribir la ecuación como 


E = mc^\ 1 




(20.5) 


La ecuación 20.5 se reduce a la expresión newtoniana de la energia total E = mc^ + pVlm, cuando 
p «C mc. 

A velocidades muy altas, podemos sustituir v por c en la ecuación 20.3, o despreciar mc^ en 
comparación con cp en la ecuación 20.4, de modo que 

E^cp ( 20 . 6 ) 

Esta relación sólo es válida a energias muy altas comparadas con la energia en reposo me^ de la 
partícula. Sin embargo, cuando la partícula tiene masa cero (m = 0), la ecuación 20.4 se reduce a 
E = cp para todas las energias. De la ecuación 20.3 vemos entonces que la velocidad de una partícu¬ 
la de masa cero es y = c. Por tanto, una partícula con masa cero sólo puede moverse con la velocidad 
de la luz y nunca puede estar en reposo en un sistema inercial. Este es el caso dei fotón, que es la 
partícula asociada con la radiación electromagnética, y parece que también es cierto para el neutrino. 

Para ser consistentes con el principio de la relatividad, la expresión que relaciona energia y 
momentum debe permanecer invariante para todo observador inercial. Esto es, la energia y el mo¬ 
mentum se deben transformar mediante la transformación de Lorentz, Para verificar esta asevera- 
ción, la relación energía-momentum, 20.4, se puede expresar de la manera alternativa 

E^ — {cpY = {mc^Y (20.7) 

Entonces un observador en otro sistema de referencia, que se mueve con velocidad constante con 
respecto al sistema original, debe ser capaz de escribir 

E'^ — {cp'Y = {mc^Y 
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El valor de m es constante porque corresponde a la masa de la misma partícula que es la misma para 
todos los observadores. Por tanto, la siguiente relación es válida para todos los observadores que se 
encuentren en movimiento relativo uniforme 

- {cpf = E'^ - {cp'f (20.8) 

Podemos decir que la expresión - (cp)^ es una invariante de Lorentz. Una consecuencia de lo 
anterior es que las cantidades cpy Esq transforman dei mismo modo que ry ct bajo una transfor- 
mación de Lorentz (véase la Nota 20.1). Otra consecuencia es que las leyes de conservación de 
energia y momentum no son independientes. Más bien debemos hablar de la ley de conservación 
de energía-momentum. 


Nota 20.1 Transformación de Lorentz de energia y momentom 

La ecuación 20.4, que relaciona la energia y el momentum, debe ser Ia misma para todo observador inercial. Por tanto, es impor¬ 
tante comparar estas cantidades como las miden dos observadores en movimiento con velocidad relativa v. Supondremos que 
ambos observadores tienen sus ejes de coordenadas paralelos yXyX' paralelos a la velocidad relativa (recuerde Ia Fig. 19.3). Para 
el observador O que ve una partícula de masa m y momentum p, la ecuación 20.4 se puede escribir como 


(20.9) 


Recuerde que p es un vector con componentes p^, y p^. Entonces P^ = Px+ Py + P^y la ecuación anterior se vuelve 


PI + Py + Pz - 


( 20 . 10 ) 


Para ser consistentes con el principio de relatividad esta expresión debe ser invariante para todos los observadores inerciales 
y cuando O' observa la misma partícula debe escribirse 


P'3 + Pr + Pz' 




= —mc 


( 20 . 11 ) 


donde m es la misma porque corresponde a la masa de la misma partícula. La estructura de las ecuaciones 20.10 y 20.11 es 
parecida a la de las ecuaciones 19.5 y 19.6, esto es, = 0, y lo mismo para las coordenadas primadas, de modo que 

podemos hacer la correspondência p^^x,Py-*y,p^-*zyct-* Ele o t-^EIc^. Por tanto, la invariancia de la ecuación 20.9 requiere 
una transformación de p^, p^, p^ y E/c^ igual a Ia transformación de Lorentz válida para x,y,zy t. Esto da como resultado 


Px - vE/c^ 
(1 — 


P'y = Py 
Pz' = Pz 

ry, ^Px 


( 20 . 12 ) 


En la cuarta ecuación se ha cancelado un factor común c^. Este resultado muestra que la energia y el momentum se transforman dei 
mismo modo que el vector de posición y el tiempo. 

Nótese que hemos encontrado dos conjuntos de cantidades asociadas (x,y,z,ty p^, p^ p ^, E/cE) que parecen transformarse 
entre sí siguiendo las regias de la transformación de Lorentz. Indudablemente, también podemos esperar que otras cantidades 
físicas se transformen de forma parecida. Una característica común de estos conjuntos es que tienen cuatro “componentes”, es 
decir, están expresados mediante cuatro números; por tanto, se les conoce como cuadrivectores en un espacio representativo 
cuadridimensional. Un método para adaptar leyes físicas a los requisitos de invariancia dei principio de la relatividad es escribirlas 
como relaciones entre escalares, cuadrivectores y otras cantidades relacionadas (tensores) en el espacio cuadridimensional. No avan- 
zaremos en esta matéria ya que pertenece a un estúdio mucho más extenso de la teoria de la relatividad. 
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Para expresar las cantidades p^, p^, p^ y EI(P- medidas pof O en términos de las correspondientes caníidades medidas por 
O', simplemente invertimos el signo de y e intercambiamos cantidades primadas con las no primadas en la ecuación 20.12. Esto 
da como resultado 


p; + vE'ic^ 
(1 — 


(20.13) 


E' + yp;. 

(1 — 

Las ecuaciones 20.13 son la transformación inversa de Lorentz para energia y momentum. Cuando la partícula está en reposo con 
respectoa O', y por tanto se mueve con velocidad v relativa a O, tenemos que p\=p\=p\ = 0yE'= mc^. Usando las ecuaciones 
20.13 obtenemos 


(1 


(1 — 


Las primeras tres ecuaciones dan el momentum y la última da la energia de la partícula, medidos por O. Al compararias con la 
ecuación 20.1, para el momentum, y con la 20.2, para la energia, se observa que son precisamente el momentum y la energia de 
una partícula que se mueve a lo largo dei ejeXcon velocidad v, obtenidos en el capítulo 19. Esto era de esperar ya que la partícula, 
en reposo con respecto a O', aparece en movimiento con velocidad v en relación con O. Este cálculo demuestra la consistência de 
las expresiones relativistas dei momentum y la energia èon el principio de la relatividad. 


20.3 Sistemos de portlculas 

Consideremos un sistema de partículas con masas m^, m 2 ,... Supongamos que, con respecto a un 
observador inercial O, los momenta de las partículas son p^, y las energias E^, El 
momentum y la energia totales dei sistema con respecto a O son 

P^Y^Pi y E = YPí (20-15) 

i i 

Con respecto a otro observador O', en movimiento en relación con O, el momentum y la energia 
totales dei sistema son P' y E'. Aunque la ecuación 20.8 fue deducida para una sola partícula, se 
aplica también a un sistema de ellas. Por tanto, el momentum y la energia dei sistema, con respecto 
a los observadores O y O', estáii relacionados mediante la expresión 

E^ - (cPf = E'^ - (cF)2 (20.16) 

En el capítulo 13 introdujimos los sistemas de referencia L y C. En el sistema C el momentum 
total dei sistema es cero. Haciendo P' = 0 en la ecuación 20.16, tenemos que la energia total E' en 
el sistema C está dada por 

£2 _ ^ p /2 ^ 20 . 17 ) 

Sistema L Sistema C 

En la ecuación 20.17 vemos que la energia dei sistema tiene su valor más pequeno en el sistema C. 
Podemos interpretar estos resultados diciendo que E' es la energia interna dei sistema y, en adelante, 
la escribiremos Por tanto, E = [E^ + es decir, la energia total dei sistema es una com- 

binación de las energias interna y de traslación dei sistema con respecto al observador en el sistema L. 
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Si todas las partículas están en reposo en el sistema C y no interactúan, entonces la energia 
interna es 

= ( 20 . 18 ) 

i 

Sin embargo, si las partículas están en movimiento relativo en el sistema C e interactúan, debemos 
escribir, de acuerdo con la ecuación 14.8, 

i 

Puesto que la energia de enlace dei sistema se definió en la ecuación 14.21 como 

E,= -{E, + EX. 

podemos escribir 

= (20.19) 

i 

Pero, según la relación E = mc^, podemos asociar una masa con cualquier cantidad de energia y 
viceversa. Por tanto, la masa M dei sistema está relacionada con la energia interna mediante = 
M(P-. La ecuación 20.19 entonces se transforma en' 

Mc^ = - E^ o M = m,-- Eb/c^ (20.20) 

i i 

Esta relación muestra que la masa M dei sistema se diferencia de la suma de las masas en 
reposo de las partículas en la cantidad E^/c^. Si es positiva, como en todos los sistemas estables, 
entonces M es menor que X^m. y podemos decir, figurativamente, que se “pierde” masa al formar el 
sistema (véase la Fig. 20.2). 

La ecuación 20.20 se puede escribir también de la forma 

( 20 . 21 ) 

Si definimos A/n = M- X.m. como el cambio de masa cuando el sistema se forma, podemos escribir 
la ecuación 20.21 como 

£b = —(Am)c^ 

Recordando la ecuación 19.28, podemos escribir 
Eb =-931.531A/n MeV 

_Zto • c2 (Energia de las partículas en 

^ ( ' ' reposo a una separación infinita) 

£'i, = -<A/n)c2 

_1 ^ 2 (Energia de las partículas 

en el sistema C) 


Figura 20.2 Energia de enlace 
de un sistema de partículas. 
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donde se expresa en MeV y A/n en uma. Así, midiendo el cambio de masa de un sistema cuando 
se forma, se puede obtener la energia de enlace dei sistema. Al contrario, una medición de la ener¬ 
gia de enlace de un sistema nos da el defecto de masa de un sistema compuesto. 

Existen muchas pruebas dei cambio de masa cuando un grupo de particulas forma un siste¬ 
ma estable. Por ejemplo, en la mayoría de los núcleos la energia de enlace es de alrededor de 6 a 8 
MeV por nucleón (Sec. 39.4). Esto corresponde a un cambio de masa de aproximadamente 7x 10 "^ 
uma por nucleón. De aqui que la masa de un núcleo sea apreciablemente menor que la suma de las 
masas de sus protones y neutrones, resultado que ha sido verificado experimentalmente. 

En el caso de átomos y moléculas, la energia de enlace es de unos cuantos eV, que corres¬ 
ponde a un cambio de masa dei orden de 10“^ uma. Se trata de un cambio muy pequeno y no se 
puede detectar usando las técnicas actuales. Por esa razón los quimicos siempre suponen que la 
masa no cambia en las reacciones quimicas, suposición válida desde un punto de vista práctico. 


EJEMPLO 20.1 

Energia de enlace dei deuterón. 

O El deuterón es un núcleo compuesto por un protón y un neutrón. La masa dei deuterón es = 2.014102 
uma. Sin embargo, la suma de las masas dei protón y dei neutrón es 

nip (1.007 825 uma) + m„ (1.008 665 uma) = 2.016490 uma 

V 

Por tanto, al formarse el deuterón existe un cambio de masa o “pérdida” Am = - 0.(X)2 388 uma, que 
corresponde a una energia de enlace 

Êb = -931.48Am MeV = 2.224 MeV 

Este resultado concuerda con el valor de medido a partir de la energia liberada en forma de rayos y 
cuando un protón captura un neutrón. Si deseamos separar al protón dei neutrón es necesario suministrar 
la energia E^^ = 2.224 MeV. Esto se puede hacer cuando el deuterón absorbe un rayo / o en una colisión 
inelástica de alta energia. 


EJEMPLO 20.2 

Energia de enlace de una particula en urânio. 

t> El urânio tiene vários isótopos diferentes. Dos son de especial importância, y en el proceso 
llamado fusión (Sec. 40.6). Sin embargo, consideraremos el isótopo más raro cuya masa es = 

232.0372 uma. Deseamos determinar si la emisión espontânea de particulas, como neutrones, protones, 
deuterones, tritones y particulas a por parte de uno de estos núcleos es energéticamente posible. Sea X la 
particula emitida y P el núcleo hijo o resultante. La energia de enlace dei con respecto al sistema 
X + y es, según la ecuación 20.21, 

£b = M(^^^U)]c^ = 931.531 [m;f + my - M(^^^U)] MeV 

Los valores de m^, myy E^ para el proceso mencionado están dados en la tabla 20.1. 

Todas las energias de enlace son positivas, excepto la de la particula a, que es negativa. Entonces 
concluimos que el núcleo puede emitir espontáneamente particulas a, pero es estable en lo que 
respecta a la emisión de todas las otras particulas de la tabla 20.1. De hecho, se sabe experimentalmente 
que el es un emisor de partículas a. 
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Tabla 20.1 Energias de enlace de las partículas en U 


Partícula 

rriy^ (uma) 

Hijo 

/My(uma) 

£j,(MeV) 

n 

1.0087 

231u 

231.0363 

7.26 

P('H) 

1.0073 

23*Pa 

231.0359 

6.05 

d (2H) 

2.0136 

230pa 

230.0344 

10.5 

t (3H) 

3.0160 

229pa 

229.0320 

10.0 

a ('^He) 

4.0026 

228Th 

228.0287 

-5.50 


EJEMPLO 20.3 

Producción de energia en las estrellas. 

o Las reacciones nucleares son la fuente de energia dei Sol y otras estrellas. Uno de los procesos más 
importantes es equivalente a la fusión de cuatro protones para formar un núcleo de helio, con la emisión 
de dos positrones y dos neutrinos. Esto es, 

4jH^tHe + 2e+ + 2v 

donde e^ y y indican un positrón y un neutrino, respectivamente. El cambio neto de masa que se efectúa 
en el proceso se puede calcular fácilmente y es Am = 0.0283 uma, y la energia neta liberada es de 26.7 
MeV, o de alrededor de 6.6 x 10*“* J por kg de {H consumido. (Este valor debe compararse con la energia 
liberada cuando dos átomos de hidrógeno se combin^n para producir H 2 , que es de 4.48 eV o de 2.15 x 
10*^ J por kg de hidrógeno.) Existen varias formas en que puede ocurrir el proceso, pero no las discutire¬ 
mos en esta ocasión (véase la Nota 40.4). 

Se estima que este proceso se da en el Sol a razón de 5.64 x 10” kg por segundo de hidrógeno 
fusionado para formar helio, lo que provoca una perdida de masa de alrededor de 4 x 10^ kg s~K Esto 
tiene como resultado, a su vez, una potência emitida de 3.8 x 10^^ W, o de alrededor de 1.2 x 10^ J ano“*, 
correspondiente a una pérdida de masa de 1.33 x 10^^ kg ano”*. Sólo alrededor de 1.8 x 10*^ W llega a la 
Tierra, la mayoria en forma de radiación electromagnética. Aun asi, esto es cerca de 10^ veces la energia 
generada en la Tierra. 

Tomando en cuenta que la masa dei Sol es de 1.98 x ICP® kg, la fracción de su masa perdida por 
ano debido a la fusión nuclear es de 10”*^, aproximadamente. Por tanto, podemos esperar que el Sol 
continúe brillando durante millones de anos sin que se note un cambio en su masa. 


20.4 Colisiones de alfa energia 

En el capitulo 14 consideramos las colisiones a baja energia. Examinaremos ahora las colisiones 
entre particulas fundamentales, que sólo se dan a altas energias. Consecuentemente, deberemos 
utilizar los conceptos y técnicas desarrollados en este capitulo. 

Consideremos dos particulas de masa y m 2 . Antes de la colisión, cuando su interacción 
es despreciable, se mueven con momenta p^yP 2 respecto a un sistema de referencia L. La 
interacción entre las particulas es apreciable sólo durante el pequeno intervalo en que se hallan muy 
cerca una de otra, cuando se puede producir la transformación de las partículas originales en otras. 
Supongamos que después de la colisión, cuando nuevamente la interacción es despreciable, las partí¬ 
culas resultantes tienen masa A m' y m'y se mueven con momenta p\yP 2 respecto al mismo sistema 
de referencia (Fig. 20.3). La conservación de momentum y de la energia requiere que 

P^+P 2 = p\ + p'^ y E, +£2 = E\ 4- £'2 (20.22) 

Manipulando apropiadamente las ecuaciones 20.22 podemos hallar los momenta finales de las 
partículas en términos de los iniciales. El álgebra, sin embargo, generalmente es bastante compli¬ 
cada. Asi, consideraremos sólo algunos casos sencillos. 
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Figura 20 J La energia y el momentum Figura 20.4 Colisión en la que se producen nuevas 

se conservan en una colisión. partículas. 


Recordando que E = E^-i- mc^, donde Ej, es la energia cinética, podemos escribir la ecuación 
de conservación de la energia como 

Eki + + £k2 + = Eki + m\c^ + E'^2 + ^2^^ 

En la sección 14.9, eçuación 14.24, la cantidad Q se definió como el cambio de energia cinética 
durante la colisión, 


Q — + ^kz) ~ i^kX + ^kl) 

Reordenando términos en la ecuación anterior, tenemos que 

Q = - l{m\ + m' 2 ) - (m^ + m2)^c^ = -{àm)c^ (20.23) 

masa final masa inicial 


Por tanto, Q es proporcional al cambio de masa durante la colisión. Cuando no hay cambio de 
masa, Q = 0y]a colisión es elástica. Cuando àin > 0, hay un aumento de masa a expensas de una 
disminución de energia cinética y g < 0. De manera parecida, cuando Am < 0, existe una disminu- 
ción de masa y un aumento correspondiente de energia cinética, y g > 0. 

En muchos casos se producen más de dos particulas en una colisión (Fig. 20.4) y la defini- 
ción anterior se convierte en 

Q = - [(Im') - (mi + m2)]c^ = - {Am)c^ (20.24) 

masa final masa inicial 

Cuando Q<0o Am > 0, en el sistema L hay una energia cinética umbral o minima de las partícu¬ 
las que llegan, necesaria para suministrar la masa “adicional” requerida para que la colisión se 
produzca. La energia cinética umbral en el sistema L corresponde al caso en que las partículas 
resultantes están todas en reposo en el sistema C. Cuando la partícula 2 está inicialmente en reposo 
en el sistema L también, el valor de la energia cinética umbral es (véase el cálculo siguiente) 



(20.25) 


que claramente implica que Q es negativa (Q < 0). En la ecuación 20.25 M es la suma de las masas 
de todas las partículas implicadas antes y después de la colisión; esto es, 

M = mi + m2 + {5^m;)fi„ai 
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No obstante, si Am < 0, de modo que Q es positiva, no existe energia cinética umbral. Entonces 
la energia en reposo de las particulas iniciales es suficiente para producir particulas fmales y se 
libera energia en la colisión. 

Uno de los usos principales de los aceleradores de alta energia es la producción de particu¬ 
las rápidas por arriba de la energia cinética umbral en el sistema L. Con tales máquinas los cienti- 
ficos pueden producir en el laboratorio y en condiciones controladas algunos procesos que se han 
observado en los rayos cósmicos o que se dieron en la época temprana dei universo. 




!0TECA>5 

O 


Cálculo de Ia energia cinética umbral 

Tomemos la particula blanco en reposo en el sistema dei laboratorio o sistema L. Sean el proyectil y el blanco Pi y P 2 y las 
particulas resultantes P/; podemos escribir el proceso como 

p. + Pi-Zp; 

í 

Si el momentum de Pj es p, en el sistema L, su energia total es c(m^c^ + Si inicialmente P 2 está en reposo en el sistema L, 
su momentum es cero y su energia total será m 2 C^. Asi, la energia total inicial es 

E = c(mfc^ + + m2C^ 

y el momentum total es p. Aplicando la ecuación '20.17, con p' = 0, tenemos - c^p^ = donde E' es la energia total dei 
sistema en el sistema C antes de la colisión. 

Las leyes de conservación de la energia y el momentum requieren que, después de que el proceso se haya efectuado, la 
energia total de los productos en el sistema C siga siendo E' y que el momentum total sea cero. Claramente, como se dijo antes, 
la energia minima requerida para el proceso corresponde a la situación en que todas las particulas resultantes están en reposo en 
el sistema C, de manera que la energia total en tal sistema es E' = Sustituyendo los valores dsEy E' en la ecuación 20.17 

obtenemos 


mfc"'' + + 2m2C^{m\c^ + = í 1 c 


2^2 . „2^1/2. 


Pero si E ^es la energia cinética dei proyectil en el sistema L, entonces E = E ^-¥Usando la ecuación 20.4, c(WjC^ + p^) 
E. + m,y. Haciendo esta sustitución en la ecuación anterior y cancelando el factor común c^, obtenemos 


(mj + + 2m2pk = c 


Reordenando términos podemos escribir 


2m2E^= - {mi + m2yc 


+ m2 - X "íí + "Í2 + X ^'i c 


Haciendo (2 = (Wj + W 2 - y M = + m 2 + Zm), obtenemos la ecuación 20.25, E^ = -QMI2m2. 
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EJEMPLO 20.4 

Colisiones protón-protón. 

I> En una colisión entre dos partículas de alta energia (como dos protones o un protón y un pion), se pueden 
producir nuevas partículas. La naturaleza y el número de las partículas producidas dependen de la ener¬ 
gia y naturaleza de las partículas en colisión, así como de algunas otras condiciones. Por ejemplo, en una 
colisión se deben conservar la carga eléctrica y el momentum angular (véase el Cap. 41). 

Un proceso común es la producción de piones en las colisiones protón-protón en los aceleradores 
de partículas cuando un haz de protones de alta energia choca con un blanco apropiado. Por ejemplo, se 
observan los siguientes procesos, 

p"*" + p"^p"^ + p’^ + 71° y p’^ + p"^-^-p"^ + n° + 


A una energia muy alta se pueden producir vários piones. Calcularemos ahora la energia cinética umbral 
para el primer proceso, suponiendo que el protón blanco está en reposo en él sistema L. En este caso 
tenemos , Q = y M = 4m^ + Como la masa de un pion es de 0.149 uma, = 140 

MeV y la energia cinética umbral dei protón que se acerca debe ser 




m„c^(4mp + 
Irrip 


= (2 + mJ2mp)m^c^ 


280 MeV 


Otro proceso interesante es la producción de un antiprotón en una colisión protón-protón. Un 
antiprotón es una partícula con una masa igual a la dei protón y una carga eléctrica que posee el mismo 
valor absoluto que la dei protón pero con signo negativo. Denotamos al protón con p^ y al antiprotón con 
p~, y describimos el proceso como 


p+ + p+ p+ + p+ + p+ + p- 


Nótese que se crea un par p’’’, p" y no un solo p“. Esto es necesario según el principio de conservación de 
la carga (Sec. 21.8). Los antiprotones fueron producidos mediante este proceso por primera vez en 1955 
en el laboratorio de la University of Califórnia. 

Inicialmente uno de los protones está en reposo (momentum cero) en el sistema L y el otro se 
mueve bacia él con momentum p. En este proceso todas las partículas tienen la misma masa, m^. Enton- 
ces //ij = -2m^c^ y M- 6m^. La energia cinética umbral dei protón que se acerca debe ser 

= ómpC^ = 5.64 x 10^ MeV 

o de 5.64 GeV. Así, con el fin de producir antiprotones en un acelerador mediante el bombardeo de 
protones en reposo en el laboratorio, los protones incidentes deben ser acelerados hasta que su energia 
cinética en el sistema L sea de 6m^c^, o de casi 6 GeV. Sin embargo, si los protones se aproximan con el 
mismo momentum, de modo que el centro de masa dei sistema esté en reposo en el laboratorio, los 
sistemas L y C coincidirán. Entonces sólo se requiere una energia de 2m^ (P- y cada protón sólo necesita 
ser acelerado a alrededor de 1 GeV. Esto se puede efectuar en el laboratorio acelerando los protones en 
direcciones opuestas y haciéndolos chocar en cierto punto (véase la Nota 20.2). 


20.5 Desinfegracíon de partículas 

Algunas partículas fundamentales son inestables, es decir, tienden a transformarse espontáneamen- 
te en otras partículas. Una condición necesaria para que haya desintegración espontânea, impuesta 
por la conservación de la energia, es que la masa de la partícula madre sea mayor que la suma de las 
masas de las partículas hijas. Además, como ya lo hemos dicho, se conservan energia, momentum, 
momentum angular y carga. Otras cantidades, que veremos más adelante (Sec. 41.5), también se 
supone que se conservan, limitando así los posibles procesos que pudieran ocurrir. 
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Consideremos la desintegración de un neuírón, 

n°->p++e"+v (20.26) 

Aqui V representa un antineutrino, partícula que supuestamente tiene masa cero. La energia libera¬ 
da en la desintegración es 

Q = [^n “ (^p + Wg + mv)]c^ = 0.7834 MeV 

El valor positivo de Q indica que un neutrón libre es inestable y se desintegra de acuerdo con el 
proceso 20.26, hecho confirmado experimentalmente. Se supone que poco después de la Gran 
Explosión, hace unos 15x10^ anos, había un número aproximadamente igual de protones y neutrones 
en el universo. Después, los neutrones se desintegraron con mucha rapidez y los pocos que queda- 
ron fueron capturados por protones para formar deuterones (véase la Nota 41.4). Esto explica la 
razón por la que no se encuentran neutrones libres y por qué hay muchos más protones que neutrones 
actualmente en el universo. Nótese que la carga se conservaria si escribiéramos n^’ p^ -f- e". Sin 
embargo, si éste fuera el proceso real, la energia disponible se dividiria en una proporción fíja entre 
el protón y el elecírón y todos los electrones emitidos tendrian la misma energia (recuerde el Ej. 
14.5). Experimentalmente se observa que los electrones son emitidos con una amplia gama de 
energias. Este hecho sugiere que se produce una tercera partícula, un neutrino, que porta el resto de 
la energia. Mediciones cuidadosas de esta energia sugieren que la masa dei neutrino está muy 
cercana a cero (o realmente es cero). 

Un protón libre no puede desintegrarse espontáneamente; esto es 

p+-v->-n°-l-e+-fv (ô=-1.81 MeV) (20.27) 

donde v representa un neutrino, debido a que la Q de la reacción es negativa. En consecuencia, los 
protones libres son estables y no pueden desintegrarse en neutrones. De manera parecida, el proceso 

p+q. e“-M'n°-1-V (Ô= -0.58 MeV) (20.28) 

que se conoce como captura de electrones, no es energéticamente posible con protones libres. 
Esto explica por qué el hidrógeno existe y es estable. Si la captura de electrones por protones libres 
fuera posible, el protón rápidamente capturaria al electrón en órbita y el átomo de hidrógeno des¬ 
aparecería. Sin embargo, ambos procesos pueden producirse con los protones de los núcleos si la 
energia en exceso requerida puede ser tomada de la energia de enlace dei núcleo. Veremos estos 
casos en el capítulo 40. 

Otro ejemplo de desintegración de partículas es el dei pion que se desintegra según el pro¬ 
ceso (Fig. 20.5) 

+v (Q = 33.3 MeV) 

Todos los muones son emitidos con una sola energia de alrededor de 4.1 MeV, indicando que se 
trata de un proceso de dos cuerpos (recuerde el Ej. 14.5). 

El muón se desintegra también, como se ve en la figura 20.5, de acuerdo con el esquema 

^±^e±-hv-f-v (Ô = 106 MeV) 

Se observa que electrones y positrones tienen un amplio intervalo de energia correspondiente a un 
proceso de tres cuerpos, incluso aunque los neutrinos no son observados directamente. 
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Figura 203 Desintegración 
de un mesón n~ seguida casi de 
inmediato por la desintegración 
dei muón. (Fotografia por 
cortesia dei Brookhaven 
National Laboratory.) 



EJEÍWLO 20.5 
El experimento omega-menos. 

t> Un ejemplo interesante de la aplicación de las leyes de conservación y el uso de las técnicas modernas 
para la observación de la desintegración de las partículas producidas en procesos de alta energia es el 
experimento omega-menos (Q“), efectuado en 1963 en el Brookhaven National Laboratory con el acele¬ 
rador de protones de 33 GeV. 

Una teoria formulada por Murray Gell-Mann en 1961, que veremos en la sección 41.8, predijo la 
existência de una partícula cargada negativamente, conocida como 0~, con una masa de aproximada¬ 
mente 1.8 uma (o energia en reposo de 1675 MeY). La teoria predijo también que la partícula Q~ podría 
ser creada mediante el proceso 

K“ + p+ + K+ + K° 

donde las K son mesones K o kaones, con una masa de 0.53 uma o energia en reposo de 494 MeV. La 
Q dei proceso anterior, usando la ecuación 20.24, es g = -1229 MeV. El proceso es producido al crear 
K" y usarlos como proyectiles contra protones en una câmara de burbujas de hidrógeno líquido. La 
energia cinética umbral de las partículas K" necesaria para que se efectúe la reacción es, usando la 
ecuación 20.25, 


£ _ _ ^ = 2678 MeV = 2.68 GeV 
2m2 

Las K" fueron producidas en una colisión de protones de 33 GeV con un blanco de tungsteno. La 
distribución experimental se muestra en la figura 20.6. En el experimento sólo se utilizaron partículas 
K“ con una energia cinética de 5.0 GeV (muy por encima de la energia de umbral). Después de varias 
semanas, los experimentadores obtuvieron cerca de 50 000 fotografias, de las cuales una (Fig. 20.7(a)) 
corresponde a un proceso en donde se produjo una ür y se desintegró posteriormente según la si- 
guiente secuencia: 
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K“ + p-" +K0 

L>- + rc" 

U A° + }’i + 72 

í —> G ^ C 

L-> e ^ + e ^ 
p'*' + n~ 


donde yes un fotón y las otras partículas se listan en la tabla 41.1. Las partículas neutras no dejan traza 
en la câmara, pero se les toma en cuenta al considerar el momentum. La fotografia se analiza en la parte 
derecha de la figura 20.7. De un análisis de la conservación de la energia y el momentum en cada vértice 
de desintegración los experimentadores pudieron calcular la energia y el momentum de la partícula Q~. El 
análisis dio un valor para la masa de entre 1668 MeV y 1686 MeV. Una segunda fotografia, obtenida 
unas cuantas semanas después, redujo el intervalo a los limites 1671 MeV y 1677 MeV, en excelente 
concordância con la predicción teórica. La longitud de la trayectoria de la O” en la câmara de burbujas 
fue de alrededor de 2.5 cm, lo que muestra que la vida de la 0“es de 2.5 x 10“^ m/(3 x 10® m s~’) ~ IO*’® s, 
aproximadamente. Debido a su corta vida es probable que, sin la predicción teórica de Gell-Mann, 
hubiera tomado mucho más tiempo observaria. 



Figura 20.6 Diagrama 
esquemático dei experimento Í2". 
Antes de la separación había 
aproximadamente 800 piones y 
10 antiprotones por cada 10 
partículas K“. Después de la 
separación, había sólo un pion 
y ningún antiprotón por cada 10 
partículas K. 


Figura 20.7 Fotografia de la 
producción de una partícula £2". 
La partícula deja su traza en una 
câmara de burbujas de hidrógeno 
líquido de 2 m, colocada en un 
fuerte campo magnético que 
fuerza a las partículas cargadas a 
seguir trayectorias curvas. Del 
análisis de las trazas se deducen 
las propiedades de las diferentes 
partículas. Esta foto, tomada en 
1964, proporciona el primer 
indicio de la existência de la 
partícula £2~, que fue predicha 
con anterioridad con una base 
teórica. (Fotografia por cortesia 
dei Brookhaven National 
Laboratory.) 













Nota 20.2 Técnicas experimentaks para Ia producción de collsiones de partículas de altas energias 

El estúdio de los procesos de altas energias de las partículas elementales en el laboratorio requiere el uso de técnicas experimen- 
tales altamente elaboradas, complejas y costosas. Primero, las partículas de altas energias deben producirse en máquinas conoci- 
das como aceleradores. Segundo, debe hacerse que las partículas choquen con un blanco y la colisión debe ocurrir en un lugar 
adecuado. Finalmente, las partículas producidas en la colisión deben observarse de modo que se pueda medir su masa, carga, momentum 
y energia, para lo cual se necesitan detectores especiales. 

Las partículas son aceleradas mediante fuerzas eléctricas y magnéticas. Aunque no estudiaremos la forma en que los campos 
eléctrico y magnético actúan sobre las partículas cargadas hasta los capítulos 21 y 22, es interesante tener una idea general acerca de 
los aceleradores más avanzados que se utilizan hoy en día. Los aceleiudores son de dos tipos: lineales y cíclicos. 

En un acelerador lineal (LINAC: UNear ACcelerator) (Fig. 20.8), un grupo de partículas cargadas (electrones, protones, 
positrones) se mueven a través de una serie de tubos a los que se les aplica un voltaje alterno. Tubos adyacentes tienen voltajes 
opuestos, pero los voltajes se alteman con la frecuencia dei voltaje aplicado. Si se escoge correctamente la longitud de los tubos, el 
movimiento de las partículas cargadas estará sincronizado con Ia altemancia dei voltaje, de modo que puedan cruzar el espacio entre 
tubos sucesivos en el tiempo justo para recibir un empujón que aumente su velocidad y energia. Por esta razón, la longitud de los tubos 
aumenta en consecuencia. 

El acelerador lineal más grande se encuentra en la Stanford University y se conoce como SLAC (Stanford Linear Accele- 
rator Center). Tiene una longitud de 3.2 km y acelera electrones hasta 25 GeV (o 25 x 10^ eV) en pulsos de 2 /is de duración, 60 veces 
por segundo. 

En los aceleradores cíclicos, las partículas son forzadas por un campo magnético a describir una trayectoria curva a lo 
largo de la cual reciben un empuje, o aumento de energia, por parte de campos eléctricos situados en diferentes puntos de su 
trayectoria. Los aceleradores cíclicos pueden funcionar de forma continua o en ráfagas. Un ejemplo dei primer tipo es el ciclotrón, 
que fue el primer acelerador cíclico inventado. La energia máxima que se puede alcanzar con un ciclotrón está limitada a vários 
MeV (véase la Sec. 22.5). A medida que surgia la demanda de partículas más energéticas, los ciclotrones fueron sustituidos por 
los sincrotrones (véase el Ej. 22.4). La más poderosa de estas máquinas es el supersincrotrón de protones (SPS, Super Proton 
Synchrotron) en el Consejo Europeo de Investigación Nuclear (CERN), situado cerca de Ginebra, Suiza, el cual puede acelerar 
protones y antiprotones hasta una energia de 26 GeV. 

Los aceleradores más avanzados y poderosos son los de “haz de colisión”. Hemos explicado que en una colisión con un 
blanco en reposo, en el laboratorio, sólo una fracción de la energia cinética dei proyectil se puede utilizar para la reacción porque 
se debe conservar el momentum con respecto al sistema L. Sin embargo, si tenemos dos haces de colisión moviéndose en direccio- 
nes opuestas con el mismo momentum, el momentum total es cero en el sistema dei laboratorio, que en este caso coincide con el 
sistema C y toda la energia cinética está disponible para la reacción. 

Los tres colisionadores más grandes en funcionamiento en 1992 son el Tevatrón dei Fermilab, en Batavia, Illinois, el 
Stanford Linear Collider (SLC) en Stanford, Califórnia, y el Linear Electron-Positron Collider (LEPC) en el CERN. El Tevatrón 
(Fig. 20.9) acelera protones y antiprotones hasta una energia de 900 GeV en un círculo de 1 km de radio, de modo que la energia 
total disponible en la colisión es de 1 800 GeV o 1.8 TeV. Una máquina parecida que se encuentra en el CERN acelera partículas 
hasta 300 GeV, con 600 GeV en la colisión. Ambas máquinas usan un sincrotrón para suministrar la aceleración inicial de protones 
y antiprotones antes de que entren en el anillo acelerador principal. El SLC (Fig. 20.10) y el LEPC (Fig. 20.11) aceleran electro¬ 
nes y positrones hasta 50 GeV, de modo que la energia de colisión es de 100 GeV. El SLC utiliza un acelerador lineal (LINAC) de 
casi 3 km de largo mientras que el LEPC combina un acelerador lineal con un sincrotrón para proporcionar la energia inicial de las 
partículas antes de que entren en el anillo principal, que tiene una circunferência de 26.7 km y está a 100 m bajo tierra. Se están 
construyendo máquinas más poderosas. 
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de RF 
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Fuente de elécüica Tanque 



Figura 20.8 Acelerador lineal. 
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Figura 20.9 Tevatrón dei Fermi National Accelerator Laboratory (FNAL). Un acelerador lineal (1) 
produce protones a los que se les da Una energia hasta de 8 GeY en un sincrotrón de protones (2). Los 
protones entran en el anillo principal (3), en donde son acelerados hasta 150 GeV. Los antiprotones 
se producen en colisiones protón-protón (4) y se almacenan en un anillo acumulador. (5) Los protones 
y antiprotones que circulan en direcciones opuestas son acelerados en el anillo Tevatrón con un radio 
de 1 km (6) hasta 900 GeV y chocan dentro dei detector de partículas (7). 


Anillos 



Figura 20.10 Colisionador Lineal de Stanford. Grupos de electrones (línea continua) y 
de positrones (línea punteada) son acelerados en un acelerador lineal (LINAC) de 3.2 km de 
largo hasta 50 GeV. Los electrones y positrones son separados y desviados en dos grandes 
arcos, guiados por imanes. Los dos haces opuestos de partículas chocan de frente dentro 
dei detector de partículas con una energia combinada de 100 GeV. 
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Figura 20.11 Colisionador 
LEPC dei CERN. Grupos de 
electrones y positrones son 
acelerados por una serie de 
pequenas máquinas. Los anillos 
de almacenamiento tienen un 
radio de 4.25 km y están a 100 m 
bajo tierra. Cuatro grupos de 
electrones y cuatro de protones 
circulan en direcciones opuestas 
hasta que cada uno alcanza una 
energia de 50 GeV. Entonces 
chocan dentro de los cuatro 
grandes detectores: Aleph, 
Delphi, L3 y Ópalo. Los grupos 
también cruzan su trayectoria en 
cuatro sitios intermédios y se 
evita que choquen mediante 
separadores electrostáticos. 
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FREGUNTÁS 


20.1 ^Por qué décimos que en la teoria de la relatividad las 
leyes de conservación de energia y momentum no son indepen- 
dientes? 

20.2 ^Cuál es la definición dei sistema C en la teoría de la 
relatividad? ^Hay alguna diferencia con respecto a la definición 
de la mecânica newtoniana? 

20.3 ^Cuál es el “defecto de masa” de un sistema compuesto? 
^De qué manera está relacionado con la energia de enlace de un 
sistema compuesto? 

20.4 ^Cuándo existe una energia umbral en una colisión? 

20.5 ^Cuáles son las diferencias principales de los procesos 
con <2 > 0 y ô < 0? 

20.6 ^Cuál es la ventaja de los “haces de colisión” en el 
estúdio de los procesos de alta energia? 


20.7 Represente E^. = c(m^c^ + - mc^ como una gráfica 

de en función de p y compare el resultado con la gráfica no 
relativista de E^ = pVlm. 

20.8 ^En qué condiciones es válida la relación E = cp 
(a) exactamente, (b) aproximadamente? 

20.9 ^Es posible acelerar o desacelerar una particula de 
masa cerp? 

20.10 Demuestre que si una particula de masa m se divide en 
dos particulas de masas y m^, su energia cinética en el 
sistema C es 

^ki ” Qd'l'2.mc^ - Qm 2 /m y 

E^ = Qyimc ^ - Qm^/m, donde Q = [m- + m 2 )]c^. 

Aplique este resultado a la desintegración de un pion. 


PROBLEMAS 

20.1 (a) Pruebe que el momentum de una particula se puede 

expresar como p = (E^, + Ic. (b) Grafique pimc como 

función de EJm(?. 


20.2 (a) ^Cuál será la máxima velocidad de una particula si 

su energia cinética se expresa como con un error no 
mayor que el 1%? ^Cuál es la energia cinética, en eV, (b) de un 
electrón y (c) de un protón que se mueve con esa velocidad? 
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20.3 Demuesíre, a parür de Ia ecuación 20.4, que vic = 

[1 - A partir de esta relación encuentre la velocidad 

de una partícula cuando E es igual a (a) su energia en reposo, 

(b) el doble de su energia en reposo, (c) 10 veces su energia en 
reposo y (d) mil veces su energia en reposo. Calcule las energias 
correspondientes en eV para (e) un elecírón y (f) un protón. 

Trace una gráfica de vic en funcióe de Elim?. 

20.4 Verifique que la cantidad £/c, donde c es la velocidad de 
la luz, tiene dimensiones de momentum. Después demuestre que 
1 GeV/c = 5.3 X 10-*^ kg m s-K 

20.5 (a) i,Para qué velocidad puede expresarse la energia total 
de cierta partícula como pc con un error en la energia total no 
mayor que 1%? (b) Calcule la energia cinética de esta partícula. 

20.6 Calcule el momentum, la energia total y la cinética de 
un protón que se mueve con una velocidad v = 0.99c con 
respecto al laboratorio (a) en el sistema L, (b) en el sistema 
definido por el protón, (c) en el sistema C definido por el protón 
y un átomo de helio en reposo en el laboratorio. 

20.7 Un protón con energia cinética de 10*® eV choca con un 
protón que está en reposo en el sistema L. Halle (a) el momentum 
total y la energia total dei sistema de partículas en el sistema L, 

(b) la energia cinética de las dos partículas en el sistema C. 

20.8 Un electrón con energia total E^ sufre una colisión 
frontal con un protón en reposo. Si la energia dei electrón es 
muy grande comparada con su energia en reposo, el electrón 
debe tratarse relativistamente, pero si además es pequena en 
relación con la energia en reposo dei protón, el protón puede 
tratarse de manera no relativista. En estas condiciones, verifique 
que (a) el protón retrocede con una velocidad aproximadamente 
igual a {2EJnu?)c, (b) la energia transferida dei electrón al 
protón es lEJnuP^. (c) Aplique el resultado al caso en que los 
electrones tienen una energia cinética de 100 MeV. {Sugerencia: 
Para el electrón, E = cp, mientras que para el protón E^ = p^llm^. 
Nótese también que si el protón se mueve hacia adelante, 

el electrón rebota, de modo que el sentido de su momentum 
se invierte.) 

20.9 Un método para obtener la energia necesaria para llevar 
a cabo una reacción nuclear consiste en hacer chocar dos 
partículas entre si. Cuando las partículas son idênticas y su 
energia es la misma, el sistema C coincide con el dei laboratorio 
(véase la Nota 20.2). Si las partículas en colisión son protones 
de 28 GeV de energia, (a) calcule la energia total disponible 
para la reacción y (b) calcule la energia cinética de uno de los 
protones en el sistema de referencia en el que el otro protón está 
en reposo. Ésta es la energia que necesitana un protón para 
producir la misma reacción cuando choca con un objetivo que 
está en reposo en el laboratorio. i,Ve usted alguna ventaja al usar 
haces de partículas en colisión? 

20.10 Una partícula de masa mj y momentum choca con 
una partícula de masa m 2 que está en reposo en el laboratorio. 

Las dos partículas quedan unidas, teniendo como resultado 


una partícula de masa en reposo niy Halle (a) la velcKiidad 
de la partícula resultante con respecto al sistema L, (b) la g de 
la colisión. 

20.11 Una partícula de masa m^ y momentumchoca coe 
una partícula de masa m 2 que está en reposo en el laboratorio. 

Los producíos resultantes son una partícula de masa y una de 
masa cero. Encuentre la energia de la partícula de masa cero 

(a) en el sistema C, (b) en el sistema L. 

20.12 Una partícula de masa m se divide (o se desintegra) en 
dos partículas de masas m, y (a) Verifique que en el sistema 
C las energias de las partículas resultantes son 

E' = (m^ + - ní^^llm y E^ = (m\ -f - m\)c^l2m. 

(b) Encuentre también sus momenta. 

20.13 (a) Resuelva el problema 20.12 para el caso de las 
partículas en el sistema L, dado que el momentum de la partícula 
de masa m en este sistema es p. (b) Verifique también que si 

p, y P 2 son los momenta de las partículas resultantes y 0 el 
ângulo entre ellas, entonces 

— (mj + + 2E^E2 — 2mim2c‘^ 

— 2piP2C^ COS 9. 

20.14 En una colisión entre partículas de masas mj y m 2 , mj se 
mueve con momentum pj y está en reposo en el sistema L. 
Después de la colisión, adernas de las partículas y m 2 
aparecen partículas niy (a) Verifique que la energia 
cinética umbral de m, en el sistema L para este proceso es 

Kl = Mc^ [1 + Wj Im 2 + MI2m^, donde M == ■¥ ... 

(b) Aplique esta ecuación a la creación de un par protón-antiprotón, 
de la misma forma en que se vio en el ejemplo 20.5. 

20.15 Una partícula de masa que se mueve con respecto al 
sistema L con una energia total £j muy grande en comparación 
con su energia en reposo, de manera que es válida la relación 

£j = pjC, choca con una partícula de masa que está en reposo. 
Demuestre que la energia disponible en el sistema C es 
{2E^m2C^ + 

20.16 Considere una reacción en la que una partícula de 
masa cero y energia E^ choca con una partícula de masa 1112 que 
está en reposo en el laboratorio. El producto final de la reacción 
son dos partículas, una de masa m 2 y otra de masa nty 
Demuestre que la energia umbral Ê, para la reacción. es 
E^ = mjfl + m^f 2m2)c^. 

20.17 Determine el valor Qy\Si energia cinética umbral en el 
sistema L de la partícula {n~) incidente para las siguientes 
reacciones 

(a) 7r“ + p”^ n + 71° 

(b) % + p^ —> 2 + 

Las masas de las p^iculas están dadas en la tabla 41.1. 
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20.18 Calcule la energia cinética umbral de un proíón para que 1 - í;f/c2)i/2 

se efectúe la reacción p'^ + p+ -»■ p"*" 4- p"*" + x;r^, donde es el ~ i - v^/c^ -i- a(1 ~ 

número de producidos. 


20.19 Una partícula de masa m se desintegra en otras partícu¬ 

las. El proceso tiene un valor Q diferente de cero, (a) Verifique 
que si la partícula se divide en dos fragmentos iguales, éstos 
deben moverse en el sistema C en direcciones opuestas con un 
momentum igual a \i2mQ - (b) Verifique que si la 

partícula se desintegra en tres fragmentos iguales, emitidos 
simétricamente en el sistema C, el momentum de cada partícula 
es igual a \{2mQ - 

20.20 Aplique el resultado dei apartado (b) dei problema 20.19 
a la partícula conocida como tauón, de masa m^= 3.2 x 10“^’ 
kg, que se desintegra en tres piones idênticos, de masa 

mn = 2.5 x 10“^* kg. (a) Determine la Q dei proceso y (b) halle el 
módulo de la velocidad de los fragmentos en el sistema C. 


y que la velocidad de m 2 es -v. (c) Calcule los valores de las 
cantidades anteriores cuando es pequena comparada con c y 
compare su resultado con el dei ejemplo 14.6. 

20.23 (a) Usando las leyes de transformación de Lorentz para 
la energia y el momentum, verifique que si y = c^PIE es la 
velocidad dei sistema con respecto a un observador O, mientras 
que la velocidad dei sistema con respecto a otro observador 0\ 
en movimiento con respecto a O con velocidad V a lo largo dei 
eje X, es v' = c^P'IE', entonces v, v' yV están relacionadas por 
las ecuaciones 19.14 para la transformación de velocidades, (b) 
Demuestre también que si y' = 0 (P' = 0), entonces v=V. Esta 
fue una de las suposiciones básicas de la sección 20.2 para la 
defmición de la velocidad dei sistema. 


20.21 La transformación de energia y momentum se puede 
expresar en forma vectorial como 

, ÍP‘v)v , fip-v)v vE 

p =p - — + y[ —^-r 

\ V c 

E' = y{E - V'p) 


Verifique que ésta se reduce a la ecuación 20.13 cuando la 
velocidad relativa v es paralela al eje X. 

20.22 Una partícula de masa Wj, que se mueve con velocidad 
yj en el sistema L, choca con una partícula de masa que está 
en reposo en el sistema L. (a) Pruebe que la velocidad dei 
sistema C compuesto por las dos partículas es 

^_ «1 _ 

1 + A{\ — v\lc^Y'^ 

donde A = (b) Demuestre que en el sistema C la veloci¬ 

dad de /Mj es 


20.24 Una partícula de masa y momentum pj choca 
elásticamente con una partícula de masa nt 2 que está en reposo 
en el sistema L. Después de la colisión, se desvia un ângulo 
6. Obtenga el momentum y la energia de mj en el sistema L 
después de la colisión. 

20.25 (a) Remítase al problema 20.24 y verifique que si la 
partícula 1 tiene masa cero (£j = p,c), entonces las relaciones 
para p' y £[ se reducen a la única expresión 


E\ 


EiinijC^) 


£i(l + cos 6) -f- m 2 C^ 
{El + — Ejcos^d 


(b) Verifique que ésta se puede escribir también como 


1 

E\ 


1 


mc 


(1 — COS 9) 


(Esta expresión es importante en el tratamiento dei efecto 
Compton en el capítulo 30.) 
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Charles A. de Coulomb (1736-1806) fue 
un ingeniero militar francês que inves- 
tigó extensamente la elasticidad de los 
materiales y las propiedades eléctricas de 
los conductores, demostrando que la 
carga eléctrica de un conductor está confi¬ 
nada en su superfície. En 1777 Coulomb 
disenó la balanza de torsión con Ia que 
fue capaz de establecer cuantitativamente 
Ia ley dei inverso dei cuadrado de Ia 
distancia en la interacción entre cargas 
eléctricas, conocida ahora como ley de 
Coulomb. (Fotografia © Boyer-Viollet.) 


21.1 Inlroducción 

21.2 Carga elécirica 

21.3 Ley de Coulomb 

21.4 Unidades de carga 

21.5 Campo eléctrico 

21.6 Campo eléctrico de una carga puntual 

21.7 Cuantización de la carga elécirica 

21.8 Principio de conservación de la carga eléctrica 

21.9 Potencial eléctrico 

21.10 Relación entre el potencial eléctrico y el campo eléctrico 

21.11 Potencial eléctrico de una carga puntual 

21.12 Relaciones de energia en un campo eléctrico 


21.1 Anólisis dei experimento de la gota de aceite de Millibn 


211 Inlroducción 

El concepto de fuerza eléctrica se originó hace siglos a partir de experimentos muy sencillos, como 
la frotación de dos cuerpos entre sí. Por ejemplo, cuando después de peinar nuestro cabello en un 
día muy seco acercamos el peine a trozos pequenos de papel, éstos son atraídos hacia el peine. 
Fenómenos parecidos se dan si frotamos una varilla de vidrio o de âmbar con un trapo o con una 
piei. La conclusión es que, como resultado dei frotamiento, estos materiales adquieren una nueva 
propiedad llamada electricidad (dei griego elektron que significa âmbar) y que esta propiedad 
eléctrica da lugar a una interacción mucho más fuerte que la gravitatoria. Sin embargo, hay diferen¬ 
cias fundamentales entre las interacciones eléctrica y gravitatoria. 

En primer lugar sólo existe un tipo de interacción gravitatoria, lo que tiene como resultado 
una atracción universal entre dos masas, a diferencia dei caso eléctrico en el que existen dos tipos 
de interacciones. Supongamos que colocamos una varilla de vidrio electrizada cerca de una peque¬ 
na bola de corcho que cuelga de una cuerda. Vemos que la varilla atrae al corcho (Fig. 21.11). Si 
repetimos el experimento con una varilla de âmbar electrizada, observamos el mismo efecto de 
atracción sobre la bola. 

Supongamos que tocamos dos bolas de corcho con una varilla de vidrio electrifizada. Pode¬ 
mos suponer que las bolas se electrizan. Si las acercamos, notamos que se repelen. Se consigue el 
mismo resultado cuando tocamos las bolas con una varilla de âmbar electrizada, de modo que 
adquieran la misma electrización. Sin embargo, si tocamos una bola con la varilla electrizada de 
vidrio y la otra con la de âmbar, de manera que una adquiera una electrización como la dcl vidrio y 
la otra como la dei âmbar, observamos que las bolas se atraen. Llegamos a la conclusión de que 
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Figura 21.1 Experimentos 
con varillas electrizadas de 

vidrio y âmbar. (a) (b) 

existen dos tipos de estados de electrización: una como la dei vidrio y la otra como la dei âmbar. 
Podemos llamar a la primera positiva y a la otra negativa (por supuesto, pudimos haber hecho la desig- 
nación contraria). La ley fundamental de la interacción eléctrica se puede formular entonces como: 

dos cuerpos con el mismo tipo de electrización (positiva o negativa) se repelen, pero si tie- 
nen tipos distintos de electrización (una positiva y la otra negativa), se atraen entre sí. 


Figura 21.2 Interacciones 
eléctricas entre cargas iguales 
y diferentes. 

Figura 21.3 Fuerzas entre 
cargas iguales y diferentes. 


Esta aseveración se ilustra esquematicamente en la figura 21.2. 

Por tanto, mientras que la interacción gravitatoria siempre es de atracción, la eléctrica pue¬ 
de ser de atracción o de repulsión. Si la interacción eléctrica hubiera sido sólo de atracción (o só- 
lo de repulsión), probablemente nunca hubiéramos notado la existência de la gravitación, ya que la 
interacción eléctrica es mucho mayor, Sin embargo, la mayoría de los cuerpos parecen estar com- 
puestos de cantidades iguales de electricidad positiva y negativa, de manera que la, interacción 
eléctrica entre dos cuerpos macroscópicos cualesquiera es muy pequena o cero. Así, como resulta¬ 
do de un efecto acumulativo de masa, la interacción macroscópica dominante parece ser la 
gravitatoria, que es mucho más débil. Sin embargo, es la fuerza eléctrica la que mantiene a los 
electrones en los átomos, a los átomos juntos en las moléculas y a las moléculas unidas en una 
sustancia. Así, los cuerpos materiales, y por extensión los organismos vivos, existen debido a la 
interacción eléctrica. 

Según la tercera ley de Newton dei movimiento, cuando dos cargas eléctricas interactúan, 
ejercen entre sí fuerzas dei mismo módulo y dirección, pero de sentidos opuestos. El sentido de la 
fuerza eléctrica sobre cada carga depende dei signo de ainbas cargas. Esto se muestra en la figura 21.3. 



(a) (b) (c) 


... . . 


21.2 Carga eléctrica 

Caracterizamos la intensidad de la interacción gravitatoria atribuyéndole a cada cuerpo una 
masa gravitatoria que es idêntica a su masa inercial. De la misma forma, caracterizamos el esta¬ 
do de electrización de un cuerpo defmiendo una carga eléctrica, o simplemente carga, represen¬ 
tada por el símbolo q. Así, cualquier porción de matéria o cualquier partícula, y por extensión. 
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cualquier porción de matéria está caracterizada por dos propiedades fundamentales independien- 
tes: masa y carga. 

Como existen dos tipos de electrización, también hay dos tipos de carga eléctrica: positiva 
y negativa. Un cuerpo que muestra electrización positiva tiene una carga eléctrica positiva. La 
carga neta de un cuerpo es la suma algebraica de sus cargas positivas y negativas. Un cuerpo que 
tiene igual cantidad de cargas positivas y negativas (es decir, carga neta cero) se conoce como 
eléctricamente neutro; éste es el caso de los átomos y las moléculas, Debido a que la matéria en el 
espacio no muestra grandes fuerzas eléctricas, podemos suponer que los átomos están compuestos 
de igual cantidad de cargas positivas y negativas. 

Para definir de manera operacional la carga de un cuerpo electrizado, adoptamos el siguien- 
te procedimiento. Se escoge un cuerpo cualquiera de carga Q (Fig. 21.4) y a una distancia d de él se 
coloca la carga ^ y se mide la fuerza F sobre esta carga. A continuación se coloca otra carga a la 
misma distancia í/ de g y se mide la fuerza F'. Definimos el valor de las cargas q y q' como 
proporcionales a las fuerzas F y F'. Esto es 

q F 

- = -^ ( 21 . 1 ) 

q F 

Si asignamos arbitrariamente el valor de la unidad a la carga q', tenemos un medio de obtener el 
valor q. Este método para comparar cargas es muy parecido al utilizado en la sección 11.4 para 
comparar las masas de dos cuerpos. Esta definición de carga eléctrica implica que, siendo iguales 
todos los factores geométricos, la fuerza de la interacción eléctrica es proporcional a la carga de las 
partículas. 

V 
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Es importante determinar cómo varia la interacción eléctrica con la distancia. Consideremos la 
interacción eléctrica entre dos partículas cargadas en reposo en el sistema de referencia inercial dei 
observador o moviéndose con una velocidad muy pequena. Tal interacción se denomina 
electrostática. La interacción electrostática de dos partículas cargadas está dada por la ley de 
Coulomb, llamada así en honor a Charles A. de Coulomb (1736-1806), que establece que 

la interacción eléctrica entre dos partículas cargadas en reposo, o con un movimiento rela¬ 
tivo muy lento, es proporcional a sus cargas y al inverso dei cuadrado de la distancia entre 
ellas, y su dirección se halla a lo largo de la línea que une a las dos cargas. 

La ley de Coulomb se puede èxpresar como 

F = (21.2) 

r^ 


donde r es la distancia entre las cargas ^ y F es la fuerza que actúa sobre cualquiera de las dos 
cargas y es una constante que debe ser determinada por nuestra selección de unidades. Esta ley 
es similar a la ley de interacción gravitatoria (Ec. 11.1): 


F = G 


mm 


Por tanto, podemos aplicar muchos resultados que ya hemos demostrado en el capítulo 11 mediante 
la simple sustitución de Gmm' por K^qq'. 

Por razones prácticas y de cálculo resulta más conveniente expresar de la forma 


K 


e 


1 

471£o 


(21.3) 


donde la nueva constante física 6^ se conoce como permitividad dei vacío. En consecuencia, 
normalmente escribiremos la ecuación 21.2 como 


Cuerpo de 
referencia 



Cuerpo de 
referencia 





Figura 21.4 Comparación de 
las cargas eléctricas q y q'-, se 
muestra su interacción eléctrica 
con una tercera carga Q. 
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Figura 21^ Balanza de 
torsión de Cavendish para 
verificar la ley de interacción 
eléctrica entre dos cargas. 


f = (21.4) 

47C8or^ 

Cuando se use la ecuación 21.4 deben incluirse las cargas qyq' con sus signos. Un valor negativo 
de F corresponde a una atracción y un valor positivo, a una repulsión. 

Podemos verificar experimentalmente la ley dei inverso dei cuadrado de la distancia 21.2 
midiendo la fuerza entre dos cargas dadas colocadas a varias distancias. Un posible arreglo experi¬ 
mental, parecido a la balanza de torsión de Cavendish de la figura 11.5, se muestra en la figura 21.5. 
La fuerza F que hay entre la carga en S y la carga en D se obtiene midiendo el ângulo 0 que se 
tuerce la fibra OC para restablecer el equilibrio. 



La constante de la ley de Coulomb, ecuación 21.2, es parecida a la constante G de Ia ley de 
gravitación de Newton, ecuación 11.2. Pero en la ecuación 11.2 las unidades de masa, distancia y 
fuerza ya estaban definidas y el valor de G fiie determinado experimentalmente en términos de uni¬ 
dades conocidas. En el presente caso, sin embargo, aunque ya se definieron las unidades de fuerza 
y distancia, aún no se ha definido la unidad de carga. Si establecemos primero la uhldad de carga, 
entonces debemos determinar experimentalmente. No obstante, podemos proceder en el orden 
inverso y asignar a un valor conveniente, fijando de este modo la unidad de carga. Adoptaremos 
este segundo método y, utilizando el SI, hacemos 


K, = 10 "V = 8.9874 X 10® 

V 

donde c = 2.9979 x 10* m s"^ es la velocidad de la luz en el vacío. Esta opción hace más fácil 
escribir otras expresiones relacionadas con las ondas electromagnéticas. Por razones prácticas, 
podemos decir que = 9 x 10®. Una vez decidido el valor de la unidad de carga queda fijada. 
Esta unidad se conoce como coulomb y se denota con el símbolo C. Entonces, cuando Ia distancia 
se mide en metros, la carga en coulombs y la fuerza en newtons, la ecuación 21.2 se convierte en 

F = (10-V)^ o F = 9xl0®^ (21.5) 

r 

De la ecuación 21.5 podemos establecer que: 

el coulomb es la carga que, colocada a un metro de una carga igual en el vacío, repele a 
ésta con una fuerza de 10~^ xc^ ode 8.9874 x 1(F newtons. 

Como veremos en la sección 21.7, esta definición de coulomb es equivalente a la definición 
preliminar dada en la sección 2.3. 

De la ecuación 21.2, se expresa en unidades de N m^ C“^ o m^ kg s“^ C"^. Por tanto, la 
permitividad dei vacío Eq tiene e! valor 

10 "^ 

4 =-r = 8.854 X W''N”'m"^C2 (21.6) 

47üC^ 

Para simplificar, generalmente omitiremos las unidades de o de cuando escribamos su valor 
numérico. 


EJEMPLO 2U 

Dada la distribución de cargas de la figura 21.6, donde g, = +1.5 x 10”^ C, ^2 = -0*5 x 10 -’C,?3 = 
0.2 X 10”^ C y AC = 1.2 m, BC = 0.5 m, hallar la fuerza resultante sobre la carga q^ 

La fuerza Fj que existe entre q^ y q^ es de repulsión, mientras que la fuerza que hay entre ^2 Y % es de 
atracción. Sus respectivos valores, si usamos la ecuación 21.4, son 
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çjC F, 


Figura 21.6 Fuerza eléctrica 
resultante sobre debida a y ^' 2 - 


4neQrj 


1.88 X lO^N 


47:60^2 


3.60 X lO^N 


Por tanto la fuerza resultante es 

F = {FI + = 4.06 X 10^ N 


EJEMPLO 21.2 

Fuerza eléctrica ejercida sobre el electrón y el protón en un átomo de hidrógeno. 

o En un átomo de hidrógeno el electrón y el protón e^tán separados por una distancia media de 0.53 x 
10”'® m, aproximadamente. La carga de ambos es de 1.60 x 10~’^ C. Entonces la fuerza sobre el electrón 
debida al protón, o sobre el protón debida al electrón, es 


(9 X 10^) X 


(1.60 X 10 ' 


8.2 X 10' 


(0.53 X 10-‘°m)2 

Como la masa dei protón es 1840 veces la masa dei electrón, su aceleración es 1840 veces menor y 
podemos suponer que el protón permanece prácticamente en reposo en el sistema de referencia colocado 
en el CM dei átomo. La aceleración centrípeta dei electrón es a = F/m = 0.90 x 10^^ m s~^. Usando a = a^r 
encontramos que la velocidad angular dei electrón es tü = 4.13 x 10’^ rad s"', correspondiente a una 
frecuencia de 6.56 x 10^^ Hz. La velocidad orbital dei electrón es i; = íur = 2.19 x 10^ m s“’, que es casi 
un centésimo de la velocidad de la luz. (Compare el resultado con el ejemplo 5.1.) 


21.5 Campo eléctrico 

Décimos que existe un campo eléctrico en cualquier región doncle una carga eléctrica experimente 
una fuerza. La fuerza se debe a la presencia de otras cargas en dicha región. Por ejemplo, una carga 
q colocada en una región y donde hay otras cargas q^, q^, q^ etc. (Fig. 21.7), experimenta una 
fuerza F’ = F’j+F ’2 + ^3 + — y íiecimos que en la región existe ún campo eléctrico producido por las 
cargas q^, q^, qy... (Por supuesto que la carga q también ejerce fuerzas sobre q^ q^, ^ 3 ,..., pero no 
estamos interesados en ello ahora.) Puesto que la fuerza que cada carga q^ ^ 2 ’ ^ 3 >— produce sobre 
la carga q es proporcional a ésta, la fuerza resultante también es proporcional a la carga q. Así, la 
fuerza sobre una partícula colocada en un campo eléctrico es proporcional a la carga de la partícula. 

La intensidad dei campo eléctrico en un punto es igual a la fuerza por unidad de carga en 
dicho punto. El símbolo para la intensidad dei campo eléctrico es Por tanto, 

F 

Í = - o F=qS (21.7) 

q 

La intensidad dei campo eléctrico se expresa en newton/coulomb, NC~* o, en unidades fundamen- 
lales, m kg s“^ C“k 
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Figura 21.7 Fuerza eléctrica 
resultante ejercida sobre g pro- 
ducida por varias cargas. 


Campo eléctrico 
Carga positiva 


8 






Carga negativa 


F = ge 




Figura 21.8 Dirección de la fuerza producida Figura 21.9 Campo eléctrico uniforme, 

por un campo eléctrico sobre una carga positiva y 
una negativa. 


Nótese que, en vista de la definición 21.7, si q es positiva, la fuerza F que actúa sobre la 
carga tiene la misma dirección que el campo ê. Sin embargo, si q es negativa, la fuerza F tiene 
dirección opuesta a (Fig. 21.8). Por tanto, si aplicamos un campo eléctrico en una región donde 
se encuentran presentes partículas o iones positivos y negativos, el campo tenderá a mover a los 
cuerpos cargados positivamente en sentido contrario a los cargados negativamente. El resultado es 
una separación de carga, efecto que algunas veces se conoce como polarización. Esto sucede 
cuando se colocan átomos y moléculas en un campo eléctrico. 

Como en el caso de un campo gravitatorio, un campo eléctrico puede representarse por 
líneas de fuerza. Estas líneas se trazan de modo que, en cada punto, sean tangentes a la dirección 
dei campo eléctrico en djcho punto. Un campo eléctrico uniforme tiene la misnna intensidad, direc¬ 
ción y sentido en todos los puntos dei espacio. Por tanto, un campo uniforme está representado por 
líneas de fuerza paralelas (Fig. 21.9). Una de las mejores formas de producir un campo eléctrico 
uniforme es cargando dos placas de metal paralelas con cargas iguales y opuestas, separadas por 
una distancia pequena en comparación con las dimensiones de las placas. La simetria indica que el 
campo eléctrico en la región entre las placas es uniforme, pero más adelante (Ej. 25.1) verificare¬ 
mos esta aseveración. 


EJEMPLO 213 

Movimiento de una carga eléctrica en un campo eléctrico uniforme. 

La ecuación dei movimiento de una carga eléctrica en un campo eléctrico está dada por la ecuación 

ma ^ qS o a = — S' 

rn 

La aceleración de un cuerpo en un campo eléctrico depende, por tanto, dei cociente ç/m. Como este 
cociente en general es diferente para partículas o iones de diferente carga y masa, su aceleración en un 
campo eléctrico es distinta. Así, existe una clara diferencia entre la aceleración en un campo gravitatorio, 
que es la misma para todos los cuerpos, y la de un campo eléctrico. Si el campo <f es uniforme, la 
aceleración a es constante. La trayectoria de la carga eléctrica es entonces una línea recta o una parábola, 
dependiendo de Ia dirección de la velocidad inicial con respecto a la dei campo eléctrico (recuerde la 
Sec. 4.5). 

Un caso interesante es el de una partícula cargada que pasa por un campo eléctrico que ocupa 
una región limitada dei espacio (Fig. 21.10). Por simplicidad, suponemos que la velocidad inicial y^de la 
partícula cuando entra en el campo es perpendicular a su dirección. El eje X se ha colocado paralelo a 
la velocidad inicial de la partícula y el eje Y paralelo al campo. La trayectoria AB que sigue la partícula 
cuando se mueve en el campo eléctrico es una parábola. Después de cruzar el campo la partícula retoma 
su movimiento rectilíneo con dirección y velocidad ü distintas. Décimos entonces que el campo eléctrico 
ha producido una desviación dei movimiento medida por el ângulo a. 

Usando los resultados dei ejemplo 4.2, encontramos que las coordenadas de la partícula mien- 
tras se mueve en el campo con una aceleración a = (qlm)S están dadas por 
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1 Cj 

X = VqÍ, l’ =- é‘t~ 

2 m 

Eliminando el tiempo t obtenemos la ecuación de la trayectoria como 


\ q S 2 
2 m vl 


verificando, así, que se trata de una parábola. Obtenemos el angulo de desviación a calculando la pen- 
diente dy/ck de la trayectoria enx = a. El resultado es 


/ dy\ qSa 
\dxA = „ mvl 


Por tanto, cuando un haz de partículas, todas con el mismo cociente q/m, pasan por el campo eléctrico, 
son desviadas de acuerdo con su velocidad o energia cinética. Si colocamos una pantalla S a una distan¬ 
cia L, todas las partículas con el mismo valor de qhn y de llegarán al punto C de la pantalla. Tomando 
en cuenta que a es también aproximadamente igual a dIL (debido a que el desplazamiento vertical BD es 
pequeno comparado con d si L es grande), tenemos 

qia d 


Midiendo d,L,ay i, podemos obtener la velocidad (o la energia cinética) si conocemos el cociente 
qlm\ o, al contrario, podemos obtener qhn si conoceipos 

Un dispositivo como el que se ilustra en Ia figura 21,10 se puede utilizar como analizador de 
energia, que separa partículas con la misma carga pero con energia cinética diferente. Por ejemplo, los 
rayos p son electrones emitidos por algunos materiales radiactivos; si colocamos un emisor beta en O, 
los electrones emitidos en la dirección OA se concentrarán en el mismo punto C de la pantalla, si tienen 
la misma energia. Pero si son emitidos con energias diferentes, se esparcirán sobre una región de la 
pantalla. Es esta segunda situación la que se ha encontrado experimentalmente. Por otro lado, si el 
núcleo emite partículas a (núcleos de helio cargados positivamente) se encuentra que poseen energias 
bien definidas. Ambos son resultados de gran importância desde el punto de vista de la estructura nu¬ 
clear (véase la Sec. 39.7). 

Usando los dos conjuntos de placas paralelas podemos producir dos campos eléctricos perpen¬ 
diculares entre sí, uno horizontal HH' y el otro vertical W', como se muestra en la figura 21.11. Su- 
pongamos que un haz de electrones se mueve entre los dos campos. Ajustando Ia intensidad relativa 
de los campos, podemos obtener una desviación arbitraria dei haz y formar una mancha en cualquier 
sitio de la pantalla. Si los dos campos son variables, la mancha describirá una curva. Las aplicaciones 
prácticas de este efecto las vemos en los tubos de televisión y en los osciloscopios. En particular, si los 
campos eléctricos varían en intensidad con movimiento armónico simple. Ia traza será una figura de 
Lissajous (Sec. 10.9). 



Figura 21.10 Desviación de 
una carga positiva por un campo 
eléctrico unifomie dirigido de la 
placa positiva a la negativa. 
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Figura 21.11 Movimiento de 
una carga en campos eléctricos 
cruzados. Los electrones son 
emitidos por ei cátodo y acelera¬ 
dos por un campo eléctrico. Una 
abertura en el ânodo acelerador 
permite que los electrones salgan 
dei canón de electrones y pasen 
entre dos conjuntos de placas 
desviadoras. El recubrimiento 
metálico dei interior dei tubo 
apantalla el efecto de los campos 
eléctricos externos en el extremo 
de la derecha y absorbe los 
electrones dei haz después de que 
llegan a la pantalla fluorescente. 


Figiira 21.12 Campo eléctrico 
producido por una carga positiva 
y una negativa. 



21.6 Camp© eléctrico de una carga puntuai 

Escribamos la ecuación 21.4 de la forma 

\47r£o^ 

Esto da la fuerza producida por la carga q sobre la carga q' colocada a una distancia r de q. Pode¬ 
mos decir también, usando la ecuación 21.7, que el campo eléctrico S en el punto es tal que F = 
q'S. Por tanto, comparando ambas expresiones para F, concluimos que el campo eléctrico a una 
distancia r de una carga puntuai q es 

# = —L- 0 S = (21.9) 

47160 ^^ r 

En forma vectorial, 

S = u, (21.10) 

47r£or 

donde es el vector unitário en la dirección radial, que apunta bacia fuera de la carga q, ya que F 
está en esa dirección, La expresión 21.10 es válida para cargas positivas y negativas, y la dirección 
de ^ con respecto a está dada por el signo de q. Así ^ está dirigida bacia fuera de una carga 
positiva y bacia una carga negativa, 

La figura 21,12(a) representa el campo eléctrico en las proximidades de una carga-positiva, 
y la 21.12(b) muestra el campo cercano a una carga negativa. En la figura 21.13 se muestran las 
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(a) 


(b) 




Figura 21.13 Líneas de fuerza 
y superfícies equipotenciales dei 
campo eléctrico de una carga 
positiva y de una negativa. 


líneas de fuerza dei campo eléctrico de una carga positiva y de una negativa. Son de líneas rectas 
que pasan por la carga. 

Cuando están presentes varias cargas, como en la figura 21.7, el campo eléctrico resultante 
es la suma vectorial de los campos producidos por cada carga. Esto es, ^ + <^ 2 + <^ 3 + .... En 

la figura 21.14 se muestra la forma de obtener el campo eléctrico resultante en un punto P para el 
caso de una carga positiva y una negativa de la misma magnitud, como el caso de un protón y un 
electrón en un átomo de hidrógeno. En la figura 21.15 se muestran las líneas de fuerza dei campo 
resultante de dos cargas positivas iguales, como las de los dos protones de una molécula de hidró¬ 
geno. También se han representado en ambas figuras las líneas de fuerza dei campo eléctrico resul¬ 
tante producido por las dos cargas. 




Figura 21.14 Líneas de fuerza 
y superfícies equipotenciales de 
dos cargas iguales y opuestas. 
Este es el caso dei electrón y el 
protón de un átomo de hidrógeno. 


Figura 21.15 Líneas de fuerza 
y superfícies equipotenciales dei 
campo eléctrico de dos cargas 
idênticas. Este es el campo pro¬ 
ducido por los dos protones de 
las moléculas de y de Hj. 

Los electrones se mueven en 
este campo. 
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Campo eléctrico producido en el punto C de la figura 21.16 por las cargas Çj y q^. Las cargas están dadas 
en el ejemplo 21.1. 


Figura 21.16 Campo eléctrico 
resultante en C producido por 

9, y 92- 


O Tenemos dos soluciones alternativas. En el ejemplo 21.1 encontramos la fuerza F sobre la carga en C. 
Ahora tenemos, usando la ecuación 21.7, que S - Flq^ = 2.03 x 10^ N C~^ Otro procedimiento consiste 
en calcular primero el campo eléctrico producido en C (Fig. 21.16) por cada una de las cargas mediante 
la ecuación 21.9. Esto da é\ = q^AEZ^r^ = 0.94 x 10^ N C~’ y § 2 =- q^Ane^jr^ = 1.80 x 10^ N C"’. Por 
tanto el campo resultante S = 2.03 x 10^ N C“*, que es igual al resultado anterior. 


EJEMPLO 21.5 

Campo eléctrico de una esfera uniformemente cargada. 

f> En el caso especial de una esfera cargada, el campo eléctrico se puede calcular mediante la misma 
técnica explicada en la sección 11.9 para el caso gravitatorio. El resultado es el mismo ya que ambos 
campos obedecen una ley l/r^. Sólo es necesario sustituir GM por qlAKe^ en las ecuaciones 11.25 y 
11.26. Por tanto, el campo de una esfera de radio a con carga Q distribuida uniformemente en todo su 
volumen está dado en todos los puntos exteriores (r > á) por 


Q 

47160 ’ 


( 21 . 11 ) 


Este es el mismo resultado que se obtendría si toda la carga estuviera concentrada en el centro de la 
esfera. En los puntos interiores (r < á) el campo eléctrico está dado por 


S =- r < a 

47760 

y es proporcional a r. Este campo se representa en la figura 21.17. 


( 21 . 12 ) 


Figura 21.17 Campo eléctrico 
de una esfera de radio a cargada 
positivamente de manera 
uniforme. 



Si la carga de la esfera se localiza sólo en su superfície, el campo en puntos exteriores está dado 
por la ecuación 21.11 y el campo dentro de la esfera es cero. 


EJEMPLO 216 

Campo eléctrico de un hilo o filamento recto y muy largo que posee una carga A por unidad de longitud 
(Fig. 21.18). 


O Dividamos el filamento de la figura 21.18 en pequenos segmentos, cada uno de longitud dy y con una 
pequena carga dq = Àds. La magnitud dei campo eléctrico que produce cada elemento en P es 
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Ids 

4nsQr^ 




áS COS a 


2 

47ieo J 


ds 


COS a 


En la figura notamos que r = /? sec a y í = /? tan a. De la segunda relación tenemos às = R sec^ a da. 
Haciendo estas sustituciones e integrando desde a = 0 hasta kH y multiplicando por dos (ya que las dos 
mitades dei filamento hacen la misma contribución), obtenemos 


2k 


4nEQR 


it/2 


COS a da 


ItíEqR 






y está dirigido a lo largo de la recta AP. Pero, debido a la simetria dei problema, para cada elemento ds a 
una distancia s por encima de O existe otro elemento a la misma distancia por debajo. Por tanto, cuando 
sumamos los campos eléctricos producidos por todos los elementos, sus componentes paralelas al fila¬ 
mento dan un valor total de cero. Así, sólo tenemos que tomar en consideración las componentes parale¬ 
las a OP, dadas por dS’ cos a y el campo eléctrico resultante se encuentra a lo largo de OP. Así pues. 



Figura 21.18 Campo eléctrico 
de un filamento cargado 
positivamente. 


De modo que el campo eléctrico dei filamento varía como En forma vectorial. 


IkeqR 


La carga eléctrica aparece siempre como múltiplo de una carga fundamental o cuanto eléctrico. De 
los muchos experimentos disenados para determinar esta característica, el clásico es el de Robert A. 
Millikan (1869-1953), quien en la primera parte dei siglo xx efectuó lo que ahora se conoce como 
experimeiiío de Ia gota de aceite. Millikan estableció, entre dos placas paralelas horízontales A y 
B (Fig. 21.19), un campo eléctrico vertical que podia ser modificado a voluntad. La placa superior 
tenía en su centro unas pequenas perforaciones a través de las cuales podían pasar las gotas de 
aceite producidas por un atomizador. La mayoría de las gotas están cargadas debido a la fricción con 
el tubo de salida dei atomizador. Cuando no se aplica campo eléctrico las gotas caen debido al 
efecto de la gravedad. El movimiento es esencialmente uniforme puesto que la viscosidad dei aire 
hace que la gota alcance rapidamente su velocidad terminal (recuerde la Sec. 7.16), que depende 
dei tamano de la gota. Consideremos una gota cargada positivamente. Cuando se aplica un campo 
eléctrico hacia arriba, el movimiento de la gota se invierte y ésta sube con velocidad constante que 
depende de su tamano y de su carga. 




Figura 21.19 Experimento de 
la gota de aceite de Millikan. El 
movimiento de la gota de aceite 
cargada q se observa mediante el 
microscopio M. 
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Si la carga de la gota cambia, la velocidad bacia arriba también lo hace, pero la velocidad 
bacia abajo permanece igual. Estos câmbios de carga se pueden deber a la ionización ocasional dei 
aire circundante por parte de rayos cósmicos. La gota puede recoger algunos de tales iones en su 
movimiento a través dei aire. Los câmbios en la carga se pueden inducir también si colocamos 
cerca de las placas una fuente de rayos Xo y, que también ionizan el aire. 

Al observar repetidamente el movimiento de caída y subida de la gota y medir los câmbios 
de la velocidad bacia arriba se pueden calcular los câmbios Aq en la carga de la gota. En ocasiones 
Aq es positiva y en otras negativa, dependiendo de la naturaleza de la modificación en la carga. 
Repitiendo el experimento mucbas veces, con gotas distintas y diferentes campos eléctricos, se ba 
encontrado que los valores absolutos de los câmbios Aq son siempre múltiplos de una carga funda¬ 
mental e conocida como carga elementa!. El valor experimental aceptado es 

e= 1.602177 X 10-*9C 
Por tanto, podemos establecer que 

todas las cargas observadas en la naturaleza son iguales a la carga elemental e o son 

múltiplos de ella. 

Debido a esto, parece ser que la cuantización de la carga eléctrica es una ley fundamental de 
la naturaleza. Hasta abora, nadie ba podido explicar este becbo en términos de conceptos más 
fundamentales. Sin embargo, se supone que las partículas llamadas quarks, con carga \e y je, son 
los componentes básicos de nucleones y mesones. Hasta abora los quarks no ban sido observa¬ 
dos como partículas libres aunque la evidencia experimental parece apuntar bacia su existência 
(véase la Sec. 41.8). \ 

Un segundo aspecto importante de la carga eléctrica es que la carga elemental siempre está 
asociada con alguna masa fija, dando lugar a lo que llamamos partículas fundamentales (re- 
cuerde la Sec. 1.2). La carga de un protón es +e y la de un electrón -e. El neutrón no tiene carga 
(Tabla21.1). 


Tabla 21.1 Carga de las partículas fundamentales 


Partícula 

Masa, m (kg) 

Carga, q 

qím (C kg-') 

Electrón 

m^ = 9.1091 X 10-3' 

-e 

1.7588 X 10" 

Protón 

/np= 1.672 X 10-27 

+e 

9.5792 X 107 

Neutrón 

m„ = 1.6748 X 10-27 

0 

0 


Regresemos en este punto a nuestra defmición preliminar de coulomb dada en la sección 
2.4 y verifiquemos que el número de electrones o protones necesarios para igualar una carga nega¬ 
tiva o positiva de un coulomb es 


IC 

1.602177 X 10"^^C 


= 6.241508 X 10'® 


que es el valor dado en esa sección. 


EJEMPLO 21.7 

Comparación de las interacciones gravitatoria y eléctrica. 

l>En la sección 11.11 indicamos que las fuerzas gravitatorias no eran lo suficientemente intensas para 
producir la atracción necesaria para conformar átomos en moléculas o moléculas en una porción de 
matéria. Compararemos abora el orden de magnitud de las fuerzas eléctrica y gravitatoria. Suponiendo 
que las distancias son las mismas, la intensidad de la interacción eléctrica está determinada por el factor 
de acoplamiento q^q^AnSQ y la de la interacción gravitatoria por Por tanto, 

Interacción eléctrica 

4nsQGmim2 


Interacción gravitatoria 
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Para obtener el orden de magnitud, hacemos q^ = q^ = ey m^=m 2 = m^, de modo que para dos protones 
o dos iones de hidrógeno 


Interacción eléctrica 
Interacción gravitatoria 47r^o Gml 


1.24 X 10^® 


Este número es casi igual al factor por el que la fuerza gravitatoria es menor que la que produce la 
interacción requerida (recuerde la Sec. 11.11). 

Para la interacción entre un protón y un electrón, wij = m^, m 2 = = -^2 = ^ Y cl cociente 

anterior es aún mayor: 2.27 x 10^^. Concluimos entonces que la interacción eléctrica es dei orden de 
magnitud necesario para unir átomos en moléculas o unir electrones y núcleos para formar átomos. La 
gravitación no interviene en la formación de la estructura de la matéria a un nivel atómico; es de impor¬ 
tância sólo para cuerpos grandes como los planetas y las estrellas. 


Nota 21.1 Análisis dei experimento de la gota de aceite de Millikae 

Sea m la masa y r el radio de una gota de aceite. La velocidad terminal para la caída libre en ausência de campo eléctrico está 
dada por la ecuación 7.10, = FIKi], con K = 6;rr, según la ecuación 7.8, y F = esto es 

mg 

vi=~— ( 21 . 13 ) 


Si quisiéramos ser precisos, deberíamos tener en cúenta el empuje dei aire, escribiendo m-m^en lugar de m, donde es la masa 
de aire desplazada por la gota, pero ignoraremos esta corrección. Suponiendo que la gota tiene una carga positiva q, cuando 
aplicamos el campo eléctrico la fuerza resultante bacia arriba qs F ~ qS" - rngyh velocidad terminal bacia arriba de la gota está 
dada por 


o V-, = 


qS — mq 


Despejando q y usando la ecuación 21.13 para eliminar mg, tenemos que la carga eléctrica de la gota es 

6nrir{Vi + V 2 ) 


(21.14) 


Si la carga es negativa, el movimiento bacia arriba se produce mediante la aplicación de un campo eléctrico bacia abajo. 

Supongamos abora que la carga de la gota cambia, produciendo un correspondiente cambio en la velocidad bacia arriba. 
Según la ecuación 21.14, el cambio Aq de carga y Avj de velocidad bacia arriba están relacionados mediante 

ônrjr 

Ag = Av2 
é 

Esta expresión nos permite calcular los câmbios Aq en términos de cantidades medibles. En particular, podemos bailar el radio de 
la gota si medimos v^ y despejamos r de la ecuación 21.13, con m = (|7rr^)p, donde p es la densidad dei aceite. 


21.8 Principio de conservación de la carga eléctrica 

Se ba encontrado que, en todos los procesos observados en la naturaleza, la carga neta o total de un 
sistema aislado permanece constante. En otras palabras, 

la carga neta o total no cambia en ningún proceso que ocurre en un sistema aislado. 

No se ha encontrado excepción a esta regia, la cual es conocida como principio de conser¬ 
vación de la carga. Ya la hemos utilizado en el capítulo 20, donde se vio la reacción 
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p+ -f. p+ p+ + p+ 4. p+ + p- 

En el lado izquierdo la carga total es el doble de la caiga dei protón (esto es +2e) y en el derecho los 
tres prótones contribuyen con tres veces la carga dei protón, mientras que el antiprotón contribuye 
con una carga de protón negativa. Esto da una carga neta de +3e -e = +2e, de nuevo igual a dos 
veces la carga dei protón. 

De manera parecida, la carga se conserva en los procesos asociados con la desintegracióe 
de partículas fundamentales discutidos en la sección 20.5. Por ejemplo, en la desintegración jS, 
n p+ + e” + V y p"*^ -*> n + e"*^ v (donde v es un neutrino y v un antineutrino), en la desintegración 
de muones /i* e* + v + v y en la desintegración de piones, ;r* /i* + v, la carga se conserva ya que 

el neutrino v y el antineutrino v son partículas sin carga. 

21.9 Potencial eléctrico 

Una partícula cargada colocada en un campo eléctrico tiene una energia potencial debido a que el 
campo realiza trabajo cuando desplaza a la partícula de un punto a otro. El potencial eléctrico en 
un punto de un campo eléctrico se define como la energia potencial por unidad de carga coloca¬ 
da en el punto. Denotando el potencial eléctrico con F y la energia potencial de una carga q con 
£p, tenemos 

F = ^ o E^ = qV (21.15) 

q 

El potencial eléctrico se mide en joules/coulomb o J C■^ unidad que se conoce como voll, en honor 
a Alessandro Volta (1745-1827), y se abrevia V. En términos de unidades fundamentales escribi- 
mos V = m^ kg s"^ C~*. 

Si una carga q se mueve de un punto Pj a otro P 2 a lo largo de cualquier trayectoria, el 
trabajo realizado por el campo eléctrico es, usando la ecuación 9.21, 

Y entonces la diferencia de potencial entre los puntos Pj y Pj es 
W W 

- F2 = — o ^V= - ( 21 . 16 ) 

q q 

donde AF = F 2 - Fj es el cambio de energia potencial. Así podemos definir la diferencia de poten¬ 
cial eléctrico entre dos puntos como el trabajo hecho por el campo eléctrico al mover una carga 
unitaria positiva de un punto al otro. Entonces podemos obtener el potencial eléctrico en un punto 
midiendo el trabajo hecho por el campo eléctrico al mover una carga unitaria positiva desde ese 
punto a otro en donde el potencial es cero, que se escoge por lo general en el infinito. 

Considerando que las partículas fundamentales y los núcleos tienen una carga Igual a la 
carga fundamental e, o un múltiplo ' e ella, la ecuación 21.16 sugiere la definición de una nueva 
unidad de energia, conocida como electronvolt, eV, introducida en la sección 9.6. Un electronvolt 
es igual al trabajo realizado sobre una partícula de carga e cuando se la mueve a través de una 
diferencia de potencial de un volt. Así, usando el valor de e y la ecuación 21.16, tenemos 

leV = (1.6022 X 10“C)(l V) = 1.6022 x 10” 

que es la equivalência dada en la sección 9.6. Una partícula de carga ve que se mueve a través 
de una diferencia de potencial AF gana una energia de vAF electronvolts. Algunos múltiplos 
convenientes dei electronvolt son el kiloelectronvolt (keV = 10^ eV), el megaelectronvolt 
(MeV = 10® eV) y el gigaelectronvolt (GeV = 10^ eV). Los aceleradores de partículas producen 
partículas cargadas con energias de vários MeV y mayores. La energia en reposo de las partículas 
fundamentales en electronvolts se dio en el ejemplo 19.3. 
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2110 lelación entre el potencial eléctrico y el campo eléctrico 

Consideremos dos puntos separados por una pequena distancia ds. Entonces la diferencia de poten¬ 
cial entre los dos puntos es dV. Si el campo eléctrico entre los dos puntos es S’, la fuerza sobre una 
carga g es F = y el trabajo hecho al mover la carga de Pj a P 2 dW^= ds = dí, donde 
es la componente dei campo eléctrico a lo largo de la línea P, P 2 . En este caso, la ecuación 21.16 se 
transforma en 


q<^sàs 


= — ds 


En consecuencia, la componente dei campo eléctrico a lo largo de la dirección correspondiente 
a un desplazamiento ds está dada por 

dV 

=- ( 21 . 17 ) 

ds 

El signo negativo muestra que el campo eléctrico apunta en la dirección en que disminuye el poten¬ 
cial eléctrico. Por tanto, 

el campo eléctrico es igual al negativo de la derivada direccional o gradiente dei poten¬ 
cial eléctrico, 

relación similar a la dei campo gravitatorio, ecuación 11.21. 

La ecuación 21.17 indica que el campo eléctrico se puede expresar también en volts/metro, 
unidad equivalente a newton/coulomb que dimos antes. Esto se puede ver de la forma siguiente: 


joule 

coulomb metro 


newton metro 
coulomb metro 


newton 

coulomb 


Por costumbre se prefiere el término volt/metro, abreviado V m“^ a N para referirse a las 
unidades de campo eléctrico. La ecuación 21.17 se utiliza para bailar el potencial eléctrico V cuan- 
do se conoce el campo é’y viceversa. 


EJEMPLO 218 

Potencial eléctrico en un campo eléctrico uniforme. 


t> Ilustraremos el uso de la ecuación 21.17 para el caso de un campo eléctrico uniforme. Colocando el eje 
X paralelo al campo (Fig. 21.20), podemos escribir ^ = -dVIdx. Como ê‘es constante y suponemos que 
V = 0 en X = 0, integrando obtenemos. 


cf d.Y 


V= -(Tx 


(21.18) 


En la figura 21.21 se ha representado esta relación. Debemos tener en cuenta que, debido al signo nega¬ 
tivo de la ecuación 21.18, el campo eléctrico apunta en la dirección en que el potencial disminuye. 
Cuando tenemos dos puntos x, y X 2 , la ecuación 21.18 da V, = -S'x^ y ^2 “ “'^•^ 2 - Restando, tenemos 


X,) o, haciendo d ■ 


X,, obtenemos 


Vi-V, 


(21.19) 


Aunque esta relación es válida únicamente para campos eléctricos uniformes, se puede utilizar para 
estimar el campo eléctrico promedio entre dos puntos separados por una distancia d, si se conoce la dife- 
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Figura 21.20 Campo eléctrico uniforme. 


Figura 21.21 Variaciones deá’y V para un campo 
eléctrico uniforme. 


rencia de potencial V, - Vj Qu© existe entre los dos puntos. Cuando la diferencia de potencial - V 2 es 
positiva, el campo apunta en la dirección que va de Xj a X 2 , y si es negativa apunta en la dirección opuesta. 


21.11 Potencial eléctrico de una carga puntual 

Para obtener el potencial eléctrico debido a una carga puntual, utilizamos la ecuación 21.17, donde 
se sustituye s por la distancia r, puesto que el campo eléctrico está a lo largo dei radio, esto es, 
é’= -áV/ár. Recordando la ecuación 21.9, qlATie^r^y podemos escribir 


I q _ áV 

AtíEq ár 

Integrando, 




q f ^ 

AtiSq J 


o 


V = 


q 

AnsQr 


+ C 


Se acostumbra suponer V=0 para r = 00 , como en el caso gravitatorio, de modo que C = 0. Entonces 


V = 


q 

AnsQr 


( 21 . 20 ) 


que da el potencial eléctrico a una distancia r de la carga. La expresiõn 21.20 se pudo haber obteni- 
do sustituyendo -GM por qlATre^ en la ecuación 11.19. En la fórmula correspondiente para el cam¬ 
po gravitatorio, el signo negativo se escribió de manera explícita porque la interacción gravitatoria 
siempre es de atracción. Sin embargo el potencial eléctrico puede ser positivo o negativo, depen- 
diendo dei signo de la carga q. 

Si tenemos varias cargas q^ ^ 2 » ^ 3 »—» potencial eléctrico en un punto P (Fig. 21.7) es la 

suma escalar de sus potenciales individuales. Esto es 

K- I ^2 ^ ^3 1 Y^qj 

AtíEqY^ AiíEQrj AnBQrj, AtiBq ,• 

Si colocamos una carga q' a una distancia r de la carga la energia potencial dei sistema es 
E = q'y> o 

p 

E =-^ 

^ 47180 r 


( 21 . 21 ) 
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y la energia potencial de un sistema de cargas es 


( 21 . 22 ) 


todos los pares HTZEq f 


Esta ecuación es importante, por ejemplo, para calcular la energia de un átomo o de una molécula, 
ya que son grupos de electrones cargados negativamente y de núcleos cargados positivamente. 
Nótese que, aunque la fuerza eléctrica es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, la 
energia potencial eléctrica sólo varia proporcionalmente al inverso de la distancia. 

Las superficies que tienen el mismo potencial eléctrico en todos sus puntos, es decir V = 
const., se conocen como superfícies equipoíenciales. En cada punto de una superfície equipotencial 
la dirección dei campo eléctrico es perpendicular a la superfície, ya que, según la ecuación 21.16, el 
trabajo realizado por la fuerza eléctrica es cero cuando una carga se mueve sobre una superficie 
equipotencial. Esto es, las lineas de fuerza son ortogonales a las superficies equipotenciales. (Re- 
cuerde el tratamiento de la sección 11.8 para el campo gravitatorio.) Para un campo uniforme 
vemos, de la ecuación 21.18, que V = const. implica x = const. y, por tanto, las superfícies equipo¬ 
tenciales son planos perpendiculares al campo, representados por las lineas punteadas en la figura 
21.20. Para una carga puntual, la ecuación 21.20 indica que las superfícies equipotenciales son las 
esferas r = co/15/., representadas por las lineas punteadas en la figura 21.13(a) y (b). Las superfícies 
equipotenciales para dos cargas se indican con las lineas punteadas en las figuras 21.14 y 21.15. 


EJEMPLO 219 

Energia potencial eléctrica de la carga dei ejemplo 21.1. 

[> Remitiéndonos a la figura 21.6 y usando la ecuación 21.20, los potenciales eléctricos producidos en C 
por las cargas q^y q 2 situadas en A y fi son, respectivamente. 


Kl = —11.2 X 10^ V 
47160/" 1 


47reo/"2 


-9.0 X 10® V 


Asi, el potencial eléctrico total en C es V= Vj + V 2 = 2.2 x 10® V. La energia potencial de la carga q^ 
es entonces 

£p = 43 L = (0.2 X 10-3C)(2.2 x 10® V)-4.4 x lO^J 

Si comparamos este ejemplo con el 21.4, vemos la diferencia entre manejar el campo eléctrico y el 
potencial eléctrico. 


EJEMPLO 2110 

Energia de un electrón en un átomo de hidrógeno. 

O La energia potencial de un electrón que se mueve en un átomo de hidrógeno a una distancia de 0.53 x 
10“’® m dei protón es 


(8.987 X 10^)( 1.6022 x 10“ 


= -4.353 X 10“‘®J= -27.2eV 


donde se ha tomado en cuenta que el electrón y el protón tienen cargas opuestas, es decir q-ey q' - 
-e y se ha usado la ecuación 21.12. Para obtener la energia total dei electrón debemos incluir su energia 
cinética = \mv^, la cual, si usamos el valor de la velocidad v encontrado en el ejemplo 21.2 (o/= 4.13 
X 10’® rad s“’, v= cor= 2.189 x 10® m s“’) es de 2.177 x 10“’^ J = 13.6 eV. Asi pues, la energia total es 

£ = £p + £k= -2.177 X 10“i®J= -13.6 eV 



EJEMPLO 2111 

Potencial eléctrico producido por un filamento rectilíneo largo con carga X por unidad de longitud. 


O En elejemplo 21.6 demostramos que el campo eléctrico a una distancia R dei filamento (Fig. 21.18) es 
S’ = X/lne^R. Para hallar el potencial eléctrico utilizamos la relación S’ = -dVldR, obteniendo 


__ ^ 

dR 2 tieq R 

Integrando, 

- \n R + C 

2 %Sq 


dF 


2mQ 


ÜK 


En este caso se acostumbra asignar el cero dei potencial al punto donde /? = 1, lo que da C = 0. Por tanto, 
tenemos que el potencial eléctrico es 

V= - In R 

27ZSq 

Nótese que en este caso el potencial no es cero en el infinito. 


EJEMPLO 21.12 
El dipolo eléctrico. 

[> Un dipolo eléctrico está formado por dos cargas iguales y de signo opuesto -t-q y -q separadas por una 
distancia a muy pequena (Fig. 21.22). Aunque en un dipolo eléctrico las dos cargas son iguales y opues- 
tas, lo que significa una carga neta cero, el hecho de que estén ligeramente desplazadas es süficiente para 
producir un campo eléctrico. En muchas sustancias, como el H 2 O, los centros de las cargas positivas y 
negativas de la molécula están ligeramente separados, semejando así dipolos eléctricos. Décimos enton- 
ces que la sustancia está compuesta por moléculas polares. 

El momento dípolar eléctrico, F, se define como 

F = qa (21.23) 

donde a es el vector desplazamiento desde la carga negativa a la positiva. El potencial eléctrico en un 
punto R debido al dipolo eléctrico es, usando la ecuación 21.20, 


V = J_ - _L ~ ^1) 

Aneo Vi /■2/ Anso r^r2 

Si la distancia a es muy pequena en comparación con r, podemos hacer r 2 - Tj = a cos 9y = r^, lo que 
da como resultado 


qa COS 9 

- 

Ansor^ 

Haciendo P = qa obtenemos finalmente 


Pcos 9 
Ansgr^ 


(21.24) 


Por tanto, el potencial eléctrico de un dipolo varia como r~^ en lugar de que es el caso de una car¬ 
ga puntual. 
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Figura 21.23 Líneas de fuerza dei campo eléctrico de un dipolo 
eléctrico. Éste es, por ejemplo, el campo eléctrico existente alrededor de 
una molécula polar como la de CO. El campo alrededor de la molécula 
de HjO es aún más complejo. 


No calcularemos el campo eléctrico de un dipolo, que en este caso depende de r y 0, pero cuando 
se utiliza la ecuación 21.24 encontramos que el campo varia como r~^ en lugar de hacerlo como r~^, que 
corresponde al campo de una sola carga. Por ejemplo, a lo largo dei eje dei dipolo, 0= 0, 7= PIAne^r^ y 
el campo eléctrico es 


dr 4716o 


(21.25) 


En la figura 21.23 se indican las líneas de fuerza dei campo producido por un dipolo eléctrico. 


EJEMPLO 2113 

Fuerza y torque producido por un campo eléctrico aplicados sobre un dipolo eléctrico. 


t> Cuando se coloca un dipolo eléctrico en un campo eléctrico, se produce una fuerza sobre cada carga dei 
dipolo (Fig. 21.24). La fuerza resultante es F = qS + {-qS' ) = q{g- S'), donde ê y S' son los valores 
dei campo en y -q. Nótese que si el campo es uniforme, de modo que S tenemos F = 0. Por 
tanto, la fuerza resultante producida por un campo eléctrico uniforme sobre un dipolo eléctrico es cero. 

Cuando el campo eléctrico no es uniforme (Fig. 21.25) y el dipolo está orientado paralelamente 
al campo, entonces, tomando el eje X a lo largo de la dirección dei campo, 

S — S = ( — la 

\dxj 


y por tanto 


F = qi^ 


(21.26) 
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Figura 21.24 Fuerzas y Iorque que actúan sobre un dipolo 
eléctrico situado en un campo externo. 


Campo 

fuerte 



Figura 21.25 Dipolo eléctrico en un campo externo no 
uniforme, F' >F. El dipolo se mueve hacia el lugar donde 
el campo es más fuerte. 


Este resultado muestra que 

un dipolo eléctrico orientado en el sentido de un campo eléctrico tiende a moverse en la direc- 
ción en la que el campo aumenta; pero si el dipolo está en el sentido opuesto al campo, tiende a 
moverse en la dirección en que el campo disminuye. 

Por ejemplo, cuando se coloca una molécula polar, como CO o H 2 O, en un campo eléctrico no 
uniforme, la molécula tiende a desplazarse hacia la región en que el campo es más intenso, 

Un campo eléctrico produce un torque que tiende a alinear al dipolo a lo largo dei campo. Como 
se puede ver en la figura 21.24, las fuerzas q^y -qS ejercidas sobre las cargas que componen el dipolo 
forman un par cuyo torque, con respecto a O, es 


P X 


X = (^a) X (qS) + (-ia) x (-qê)=a x {qS) = (qa) x 

De la expresión anterior, así como de la figura, vemos que 

el torque de un campo eléctrico tiende a alinear al dipolo paralelamente al campo. 

Por tanto, cuando se coloca en un campo eléctrico una sustancia cuyas moléculas son polares, 
las moléculas tienden a orientar sus dipolos eléctricos a lo largo dei campo. Décimos que la sustancia 
está polarizada. La magnitud dei torque sobre el dipolo es r= sen 0, donde 0es el ângulo que hay 
entre F y <^, y su dirección es la que se indica en la figura 21.24. 

La energia potencial de un dipolo eléctrico colocado en un campo eléctrico es 


qV~qV' = q{V- V) 


-qa 


(V-V] 


y, usando la ecuación 21.17, encontramos que el último factor es la componente dei campo paralela 
a a. Así pues, si 6 es el ângulo entre el dipolo y el campo eléctrico, = -qai^ = -qaS" cos 9, o 

E^= ~Pê cose = -P'i (21.27) 

La energia potencial es mínima cuando 0 = 0, lo que indica que 

el dipolo está en equilíbrio cuando está orientado de manera paralela al campo. 

Como la magnitud dei torque es -Pé’ sen 0, en la que se introduce el signo menos porque el 
torque se opone al desplazamiento angular, podemos ver que T = -dEJdO. 
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2112 Relaciones de energia en un campo eléctrico 

La energia total de una partícula cargada o ion de masa m y carga q que se mueve en un campo 
eléctrico es 

£ = + -Ep = + qV (21.28) 

Cuando el ion se mueve de la posición Pj (donde el potencial eléctrico es Vj) a la posición P 2 
(donde el potencial es V 2 ), la ecuación 21.28, combinada con el principio de conservación de la 
energia, da j)7ivf+qV^ = jmv^+qV 2 , que podemos expresar como 

{mvl - {mv\ = q{V^- V^) (21.29) 

En la ecuación 21.29 se observa que una partícula con carga positiva {q > 0) gana energia cinética 
cuando se mueve de un potencial mayor a uno menor (Fj > V 2 ), mientras que para que una partícula 
con carga negativa {q < 0) gane energia, tiene que moverse bacia un potencial mayor {V^ < V 2 ). Así, 
los protones se mueven en la dirección en que disminuye el potencial eléctrico, mientras que los 
electrones lo hacen en la dirección en que el potencial àumenta. Por tanto, cuando existe una región 
en donde hay cargas positivas y negativas, como en un plasma, y se aplica un campo eléctrico, las 
cargas tienden a separarse (Fig. 21.26). 

Si hacemos AF = F 2 - Fj y disponemos nuestro experimento de tal modo que en Pj los iones 
tengan velocidad cero (^j = 0), la ecuación 21.29 eliminando subíndices, se convierte en 

(21.30) 

que da la energia cinética y la velocidad que adquiere una partícula cuando se mueve a través de 
una diferencia de potencial eléctrico AF. La ecuación 21.30 es parecida a la relación = mgh (o 
= 2ç^), que da el aumento de energia cinética de un cuerpo cuando cae desde una altura h en el 
campo gravitatorio terrestre. Éste es, por ejemplo, el principio aplicado en los aceleradores 
electrostáticos y en la aceleración de electrones en un tubo de televisión. 

El acelerador electrostático de Van de Graaff (Fig. 21.27), muy usado para acelerâr partículas 
cargadas, consiste en un tubo al vacío entre cuyos extremos se aplica una diferencia de potencial. En 
un extremo hay una fuente de iones que inyecta partículas cargadas al tubo. Las partículas llegan al 
otro extremo con una energia cinética dada por la ecuación 21.30. Estos iones rápidos inciden sobre 
un blanco hecho de un material escogido según la naturaleza dei experimento. El resultado de la 
colisión puede ser una dispersión de las partículas incidentes o algún tipo de reacción nuclear según 
la energia, el tipo de partículas y el objetivo. La energia de los iones que llegan se transfiere al objeti¬ 
vo, que, por tanto, debe enfriarse de manera constante, ya que de no ser así podría fundirse o vaporizarse. 


EJEMPLO 2114 

El potencial en un acelerador de Van de Graaff (Fig. 21.27) es de 4.0 x 10® V. Las partículas son protones 
(o iones de hidrógeno). La fuente de iones ioniza l.OOx 10"^g dehidrógeno atómico, equivalente a 
5.98 X IO*"* protones cada segundo. Hallar la velocidad de los protones cuando chocan con el blanco 
y la energia que se transfiere a éste por segundo. 

l>La ecuación 21.30, }mv^ = ^AF, da 1 ;= (2qAV/my^^ para la velocidad de los protones cuando dan en el 
blanco. Haciendo AF = 4.0 MeV y usando el valor de qlm para los protones (véase la Tabla 21.1), 
obtenemos v= 2.77 x 10^ m s"*. Los protones llegan al objetivo con una energia cinética de 4 MeV, que 
se transfiere al blanco. 

La potência requerida para operar el acelerador depende de la cantidad de protones que son 
acelerados por segundo. Si la fuente de iones produce n iones por segundo, entonces la potência está 
dada por P = n^AF. Como la fuente de iones produce 5.98 x 10*'* protones cada segundo, la potência es 


= qAV o = 2 


Potencial 
más alto £ 



Cargas positivas 
y negativas 


Figura 21.26 Movimiento de 
iones positivos y negativos en un 
campo eléctrico 
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Figura 21.27 Diagrama 
simplificado de un acelerador 
de Van de Graaff. Un motor de 
alta velocidad mueve mediante 
dos poleas un cinturón hecho de 
un material aislante. El cinturón 
recoge la carga eléctrica de una 
fuente de voltaje colocada en el 
extremo inferior y la lleva hacia 
arriba. Un colector recoge la 
carga y la deposita en la esfera 
metálica en la parte superior, 
estableciendo así un alto 
voltaje. En el extremo dei tubo 
que está a alto voltaje se 
producen iones positivos que 
son acelerados hacia abajo a lo 
laigo dei tubo por la diferencia 
de potencial existente entre la 
esfera y el potencial en el otro 
extremo dei tubo. 



Blanco 


P = (5.98 X 10^^s"i)(1.60 X 10"^^C)(4.0 x 10^V) = 383W 
Ésta es también la energia transferida al objetivo cada segundo. 


PREGUNTÂS 

21.1 Establezca las principales diferencias y semejanzas entre 
la ley de atracción gravitatoria y la de la interacción eléctrica. 

21.2 Suponga que F es la fuerza entre dos cargas eléctricas 
separadas por una distancia r. Represente los puntos correspon- 
dientes a la fuerza cuando la separación es de |r, 2r y 3r. Una 
los puntos mediante una curva continua para mostrar cómo varia 
la fuerza eléctrica en relación con la distancia. 

21.3 Una particula con carga positiva entra en una región 
donde hay un campo eléctrico uniforme. Describa el movimien- 
to de la particula si la velocidad inicial está (a) en la dirección 
dei campo, (b) directamente opuesta al campo y (c) formando 
un ângulo con respecto al campo. 

21.4 Suponga que Fp es la energia potencial de dos cargas 
eléctricas separadas por una distancia r. Represente gráficamen¬ 
te los puntos correspondientes a la energia potencial cuando la 
separación es de }r, 2r y 3r. Una los puntos con una curva 


continua para mostrar cómo varia el potencial eléctrico en 
relación con la distancia. 

21.5 Considere un electrón que se mueve alrededor de un 
protón en un átomo de hidrógeno. ^La fuerza que áctúa sobre el 
electrón es central? ^Qué magnitudes dinâmicas son constantes 
dei movimiento para el electrón? 

21.6 Si la Tierra y el Sol están compuestos por partículas 
cargadas eléctricamente, ^por qué el movimiento de la Tierra 
alrededor dei Sol está descrito enteramente en términos de la 
atracción gravitatoria? 

21.7 Represente la variación dei campo y el potencial 
eléctricos de un filamento recto cargado, muy largo, como 
función de la distancia R al filamento. 

21.8 Si una carga eléctrica se mueve a lo largo de una línea 
de fuerza en la dirección dei campo eléctrico, ^cómo varía la 
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energia potencial de la carga cuando ésta es (a) positiva, 

(b) negativa? En cada caso ^cuál es el signo dei trabajo hecho 
por el campo eléctrico? 

21.9 Represente la variación dei potencial eléctrico de un 
dipolo como función (a) de r para un ângulo fijo 0 y (b) de 0 
para una distancia fija r. 

21.10 ^Por qué podemos decir que la carga está cuantizada? 

^La masa también está cuantizada? 

21.11 ^De qué manera se mueve un dipolo eléctrico en un 
campo eléctrico (a) uniforme, (b) no uniforme? 

21.12 Explique por qué el campo eléctrico resultante de un 
dipolo eléctrico no es cero, a pesar dei hecho de que está 
compuesto por dos cargas de igual magnitud y signos opuestos? 

PROBLBáÁS 

21.1 (a) Encuentre la fuerza eléctrica de repulsión que hay 
entre los dos protones de una molécula de hidrógeno. Su 
separación es de 0,74 x 10“*® m. (b) Compare la fuerza eléctrica 
con su atracción gravitatoria. 

21.2 Compare la fuerza eléctrica de atracción entre el protón 
y el electrón de un átomo de hidrógeno con su atracción 
gravitatoria, suponiendo que el electrón describe una órbita 
circular de 0.53 x 10"'® m. 

21.3 Dos bolas idênticas de masa m tienen cargas iguales q. 
Están unidas a dos cuerdas de longitud / que cuelgan dei mismo 
punto. (a) Encuentre el ângulo 0 que las cuerdas forman con la 
vertical cuando se alcanza el equilibrio. (b) Dibuje un esquema 
de las fuerzas que actúan sobre cada bola y su resultante. 

21.4 Una carga de 2.5 x 10“^ C está situada en un campo 
eléctrico uniforme de 5 x lO'* N C~* dirigida hacia arriba. Calcule 
el trabajo dei campo eléctrico realizado sobre la carga cuando 
ésta se mueve (a) 0.45 m a la derecha, (b) 0.80 m hacia abajo y 

(c) 2,60 m hacia arriba de la horizontal con un ângulo de 45°. 

21.5 Se lanza un electrón hacia un campo eléctrico uniforme 
de 5 000 N C"* que apunta hacia arriba. La velocidad inicial dei 
electrón es de 10^ m s“^ con un ângulo de 30° por encima de la 
horizontal. Calcule (a) el tiempo requerido para que el electrón 
alcance su altura máxima, (b) la máxima distancia que alcanza 
el electrón verticalmente por encima de su posición inicial y 

(c) la distancia horizontal que recorre hasta que el electrón regresa 
a su elevación original, (d) Trace la trayectoria dei electrón. 

21.6 Dos cargas puntuales, 5 juC y -10 fiC, están separadas 
1 m. (a) Halle el módulo, la dirección y el sentido dei campo 
eléctrico en un punto que está a 0,6 m de la primera carga y a 
0.8 m de la segunda, (b) ^En qué punto el campo eléctrico 
debido a estas dos cargas es igual a cero? (c) Calcule el punto a 
lo largo de la línea que une las cargas donde el campo eléctrico 
de cada carga es idêntico en módulo, dirección y sentido. 


21.13 Un haz de protones es acelerado en un acelerador lineal. 
La fuente de iones está en un extremo dei tubo y el objetivo en 
el otro. ^Qué extremo está a potencial más alto? ^Cuál es la 
dirección dei campo eléctrico? Represente gráficamente la 
energia cinética y la velocidad de los protones como función de 
la distancia a lo largo dei tubo. 

21.14 Represente gráficamente las líneas de fuerza dei campo 
eléctrico resultante de dos dipolos eléctricos idênticos: cuando 
(a) están alineados a lo largo de la línea que los une y con sus 
“extremos” positivos apuntando en la misma dirección, y 
cuando están orientados con los “extremos” positivos apuntando 
uno hacia el otro; (b) son perpendiculares a la línea que une sus 
centros y con sus “extremos” positivos apuntando hacia “arriba” 
y cuando están orientados de modo que un “extremo” positivo 
apunte hacia “arriba” y el otro hacia “abajo”. 


21.7 Una pequena esfera de 2 x 10~^ kg de masa cuelga de 
una cuerda entre dos placas paralelas verticales separadas 0.05 
m. La carga de la esfera es de 6 x 10~^ C. Calcule la diferencia 
de potencial que hay entre las placas si la cuerda hace un ângulo 
de 10° con la vertical. 

21.8 El campo eléctrico que hay entre las placas de desvia- 
ción de un osciloscopio es de 3,0 x lO'* N C“*. Calcule (a) la 
fuerza que experimenta un electrón en esta región y (b) la 
aceleración que adquiere cuando actúa sobre él una fuerza de 
esta magnitud. Compare este valor con la aceleración de la 
gravedad. 

21.9 Existe un campo eléctrico uniforme entre dos placas 
paralelas con cargas opuestas. Se libera un electrón desde el 
reposo sobre la superfície de la placa negativa y alcanza la 
superfície de la placa opuesta, colocada a 2.0 X 10”^ m de la 
otra, en un intervalo de tiempo de 1.5 x 10"® s. (a) Calcule la 
intensidad dei campo eléctrico y (b) la velocidad dei electrón 
cuando llega a la segunda placa, (c) ^Cuál es la diferencia de 
potencial que hay entre las placas? 

21.10 Tres cargas positivas, 2 x 10"^ C, 1 x 10"^ C y 3 x 10"^ C 
están en Knea recta, con la segunda carga en el medio. La separa¬ 
ción entre cargas adyacentes es de 0.10 m. Calcule (a) la 
fuerza resultante ejercida sobre cada carga debida a las otras 
dos, (b) la energia potencial de cada carga debida a las otras dos 
y (c) la energia interna dei sistema, (d) Compare la energia 
interna dei sistema con la suma de las energias potenciales y 
explique cualquier diferencia que obtenga. 

21.11 Una carga de 25 x 10"^ C está colocada en el origen de 
un sistema de coordenadas. Una segunda carga de -25 x 10~^ C 
está colocada en = 6 m, y = 0 m. Calcule el campo eléctrico en 
(a) X = 3 m, y = 0 m y (b) = 3 m, y = 4 m. 

21.12 Una gota de aceite de 3 x 10"*'* kg de masa y 2 x 10“^ m 
de radio lleva 10 electrones extra. ^Cuál es su velocidad termi¬ 
nal si cae en (a) una región donde no hay campo eléctrico y 
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(b) un campo eléctrico cuya intensidad es 3 x 10^ N C“*, 
dirigido hacia abajo? La viscosidad dei aire es de 
1.80 X 10“^ N s m“^. Desprecie la fuerza de empuje dei aire. 

21.13 Se observa que una gota de aceite cargada, en un apa¬ 
rato de Millikan, cae una distancia de 1 mm en 27.2 s en 
ausência de campo eléctrico. La misma gota se mantiene 
estacionaria en un campo eléctrico de 2.37 x 10'^ N C~k Calcule 
el número de electrones en exceso que porta la gota. La 
viscosidad dei aire está dada en el problema 21.12 y la densidad 
dei aceite es de 800 kg m“^. 

21.14 El potencial eléctrico a una cierta distancia de una carga 
puntual es de 600 V y el campo eléctrico de 200 N C“k 

(a) Calcule la distancia a la carga puntual. (b) Calcule la 
magnitud de la carga. 

21.15 La carga máxima que puede retener la terminal esférica 
de un acelerador de mn de Graaff grande (véase la Fig. 21.27) 
es de cerca de 10“^ C. Suponga que se tiene una carga positiva 
de esta magnitud, distribuida uniformemente sobre la superfície 
de la esfera, de 3.0 m de diâmetro, en un espacio que sin la 
esfera estaria vacío. (a) Calcule la magnitud dei campo eléctrico 
en un punto exterior a la esfera a 5.0 m de su centro, (b) Si se 
libera un electrón en este punto, calcule la magnitud y dirección 
de su aceleración inicial, (c) Calcule su aceleración justo antes 
de que golpee la esfera, (d) Calcule la velocidad con la que 
golpeará a la esfera si se le libera desde el reposo a 5.0 m dei 
centro de ésta. 

21.16 Dos cargas puntuales, 2 x 10"^ C y 3 x 10“^ C, están 
separadas 0.1 m. Calcule el campo eléctrico resultante y el 
potencial (a) en el punto medio entre ellas, (b) en un punto que 
está a 0.04 m de la primera y sobre la línea entre ellas, (c) en un 
punto que está a 0.04 m de la primera, en la línea que las une, 
pero fuera de ellas y (d) en un punto que está a 0.1 m de cada 
una. (e) i,En qué puntos el campo eléctrico es igual a cero? 

21.17 Remítase al problema anterior y calcule el trabájo 
requerido para mover una carga de 4 x 10“^ C desde el punto 
senalado en el inciso (c) hasta el punto senalado en el (d). i,Es 
necesario especificar la trayectoria? 

21.18 Cargas iguales, cada una de 1 /rC, están situadas en los 
vértices de un triângulo equilátero de 0.1 m de lado. Calcule 

(a) la fuerza y la energia potencial de cada carga como resultado 
de la interacción con las otras dos, (b) el campo eléctrico 
resultante y el potencial en el centro dei triângulo y (c) la 
energia potencial interna dei sistema. 

21.19 (a) Remítase al problema anterior y haga un diagrama de 
las líneas de fuerza dei campo eléctrico producido por las tres 
cargas, (b) Dibuje las superfícies equipotenciales (en realidad su 
intersección con el plano dei triângulo). 

21.20 Se tiene un número infinito de cargas positivas y 
negativas, ±g, colocadas alternadamente a lo largo de una recta. 
Todas las cargas están separadas por la misma distancia r (Fig. 
21.28). Verifique que la energia potencial de cualquiera de las 


cargas es = {-q^IlTteQr) In 2. (Sugerencia: Vea la Ec. B.24 dei 
Apend. B.) 

---©0@O©0©0©-- 

Q 

Figura 21.28 

21.21 Un anillo de radio a tiene una carga q distribuida 
uniformemente a lo largo de su circunferência. Calcule (a) el 
potencial eléctrico y (b) el campo eléctrico en los puntos a lo 
largo dei eje perpendicular que pasa por el centro dei anillo, en 
función de la distancia a dicho centro. 

21.22 Un disco de radio R tiene una carga a por unidad de 
área. Calcule el potencial y el campo eléctricos en los puntos 
que están sobre el eje perpendicular que pasa por el centro dei 
disco. (Sugerencia: Divida el disco en anillos y sume la 
contribución de todos ellos.) 

21.23 Establezca una relación numérica que dé la velocidad 
(en m s”’) de (a) un electrón y (b) un protón en función de la 
diferencia de potencial (en V) a través de la cual se mueven, 
suponiendo que se hallaban inicialmente en reposo. Suponga, 
también, que las partículas no alcanzan velocidades relativistas. 

21.24 Se establece una diferencia de potencial de 1 600 V 
entre dos placas paralelas separadas 0.04 m. Se libera un 
electrón de la placa negativa en el mismo instante en que un 
protón se libera de la placa positiva, (a) qué distancia de la 
placa positiva estarán cuando se crucen? (b) ^Cómo son sus 
velocidades, una con respecto a la otra, cuando llegan a las 
placas opuestas? (c) i,Cómo son sus energias, una con respecto a 
la otra, cuando llegan a las placas opuestas? 

21.25 Un electrón es acelerado desde el reposo, a través de 
una diferencia de potencial de 1.8 x 10^ V, en un tubo de rayos 
X. (Observe que el electrón se empieza a hacer relativista.) 

Calcule (a) su energia cinética en eV y (b) su velocidad cuando 
llega al ânodo. 

21.26 Remítase al acelerador lineal ilustrado en la figura 20.8. 
Secciones alternas dei tubo están conectadas entre si y una 
diferencia de potencial oscilatória se aplica entre los dos 
conjuntos, (a) Demuestre que para que el ion esté en fase con el 
máximo potencial de oscilación cuando cmza de una sección de 
tubo a la siguiente, la longitud de las secciones de tubo adyacentes 
debe ser donde Lj es la longitud de la primera sección 

de tubo. (b) Encuentre L, si el máximo voltaje de aceleración es 
Vq y su frecuencia es v. (c) Calcule la energia dei ion que sale 
dei n-ésimo tubo (considere el caso no relativista). 

21.27 Suponga que la diferencia de potencial entre la terminal 
de un acelerador de Van de Graaff y el punto en que las cargas 
son recogidas por el cinturón móvil es de 2 x 10^ V. Si el 
cinturón aporta a la terminal una carga negativa a razón de 2 x 
10"^ C s~* y recoge carga positiva con la misma rapidez, calcule 
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la potência que debe gastarse para mover el cinturón en contra 
de las fuerzas eléctricas, 

21.28 Un acelerador lineal, con una diferencia potencial de 
800 kV, produce un haz de protones que porta una carga de 
10"^ C s"*. Calcule (a) el número de protones que llegan al objetivo 


por segundo, (b) la potência requerida para mantener el haz de 
protones y (c) la velocidad de los protones cuando golpean el 
objetivo, (d) Dado que los protones pierden el 80% de su 
energia en el objetivo, calcule la rapidez, en cal s“*, con la que 
debe retirarse energia en forma de calor para mantener constante 
la temperatura dei objetivo. 
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22.1 Cinturones de radiación de Van Allen 


Sir Joseph John Thomson, mientras 
estudiaba las propiedades de los rayos 
catódicos, descubrió (en 1897) 
que éstos están formados por partículas 
con cargas eléctricas negativas, con 
una masa más de 1 000 veces menor 
que la de los átomos; de este modo 
estableció la existência de los 
“electrones”. Midió también su carga y 
comprobó que era la misma que la de 
los iones de la electrólisis. Thomson 
estudió extensamente las descargas 
eléctricas en gases y la estructura eléc¬ 
trica de la matéria. 


22.1 Introducción 

Los antiguos griegos observaron que ciertos minerales de hierro, como la magnetita, tienen la pro- 
piedad de atraer pequenos trozos de hierro. En estado natural, la propiedad la muestran el hierro, el 
cobalto, el manganeso y muchos compuestos de estos metales. No está relacionada con la gravedad 
puesto que no la poseen todos los cuerpos, y parece concentrarse en ciertos lugares dei mineral. 
Aparentemente tampoco está relacionada con la interacción eléctrica, debido a que ni las bolas de 
corcho ni los trozos de papel son atraídos por tales minerales. Por tanto, a esta propiedad física se le 
dio un nuevo nombre, magnetismo. El nombre se deriva de la antigua ciudad dei Asia Menor, 
Magnésia, en donde según la tradición, fue observado por primera vez el fenómeno. Las regiones 
de un cuerpo donde parece concentrarse el magnetismo se conocen como polos magnéticos. Un 
cuerpo magnetizado se conoce como imán. 

La Tierra misma es un gran imán. Por ejemplo, si suspendemos una varilla magnetizada en 
cualquier punto de la superfície terrestre y permitimos que gire libremente alrededor de la vertical, 
la varilla se orienta de modo que el mismo extremo apunta siempre hacia el Polo Norte geográfico. 
Este resultado muestra que la Tierra ejerce una fuerza adicional sobre la varilla magnetizada. Si la 
varilla no está magnetizada no se ejerce ninguna fuerza. 

Este experimento sugiere también que existen dos tipos de polos magnéticos. Podemos 
representar los dos tipos mediante los signos + y - o con las letras N y S, que correspondeu a los 
tipos de polos que se encuentran en el norte y en el sur terrestres, respectivamente. La experiencia 
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Figura 22.1 Interacción entre 
dos barras magnetizadas. 

(a) Polos diferentes se atraen. 

(b) Polos iguales se repelen. 




muestra que una barra magnetizada tiene polos opuestos en sus extremos. Dos barras magnetiza¬ 
das, colocadas como se muestra en la figura 22.1, se repelerán o se atraerán, dependiendo de si 
colocamos polos iguales o diferentes uno frente al otro. Así, concluimos que 

la interacción entre polos magnéticos iguales es de repulsión y entre polos magnéticos 

distintos es de atracción. 

Podríamos medir la intensidad de un polo magnético si definimos una masa o carga magné¬ 
tica e investigamos la dependencia de la interacción magnética con respecto a la distancia entre los 
polos. Antes de que los físicos entendieran la naturaleza dei magnetismo, éste fue el planteamiento 
adoptado. Sin embargo, aparece una dificultad fundamental cuando se intenta efectuar tales medi- 
ciones. Se han podido aislar experimentalmente cargas eléctricas positivas y negativas y asociar 
una cantidad definida de carga eléctrica a las partículas fundamentales que constituyen la matéria. 
Por el contrario, no ha sido posible aislar un polo magnético o identificar una partícula que tenga 
sólo un tipo de magnetismo, N o S. Además, los conceptos de polo magnético y masa magnética no 
son necesarios para la descripción dei magnetismo. Como veremos, las interacciones eléctrica y 
magnética están estrechamente relacionadas, y constituyen dos aspectos diferentes de una misma 
propiedad de la matéria, su carga eléctrica. De hecho, la experiencia ha mostrado que el magnetis¬ 
mo es una manifestación de las cargas eléctricas en movimiento con respecto al observador. Por tal 
razón, las interacciones eléctrica y magnética deben considerarse juntas bajo el nombre más gene¬ 
ral de interacción electromagnética. 

22.2 Fueria magnética sobre una carga en movimiento 

Puesto que observamos interacciones entre cuerpos magnetizados incluso cuando están separa¬ 
dos, podemos decir, en analogia con los casos gravitatorio y eléctrico, que un cuerpo magnetiza¬ 
do produce un campo magnético en el espacio que lo rodea. La dirección dei campo magnético 
en un punto dado está determinada por la dirección de la fuerza sobre el polo norte de un pequeno 
imán colocado en dicho punto. 

Cuando colocamos una carga eléctrica en reposo en un campo magnético, no se observa 
fuerza especial alguna ejercida sobre la carga. Pero cuando la carga eléctrica se mueve en una 
región en donde hay un campo magnético, se observa una fuerza que actúa sobre la carga, ade¬ 
más de las debidas a sus interacciones gravitatoria y eléctrica. 

Al medir, en el mjsmo punto de un campo magnético, la fuerza que experimentan dife¬ 
rentes cargas que se mueven de distinta manera, podemos obtener una relación entre la fuerza, la 
carga y su velocidad. Primero, se ha encontrado experimentalmente que la fuerza magnética ejerci¬ 
da sobre una partícula cargada que se mueve en la dirección dei campo magnético es cero y es 
máxima cuando se mueve perpendicularmente al campo magnético. De manera más precisa, 
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la fuerza ejercida por un campo magnético sobre una carga en movimiento es proporcio¬ 
nal a la carga eléctrica y a la componente de la velocidad de la carga en dirección 
perpendicular a la dirección dei campo magnético. 

Si a es el ângulo que hay entre la velocidad de la partícula y la dirección dei campo 
magnético, la componente de la velocidad perpendicular al campo magnético es v sen a. Por 
tanto, podemos expresar la fuerza magnética como (Fig. 22.2) 

F — q^v sena (22.1) 

El valor de ^ en cada punto se encuentra comparando el valor observado de F con los de q, v 
y a. Otro resultado experimental es que ^ puede variar de punto a punto, pero en cada uno de 

ellos es el mismo para todas las cargas y las velocidades. Esto indica que ^ es una propiedad dei 

campo magnético, que llamamos iníensldad dei campo magnético. Observe que la fuerza mag¬ 
nética es cero cuando a = 0 o sea cuando yes paralela a como lo indicamos anteriormente. Por 
otro lado, la fuerza magnética es máxima cuando a = ntl o sea cuando v es perpendicular a 
teniendo como resultado 

F = qv^ (22.2) 

Un segundo hecho experimental es que 

la dirección de la fuerza magnética es perpendicular al plano determinado 
por la velocidad de la carga y la dirección dei campo magnético, 

como se indica en la figura 22.2. El sentido se obtiene mediante la regia de la mano derecha y es 
opuesto para cargas positivas y negativas. ^ 

Podemos combinar estos resultados experimentales y, recordando las propiedades dei pro- 
ducto vectorial, expresar la fuerza magnética còmo el producto vectorial 

F = qv y. âê (22.3) 

Cuando la partícula se mueve en una región en la que hay tanto un campo eléctrico como 
uno magnético, la fuerza total es la suma vectorial de la fuerza eléctrica qS, y la fuerza magnética 
qv X éS. Esto es, 

F=q{SFvx^) (22.4) 

Esta expresión se conoce como fuerza de Loreníz porque fue identificada por primera vez en esta 
forma por Hendrik Lorentz. 

Como la fuerza magnética es perpendicular a la velocidad, su trabajo al mover la carga es 
cero. Por tanto, la fuerza magnética no produce cambio alguno ni en la magnitud de la velocidad ni 
en la energia cinética de la partícula; cambia sólo la dirección de la velocidad. 

De la ecuación 22.1, podemos definir la unidad de campo magnético como M(C m s"^) o 
kg s"^ C”^ Esta unidad se conoce como tesla, abreviado T, en honor a Nikola Tesla (1856-1943). 

Es decir, T = kg s"^ C“*. Un tesla corresponde al campo magnético que produce una fuerza de un 
newton sobre una carga de un coulomb que se mueve perpendicularmente al campo con una velo¬ 
cidad de un metro por segundo. 


Figura 22.2 Relación vectorial 
entre la fuerza magnética, el 
campo magnético y la velocidad 
de la carga. La fiierza es 
perpendicular al plano que 
contiene a ^ y u. 
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EJEMPLO 22.1 

Fuerza ejercida por el campo magnético de la Tierra sobre un protón de los rayos cósmicos. 

t> Consideremos al protón moviéndose inicialmente en el plano ecuatorial, perpendicularmente al campo 
magnético terrestre, con una velocidad de lO^m s~’. La intensidad dei campo magnético cerca de 
la superfície en el ecuador es :^ = 1.3 x 10“^ T. La carga dei protón csq = +e = 1.6 x 10"’^C. Por tanto la 
fuerza ejercida sobre el protón, usando la ecuación 22.2, es F = = 2.1 x 1 que es aproximada¬ 

mente 10^ veces mayor que la fuerza de atracción gravitatoria de la Tierra, m^g % 1.6 x 10~^^ N. La 
aceleración debida a la fuerza magnética es a = Fhn^- 1.2 x 10'° m s“^. Así, la aceleración magnética 
dei protón es también 10^ veces mayor que la aceleración de la gravedad . La fuerza magnética desvia 
la trayectoria dei protón incidente bacia el oeste. 


22.3 Movimíentô de una partícula cargada en un campo magnético uniforme 

Consideremos una partícula cargada que se mueve en un campo magnético uniforme, es decir, un 
campo que tiene la misma intensidad y dirección en todos sus puntos. Supongamos primero que la 
partícula se mueve en dirección perpendicular al campo (Fig. 22.3). Entonces la fuerza está dada 
por la ecuación 22.2. Como la fuerza es perpendicular a la velocidad, su efecto consiste en cambiar 
la dirección de la velocidad sin modificar la magnitud. Como vimos en el capítulo 8, esto produce un 
movimiento circular uniforme. Supondremos que la velocidad de la partícula es pequena comparada 
con c, de modo que podemos ignorar efectos relativistas. Entonces, la aceleración es centrípeta y 
mediante la ecuación de n^ovimiento 8.2 tenemos que F = mv^/r, con F dada por la ecuación 22.2. 
En consecuencia escribimos mv^jr = qv!^, de lo cual obtenemos 
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Por tanto, la velocidad angular co es independiente de la velocidad lineal v y sólo depende dei 
cociente qhn y dei campo La expresión 22.6 da el valor de w pero no su dirección. Recordamos 
que la aceleración en el movimiento circular uniforme se puede escribir en forma vectorial como 
a = íúY. V (Ec. 5.11) y, por tanto, la ecuación dei movimiento F = nm resulta ser moi x v = qv x 
Invirtiendo el producto vectorial dei lado derecho y dividiendo entre m, tenemos úíX v=-(qlm)^x v, 
que indica que 





@ 


(22.7) 

m 

que da la dirección y la magnitud de ía. El signo negativo indica que íú es opuesta a para una 
carga positiva y tiene la misma dirección para una negativa. Llamamos a úí frecuencia de ciclo- 
írón por motivos que explicaremos en la sección 22.5(iii). 

Se acostumbra representar un campo perpendicular a la hoja de papel mediante un punto (®) 
si está dirigido bacia el lector y con cruces (x) si está dirigida bacia la página. En la figura 22.4 se 
representa la trayectoria de una carga positiva (a) y una negativa (b) que se mueven perpendicular¬ 
mente a un campo magnético uniforme perpendicular a la página y dirigido bacia el lector. En (a) (a 
está dirigida bacia la página y en (b) bacia el lector. 


q positiva: S8 hacia fuera; 
í«í hacia dentro 
(a) 

@ 

@ 

@ 




q negativa: ® hacia fuera; 
íú hacia fuera 
(b) 


Figura 22.4 Trayectoria circular 
de cargas positiva y negativa en 
un campo magnético uniforme. 



Figura 22.5 Fotografia de las trayectorias de un electrón y un positrón en una câmara de niebla en 
un campo magnético uniforme dirigido hacia la página. El par electrón-positrón fue producido por un fotón 
según se muestra en el diagrama de la derecha. Como las partículas tienen cargas opuestas recorren espirales 
en sentidos contrários. Una câmara de niebla contiene una mezcla de gas y vapor, que puede ser de aire y vapor de 
agua. La trayectoria de una partícula cargada se hace visible mediante la condensación dei vapor sobre los iones 
dei gas, producidos por la interacción de la partícula cargada y las moléculas dei gas. La condensación dei vapor 
se obtiene enfriando la mezcla mediante una rápida expansión adiabática. Las câmaras de niebla, inventadas 
en 1911 por Charles f. R. Wilson (1869-1959), han sido sustituidas por otros dispositivos que dan una mejor 
definición de la trayectoria de una partícula, como la câmara de burbujas, inventada en 1952 por Donald Glaser 
y que utiliza hidrógeno líquido. 
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Figura 22.6 Trayectoria helicoidal de un ion positivo que se Figura 22.7 Fotografia tomada por Anderson de la 

mueve de manera oblicua a un campo magnético uniforme trayectoria de un positrón (electrón positivo) en una 

dirigido de izquierda a derecha. câmara de niebla a través de un campo magnético dirigido 

bacia la página. Esta fotografia constituyó la primera 
prueba experimental de la existência de los positrones, 
predichos teóricamente por Dirac. 

\ 

Entonces, la curvatura de la trayectoria de un ion en un campo magnético proporciona un 
medio para determinar el signo de la carga, si conocemos la dirección de su movimiento. En la 
figura 22.5 se muestran las trayectorias de varias partículas cargadas vistas con un dispositivo 
conocido como câmara de niebla, colocado en un campo magnético intenso perpendicular a la 
página. Nótese que las trayectorias se curvan hacia uno de los dos sentidos opuestos, indicando que 
algunas partículas son positivas y otras negativas. Se puede observar que algunas partículas descri- 
ben una espiral de radio decreciente. Esto indica que la partícula se está frenando mediante colisio- 
nes con las moléculas dei gas, lo cual tiene como resultado una disminución dei radio de la órbita 
debido a que su velocidad está disminuyendo. Si tenemos partículas cargadas que se mueven en un 
campo magnético uniforme cuya intensidad aumenta con el tiempo, las partículas tienden a agru- 
parse debido a que los rádios de las trayectorias disminuyen (recuerde la Ec. 22.5). En estas condi¬ 
ciones el campo magnético actúa como un compresor. Este efecto se utiliza en los reactores de 
fusión para concentrar partículas de plasma (véanse las Notas 26.1 y 40.3). 

Si una partícula cargada se mueve inicialmente en dirección no perpendicular al campo 
magnético, podemos separar la velocidad en sus componentes paralela y perpendicular al cam¬ 
po. La componente paralela no se ve afectada y la perpendicular cambia continuamente de direc¬ 
ción pero no de módulo. El movimiento es entonces la resultante de un movimiento uniforme 
paralelo al campo y un movimiento circular alrededor de éste, con velocidad angular dada por la 
ecuación 22.6. La trayectoria es una hélice, según se muestra en la figura 22.6 para un ion posi¬ 
tivo (recuerde el Ej. 8.3). 

EJEMPLO 22,2 
Descubrimiento dei positrón. 

o El positrón es una partícula fundamental que tiene la misma masa que el electrón pero carga positiva 
+e. Se encuentra en los rayos cósmicos y en la desintegración radiactiva de algunos núcleos, y se puede 
producir mediante colisiones en aceleradores de partículas. La existência de esta partícula fue predicha 
por Paul A. M. Dirac (1902-1984) unos cuantos anos antes de su descubrimiento experimental en 
1932 por Cari D. Anderson (1905-1991), quien obtuvo la fotografia de câmara de niebja de la figura 22.7. 
La banda horizontal es una plancha de plomo de 0.6 cm de grosor colocada dentro de la câmara de 
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niebla, y a través de la cual pasa la partícula. La parte inferior de la trayectoria de la partícula es menos 
curva que la superior, indicando que la partícula tiene menos velocidad y energia por encima de la 
plancha que bajo ésta. Por tanto, la partícula se mueve bacia arriba, ya que debe perder energia al atrave- 
sar la plancha. La curvatura dei rastro de la partícula y el sentido dei movimiento con respecto al campo 
magnético indican que la partícula es positiva. La trayectoria se parece mucho a la de un electrón, pero 
con carga positiva. De la ecuación 22.5 podemos escribir p = mv= q^r. Por tanto, si medimos r de la 
fotografia y suponemos que q = e, podemos calcular p. Mediante dicho cálculo, encontramos que p tiene 
un orden de magnitud que corresponde a una partícula con la misma masa que el electrón. Un análisis 
más detallado, que implica determinar la pérdida de energia al pasar por la plancha, nos permite hallar la 
velocidad de la partícula antes y después de pasar por la plancha. Podemos entonces calcular su masa m, 
obteniendo una completa concordância con la masa dei electrón. 


22.4 Movimiento de una partícula cargada en un campo magnético no uniforme 

Consideremos ahora el caso en que una partícula se mueve en un campo magnético no uniforme. 
De la ecuación 22.5, r = mv/q^, podemos ver que cuanto más intenso sea el campo magnético, 
menor será el radio de la trayectoria de la partícula cargada. Por tanto, si el campo magnético no es 
uniforme, la trayectoria no es circular. En la figura 22.8 se muestra un campo magnético dirigido de 
izquierda a derecha cuya intensidad aumenta en tal dirección. Una partícula cargada que ingresa al 
campo por la parte izquierda describe una hélice cuyo radio disminuye continuamente. Además, 
la componente de la velocidad paralela al campo disminuye (véase la Nota 26.2) y, por tanto, la 
distancia entre una vuelta de la hélice y la siguiente también disminuye, a medida que la partícula 
se mueve en la dirección en que aumenta la intensidad de campo. Si el campo magnético aumenta 
lo suficiente, la partícula se ve forzada a retroceder trazando una espiral antiparalela al campo. Por 
tanto, a medida que el campo magnético aumenta en intensidad, comienza a actuar como reflector 
de partículas cargadas, o sea, como un espejo magnético. Este efecto se utiliza para contener gases 
ionizados o plasmas (véase la Nota 26.2) y en experimentos de fusión (véase la Nota 40.3). 



Figura 22.8 Trayectoria de un ion positivo en un campo magnético no 
uniforme. El campo aumenta hacia Ia derecha. 


Figura 22.9 Movimiento plano de un ion que pasa por un campo 
magnético no uniforme perpendicular a la página y dirigido hacia el 
lector. El campo disminuye de izquierda a derecha. 
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Figura 22.10 Movimiento de 
partículas cargadas de los rayos 
cósmicos al entrar en el campo 
magnético de la Tierra. 


En la figura 22.9 se representa otra situación, en la que el campo magnético aumenta en 
intensidad de derecha a izquierda. También se indica la trayectoria de un ion positivo que entra per¬ 
pendicular al campo. Esta trayectoria se hace más curva hacia la izquierda, donde el campo es más 
intenso, que hacia la derecha, donde el campo es más débil. La trayectoria no es cerrada y la partícula 
se traslada a través dei campo magnético perpendicularmente a la dirección en que el campo aumenta. 


EJEMPLO 22.3 

Movimiento de iones en el campo magnético terrestre. 

I> Un ejemplo dei movimiento de iones en un campo magnético no uniforme es el caso de las partículas 
cargadas que llegan a la Tierra desde el espacio exterior, constituyendo parte de lo que conocemos co¬ 
mo rayos cósmicos. En la figura 22.10 se muestran de manera esquemática las líneas de fuerza dei 
campo magnético terrestre. Las partículas que inciden a lo largo dei eje magnético terrestre no sufren 
desviación alguna y llegan a la Tierra incluso si tienen una energia muy pequena. Las partículas que 
inciden formando un ângulo con el eje magnético describen trayectorias helicoidales. Las partículas 
que se mueven con poca velocidad pueden ser desviadas tanto que no llegan a la superfície terrestre. Las 
partículas que inciden en el plano dei ecuador magnético sufren la desviación más grande debido a que 
se mueven en un plano perpendicular al campo magnético. Por tanto, sólo las partículas con mayor 
energia que inciden en el plano dei ecuador magnético pueden llegar a la superfície terrestre. En otras 
palabras, la energia mínima que debe tener una partícula cósmica cargada para llegar a la superfície 
terrestre aumenta dei eje magnético al ecuador magnético terrestres. 

Otro efecto debido al campo magnético terrestre es la asimetría este-oeste de la radiación cósmica. 
Las partículas de signo opueSto son desviadas en direcciones contrarias por el campo magnético terrestre. 
Si los rayos cósmicos son preponderantemente positivos, debenamos observar que las partículas que llegan a 
la superfície terrestre al este dei cénit tendrán una mayor intensidad que las que llegan al oeste. Los resul¬ 
tados experimentales se inclinan fuertemente a favor de una mayoría de partículas cargadas positivamente. 


Baja energia, 
aproxiiiiadaniente polar 



Eje 

magnético 
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225 ijemplos de movimienío de parfículas cargadas en un camp© magnético 

En esta sección ilustraremos varias situaciones prácticas en las que una partícula cargada o ion se 
mueve en un campo magnético. 


(i) Espectrómetro de masas 

Consideremos el dispositivo ilustrado en la figura 22.11, donde / es una fuente de iones (para el 
caso de electrones puede ser un filamento caliente) y S^y S 2 son dos ranuras estrechas por las que 
pasan los iones, que son acelerados por la diferencia de potencial AV aplicada entre las ranuras. La 
velocidad de salida de los iones se calcula con la ecuación 21.30, \mv^=- qAV, que da 





AV 


( 22 . 8 ) 


En la región que está debajo de las ranuras existe un campo magnético uniforme que sale de la 
página. El ion, entonces, describirá una órbita circular, en una u otra dirección dependiendo dei 
signo de su carga q. Después de describir un semicírculo, los iones llegan a una placa fotográfica P, 
dejando una marca en la emulsión. El radio r de la órbita está dado por la ecuación 22.5, r = mvlq^, 
de la cual, despejando la velocidad, obtenemos 


V = 



(22.9) 


Combinando las ecuaciones 22.8 y 22.9 para eliminar v, se tiene 


q _ 2AV 
m 


( 22 . 10 ) 


que expresa el cociente qlm en términos de AV, âSy r. Podemos aplicar esta técnica a electrones, 
protones y cualquier otra partícula cargada o ion. Al medir la carga q independientemente, pode¬ 
mos obtener la masa de la partícula. 

El dispositivo de la figura 22.11 constituye un espectrómetro de masas, debido a que 
separa los iones de la misma carga y diferente masa m, puesto que según la ecuación 22.10, el radio 
de la trayectoria de cada ion será diferente dependiendo de su valor de qlm. Existen vários tipos de 
espectrómetros de masas, todos basados en el mismo principio. Los científicos que usan esta técni¬ 
ca descubrieron, en la década de los veinte, que los átomos dei mismo elemento químico no tienen 
necesariamente la misma masa. Como lo indicamos en la sección 1.3, las diferentes variedades de 
átomos de un elemento que difieren en su masa se conocen como isótopos. 

El dispositivo de la figura 22.11 se puede usar también para determinar cómo varia el 
momentum de una partícula cuando su velocidad cambia. La ecuación 22.5 puede expresarse en la 
forma p = q^r. Se ha encontrado entonces que, suponiendo que ^ permanece constante, p varia con 
respecto a la velocidad de la manera indicada por la ecuación 19.18; esto es 



Figura 22.11 Espectrómetro de 
masas de Dempster. / es una 
fuente de iones. Las ranuras S, y 
^2 sirven como colimadores dei 
haz de iones. A Ves la diferencia 
de potencial aplicada entre S, y 
52- P es una placa fotográfica que 
registra la llegada de los iones. 
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Figura 22.12 Experimento de 
Thomson para medir qhn. 

Los rayos catódicos (electrones 
emitidos por C y colimados en 
A'j A') llegan a la pantalla S 
después de pasar por una región 
en la que hay campos magnético 
y eléctrico. 


+ 



Por tanto, llegamos a la conclusión de que la carga eléctrica es un invariante; o sea, es la misma para 
todos los observadores en movimiento relativo uniforme, pero el momentum de la partícula varía 
de acuerdo con las predicciones de la teoria de la relatividad. 

(il) Experimentos de Thomson 

Durante la última parte dei siglo xix se efectuaron numerosos experimentos sobre descargas eléctri¬ 
cas. Tales experimentos consisten en producir una descarga eléctrica a través de un gas a baja 
presión, aplicando una diferencia de potencial de vários miles de volts entre dos electrodos coloca¬ 
dos dentro dei gas. El electrodo negativo (C) es el cátodo y el positivo (4) el ânodo. Dependiendo 
de la presión dei gas que se halla en el tubo, se observan vários efectos luminosos. Cuando la 
presión dei gas en el tubo e^s menor que lO"^ atm o 10^ Pa, se detecta una mancha luminosa en O 
sobre la pared dei tubo, directamente opuesta al cátodo C (Fig. 22.12). Por tanto se supuso que el 
cátodo emitia una radiación que se mueve en línea recta hacia O. En consecuencia, esta radiación se 
llamó rayos catódicos. 

Cuando se produce un campo eléctrico S mediante la aplicación de una diferencia de poten¬ 
cial a las placas paralelas P y P\ se observa que la mancha luminosa se mueve de O a O’. Esto es, 
los “rayos” se desvían en la dirección correspondiente a una carga eléctrica negativa. Esto sugirió 
que los rayos catódicos eran simplemente una corriente de partículas cargadas negativamente. Si q 
es la carga de cada partícula y y su velocidad, se puede calcular la desviación d = 00' si aplicamos 
la ecuación 21.8 

qSa d 
mv^ L 

Despejando qhn obtenemos 

q v^d 
m SLa 

La fuerza eléctrica ejercida sobre la partícula es q^ y está dirigida hacia arriba. Suponga- 
mos que también aplicamos en la misma región un campo magnético dirigido perpendicularmente 
hacia el papel. La fuerza magnética, según la ecuación 22.4, es qvâS y está dirigida hacia abajo 
porque q es una carga negativa. Ajustando apropiadamente el valor de J*, podemos hacer que 
la fuerza magnética sea igual a la eléctrica. Esto tiene como resultado una fuerza neta cero, y la 
mancha luminosa regresa de O' a O; esto es, no hay desviación de los rayos catódicos. Entonces 
qê = qu^ o 




Esto proporciona una medida de la velocidad de la partícula cargada. Sustituyendo este valor de v 
en la expresión anterior, obtenemos el cociente qhn de las partículas que constituyen los rayos 
catódicos: 
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q _ Sd 
m 

Este procedimiento experimental fue uno de los primeros métodos para medir qlm con precisión. 
También fue una prueba indirecta de que los rayos catódicos están formados por partículas con 
carga negativa que desde entonces se conocen como electrones. 

Estos experimentos y otros parecidos fueron efectuados por Sir J. J. Thomson (1856-1940) 
en 1897, quien realizó grandes esfuerzos e invirtió mucho tiempo intentando descubrir la naturale- 
za de los rayos catódicos. En la actualidad sabemos que los electrones libres presentes en el metal 
que constituye el cátodo C son extraídos dei cátodo como resultado dei intenso campo eléctrico 
aplicado entre C y A, y son acelerados por el mismo campo. Los rayos catódicos tienen muchas 
aplicaciones, tales como en los osciloscopios y los cinescopios de íelevisión. 


(iii) El ciclotrón 

El hecho de que la trayectoria de una partícula cargada en un campo magnético es circular ha 
permitido el diseno de aceleradores de partículas que operan de manera cíclica. En los aceleradores 
electrostáticos (descritos en la Sec. 21.12), la aceleración depende de la diferencia de potencial 
total AV. Para producir partículas de alta energia, AV debe ser muy grande. Sin embargo, en un 
acelerador cíclico una carga eléctrica puede recibir una serie de aceleraciones al pasar muchas 
veces por una diferencia de potencial relativamente pequena. El primer dispositivo que funcionó 
con este principio fue el cicloírón, disenado por E. O. Lawrence (1901-1958). El primer ciclotrón 
práctico empezó a funcionar en 1932. Desde entonces se han construido muchos en todo el mundo, 
aunque ahora ya han sido superados por máquinas mucho más poderosas. 

Esencialmente, un ciclotrón (Fig. 22.13) consiste en una cavidad cilíndrica dividida por la 
mitad (cada una conocida como “de” por su semejanza con la letra D) y colocada en un campo 
magnético uniforme paralelo a su eje. Las des están aisladas eléctrícamente entre sí, y en el centro dei 
espacio entre las des se tiene una fuente de iones S. El sistema debe mantenerse a un alto vacío para 
evitar colisiones entre las partículas aceleradas y cualquier molécula de gas. Una diferencia de 
potencial alterna dei orden de lO'* V se aplica entre las des. Si los iones son positivos, se acelerarán 
hacia la de negativa. Guando los iones penetran en una de, no experimentan fuerza eléctrica alguna, 
debido a que el campo eléctrico es cero en el interior de un conductor (recuerde el Ej. 21.5 para el 
caso de un cascarón esférico). Sin embargo, el campo magnético hace que el ion describa una 
trayectoria circular, con un radio dado por la ecuación 22.5, r = mvlqâi, y con velocidad angular 
dada por la ecuación 22.6, = qSSIm. La diferencia de potencial entre las des oscila con una 

frecuencia igual a oiUn. De esta forma la diferencia de potencial entre la des está en resonancia 
con el movimiento circular de los iones. 



Figura 22.13 Componentes básicos de un ciclotrón. La línea punteada representa la trayectoria de un ion. 
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Mientras los iones describen media revolución, la polaridad de las des se invierte de modo 
que cada vez que los iones cruzan el espacio que hay entre ellas, reciben una pequena aceleración. 
Por tanto cada medio ciclo el ion describe un semicírculo con un radio mayor pero con la misma 
velocidad angular. El proceso se repite varias veces, hasta que el radio adquiere un valor máximo R, 
que es prácticamente igual al radio de la cavidad. Los polos dei imán están disenados de modo que 
el campo magnético en el borde de las des disminuya drásticamente y los iones adquieran un movi- 
miento tangencial, escapando por una abertura conveniente. La velocidad máxima está rela¬ 
cionada con el radio R mediante la ecuación 22.5, a saber. 



La energia cinética de los iones que salen de A es entonces 



( 22 . 11 ) 


y está determinada por la carga y la masa de la partícula, la intensidad dei campo magnético y el 
radio dei ciclotrón, pero es independiente dei potencial de aceleración entre las des. Cuando la 
diferencia de potencial es pequena, Ips iones tienen que dar muchas vueltas antes de que adquieran 
su energia final. Pero cuando es grande, sólo se requieren unas cuantas vueltas para adquirir la 
misma energia. 

La intensidad dei campo magnético está limitada por factores tecnológicos, como la dispo- 
nibilidad de materiales con las propiedades necesarias. Pero, si se construyeran imanes con un 
radio lo suficientemente grande, podríamos, en principio, acelerar iones a cualquier energia que se 
desee. Sin embargo, cuanto más grande sea el imán, mayor será su peso y su costo. Existe también 
un factor físico limitante de la energia de un ciclotrón. A medida que aumenta la energia, la veloci¬ 
dad de los iones también aumenta, lo que eventualmente requiere el uso de la ecuación de movi- 
miento relativista, ecuación 19.21, con F = qv^, y esto tiene como resultado un cambio en co a 
medida que aumenta la velocidad de los iones. 

Cuando la energia es muy grande, el cambio en «es suficiente para hacer que la frecuencia 
de ciclotrón de los iones cambie notablemente. Por tanto, a menos que se cambie la frecuencia dei 
potencial acelerador, la órbita de los iones no estará ya en fase con el potencial oscilante y la 
aceleración se hace difícil. Así, en un ciclotrón, la energia está limitada por efectos relativistas. 


EJEMPLO 22.4 

Un ciclotrón tiene un radio de extracción de 0.92 m. El campo magnético máximo es de 1.50 T y la 
máxima frecuencia oscilante dei campo acelerador es de 15 x 10^ Hz. Calcule la energia máxima de los 
protones y partículas a aceleradas por la máquina y su frecuencia de ciclotrón. 

t> Usando la ecuación 22.11 con los correspondientes valores de la carga y la masa de los protones (q = e, 
m = 1 uma) y de las partículas a (^ = 2e, m =» 4 uma), encontramos que las energias cinéticas de ambas 
partículas se pueden expresar como = 1.46 x 10"’’ J = 91 MeV. La frecuencia de ciclotrón para las par¬ 
tículas a en este campo es Cú^ = 7.2 x 10^ s"* o una frecuencia = (úJIk = 11.5 x 10^ Hz, que está 
dentro dei intervalo de máxima frecuencia de diseno. Para los protones encontramos el doble de la 
frecuencia o Vp = 23 x 10^ Hz. Pero la máxima frecuencia de diseno dei ciclotrón es 15 x 10^ Hz y, por 
tanto, esta máquina no puede acelerar protones al valor teórico de 91 MeV. Suponiendo la máxima 
frecuencia de oscilación dispònible, encontramos (ü= 9.42 x 10^ s”’. El correspondiente campo magnético 
para la resonancia de ciclotrón es de 0.948 T y tenemos para los protones una energia cinética, limita¬ 
da por la frecuencia, de = \mv‘^ = \m(ú-R^= 0.63 x 10“** J = 39 MeV, que es muy pequena comparada 
con la energia en reposo dei protón (Ej. 19.3). Por tanto, se pueden ignorar los efectos relativistas. 

Los efectos relativistas se pueden corregir deformando el campo magnético, de modo que en 
cada radio el valor de O) sea constante a pesar dei cambio de velocidad. El mismo efeclp se puede obtener 
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si cambiamos Ia frecuencia aplicada a las des y mantenemos constante el campo magnético mientras la 

partícula describe la espiral, de manera que en cada instante exista resonancia entre el movimiento de 
la partícula y el potencial aplicado. El primer diseno se conoce como sincroírón y el segundo como 
sincrociclotrón. Un sincrotrón puede funcionar de manera continua, pero un sincrociclotrón opera en 
pulsos debido a la necesidad de ajustar la frecuencia. En ocasiones, como en un sincrotrón de protones, 
se modifican la frecuencia y el campo magnético con el fin de mantener constante el radio de la órbita. 


22.6 Campo magnético de una carga en movimienfo 

Hasta este punto hemos considerado campos magnéticos sin adentramos en la forma en que éstos 
se producen, excepto con los imanes. En el capítulo 24 veremos que el mejor método de producir 
un campo magnético es mediante corrientes eléctricas. Sin embargo, una corriente eléctrica es un 
flujo de partículas cargadas que se mueven en la misma dirección dentro de un conductor. Una 
carga eléctrica en movimiento, con respecto al observador, produce un campo magnético además 
de su campo eléctrico. Se ha encontrado experimentalmente que el campo magnético a una distan¬ 
cia r de la carga que se mueve con velocidad v (pequena comparada con la de la luz) con respecto 
al observador es (Fig. 22.14) 


/íq qv sen 6 
An 


( 22 . 12 ) 


donde jUq es una constante conocida como permeabilidad dei vacío y cuyo valor en el SI es 

\ 

= 4;rx 10"^ m kg C~^ 

En la sección 24.12 se verá la justifícación para la selección de 4;rx 10“^ m kg como valor para 
esta constante. Nótese que el valor dei campo magnético es cero en la dirección dei movimiento y 
tiene su valor máximo en el plano perpendicular a esa dirección dei movimiento y que pasa por la 
carga. La dirección dei campo magnético es perpendicular a los vectores r y ycomo se muestra en 
la figura. Combinando ambas propiedades dei campo magnético, podemos expresarlo en forma 
vectorial como 


/to qv X Uf 
An 


(22.13) 


donde es un vector unitário en la dirección de r. Las líneas de fuerza magnética son, entonces, 
círculos con su centro en la trayectoria de la carga. 

El campo eléctrico S producido por la carga q en A, suponiendo que no se ve afectado por 
su movimiento (lo cual es correcto siempre que v « c), es 


An&QY 

Por tanto, podemos escribir la ecuación 22.13 de la forma 


^ — /^oSo*’ y- S = —V y. S 


(22.14) 


que establece una relación útil entre los campos eléctrico y magnético producidos por una carga en 
movimiento. En la ecuación anterior hemos usado la ecuación 21.6 y puesto 


-— = 2.9979 X 10® ms-' 


(22.15) 



Como demostraremos más adelante (Sec. 29.2), ésta es la velocidad de la luz o de cualquier senal 
electromagnética en el vacío. En cifras redondas, c = 3 x 10® m s"'. 


Figura 22.14 Campos eléctrico 
y magnético producidos por una 
carga positiva en movimiento. 
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Por tanto, aunque una carga en reposo produce únicamente un campo eléctrico, una carga 
en movimiento con respecto al observador produce un campo eléctrico y uno magnético. Además, 
los dos campos están relacionados por la ecuación 22.14. Por ejemplo, los iones que se mueven 
a lo largo dei eje de un acelerador lineal producen un campo magnético y uno eléctrico, con respec¬ 
to al laboratório, relacionados entre sí por la ecuación 22.14. Así, los campos eléctrico y magnético 
son simplemente dos aspectos de una propiedad fundamental de la matéria, y resulta más apro- 
piado utilizar el término campo electromagnético para describir la situación física que implica 
cargas en movimiento, como lo indicamos en la sección 22.1. Otra propiedad interesante es que dos 
observadores en movimiento relativo miden velocidades diferentes de la carga eléctrica en movi¬ 
miento y, por tanto, también miden diferentes campos magnéticos. En otras palabras, los campos mag¬ 
néticos dependen dei movimiento relativo entre la carga y el observador. 

El estudiante debe reconocer que a medida que la partícula se mueve lleva con ella sus 
campos eléctrico y magnético. Así, un observador que ve la partícula en movimiento mide campos 
eléctrico y magnético que cambian con el tiempo a medida que la partícula se acerca y se aleja dei 
observador, mientras que un observador en reposo con respecto a la carga sólo mide un campo 
eléctrico constante. 



Figura 22.15 Campo magnético 
promedio de una carga en 
movimiento a lo largo de la 
curva punteada. 


hpolos magnéticos 

Cuando una partícula cargada se mueve en una órbita cerrada, como el caso de un electrón en un 
átomo, produce un campo magnético en el que las líneas de fuerza forman espiras alrededor de la 
órbita, aunque ya no son circulares (Fig. 22.15). Las líneas de fuerza siguen a la partícula en su 
movimiento. Sin embarco, si la partícula se mueve muy rápido, podemos pensar que el campo 
magnético es el promedio estadístico dei campo producido en cada instante y, como tal, es simétri¬ 
co respecto al eje AB. Es posible calcular el campo magnético en cualquier punto pero el proceso 
es complejo desde el punto de vista matemático. Sin embargo, el campo en el centro O se puede 
calcular con mucha facilidad. 

Si la partícula se mueve con movimiento circular uniforme, la velocidad de la partícula en P 
es V = (úr, donde íues la velocidad angular, y es perpendicular al radio OP. Así, el campo magnético 
en O es, usando la ecuación 22.12 con 9 = nH, 

4ti: 

El momentum angular de la partícula es L = mvr. Así pues, el campo magnético en O es 

A%)\m)r^ 

Una partícula cargada, que describe una pequena órbita cerrada, como un electrón atómico, consti- 
tuye un dipolo magnético. La magnitud vectorial 


M 


\2m) 


(22.16) 


se conoce como momento magnético de la partícula en movimiento. Se mide en m^ s“* C. M tiene 
la misma dirección que L si ^ es positiva y la opuesta si es negativa (Fig. 22.16). El campo magné¬ 
tico producido por la carga en el centro de su órbita, usando la definición de momentum magnético, 
se puede expresar como 


471 / 


(22.17) 


El campo magnético de un dipolo magnético a lo largo de su eje se calculará en el ejemplo 24.11. 
Comparándolo con el campo eléctrico de un dipolo eléctrico (Fig. 21.23), se puede ver que el 
campo magnético de un dipolo magnético es muy parecido y se asemeja al de un pequeno imán. 
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Figura 22.16 Relación vectorial 

entre el momentum magnético y 
el momentum angular de una 
carga en una órbita cerrada. 


Los electrones de los átomos tienen un movimiento orbital y además tienen un movimiento 
de rotación o spin, y con cada movimiento está asociado un momento magnético que produce un 
campo magnético orientado en la dirección de su momento respectivo. Si los momentos magnéti¬ 
cos de los átomos están orientados en direcciones diferentes (Fig. 22.17(a)), el campo magnético 
neto de la sustancia es cero. Pero si, por alguna razón, los momentos magnéticos de los átomos 
están alineados, la sustancia tiene un momento magnético neto y forma un imán. Esta situación se 
verá con más detalle en el capítulo 26. 

En forma parecida al caso dei dipolo eléctrico, un campo magnético produce un torque t 
sobre un dipolo magnético de momento M dado por 

t = Mx^ o t = -M^ sen0 (22.18) 

donde 6 es el ângulo entre ^ y M. El signo negativo es debido a que el torque se opone al despla- 
zamiento angular y tiende a alinear a M en la dirección de La existência dei torque x se explica 
fácilmente si analizamos las fuerzas producidas por el campo magnético sobre una carga en movi¬ 
miento orbital. En la figura 22.18 hemos dibujado, por simplicidad, la fuerza F = qv x sobre la 
carga positiva q en las posiciones Pj y ^ 2 - Se puede ver que el efecto dei campo es deformar la órbi¬ 
ta, tratando de colocaria en un plano perpendicular a âS, alineando M con Esto es lo que sucede 
a los electrones en los átomos cuando una sustancia se coloca en un campo magnético. 

Nuevamente comparando con el caso dei dipolo eléctrico, la energia de una partícula carga- 
da con movimiento orbital en un campo magnético es 

£p = = -M^cos0 (22.19) 


RÍ ^ rS "0^ '0^ "0^ 

“^0" 

Rí 


(a) 


(b) 



Figura 22.17 Magnetización de una sustancia. 


Figura 22.18 Torque magnético sobre una carga eléctrica 
positiva describiendo una órbita. Las fuerzas F tienden a alinear 
a M con 38. 
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Figura 22.19 Dipolo magnéti¬ 
co en un campo magnético no 
uniforme. El dipolo se mueve 
hacia la región donde el campo 
magnético tiene mayor o menor 
intensidad dependiendo de la 
orientación dei momento 
magnético con respecto al 
campo. 


Esto se puede verificar si recordamos que x = -dEp/dô (Nota 9.1). La energia mínima corresponde 
a 0 = 0, esto es, cuando M está en la dirección de 

La fuerza ejercida sobre un dipolo magnético orientado paralelamente a un campo magné¬ 
tico no uniforme (Fig. 22.19(a)), de modo que 9 =0y E^ = -Mã§, es 

dE^ d^ 

- M - ( 22 . 20 ) 

djc djc 


que es equivalente a la ecuapión 21.26 para un dipolo eléctrico. Esta fuerza tiende a mover el dipolo 
magnético en la dirección en que el campo magnético aumenta. Si el dipolo está orientado en la 
dirección opuesta al campo magnético (Fig. 22.19(b)), de manera que 9=k y E^ = + M^, la fuerza es 




( 22 . 21 ) 


Esta fuerza tiende a mover el dipolo en la dirección en que disminuye el campo magnético. 


EJEMPLO 22.5 

Comparación de las interacciones eléctrica y magnética entre dos cargas en movimiento relativo entre sí. 


I> No es fácil calcular' la interacción magnética entre dos partículas cargadas en movimiento con respecto 
a un observador de manera parecida a la interacción dada por la ley de Coulomb, ecuación 21.4. Sin 
embargo, podemos comparar el orden de magnitud de la interacción magnética con el de la eléctrica. 
Consideremos dos cargas q y q'q\ie se mueven con velocidad vy v' con respecto a un observador O. Sólo 
consideramos órdenes de magnitud, simplificando las fórmulas. Así, la fuerza eléctrica producida por q' 
sobre q, medida por O, es qê. El campo magnético producido por q', si utilizamos la ecuación 22.14, es 
dei orden de magnitud de v' y la fuerza magnética sobre q dei orden de 


qvâê = qv 




Por tanto, como q<o es la fuerza eléctrica sobre q, 


Fuerza magnética vv' 

2 

Fuerza eléctnca 

Se obtiene un resultado parecido para las fuerzas producidas por q sobre q', como queda claro de la 
simetria de la expresión. Entonces, si la velocidad de las cargas es pequena comparada con la de la luz c, 
la fuerza magnética es despreciable en comparación con la eléctrica y, en muchos casos, se puede igno¬ 
rar. Por ejemplo, si las cargas tienen una velocidad dei orden de 10® m s~’, correspondiente a la velocidad 
orbital de los electrones en un átomo, tenemos que 

Fuerza magnética 

-f 

Fuerza eléctrica 
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Las fuerzas magnéticas, en lugar de las eléctricas, se utilizan en los motores eléctricos y en muchas oíras 
aplicaciones, debido a que la matéria, normalmente, es eléctricamente neutra y, en consecuencia, la 
fuerza eléctrica neta entre dos cuerpos es cero. Pero si las cargas están en movimiento, las fuerzas 
magnéticas pueden no ser cero. Por ejemplo, cuando dos cables se mueven como un todo, las cargas 
positivas y negativas se mueven en la misma dirección y con la misma velocidad, de modo que el movi¬ 
miento relativo neto es cero y, en consecuencia, también la fuerza magnética es cero. Pero, si por algún 
método, como la aplicación de una diferencia de potencial, producimos un movimiento de las car¬ 
gas negativas con respecto a las positivas, se produce un campo magnético neto. El número de electrones 
libres de un conductor es muy grande. Su efecto acumulativo, incluso si sus velocidades son peque¬ 
nas, produce un campo magnético grande que, a su vez, produce una fuerza magnética apreciable entre 
los cables (véase el Cap. 24). 

Aunque la fuerza magnética es débil comparada con la eléctrica, es muy intensa en comparación 
con la gravitatoria. 
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lun círculo?, ^una espiral? ^Cuál es la aceleración de la 

partícula en cada caso? Responda las mismas preguntas para el 
caso de un campo eléctrico uniforme. 

22.4 iCuál es la principal diferencia entre un ciclotrón y (a) un 
acelerador lineal, (b) un sincrotrón? 

22.5 ^Cuáles son los factores que limitan ia energia máxima 
disponible con un ciclotrón? 

22.6 Un ciclotrón acelera prótones, deuterones, tritiones, ^He 
y partículas a. ^Puede ser igual en todos los casos la frecuencia 
dei voltaje aplicado a las des? Si la energia adquirida por los 
prótones después de la aceleración es E, ^cuál es la energia de 
cada una de las otras partículas después de ser aceleradas? 

22.7 Considere vários observadores idênticos en movimiento 
relativo rectilíneo uniforme. Cada uno mide una velocidad 
diferente de cierta partícula cargada. ^Miden los observadores 
los mismos campos magnético y eléctrico debidos a la partícula? 
^Qué observador mide sólo un campo eléctrico? ^.Existe un 
observador que mida sólo un campo magnético? 

22.8 Una esfera homogénea cargada positivamente gira con 
velocidad angular ú) alrededor de un diâmetro. ^Produce la 


PROBLEMAS 

22.1 Un electrón con una velocidad de 10® m s"* se mueve en 
una región en donde existe un campo magnético. Calcule (a) la 
intensidad dei campo si el electrón describe una trayectoria 
circular de 0.10 m de radio y (b) la velocidad angular dei 
electrón. 

22.2 Se aceleran protones, partiendo dei reposo, a través de 
una diferencia de potencial de 10® V. Después son disparados 
hacia un campo magnético uniforme de 2.0 T con velocidad 
perpendicular al campo. Calcule (a) el radio de la trayectoria 
y (b) la velocidad angular de los protones. 

22.3 Un protón se mueve en un campo magnético con un 
ângulo de 30° con respecto al campo. La velocidad es de 

10’ m s"* y la intensidad dei campo es de 1.5 T. Calcule (a) el 
radio dei movimiento helicoidal, (b) la distancia de avance por 
revolución y (c) la frecuencia dei movimiento angular. 

22.4 (a) Un protón con una energia cinética de 30 MeVi se 
mueve transversalmente respecto a un campo magnético de 1.50 
T. Determine el radio de la trayectoria y el periodo de revolu¬ 
ción. (b) Repita el problema si la energia dei protón es de 30 
GeV. (Note que en (a) el protón puede ser tratado clásicamente, 
pero en (b) debe tratarse de manera relativista. ^Por qué?) 

22.5 Un campo magnético uniforme apunta en la dirección OY 
como se muestra en la figura 22.21. Encuentre la magnitud y 
dirección de la fuerza sobre una carga q positiva cuya velocidad 
instantânea es v para cada una de las direcciones que se mues- 
tran en la figura. (La figura representa un cubo.) 


esfera un campo magnético? ^La dirección dei momeníum 
magnético de la esfera está relacionada con el eje de rotación? 
Discuta el movimiento dei eje de rotación de lína esfera cargada 
que rota en un campo magnético uniforme. (Sugerencia: 
Recuerde Ia discusión sobre el movimiento dei giroscopio en el 
Gap. 13.) 

22.9 ^Por qué podemos decir que los campos S’y ^ entie PyP', 
en la figura 22.12, actúan como un selector de velocidad? 

22.10 i,Cuáles son las diferencias entre los campos eléctrico y 
magnético de una carga en movimiento? 

22.11 Verifique que cuando una partícula cargada describe una 
órbita circular o espiral debido a la acción de un campo magné¬ 
tico, su momentum orbital magnético es opuesto al campo 
magnético, independientemente dei signo de la carga. (Véase las 
ecuaciones 22.7 y 22.16.) 

22.12 Usando el resultado de la pregunta anterior y la ecuación 
22.20, verifique que una partícula que describe una espiral en un 
campo magnético no uniforme está sometida a una fuerza que 
actúa en dirección opuesta a la dirección en que aumenta el 
valor dei campo. A partir de este hecho, justifique el efecto de 
espejo magnético que se vio en la sección 22.4. 


z 



Figura 22.21 

22.6 Una partícula tiene una carga de 4.0 x 10“^ C. Cuando 
se mueve con velocidad = 3.0 x 10^ m s“* a 45° sobre el eje 
Y en el plano YZ, un campo magnético uniforme ejerce una 
fiierza Fj a lo largo dei eje -X. Cuando la partícula se mueve 
con velocidad V 2 = 2.0 x 10^ m s“^ a lo largo dei eje X, existe 
sobre la partícula una fuerza Fj de 4.0 x 10“^ N a lo largo dei 
eje Y. Calcule la magnitud y dirección dei campo magnético. 
(Véase la Fig. 22.22.) 


Z 



X 


Figura 22.22 
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22.7 (a) Calcule la velocidad de un haz de electrones sabiendo 
que la acción simultânea de un campo eléctrico de 3.4 x 10^ V 
m~* y uno magnético de 2.0 x 10“^ T (ambos perpendiculares al 
haz y entre sO no produce desviación alguna sobre los electro¬ 
nes. (b) Muestre, en un diagrama, la orientación relativa de los 
vectores v, S" y 

22.8 En un espectrómetro de masas, como el que se muestra en 
la figura 22.11, una diferencia de potencial AV provoca que los 
iones de ^'‘Mg y ^^Mg ionizados una vez, describan trayectorias 
de radio Ry R' respectivamente, (a) Calcule el cociente R/R'. 

(b) Calcule, en términos de AV y R/R', la separación de los puntos 
en donde los iones de ^'‘Mg y ^^Mg llegan a la placa fotográfica. 

(c) Aplique lo anterior al caso en que AV = 1 000 V. {Sugerencia: 
Suponga que las masas, en uma, son iguales al número de masa, 
indicado por el superíndice dei símbolo químico.) 

22.9 El espectrómetro de masas de Dempster, ilustrado en la 
figura 22.11, utiliza un campo magnético para separar iones de 
diferentes masas e igual energia. Otro dispositivo es el 
espectrómetro de masas de Bainbridge (Fig. 22.23) que 
separa iones que tienen la misma velocidad. Los iones, después 
de pasar por las ranuras y pasan por un selector de 
velocidades, compuesto por dos campos cruzados, uno eléctrico 

y el otro magnético âS. Los iones que pasan sin desviarse por 
los campos entran en una región en la que hay un segundo 
campo magnético que los induce a viajar en órbitas 
circulares. Una placa fotográfica registra la llegada de los iones. 
Demuestre que g/m = 



Figura 22.23 

22.10 El campo eléctrico entre las placas dei selector de 
velocidades de un espectrómetro de masas de Bainbridge (Prob. 
22.9) es de 1.20 x 10^ V m“* y ambos campos magnéticos son 
de 0.60 T. Un haz de iones de neón, ionizados una vez, se mueve 
en una trayectoria circular de 7.28 x 10"^ m de radio. Calcule 

(a) la velocidad de los iones y (b) la masa dei isótopo dei neón. 

22.11 Uno de los procesos para separar los isótopos de ^^^U y 
2^*U está basado en la diferencia de rádios de sus trayectorias en 
un campo magnético. Suponga que átomos de urânio ionizados 
una sola vez emergen de una fuente comün y se mueven 
perpendicularmente a un campo magnético uniforme. Encuentre 


la separación espacial máxima de los haces cuando el radio de 
curvatura dei haz de ^^^U es de 0.5 m en un campo de 1.5 T 
(a) si la energia de los dos isótopos es la misma, (b) si la 
velocidad es la misma. (Para resolver este problema, el 
supraíndice dei símbolo químico puede identificarse con la 
masa dei átomo en uma.) 

22.12 Un espectrómetro de masas de Dempster tiene un 
voltaje de aceleración de 5 kV y un campo magnético de 10"^ T. 

(a) Calcule la velocidad de los iones de cinc y determine si será 
necesario usar corrección relativista. (b) Calcule la distancia 
entre marcas en la placa fotográfica correspondientes a dos 
isótopos dei cinc, ^^Zn y ^®Zn. (Sugerencia: No obtenga el radio 
de cada uno; en lugar de ello, escriba una ecuación que dé la 
separación directamente.) 

22.13 Los protones en un ciclotrón, justo antes de salir, 
describen un círculo de 0.40 m de radio. La frecuencia dei 
potencial alterno entre las des es de 10^ Hz. Despreciando 
efectos relativistas, calcule (a) el campo magnético, (b) la 
velocidad de los protones, (c) su energia en J y en MeV y (d) el 
número mínimo de vueltas completas que deben dar los 
protones si el valor pico dei potencial eléctrico entre las des es 
de 20 000 V. 

22.14 Repita el problema anterior para (a) un deuterón y 

(b) una partícula a (núcleo de helio). Sus masas respectivas son 
2.014 uma y 4.003 uma. 

22.15 El campo magnético de un ciclotrón que se usa para 
acelerar protones es de 1.5 T. (a) Calcule la frecuencia dei 
potencial alterno entre las des. (b) El radio máximo dei ciclotrón 
es de 0.35 m. Calcule la velocidad máxima de los protones. 

(c) lA través de qué diferencia de potencial deberían pasar los 
protones para ser acelerados hasta la máxima velocidad de 
ciclotrón? 

22.16 Calcule el momento dipolar magnético dei electrón de 
un átomo de hidrógeno que gira en una trayectoria circular 

de 0.53 X 10"’® m de radio alrededor dei protón. 

22.17 (a) Use los resultados de los ejemplos 21.12 y 21.13 
para expresar el campo magnético a lo largo dei eje de un dipolo 
magnético, (b) Obtenga la fuerza entre dos dipolos magnéticos 
alineados a lo largo dei eje Z y separados por una distancia r. 

22.18 El observador O' se mueve con respecto al O con una 
velocidad i; paralela al eje X común a ambos. Dos cargas y ^2 
están en reposo con respecto a O', separadas por una distancia r' 
y colocadas a lo largo dei eje X. (a) Halle las fuerzas sobre cada 
carga medidas por O' y O. (b) Repita el problema suponiendo 
que las cargas están sobre el eje Y'. 

22.19 Considere dos electrones que se mueven en trayectorias 
rectas paralelas separadas 1.0 x 10"^ m, con respecto a un 
observador O. (a) Si se mueven uno junto al otro con la misma 
velocidad de 10® m s"’ según la mide O, encuentre las fuerzas 
eléctrica y magnética existentes entre ellos, medidas por el 
observador O. (b) Calcule la fuerza según el observador (/ que 
se mueve con los electrones. 
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Niels Bohr, considerado el fundador de 
la teoria cuántica de la matéria, 
introdujo en 1913 los conceptos de 
cuantización dei momentum angular y 
de los niveles de energia atómica. De 
esta manera explicó el espectro dei 
hidrógeno y la estabilidad dei modelo 
nuclear dei átomo, propuesto por E. 
Rutherford en 1911. Propuso tambicn 
en 1937 el modelo de la gota liquida 
dei núcleo atómico y lo utilizó para 
explicar en 1939, junto con 
J. A. Wheeler, la fisión de los 
isótopos de urânio. 
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23.1 Infroduccíón 

En este capítulo se examinará con más detalle la estructura de los átomos que se vio brevemente en 
el capítulo 1. Los átomos están formados por una pequena región central o núcleo, dei orden de 10“^'* m, 
compuesto por protones y neutrones y de un conjunto de electrones que se mueven alrededor 
dei núcleo en una región dei orden de 10~*® m. Examinaremos las bases experimentales dei modelo 
nuclear dei átomo y analizaremos el movimiento de los electrones apoyándonos en tal modelo. 

23.2 Eledrólísíi 

El fenómeno de la electróüsis es de interés no sólo por sus aplicaciones prácticas, sino también 
porque proporcionó una de las primeras claves sobre la estructura eléctrica de la matéria y la 
cuantización de la carga eléctrica. Supongamos que se aplica un campo eléctrico (Fig. 23.1) a una 
sal líquida (como KHF 2 ) o a una solución que contiene un ácido (como HCl), una base (como 
NaOH) o una sal (como NaCl). El campo es producido mediante la inmersión en el líquido de dos 
barras o placas con cargas opuestas, conocidas como elecírodos. Observamos entonces que cierto 
tipo de átomos se mueven bacia el electrodo positivo o ânodo y otros bacia el negativo o cátodo. 
Este fenómeno sugiere que las moléculas de la sustancia disuelta se ban separado (disociado) en 
dos tipos distintos de átomos cargados o ioncs. A los iones positivos que se mueven en la dirección 
dei campo eléctrico se les conoce como cationes porque se dirigen al cátodo. A los iones que tienen 










500 Estructura eléctrica de la matéria 


Ânodo 



Figura 23.1 Electrólisis. Los 
iones se mueven debido a la 
acción dei campo eléctrico 
producido por los electrodos. 


carga negativa y que se mueven en la dirección opuesta al campo eléctrico, se les conoce como 
aniones porque se dirigen hacia el ânodo. Por ejemplo, en el caso dei NaCl, los iones de Na se 
mueven hacia el cátodo y, por tanto, son positivos, mientras que los iones de Cl se dirigen hacia el 
ânodo debido a que son negativos. Los denotamos con Na^ y Cl~. Entonces la disociación dei NaCl 
se escribe como 

NaCl Na-' + CL 

Como las moléculas normales de NaCl no muestran carga eléctrica neta, podemos suponer que 
están compuestas por cantidades iguales de cargas positivas y negativas. Cuando se disocian las 
moléculas, las cargas no se separan por igual. Una parte de la molécula lleva un exceso de electri- 
cidad negativa y la otra un exceso de electricidad positiva. Cada una de las partes es un ion. 

Supongamos que los iones positivos tienen una carga -^ve y los negativos -ve. Cuando los 
iones llegan a los electrodos, se neutralizan mediante un intercâmbio de su carga con la carga de 
los electrodos. Normalmente ocurre una serie de reacciones químicas por las que no estamos inte- 
resados aqui, pero que sirven para identificar la naturaleza de los iones que se mueven hacia cada 
electrodo. 

Después de cierto tiempo, un número N de iones de cada tipo llega a cada electrodo. La 
carga total Q transferida a un electrodo es, entonces, en valor absoluto. 


Q = Nve (23.1) 

Por tanto, la carga requerida para depositar un mol de iones sobre un electrodo es 

Q = N^ye = Fv (23.2) 

donde es la constante de Avogadro (número de átomos o moléculas en un mol de cualquier 
sustancia) y 


F = Nj,e (23.3) 

es la constante de Faraday, que es la carga de un mol de iones con una unidad de carga e (v = 1). 
Su valor experimental es 

F = 9.6485 X C mol-> (23.4) 

De este valor y el que encontramos para e obtenemos la constante de Avogadro: 

Na = 6.0221 x 10^^ moU (23.5) 

en concordância con el valor de Na obtenido con otros métodos. Se tiene experimentalmente que v es un 
entero igual a la valência química dei ion en cuestión, lo que sugiere que cuando dos átomos se 
enlazan para formar una molécula, intercambian una carga ve. Un átomo se hace positivo y el otro 
negativo. La interacción eléctrica entre los dos átomos cargados o iones es lo que los mantiene unidos. 

La conclusión es que los procesos químicos y en general el comportamiento de la matéria 
en el espacio se deben a las interacciones eléctricas entre átomos y moléculas. Por tanto un enten- 
dimiento completo de la estructura eléctrica de los átomos y moléculas es esencial para explicar los 
fenómenos que observamos, tanto en los cuerpos inertes como en los vivos. 

23.3 Modelo nuclear dei átomo 

Normalmente los átomos son eléctricamente neutros, ya que en los agregados de matéria, o cuer¬ 
pos, no se observan fuerzas eléctricas apreciables. Por tanto, los átomos deben contener cantidades 
iguales de electricidad positiva y negativa. En otras palabras, cualquier átomo tiene un número igual 
de protones y electrones, conocido como número atómico y denotado con Z. Así, el átomo consiste 
en una carga positiva +Ze debida a los protones y una carga igual negativa debida a los electrones. 






Modelo nuclear dei átomo 501 


El modelo atómico aceptado actualmente supone que los protones, que íienen mayor masa 
que los electrones, están agrupados en el centro de masa dei átomo formando una especie de nú¬ 
cleo y que los electrones se mueven alrededor dei núcleo (Fig. 23.2). Además, se supone que la 
presencia de neutrones en el núcleo contribuye a la masa total dei átomo. Sin embargo, existen 
dificultades con este modelo. Por ejemplo, necesitamos explicar cómo se mantienen unidos los 
protones en el núcleo, a pesar de su fuerte repulsión eléctrica. Tenemos que explicar también cómo 
interactúan los protones con los neutrones, que no poseen carga eléctrica. El hecho de que protones 
y neutrones se mantengan juntos en un núcleo requiere la existência de una interacción, conocida 
como interacción nuclear o fuerte, que afecte a neutrones y protones y contrarreste la repulsión eléc¬ 
trica. Los neu-trones contribuyen a las fuerzas nucleares sin aumentar la repulsión eléctrica, produ- 
ciendo un efecto de estabilización. 

Para conocer la distribución de electrones y protones en un átomo, debemos sondear su 
interior. Un método para hacerlo es enviar un haz de partículas rápidas cargadas, como iones de 
hidrógeno (es decir, protones) o iones de helio (partículas a) contra un blanco. Observamos enton- 
ces cómo las partículas son desviadas o dispersadas por las interacciones eléctricas con los átomos 
dei blanco (recuerde los Ejs. 8.8 y 9.10). 

La desviación de una partícula depende de su parâmetro de impacto b (Fig. 23.3). Cuanto 
menor sea el parâmetro de impacto, más cerca dei centro dei átomo pasará la partícula, y mayor 
será la desviación 0 si la carga eléctrica positiva está concentrada en el centro (véase la Nota 8.1). 
El método experimental consiste en dirigir varias partículas bacia una película muy delgada y 
observar las partículas desviadas. Como b no se puede controlar (ya que es imposible apuntar 
directamente a un solo átomo), debemos hacer un análisis estadístico para interpretar los resultados 
experimentales. Se puede observar que la distributión angular de las partículas dispersadas debe 
ser producida por una fuerza central repulsiva proporcional a l/r^, indicando que la carga positiva 
de un átomo está concentrada cerca de su centro. También, los experimentos de dispersión nos 
permiten determinar la carga dei núcleo. De esta manera se ha verificado que la carga nuclear es 
múltiplo de e, específicamente +Ze, como se supone en el modelo. 

Tales experimentos fueron efectuados por primera vez de 1911 a 1913, por Hans Geiger 
(1882-1945) y Emest Marsden (1889-1970), bajo la dirección de Emest Rutherford (1871-1937) y 
fueron la base dei modelo nuclear dei átomo, que desde entonces es el aceptado. 

Por cada valor dei parâmetro de impacto b, existe una distancia de máximo acercamiento en 
la que la partícula está más próxima al centro. La distancia mínima se da en una colisión frontal 
(b = 0). El resultado de numerosos experimentos es que esta distancia es dei orden de 10”*'* m para 
protones y partículas a con energias dei orden de 10"*^ J = 1 MeV. Esta distancia da un limite 
superior para el radio de un núcleo atómico. Por tanto, concluimos que los protones y neutrones 


m 




Figura 23.2 Distribución de electrones en un átomo. Figura 23J Desviación de un ion positivo debido a la repulsión de 

Coulomb dei núcleo. El parâmetro de impacto es Z? y la desviación 
de la partícula está dada por 0. 
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están concentrados en una región cuyas dimensiones son dei orden de m. Además, esto indica 
que la mayor parte dei volumen atómico está ocupada por los electrones en órbita y, de hecho, 
está vacía. 

Para valores muy pequenos dei parâmetro de impacto y energias grandes, cuando la partícu¬ 
la se acerca mucho al núcleo, los experimentos indican la presencia de fuerzas nucleares ade¬ 
más de las eléctricas. 


EJEMPLO 23.1 

Distancia de máximo acercamiento para una colisión frontal de una partícula cargada dirigida contra un 
núcleo atómico. 


> Tomemos la carga dei núcleo como y la dei proyectil como ve. Supongamos que la masa dei núcleo es 
mucho mayor que la masa m dei proyectil (o que el núcleo está en una red cristalina sólida) de manera 
que el movimiento dei núcleo se puede ignorar. La energia total dei sistema proyectil más núcleo es, 
entonces, 


E — + 


(veHZe) 

AnEgr 


donde es la energia cinética dei proyectil. Cuando la partícula está muy lejos, toda su energia es 
cinética e igual a La conservación de la energia exige que 


\mv +-= jMVq 

Ane.Qr 

En el punto R de máximo acercamiento, la velocidad v es cero si la colisión es frontal. Por tanto. 


- = \mVQ o K = -;- 

AtíEoR Aneoiv^v^) 


(23.6) 


Esta expresión es válida siempre que la partícula no se acerque demasiado al núcleo. 

Por ejemplo, supongamos que protones (v = 1) con energia de 10 MeV inciden sobre una pelícu¬ 
la delgada de oro (Z = 79). La energia cinética de los protones es = 10 MeV = 1.6022 x 10“*^ J. 
Entonces, usando la ecuación 23.6, la distancia de máximo acercamiento de los protones que sufren 
una colisión frontal es R = 1.139 x 10“''* m. Como el radio de un núcleo de oro es de 8.15 x 10“'^ m 
(Cap. 39), los protones son detenidos antes de alcanzar el núcleo y rechazados. 


23.4 Teoria dei átomo de Bohr 

El más sencillo y ligero de todos los átomos es el de hidrógeno, que está compuesto por un 
electrón que gira alrededor de un solo protón. Entonces Z = 1 y el núcleo dei átomo de hidrógeno 
es sólo un protón. 

En átomos más pesados que el hidrógeno, el núcleo está compuesto por protones y neutrones. 
El número total de partículas de un núcleo se conoce como número de masa y se representa con A. 
Entonces, un átomo tiene Z electrones, Z protones y A- Z neutrones. 

El comportamiento químico de un átomo es un efecto eléctrico, determinado por el núme¬ 
ro atómico Z. Así, cada elemento químico está compuesto por átomos que tienen el mismo número 
atómico Z. Sin embargo, para una Z dada puede haber vários valores dei número de masa A. En 
otras palabras, a un número dado de protones de un núcleo le pueden corresponder diferentes nú¬ 
meros de neutrones. Los átomos que tienen el mismo número atómico pero distinto número de 
masa se conocen como isótopos dei mismo elemento químico. Los isótopos se representan por el 
símbolo dei elemento químico (que también identifica el número atómico) junto con un supraíndice 
en la parte izquierda que indica su número de masa. Por ejemplo, el hidrógeno (Z = 1) tiene tres 
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isótopos: ’H, o deuterón y o tritio. De manera parecida, dos de los isótopos más importantes 
dei carbono (Z = 6) son y El isótopo se utiliza para definir la unidad de masa atómica. 

Los isótopos fueron descubiertos por J. J. Thomson en 1912, con un sencillo espectrómetro de 
masas (recuerde la Sec. 22.5). 

Un electrón atómico está sometido a una fuerza de atracción proporcional a 1/r^ producida 
por el núcleo. Así pues, podemos esperar (por la misma razón dada en el capítulo 11 para el movi- 
miento planetário) que las órbitas sean elipses, con el núcleo en un foco. Consideremos un átomo 
con un solo electrón y carga nuclear+Ze (hidrogenoide); esto es, hidrógeno (H, Z= 1), helio ionizado 
una vez (He^ Z = 2), litio ionizado dos veces (Li^^, Z = 3), etc. Supongamos, como primera aproxi- 
mación, que el núcleo coincide con el centro de masa dei átomo y, por tanto, está en reposo en el 
sistema C. La energia potencial dei sistema, usando la ecuación 21.21, con q = - ey q' = -k-Ze, es 
£'p= -Ze^lAnZçf. En consecuencia, la energia electrónica total dei átomo es 

Ze^ 

E — - (23.7) 

47reor 

En el contexto de la mecânica clásica no hay limitaciones a los posibles valores de la ener¬ 
gia de un electrón en un átomo. Sin embargo, hay fuertes indicios experimentales que se verán más 
adelante basados en el análisis de los espectros atómicos y moleculares y en colisiones inelásticas 
que sugieren que 

la energia de un electrón en un átoino sólopuede tenerciertos valores Ey E^, Ey .... ... Esto 

significa que la energia dei movimiento electrónico está cuantizada. 

Los estados correspondientes a las energias posibles- se conocen como estados estacionários. El 
estado con la menor energia posible es el estado fundamental. 

En el caso de los átomos hidrogenoides se ha encontrado experimentalmente, mediante el 
análisis de sus espectros (Sec. 31.4), que la energia de los estados estacionários obedece a una 
expresión de la forma 


2.177 X 10“^® Z^ 


13.598 Z- 


donde n es un entero. Los niveles de energia para el H, He^^y Li^"^ se ilustran en la figura 23.4. 
El estado fundamental corresponde a n = 1, ya que ésta es la energia mínima posible dei átomo. El 
valor de da también la mínima energia requerida para ionizar un átomo que esté en su estado 
fundamental. 

La existência de estados estacionados de átomos con un electrón (dados por la Ec. 23.8) 
requiere que, como se explicará más adelante, el momentum angular L = m^vr dei electrón esté 
limitado a ciertos valores. Según la teoria de Bohr, los valores posibles dei momentum angular 
están dados por 

L^nh (n = 1,2,3,...) (23.9) 

donde ã = h/27t= 1.0545 x lO"^"* J s, como se mencionó en el ejemplo 8.6, y /? es la constante de 
Planck. Esta expresión fue deducida por Niels Bohr (1885-1962) suponiendo que el electrón des- 
cribe órbitas circulares (suposición no completamente correcta, por razones que daremos más ade¬ 
lante). Por tanto, concluímos que 

el momentum angular de un electrón en un átomo puede tener sólo ciertos valores, Ly 

Ly Ly .... L^y ... Esto quiere decir que el momentum angular dei movimiento electróni¬ 
co está cuantizado. 

El hecho de que la energia y el momentum angular estén cuantizados es una indicación de 
que deben tomarse en cuenta ciertos princípios nuevos al analizar el movimiento de los electrones. 
La correspondiente teoria se conoce como mecânica cuántica, y se estudiará en los capítulos 36 y 
37. Una de las principales características de esta teoria es que las órbitas de los electrones no 
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Figura 23.4 Niveles de energia 
dei H, He+ y Li^^. 
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pueden definirse de manera precisa, de la misma manera que definimos las órbitas planetarias. En 
lugar de ello, sólo podemos hablar de regiones donde es más probable encontrar al electrón. Otra 
característica importante es que un átomo puede intercambiar energia sólo en cantidades iguales a 
la diferencia de energias de dos estados estacionados; esto es 

AE = £; - Ej 

Por ejemplo, la energia requerida para excitar un átomo de hidrógeno de su estado fundamental, 
n = 1, al primer estado excitado, n = 2, es 


AE = E 2 -E, =(-3.4eV)-(-13.6eV)= 10.2eV 

La teoría anterior fue desarrollada en 1913 por Bohr, quien trabajaba con Rutherford en la 
época en que se realizaron los experimentos de dispersión descritos en la sección 23.3. Bohr desa- 
rrolló su teoría para fundamentar el modelo nuclear dei átomo y explicar los espectros de los áto¬ 
mos (véase la Sec. 31.4). 


Detalles de la teoría de Bohr 

Supongamos, por simplicidad, que el electrón se mueve alrededor dei núcleo en una órbita circular. Supongamos también que 
podemos utilizar la mecânica newtoniana en lugar de la cuántica para analizar el movimiento. Entonces la ecuación dei movimiento 
dei electrón, según la ecuación 8.2, es m^tP^lr = F, donde F = es la fuerza de aü-acción producida por el núcleo. Entonces 

Ze^ , Ze^ 

-=-o =- 

r 4Tieç,r^ 4iiaor 
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Cuando esta relación se inserta en la expresión para la energia, E = - Ze^lAnz^ r^, obtenemos 


2 4neor AnsQr 


4TOo(2r) 


Observe que esta expresión concuerda con la 11.10 para el caso gravitatorio, si sustituimos el factor de acoplamiento gravitatorio 
GMm por el de acoplamiento eléctrico, Zc^IAkEq. Podemos expresar la ecuación 23.10 en términos dei momentum angular dei 
electrón, que es una constante dei movimiento, ya que la fuerza es central. Recordemos que L = m vr, entonces. 


m^Ze^r 


mAm^v )r 


(23.11) 


Utilizamos esta relación para eliminar r de la ecuación 23.10 y obtener 

£ =-^_ Qonst. — 

2(47rfio)^L^ 


(23,12) 


Esta expresión es válida sólo para órbitas circulares. Al comparar este resultado con la ecuación 23.8 para los niveles de energia 
determinados experimental mente, se tiene que l? debe ser proporcional a esto es, el momentum angular está cuantizado según 
la ecuación 23.9, L = nh, donde h es una constante. Entonces la ecuación 23.12 para los niveles de energia posibles se convierte en 




(23.13) 


Cuando comparamos la ecuación 23.13 con el resultado experimental dado poria ecuación 23.8 se obtiene el valor de h . Haciendo 
L = nã en la ecuación 23.11, encontramos que el radio de las órbitas posibles es 


(4mo)h'^ 


(23.14) 


i47tSQ)fr 


= 5.292 X 10““ m 


(23.15) 


se conoce como radio de Bohr y corresponde al radio dei átomo de hidrógeno (Z = 1) en su estado fundamental (n = 1). Sin 
embargo, debe hacerse notar que el valor de r obtenido en la ecuación 23,14 no debe tomarse literalmente. Según la mecânica 
cuántica, deberia considerarse sólo como una indicación dei orden de magnitud de la región en la que el electrón tiene mayor 
probabilidad de ser encontrado. 


EJEMPLO 23.2 

Colisiones inelásticas de electrones con átomos. 


t> La evidencia experimental más importante de los estados estacionados de energia es la existência de 
espectros atómicos y moleculares discretos. Ésta fue la base experimental sobre la que Bohr fundamentó 
su teoria. Estos espectros de átomos y moléculas se estudiarán en el capitulo 31. Sin embargo, la existên¬ 
cia de estados estacionários ha sido confirmada por muchos otros experimentos. El más caracteristico es 
el de colisiones inelásticas, en las que parte de la energia cinética de una particula es transferida a la 
energia interna de otra. Se conocen como colisiones inelásticas dei primer tipo. Las dei segundo tipo 
corresponden al proceso inverso, (Recuerde la Sec. 14.9.) 

Supongamos que una particula rápida q, que llamaremos proyectil, choca con un sistema A, que 
llamaremos blanco (puede ser un átomo, una molécula o un núcleo), en su estado fundamental de ener¬ 
gia, E^. Como resultado de la interacción proyectil-blanco (que puede ser electromagnética o nuclear), 
se produce un intercâmbio de energia. Sea Ej la energia dei primer estado excitado dei blanco. La coli- 
sión será elástica pòr lo que la energia cinética se conservará, a menos que el proyectil tenga suficiente 
energia como para transferir la energia de excitación, E^-E^, al blanco. Cuando esto sucede la colisión 
es inelástica y se puede expresar como 
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^ + ^rápida + ‘7lenta 

donde A'^ representa al átomo excitado en el blanco. Cuando Ia masa dei proyectil es muy pequena 
comparada con la dei blanco (como sucede en el caso de un electrón que choca con un átomo), pode¬ 
mos ignorar los efectos de retroceso dei blanco. Entonces la condición para una colisión inelástica es 
^ £' 2 “ donde E^= \mv^ es la energia cinética dei proyectil antes de Ia colisión. La energia cinética 
dei proyectil después de la colisión inelástica es 

El.= E^-{E^-E^) 

Para dar un ejemplo concreto, supongamos que un electrón de energia cinética Ey^ se mueve a 
través de una sustancia, como vapor de mercúrio. Siempre que Ey. sea menor que la primera energia de ex- 
citación dei mercúrio, las colisiones serán elásticas y el electrón se moverá a través dei vapor sin excitar 
átomos. Sin embargo, si Ey es mayor que E^ - £j el electrón puede perder la energia Ej - en una sola 
colisión inelástica. Si la energia cinética inicial dei electrón no es mucho mayor que £2 - la energia dei 
electrón después de la colisión inelástica no será suficiente para excitar a otro átomo. Por lo tanto, las 
sucesivas colisiones dei electrón serán elásticas, pero si la energia cinética dei electrón en un principio 
era muy grande comparada con E^ - £p puede sufrir otras colisiones inelásticas. En cada colisión, el 
electrón pierde la energia £2 - £, y produce más átomos excitados. Finalmente, cuando la energia dei 
electrón esté por debajo dei umbral de las colisiones inelásticas, ya no habrá más excitaciones. 

Este proceso fue observado por vez primera en 1914 por James Franck (1882-1964) y Gustav 
Hertz (1887-1975). En la figura 23.5 se presenta esquemáticamente el instrumento utilizado. Un fila¬ 
mento caliente £ emite electrones que son acelerados hacia la rejilla G mediante un potencial variable V. 
En el espacio entre F y G hay vapor de mercúrio. Se aplica un pequeno potencial de retardo V', de 
aproximadamente 0.5 V, entre la rejilla G y la placa colectora P. Entonces los electrones que quedan con 
una energia cinética muy pèquena, después de sufrir una o más colisiones inelásticas, no pueden llegar a 
la placa y no son registrados por el galvanómetro. A medida que aumenta la diferencia de potencial V, el 
número de electrones que llegan a P fluctúa como se muestra en la figura 23.6; los picos aparecen con un 
espaciado de alrededor de 4.9 V. El primer valle corresponde a electrones que perdieron casi toda su 
energia cinética después de una colisión inelástica con un átomo de mercúrio, que queda, entonces, en 
un estado excitado. El segundo valle corresponde a aquellos electrones que sufrieron dos colisiones 
inelásticas con átomos de mercúrio, perdiendo casi toda su energia cinética, y asi sucesivamente. En 
consecuencia, podemos concluir que el primer estado excitado de los átomos de mercúrio está alrededor 
de 4.9 eV por encima dei estado fundamental. Esta conclusión es confirmada por la emisión de luz que 
ocurre cuando los átomos de mercúrio regresan al estado fundamental y que corresponde al espectro dei 
mercúrio (Secs. 31.4 y 38.5). 


/ 



+ - 



Figura 23.5 Experimento de Franck y Hertz para el Figura 23.6 Corriente de electrones en 

análisis de colisiones inelásticas de segundo tipo. función dei potencial de aceleración en el 

experimento de Franck y Hertz. 
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23.5 Cuantización dei momenfum angular 

En la sección anterior mostramos que es posible justificar los niveles de energia para átomos con un 
electrón, si suponemos que el momentum angular dei electrón está cuantizado. Los valores posi- 
bles dei momentum angular, según la teoria de Bohr, están dados en la ecuación 23.9, L = nã. Esta 
relación fue deducida por Bohr para el caso particular de órbitas circulares, a las que se aplica la 
ecuación 23.12, usando una descripción clásica dei movimiento. Sin embargo, cuando utilizamos 
la teoria de la mecânica cuántica (Cap. 38), se tiene que los valores posibles dei momentum angular 
orbital de un electrón están dados por 

L = y/(/ + \ )h (23.16) 

en la que / = 0,1,2,3,... es un entero positivo (para unajustificación de la ecuación 23.16, véase la 
Nota 23.1). La ecuación 23.16 concuerda con la ecuación 23.9 cuando / es muy grande, ya que en 
este caso podemos despreciar el 1 en comparación con / y escribir L ^ lã. Sin embargo, la expre- 
sión 23.13 para los niveles de energia sigue siendo válida cuando se utiliza la mecânica cuántica, 
según se puede mostrar con un cálculo más complejo. 

En la mecânica clásica, dada la energia de la órbita planetaria, su forma varia de acuerdo 
con el momentum angular de la particula. El mismo resultado se aplica en la mecânica cuántica: la 
región donde el electrón se mueve depende dei valor de /. En consecuencia, cada nivel de energia, 
determinado por un valor de n, está asociado con vários estados posibles dei momentum angular 
dei electrón determinados por los valores de /. Los valores de / relacionados con cada valor de n 
están dados por la mecânica cuántica como ^ 

/ = 0, 1,2,..., (rt - 1) {n valores) (23.17) 

Los estados de momentum angular están representados por letras según el esquema que se muestra 
en la tabla 23.1. Esta relación entre nyl nos permite explicar la estructura electrónica de los átomos 
(Sec. 23.9). 

Además de la cuantización dei módulo dei momentum angular orbital, existe evidencia 
experimental, según se indica en la sección 23.6, apoyada por la mecânica cuántica, de que 

la orientación dei momentum angular L con respecto a un eje dado está limitada a ciertas 
direcciones. 

Este resultado se conoce como cuantización espacial. Representando el eje dado con Z (Fig. 23.7), 
los valores posibles de la componente Z de L son 

= m^ã (23.18) 

Tabla 23.1 Estados de momentum angular _ 

/ 0 12 3 4 

Símbolo s p d f g 

g=2l+l 1 3 5 7 9 


donde m^ puede ser un entero positivo o negativo que tiene los valores 

m, = 0,+1, ±2,..., ±(/-1), ±/ (23.19) 

El valor máximo de /n^ es ±/ porque no puede ser mayor que |L|. Para / = 0 (estados 5 ) sólo es 
posible m^ = 0. Para / = 1 (estados p), podemos tener m^=Q, ±1. En general, para cualquier valor de 
I existen 5 - = 2/ + 1 valores posibles de mf, cada valor de m^ da una posible orientación de L. En la tabla 
23.1 se da una lista de los valores de g para vários estados de momentum angular. En la figura 23.8 
mostramos las tres orientaciones posibles de L para / = 1. 
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Figura 23.7 Momentum angular orbital L y 
su componente a lo largo dei eje Z. 


Figura 23.8 Posibles orientaciones dei 
momentum angular conrespondientes 
a / = 1 y L = s2à . 



Figura 23.9 Relación vectorial 
entre el momento magnético 
y ei momentum angular de un 
electrón descríbiendo una órbita. 


Concluímos entonces que el estado de un electrón en un átomo hidrogenoide está caracteri¬ 
zado por tres números cuánticos: n, que da la energia; /, que da el momento angular; y m,, que da la 
orientación dei momentum angular con respecto al eje Z. 

Un electrón en su órbita tiene un momento dipolar magnético dado, según la ecuación 
22.16, por 

L (23.20) 

2m^ 

cuando sustituimos q por -e y m por m^. El signo negativo muestra que es opuesta a L (Fig. 23.9), 

correspondiendo a una partícula negativa. 

Debido a la cuantización espacial de L, el momento magnético orbital sólo puede tener 
2/ + 1 orientaciones con respecto al eje Z. También, el momento magnético es cero para los estados 
5 (/ = 0). Así, la cuantización dei momento angular determina las propiedades magnéticas de mu- 
chas sustancias. 


Nota 23.1 Justificación de la relación = /(/ +1)^^ 

La expresión l? = /(/ + l)ft^ para la cuantización dei momentum angular se puede justificar de una manera muy sencilla. Primero 
notamos que para cualquier orientación de L, 

L? = + Ly + Líl 

Si la dirección de L no es fija, sino queL precesa alrededor de una cierta dirección sin cambiar de módulo, sus componentes no son 
constantes y 

+ (^y)med + 

También, en ausência de campos externos todas las direcciones son equivalentes, de modo que la selección de ejes es arbitraria. 
Entonces (4)media = (í>)n«d]a = ^ ecuación anterior queda 

En la sección 23.5 se indicó que existen pruebas experimentales, como la acción de un campo magnético sobre un átomo (Sec. 
23.6), de que L puede tener sólo 2/ + 1 orientaciones con respecto a Ia dirección dei campo magnético, tomado como el eje Z. Se 
tiene también, como quedó establecido en la ecuación 23.18, que cada orientación de L corresponde a una componente Zdada por 
L. = mA con m, = 0, ±1, ±2,..., ±1. Por tanto. 
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El facíor 2 es debido a que la sumaíoria sobre valores negativos de es la misma que para valores positivos. Usando la relación 
B.29, tenemos 

Ém? = è/((+l)(2í + l) 

1 

Por tanto, llegamos a la conclusión de que 

(^.^)med=Í/(/+ y ^ 3iLX.,= Kt + o L= V/(/+l) 

o que es la ecuación 23.16 para el momentum angular. 

Como la sumatoria dada en la ecuación B.29 es válida para números tanto enteros como semienteros, siempre que los 
términos sucesivos de la sumatoria difieran en uno, concluimos que la ecuación 23.16 es válida para valores enteros y semienteros 
de /. Por tanto, la sumatoria también se aplica al spin S (véase la Sec. 23.7) y al momentum angular total J = L + S,de modo que 
ambos obedecen a la ecuación 23.16. 


23.6 Efedo de un campo magnético en el movimiento de los elecfrones 

La cuantización dei momentum angular está demostrada por numerosas evidencias experimenta- 
les. Tal vez la más directa es el efecto de un campo ^magnético sobre los niveles de energia de un 
átomo, conocido como efecto Zeeman, en honor a Pieter Zeeman (1865-1943), quien fue el prime- 
ro en observar este efecto. 

Supongamos que se coloca un átomo en un campo magnético externo. La energia magnéti¬ 
ca de un electrón en movimiento alrededor dei núcleo se obtiene mediante la ecuación 22.19, que 
en este caso es ^ o, tomando el valor de dado por la ecuación 23.20, 

E^,^ = {e/2m,)â§-L (23.21) 

Si tomamos el eje Z en la dirección de podemos expresar la ecuación 23.21 como 

E^,^ = (e/2mJ^L, (23.22) 

Si el momentum angular pudiera tener cualquier orientación, el valor de variaría continuamente 
entre +L y -L. Entonces la energia dei electrón podria tener cualquier valor entre E^ + (e/2m^)^Ly 
Eq -iel2m^^L, donde es la energia en ausência de campo magnético (Fig. 23.10(a)). Sin embar¬ 
go, según la cuantización espacial, los valores de están limitados a los dados por la ecuación 
23.18, y la energia puede tener sólo uno de los 21 + 1 valores, 

E = E„ + -^Sm, (23.23) 

como se muestra en la figura 23.10(b). En otras palabras, cada nivel de energia se divide en 2/ -t-1 
subniveles debido al campo magnético. Esta segunda situación es la que se observa experimental¬ 
mente en la división de las lineas espectrales atómicas en presencia de un campo magnético, lo que 
constituye una prueba de la cuantización espacial. 

A la magnitud 

pfi 

=-= 9.2732 X 10"^^ JT-^ = 5.6564 x 10“^eVT"' (23.24) 

2m^ 

se le llama magnetón de Bohr. Entonces podemos decir que los niveles de energia de los átomos 
con un electrón se dividen bajo el efecto de un campo magnético en 2/ -t- 1 niveles, dados por 

E = Eq + 


(23.25) 
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Figura 23.11 Precesión dei 
momentum angular debida al 
torque magnético T. Como T es 
perpendicular a y a L, gira en 
el plano XV a medida que L 
precesa alrededor de . 


Eo - 

-(e /2mg)SSL 

Campo Campo 

magnético nulo magnético 



magnético 


+ (eÃ/2OTg)SS/ 
(2/ + 1) niveles 


- (ehl2m^)'3il 


a) Sin cuantización espacial 


b) Con cuantización espacial 


Figura 23.10 Separación de un nivel de energia por la acción de un campo magnético (efecto Zeeman). 

Los niveles tienen un espaciamiento uniforme igual a 

Existe otro efecto importante de la acción de un campo magnético sobre el movimiento de 
los electrones. En la sección 22.7 mostramos que un campo magnético ejerce un torque sobre un 
dipolo magnético dado por x = M x ^ o, usando la ecuación 23.20, x = -{ellm^L x Este torque 
es perpendicular a L (Fig. 23.11). Entonces, por la misma razón que en el caso de un giroscopio 
(Sec. 13.10), el torque magnético hace que el momentum angular precese alrededor de la dirección 
de Sô manteniendo un ângulo constante con respecto a ^. 

23.7 Spin dei eieeírón 

Recuerde que la Tierra.^además de su movimiento orbital alrededor dei Sol, tiene un movimiento de 
rotación o spin alrededor de su propio eje. Por tanto, el momentum angular total de la Tierra es la 
suma vectorial de su momentum angular orbital y su momentum angular de spin (véase la Sec. 13.6). 
Por analogia, podemos imaginar que un electrón en el átomo tiene también spin. Sin embargo, no 
podemos describir al electrón como una diminuta esfera que gira, debido a nuestra ignorância de su 
estructura interna, si es que tiene alguna. Así pues, el momentum angular de spin dei electrón no 
puede calcularse en términos de su radio, masa y velocidad angular dei mismo modo que se hizo 
para calcular el de la Tierra. 

La existência dei spin dei electrón se puede verificar de manera experimental de diferentes 
formas. Por ejemplo, como el electrón es una partícula cargada, su spin debe producir un momento 
magnético de spin M^. Por analogia con la ecuación 23.20, la relación entre y el momentum 
angular de spin S está dada por 



donde g^, conocida como razón giromagnética dei electrón, tiene en cuenta las propiedades inter¬ 
nas dei electrón. El valor experimental de es de 2.0024. Para la mayoría de los cálculos prácticos, 
podemos tomar g^ = 2. 

Una forma directa de verificar la ecuación 23.26 es mediante el experimento efectuado en 
1922 por Otto Stem (1888-1969) y Walter Gerlach (1889-1979). Supongamos que un haz de áto¬ 
mos hidrogenoides pasa por un campo magnético no uniforme. (Fig. 23.12.) El efecto de este 
campo sobre un dipolo magnético es ejercer una fuerza cuya dirección y módulo dependen de la 
orientación relativa dei campo magnético y dei dipolo. Recordando la ecuación 22.20, si el dipolo 
magnético está orientado paralelamente al campo magnético, tiende a moverse en la dirección en la 
cual aumenta el campo magnético. Al contrario, si el dipolo magnético está orientado antiparalelo 
al campo, se moverá en la dirección en que disminuye el campo. 

En el experimento de Stern-Gerlach, el campo magnético no uniforme se produce confor¬ 
mando los polos de los imanes como se muestra en la figura. El campo magnético aumenta en 
intensidad en la dirección S-N. Si el momentum angular orbital dei electrón es cero (estados sol= 
0), el momento magnético total se debe sólo al spin. Por tanto, el haz atómico será desviado por el 
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Figura 23.12 Experimento de Stern-Gerlach. Figura 23.13 Orientaciones posibles 

dei spin con respecto ai eje Z. 

campo magnético, dependiendo de la orientación de o, lo que es equivalente, de la orientación 
de S con respecto al campo magnético. El resultado dei experimento es que el haz atómico se 
separa en dos por la acción dei campo magnético no uniforme. Esto muestra que 

el spin dei electrón sólo tiene dos orientaciones con respecto a una dirección dada: 
"paralela ” o "antiparalela ”. ' 

Según el análisis de la sección 23.6, el número de orientaciones dei momentum angular con respec¬ 
to a un eje fljo es p' = 2/ + 1. Entonces, para el caso dei spin, tenemos el valor í/ = 2 o / = {. 
Representando el número cuántico de spin con s, en lugar de l, y el número cuántico correspondien- 
te a la componente con m^, tenemos que 

S ~ ^s{s + 1)^ = s = 5 (23.27) 

S, = m,h w, = ± i 

En la figura 23.13 se muestran los únicos valores posibles de (esto es, +j y -y), correspondientes 
a las dos orientaciones posibles de 5. Por cuestión de brevedad, normalmente se conocen como 
spin hacia arriba (t) y spin hacia abajo (i), aunque el spin en realidad nunca está dirigido a lo 
largo dei eje Z u opuesto a él, sino que precesa alrededor de Z. 


Tabla 23.2 Denominación de los estados electrónicos 


/ 0 

1 

2 

3 

j 2 

1 3 

2 2 

3 5 

2 2 

5 7 

2 2 

símbolo Si /2 

Pl/2 P 3/2 

^3/2 ^5/2 

/5/2 fll2 


23.8 Inferacción spín-órbita 

El momentum angular total de un electrón es / = L + S, donde L es el momentum angular orbital 
y S el momentum angular spin. Representaremos con j el número cuántico asociado con J, de 
modo que 

1^1 = .JiU+m (23.28) 

Como el spin dei electrón sólo puede tener dos orientaciones posibles con respecto al 
momentum angular orbital, concluimos que los valores posibles de j son 

j = l-¥ cuando S es “paralelo” a L 
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Figura 23.14 Orientaciones relativas posibles de L Figura 23.15 División de los niveles de energia debido a 

y S, cuando / = 2. la interacción spin-órbita. 

j-l- cuando S es “antiparalelo” a L 

Estas dos situaciones se ilustran en la figura 23.14 para l = 2yj = ^ o Cuando / = 0 (estado s), 
sólo es posible j = Los estados posibles de momentum angular de un electrón se denominan de la 
forma en que se muestra en la tabla 23.2. 

Las dos orientaciones posibles dei spin dei electrón con respecto al momentum angular 
orbital dan lugar a un efecto importante: el desdoble de los niveles de energia. Todos los niveles de 
energia (excepto los s) de los átomos hidrogenoides o, en general, de todos los átomos con un 
electrón de valência, se dividen en dos, dependiendo de la orientación relativa de L y 5. El 
desdoblamiento de los niveles de energia es consecuencia de la llamada interacción spin~òrh\t&. 
Éste es un efecto magnético, asociado con el momento magnético de spin y el campo magnético dei 
movimiento orbital dei electrón, y es proporcional aS • L (véase la Nota 23.2). 

Por tanto, la interacción spm-órbita divide cada nivel de energia electrónico con un valor 
dado de I en dos niveles muy cercanos. Uno de ellos corresponde aLyS paralelos o spin bacia arri¬ 
ba (Fig. 23.15) (j = l + i). El otro nivel corresponde aLyS antiparalelos o spin bacia abajo {j = l- i). 
Para los niveles s (1 = 0) no bay división. Este desdoblamiento de los niveles de energia electrónicos 
fiie observado por primera vez en 1926 por George Ublenbeck y Samuel Goudsmit (1902-1978) lo que 
les llevó a introducir el concepto de spin dei electrón y asignarle el valor de í = |. 


Nota 23.2 Origen de la interacción sj^m-órbita 

Consideremos un sistema de referencia XYZ colocado en el nücleo de un átomo. En ese sistema el electrón parece moverse 
alrededor dei núcleo (Fig. 23.16(a)) con momentum angular L. Pero, en un sistema X' F'Z'colocado en el electrón, es el núcleo 
el que parece moverse alrededor dei electrón, con momentum angular L (Fig. 23.16(b)). Como el núcleo tiene carga positiva, 
produee un campo magnético ^ en el sistema X' y'Z'paralelo al momentum angular L. Como el electrón está en reposo con 
respecto a Y'X' Z', la única interacción dei campo magnético es con el momentum magnético de spin dei electrón. Esta 
interacción es proporcional a• ^. Pero es paralela aSy a L. Por tanto, la interacción es proporcional aS ® L. Ésta es la 
razón por la que a este efecto se le conoce como interacción sp/n-órbita. Entonces podemos escribir, para la energia dei electrón 
debida a la interacción jp/n-órbita, 

AEsl = aS'L 

El valor dei parâmetro a depende de las distintas variables que afectan el movimiento dei electrón. No necesitamos conocer su 
forma precisa en esta ocasión. Es suficiente decir que es dei orden de lE^FZ^a^, donde 
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Figura 23.16 Origen de la inleracción ípm-órbita: (a) sistema de referencia colocado 
en el protón; (b) sistema de referencia colocado en el electrón. 

es la constante de estrucíura fina. Entonces, AE^^es dei orden de 5 x 10"^ que es muy pequena comparada con \E I, aunque 

se puede medir. 

Dado que E^ es la energia dei movimiento orbital dei electrón, suponiendo que sólo hay una fuerza central, la energia total es 

E = E„ + = £„ + aS-L (23.29) 

Para valores dados de L y 5, la interacción spm-órbita depende de la orientación relativa de estos dos vectores. Pero como S 
sólo puede tener dos posibles orientaciones con respecto a L, llegamos a la conclusión de que para un electrón únicamente existen 
dos valores de AE^^^ ^ 




23.9 Copos de elecírones en los átomos 

Cuando un átomo tiene más de un electrón, el cálculo de las energias es más complejo, debido a que 
deben tomarse en consideración las interacciones entre los electrones. Sin embargo, a partir dei 
análisis de las secciones anteriores podemos concluir, en primera aproximación, que para identifi¬ 
car completamente el estado de un electrón necesitamos los números cuánticos n, /, m^ y m^. Los 
primeros tres dan la energia y el momentum angular dei movimiento orbital, y el cuarto la orienta¬ 
ción dei spin. En ausência de campos eléctricos o magnéticos externos, la dirección dei eje Z es 
arbitraria. Por tanto, la energia de los electrones depende sólo à&nyl. Cuando se toma en cuenta 
el efecto spin-órh\ta, la energia depende también de j. Asi, cada estado electrónico se identifica 
por el símbolo nl, esto es, 1 j:, 2s, 2p, 35, 3p, 3d ,..., a los cuales, a veces, se les anade un subíndice 
con los valores de j (Tabla 23.2). 

Para especificar el estado de un átomo que tiene muchos electrones, debemos indicar el 
estado de cada electrón. Todos los electrones con los mismos números cuánticos nl se conocen 
como equivalentes porque tienen aproximadamente la misma energia. El estado completo dei 
átomo se especifica indicando el número de electrones equivalentes que hay en cada estado nl. 
Esto constituye una confíguración. Si hay x electrones en el estado nl, esto se indica como {niy. 
Por ejemplo, en el estado fundamental dei helio los dos electrones están en el estado n = 1, / = 0 o 
estado I 5 . Por tanto, la confíguración es Pero si uno de los electrones es excitado al estado 2s o 2p, 

la confíguración se escribiría como (l5)(25) o (l5)(2p), respectivamente. 

La confíguración de cada elemento químico en sus estados fundamentales y excitados es de 
gran importância pues determina su comportamiento químico. Es bien sabido que los elementos 
químicos muestran ciertas regularidades en sus propiedades físicas y químicas. Tales propiedades se 
repiten en diferentes elementos de una manera más o menos cíclica. Ciclos o períodos sucesivos 
se completan en los números atómicos Z= 2, 10, 18,36, 54 y 86, correspondiendo a los (llamados) 
gases nobles o inertes: helio, neón, argón, kriptón, xenón y radón. Los gases inertes se caracterizan 
quimicamente por su capacidad muy pequena o casi inexistente para combinarse con otros elemen¬ 
tos. La periodicidad de las propiedades de los elementos queda ejemplifícada por sus energias de 
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Figura 23.17 Energia de 
ionización de los elementos en 
función dei número atómico. 


ionización, según se muestra en la figura 23.17. Vemos que existe una regularidad que se repite más 
o menos después de cada gas inerte. 

Para explicar esta periodicidad, Dmitri Mendeleyev (1834-1907) en 1870 propuso su céle¬ 
bre clasificación periódica de los elementos en ciclos o períodos, los cuales están compuestos por 
ocho elementos cada uno. Esta clasificación, sin embargo, no funciona muy bien y algunos elemen¬ 
tos, como los de transición y las tierras raras, no encajan fácilmente en este esquema simplificado. 

Las regularidades de las propiedades atómicas sugieren ciertas regularidades en el movi- 
miento de los electrones en el átomo. Para explicarias, Wolfgang Pauli (1900-1958) propuso, por 
1925, una nueva regia, conocida desde entonces como principio de exclusión, que se aplica a todas 
las partículas que tienen spin 7 , las que se conocen como fermiones, en honor a Enrico Fermi. Las 
partículas con spin 0 o 1 no obedecen el principio de exclusión y se conocen como bosones, en 
honor a Satyendranath Bose. Este principio no sólo explica el comportamiento físico y químico 
periódico de los elementos de una manera hermosa y sencilla, sino también correlaciona muchos 
otros hechos experimentales de importância para la estructura atómica de la matéria. El principio 
de exclusión de Pauli establece que dos electrones de un átomo no pueden tener el mismo conjunto 
de números cuánticos o, lo que es equivalente, dos electrones de un átomo no pueden estar en el 
mismo estado dinâmico. 

El principio de exclusión de Pauli se puede utilizar para determinar la configuración elec¬ 
trónica de los átomos. Calculamos primero el número de combinaciones de números cuánticos m^ y 
que son posibles para cada valor dei momentum angular /. Esto da el número máximo de electro¬ 
nes que se pueden acomodar en un estado nl. Sabemos que por cada valor / existen 2/ + 1 valores de 
nii y que para cada conjunjo (/, nij) el electrón puede tener spin hacia arriba o hacia abajo (m^ = ± 7 ). 
Así pues, el número máximo de electrones que se pueden acomodar en un estado nl sin violar el 
principio de exclusión es 2(2/ + 1). Lo anterior se indica de manera explícita como: 


Momentum angular, / 0 12 3 4 

Símbolo s p d f g 

Número de ocupación, 2(2/+1) 2 6 10 14 18 


En el proceso de construcción de los átomos desde Z = 1 hasta Z = 92 (y más), el estado fundamen¬ 
tal de un átomo se logra cuando los electrones ocupan sucesivamente los estados de menor energia 
hasta el número máximo permitido en cada uno por el principio de exclusión. Una vez que el estado 
nl ha recibido su cuota completa de electrones, empieza a llenarse el siguiente estado. 
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El orden en que se llenan estados sucesivos nl está indicado en la figura 23.18. Puede haber 
pequenas variaciones para algunos átomos en particular, pero en general el orden es el que se 
muestra. Un análisis más detallado se da en el capítulo 38. En primer lugar se observan ciertas 
bandas prohibidas de energia, o sea regiones donde la diferencia de energia entre dos niveles permi¬ 
tidos es mucho mayor que entre los niveles que están por debajo dei inferior y por encima dei 
superior. Las bandas prohibidas de energia aparecen entre Is y 2s, 2p y 3s, 3p y As, Ap y 5s, y así 
sucesivamente. Los niveles de energia agrupados entre dos bandas prohibidas de energia constitu- 
yen una capa. Tradicional mente las capas se representan por las letras K, L, M,... Cada estado nl 
que compone una capa se conoce como subcapa. El máximo número de electrones en capas 
sucesivas completas se da precisamente en Z = 2, 10, 18, 36, 54 y 86, correspondientes a los gases 
nobles o inertes, según lo requiere la evidencia experimental. Puede haber otro gas noble con Z= 118, 
pero ni en la naturaleza ni en el laboratorio se ha encontrado algún átomo con tal número de electrones. 

Los electrones que ocupan las capas internas completas constituyen el kernel dei átomo. 

Los electrones restantes, los cuales están en las capas exteriores que no están llenas, se conocen 
como electrones de valência. La energia de enlace de los electrones dei kernel es mucho más alta que 
la de los de valência. Por esa razón, los electrones dei kernel están enlazados con más fuerza y perma- 
necen prácticamente imperturbables en la mayoría de los procesos en los que participa el átomo. 

Son los electrones de valência los principales responsables de las propiedades químicas dei áto¬ 
mo, y son los que participan en las reacciones y enlaces químicos. 

En la tabla 23.3 aparece la configuración electrónica dei estado fundamental de los átomos 
de los diferentes elementos químicos. Se presentan también los momenta angular total y orbital dei 
átomo en el estado fundamental y la energia de ionización. El diagrama de bloques de la figura 
23.19 muestra cómo se construyen los primeros 10 elementos. Las subcapas s tienen un bloque en 
el que caben dos electrones en cada uno con spins opuestos y las subcapas p tres bloques (m, = +1, 

0, -1) en las que caben seis electrones. 

En la figura 23.19 se puede ver que mientras el hidrógeno tiene un solo electrón lí, el litio 
tiene un solo electrón 2s, que tiene a su disposición los niveles 2p relativamente cercanos y, por 
consiguiente, puede ser excitado con facilidad. El litio tiene también una energia de ionización 
menor que la dei hidrógeno (5.5 eV en comparación con 13.6 eV). Esto se puede atribuir al hecho 
de que el electrón 2s dei litio está, en promedio, más alejado dei núcleo que el electrón lí dei 
hidrógeno. Estas diferencias explican el marcado comportamiento metálico dei litio, que el hidró¬ 
geno no presenta. De manera parecida, el helio y el berílio tienen capas s completas, 1 í^ para el 
helio y 2s^ para el berílio. Sin embargo, el helio es un gas inerte y el berílio no. Esto se debe a que 


Denominación 
dei nivel 

7p_ 

6d__ 

5Pr= 

Is 


Número de 
electrones en 
la capa 

IIlo 

== 14 
^2 


32 


Número total 
de electrones en 
cada capa completa 

- --118(?) 




up 

5d 

10 

AF 



6s'' 



32 


5p--6 1 

4d— - 10 [ 18 

5s'-^2 J 


-86 (Rn) 


54 (Xe) 


4p-- 6 ' 

3d__ 10 

4s'- 2 . 
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2p-6 

2 s -^.^2 

Is- 2 2 


36 (Kr) 


18 (Ar) 


-10 (Ne) 
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Figura 23.18 Estructura de 
capas de los niveles atómicos 
de energia. 
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Figura 23.19 Forma en que 
se construyen las configuraciones 
electrónicas dei estado 
fundamental de los átomos de 
los primeros diez elementos. 


Figura 23.20 Configuraciones 
electrónicas excitadas de los 
átomos de berílio, boro, carbono 
y nitrógeno 


uno de ios electrones 2^^ dei berílio puede exciíarse a un nivel 2p cercano, teniendo como resultado 
el estado excitado que se muestra en la figura 23.20. Este estado corresponde a la valência 2 obser¬ 
vada en los compuestos de berílio y le da al elemento su carácter metálico. La energia de excitación 
es de alrededor de 2.7 eV, mientras que para el helio la mínima energia de excitación es de alrede- 
dor de 20 eV. El primer estado excitado dei boro se puede obtener al pasar un electrón 2s a un 
estado 2p, como se muestra en la figura 23.20, lo que requiere una energia de 3.6 eV. Este estado 
explica la valência triple dei boro. La situación para el carbono, nitrógeno y otros átomos es más 
complicada. Para estos elementos se pueden producir vários estados excitados mediante la 
reorientación de los momenta angulares spin y orbital de los electrones p, más que con el paso de 
un electrón í a un nivel p. En la figura 23.20 se muestra un estado excitado de particular importân¬ 
cia dei carbono, que explica la valência 4 dei carbono en muchos de sus componentes. 

Las consideraciones anteriores nos ayudan a explicar cómo las propiedades químicas y 
físicas de un elemento dependen de la configuración electrónica dei estado fundamental, así como 
de los niveles excitados más próximos. Por ejemplo, lo que caracteriza a un gas inerte (como el 
helio, el neón y el argón, con Z = 2,10 y 18, respectivamente) es que sus átomos están compuestos 
por capas completas. Para excitar uno de los electrones de un átomo de gas noble se necesita una 
energia comparativamente alta, debido a la gran banda prohibida de energia que separa el último 
nivel completo dei prímero que no está ocupado. Por otro lado, los átomos como los de litio, sodio, 
potasio, etc., con Z= 3, 11, 19,..., están compuestos de capas cerradas más un electrón en el nivel 
que está inmediatamente encima de la primera banda prohibida de energia. Así el litio tiene una 
capa K completa y un electrón 2s; el sodio tiene capas K y L completas y un electrón 3s, y así 
sucesivamente. Este último electrón no está ligado firmemente al átomo y determina el com- 
portamiento metálico de los elementos. Ésta es la razón por la que el Na (Z = 11) es tan distinto dei 
Ne (Z = 10), aunque sus átomos difieran en un sólo electrón. A medida que el número de electrones 
de las capas incompletas aumenta, la situación se hace más compleja y los niveles de energia siguen 
un patrón mucho más complicado. 

La cuantización de la energia y la existência de niveles de energia bien definidos dei movi- 
miento de los electrones en el átomo son unas de las razònes de la estabilidad de la matéria y dei 
comportamiento químico uniforme de cada tipo de átomo y de molécula. Por ejemplo, los átomos de 
hidrógeno están compuestos por un protón y un electrón en su órbita, y la energia dei electrón en su 
estado fundamental y su distancia media al protón, dada por el radio de Bohr, son siempre las mismas. 
Esto significa que todos los átomos de hidrógeno son idênticos y tienen la misma configuración 
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Tabla 23.3 Configuración electrónica de los átomos* 


z 

Símbolo 

Estado 

fundamental 

Configuración 

fundamental 

Energia de 
ionización (eV) 

Z 

Símbolo 

Estado 

fundamental 

Configuración 

fundamental 

Energia de 
ionización (eV) 

1 

H 

-s 

Is 

13.595 

52 

Te 

"P2 

4d^°5s^5p‘^ 

9.01 

2 

He 

's 

\s- 

24.581 

53 

I 

^P3/2 

4d^°5s^5p^ 

10.454 

— 





54 

Xe 

‘s 

4í/‘0 5s"5p® 

12.127 

3 

Li 

^s 

[He] 2s 

5.390 






4 

Be 

'S 


9.320 

55 

Cs 

^s 

[Xe] 6s 

3.893 

5 

B 

^P./2 

2s-2p 

8.296 

56 

Ba 

‘s 

6s^ 

5.210 

6 

C 

^Po 

2s^2p^ 

11.256 

57 

La 


5d6s' 

5.61 

7 

N 

■‘s 

2s~2p^ 

14.545 

58 

Ce 

"H5 

4f5d6s- 

6.54 

8 

O 


2s-2p* 

13.614 

59 

Pr 


4f^6s^ 

5.48 

9 

F 


2s-2p = 

17.418 

60 

Nd 


4f*6s^ 

5.51 

10 

Ne 

'S 

2s^2p^ 

21.559 

61 

Pm 

614 

^5/2 

4f^6s^ 


— 





62 

Sm 

^0 

4/®6s^ 

5.6 

11 

Na 

-s 

[Ne] 3s 

5.138 

63 

Eu 

®s 

4/''6s^ 

5.67 

12 

Mg 

‘S 

3i-- 

7.644 

64 

Gd 

^Di 

4f'’5d6s^ 

6.16 

13 

Al 

^P./2 

3s~3p 

5.984 

65 

Tb 


4f%s^ 

6.74 

14 

Si 

3p 

3s^3p^ 

8.149 

66 

Dy 

% 

4/'®6s^ 

6.82 

15 

P 

“"S 

3s~3p^ 

10.484 

67 

Ho 


4/“6s^ 


16 

S 


35-3p-‘ 

10.357 

68 

Er 

'He 

4/‘26s- 


17 

Cl 

“^3/2 

3s~3p^ 

13.01 

69 

Tm 

'F7/2 

4/‘^6s- 


18 

Ar 

's 

3s-3p‘^ 

15.755 

70 

Yb 

'S 

4f^*6s^ 

6.22 

— 





71 

Lu 


4f'^5d6s^ 

6.15 

19 

K 

^s 

[A] 4s 

4.339 

72 

Hf 

^F, 

4/'‘^5íf^6s^ 

7.0 

20 

Ca 

‘s 

4s^ 

6.111 

73 

Ta 

"F3;2 

4f^‘^5d^6s^ 

7.88 

21 

Sc 


3d4s^ 

6.54 

74 

W 

'Do 

4f'‘^5d*6s^ 

7.98 

22 

Ti 


3d^4s^ 

6.83 

75 

Re 

6s 

4f'*5d^es^ 

7.87 

23 

V 

4p 

/3/2 

3dUs‘ 

6.74 

76 

Os 

'D* 

4f'*5d^es^ 

8.7 

24 

Cr 

's 

3dHs 

6.764 

77 

Ir 


4/‘'‘5d’6s" 

9.2 

25 

Mn 

®s 

3dUs- 

7.432 

78 

Pt 

'D3 

4/''‘5í/®6s^ 

8.88 

26 

Fe 


3d^4s^ 

7.87 

79 

Au 

-s 

[Xe, 4/'‘‘5íí‘°] 6s 

9.22 

27 

Co 


3d'’4s- 

7.86 

80 

Hg 

‘S 

6s^ 

10.434 

28 

Ni 

^F4 

3dUs- 

7.633 

81 

TI 

2p 

6s^6p 

6.106 

29 

Cu 

^s 

3d^°4s 

7.724 

82 

Pb 

'Po 

6s^6p^ 

7.415 

30 

Zn 

's 

3d^°4s^ 

9.391 

83 

Bi 

^S 

6s^6p^ 

7.287 

31 

Ga 

2 p 
^ 1/2 

3d'°4sHp 

6.00 

84 

Po 

'P2 

6s^6p* 

8.43 

32 

Ge 

3p 
^ 0 

3d'°4sHp- 

7.88 

85 

At 

2p 

6s^6p^ 


33 

As 

■"s 

3d'°4sHp^ 

9.81 

86 

Rn 

‘s 

6s^6p® 

10.745 

34 

Se 

^p. 

3d'°4s^4p‘^ 

9.75 






35 

Br 

2 p 
^ 3/2 

3d'°4s^4p^ 

11.84 

87 

Fr 

^s 

[Rn] 7s 


36 

Kr 

‘s 

3í/"’'4s=4p« 

13.996 

88 

Ra 

‘s 

Is^ 

5.277 

— 





89 

Ac 


6dls^ 

6.9 

37 

Rb 

^s 

[Kr] 55 

4.176 

90 

Th 

'F, 

6d^ls^ 


38 

Sr 

‘s 

5s^ 

5.692 

91 

Pa 


SfHdls- 


39 

Y 

-D3/2 

4d5s^ 

6.377 

92 

U 

% 

5f^6dls^ 

4.0 

40 

Zr 


4d^5s- 

6.835 

93 

Np 


5f%dls^ 


41 

Nb 

"S 

4d^5s 

7.10 

94 

Pu 

"Fn 



42 

Mo 

6n 

*^1/2 

4d*5s 

6.881 

95 

Am 

’s 

Sfls^ 


43 

Tc 

®s 

4d^5s^ 

7.228 

96 

Cm 


5f6dls^ 


44 

Ru 

^F5 

4d'^5s 

7.365 

97 

Bk 


(Sf^dls^) 


45 

Rh 


4d^5s 

7.461 

98 

Cf 


(Sp6dls^) 


46 

Pd 

‘s 

4d'° 

8.33 

99 

E 


(Sf^°6dls^) 


47 

Ag 

-s 

4d^°5s 

7.574 

100 

Fm 


{5f"6d7s^) 


48 

Cd 

‘s 

4d'°5s^ 

8.991 

101 

Mv 




49 

In 

^Pl,2 

4d^°5s^5p 

5.785 

102 

No 




50 

Sn 

^Po 

4d'°5s^5p~ 

7.342 

103 

Lw 




51 

Sb 

‘‘s 

4d'^5s^5p^ 

8.639 

104 






*Los símbolos químicos que apareceu entre corchetes indican las configuraciones equivalentes de los electrones restantes que ocupan capas llenas. Las 


configuraciones que se presentan entre parêntesis pueden tener câmbios. 

estable así como las mismas energias de excitación. La situación es la misma para todos los átomos 
con el mismo número atómico Z, ya que los Z electrones deben distribuirse de manera idêntica 
entre los mismos niveles de energia disponibles, de acuerdo con el principio de exclusión, teniendo 
como resultado las configuraciones estables que se muestran en la tabla 23.3. Además, todos los 
átomos con el mismo Z tienen el mismo tamano. 

Las temperaturas de la corteza terrestre y de la atmósfera son tan bajas que las energias 
cinéticas moleculares promedio están muy por debajo de 1 eV. Esto explica por qué los átomos y 
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las moléculas son esíables en condiciones terrestres normales, ya que las excitaciones electrónicas 
son posibles sólo si se aumenta apreciablemente la temperatura, como en una llama, o se exponen 
los átomos o las moléculas a radiación electromagnética de alta energia, como los rayos ultravioleta 
o los rayos X. Por otro lado, las energias de vibración y de rotación de las moléculas se pueden 
modificar fácilmente (recuerde el Ej. 17.4) sin excitar el movimiento electrónico y por ello muchas 
moléculas están en estado de vibración y rotación excitados. 

23J0 ilictrones en sólidos 

Cuando los átomos están agrupados en un sólido, el movimiento de sus electrones exteriores o de 
valência se ve profundamente perturbado debido al campo producido por los átomos más cerca- 
nos en el sólido. 

Consideremos, por ejemplo, los átomos con un electrón de valência. Podemos verlos como 
si consistieran en un electrón más un ion positivo. Asi, los átomos de Na (Z = 11) pueden conside- 
rarse, en primera aproximación, como un electrón (el de valência) que se mueve en el campo eléc¬ 
trico de un ion de Na^. En la figura 23.21 (a) se ilustra la energia potencial dei electrón de valência, 
donde N representa al ion de Na^ Si la energia dei electrón está dada por la linea horizontal E, éste 
se puede mover, clásicamente, entre los puntos ay b. Si colocamos dos átomos de Na muy juntos, 
cada uno de los electrones de valência se ve afectado por el campo de ambos iones de Na"*^ y se 
mueven en el potencial que se muestra en la figura 23.2l(b). Para la misma energia de la figura 
23.21 (a) los electrones se pueden mover entre c y í/ y, en consecuencia, no están unidos a un ion 
particular de sodio. Si tenemos ahora una pieza de sodio sólido, compuesta por un número muy 
grande de átomos distribuídos regularmente en una red cristalina, la energia potencial resultante de 
los electrones de valência es la que se muestra en la figura 23.21 (c). Observamos que los electrones 
de valência se pueden mover libremente por la red de iones de sodio y por tanto no están localÍ 2 ados en 
ningún átomo en particular. Cuando un electrón se mueve por la red de iones de sodio, su energia 
potencial varía periodicamente con el periodo de la red. También se puede ver en la figura que los 
electrones internos, con una energia de enlace £” mucho mayor, no son perturbados y permanecen 
localizados en sus respectivos átomos. 

Los electrones de los átomos pueden ocupar sólo ciertos niveles de energia. En una red, sin 
embargo, los niveles de energia están modificados y los electrones se mueven dentro de cierías 
bandas de energia (Fig. 23.22). Cada banda consiste en niveles de energia muy próximos. Las 
razones de la existência de bandas se explican en la sección 38.10. 

El principio de exclusión de Pauli limita el número de electrones que pueden ocupar un 
cierto nivel de energia nl. De la misma manera, el principio de exclusión limita el número máximo 
de electrones que se pueden acomodar en una banda de energia de una red. Por ejemplo, considere¬ 
mos la banda correspondiente al nivel atómico 3s dei sodio. Cada nivel atómico s puede contener 
hasta dos electrones. Por tanto, en una red de N átomos de sodio, la banda de energia 3s puede 
acomodar 2//electrones. Sin embargo, los átomos de sodio sólo tienen un electrón 3^. Por tanto, en 
una red de N átomos de sodio hay sólo N electrones en la banda de energia 3s; esto es, la banda está 
medio llena y, por tanto, es fácil excitar un electrón dentro de la banda pero no de una banda a otra. 

En general, todos los niveles de energia de un átomo están llenos, excepto el nivel superior, 
que puede estar incompleto. Concluimos entonces que todas las bandas de energiá inferiores de un 
sólido también están llenas. Sin embargo, la banda superior (o de valência), ocupada por los elec¬ 
trones de valência puede o no estar llena. El número de electrones de la banda de valência es muy 
importante en la determinación de las propiedades eléctricas de un sólido. 


Figura 23.21 Energias 
potenciales de Coulomb debidas 
a (a) un solo ion, (b) dos iones, 
y (c) vários iones en hilera. 
También se muestran las 
regiones permitidas para las 
energias Ey E'. 
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Figura 23.22 Comparación de los 
niveles de energia atómicos con 
las bandas de energia en una red. 


23.11 Conducfores, semiconducfores y aislantei 

Una propiedad importante de los sólidos es su conducíividad eléctrica, esto es, la habilidad de los 
electrones para moverse libremente por el sólido bajo la acción de un campo eléctrico externo. Algu- 
nos materiales, conocidos tradicionalmente como aislantes, son muy maios conductores de electrici- 
dad. Dos ejemplos son el diamante y el cuarzo. Otros sólidos son excelentes conductores de electri- 
cidad. En este grupo están los metales, como el cobre y la plata. Como una medida cualitativa de su 
diferencia, la conductividad eléctrica dei cobre a temperatura ambiente es de 10^° veces mayor que la 
dei cuarzo. Entre estos dos extremos hay una tercera clase de sólidos, llamados semiconducíores. 
Aunque los semiconductores son conductores eléctricos mucho más pobres que los metales, es un 
hecho experimental que su conductividad aumenta con la temperatura, mientras que la de los metales 
disminuye con la temperatura. Entre los semiconductores típicos tenemos al germanio y al silicio. Un 
sólido es conductor, semiconductor o aislante dependiendo de su estructura de bandas. 

Consideremos un metal que posee la estructura de bandas que se muestra en la figura 23.23, 
que podna corresponder, por ejemplo, a los niveles de energia dei sodio (Z = 11). Las bandas corres- 
pondientes a los niveles atómicos 1 j, 2s y 2p están completamente llenas, ya que las respectivas capas 
atómicas están también completas. Pero, como explicamos al final de la sección anterior, la banda 3s, 
que puede contener hasta dos electrones por átomo, sólo está llena hasta la mitad, puesto que el nivel 
3s de cada átomo de sodio nada más tiene un electrón. Bajo la acción de un campo eléctrico externo, 
los electrones superiores de la banda de valência pueden, sin violar el principio de exclusión, adquirir 
pequenas cantidades de energia. Esta energia adicional les permite pasar a cualquiera de los estados 
vacíos cercanos que se encuentran dentro de la banda. En lo que constituye una marcada diferencia 
con respecto a la excitación térmica desordenada, los electrones excitados por el campo eléctrico 
ganan momentum en dirección opuesta al campo. El resultado es un movimiento electrónico colecti- 
vo por el cristal, que conforma una corrieníe eléctrica. Por tanto, llegamos a la conclusión de que una 
sustancia que tiene una estructura de bandas como la que se presenta en la figura 23.23 debe ser buena 
conductora de electricidad. Son los electrones de la banda superior parcialmente ocupada los respon- 
sables dei proceso. En otras palabras. 


los buenos conductores de electricidad (conocidos también como metales) son aquellos sóli¬ 
dos cuya banda superior sólo está ocupada parcialmente. 

En realidad la situación es un poco más complicada, ya que las bandas superiores pueden 
superponerse debido a la proximidad de los niveles atómicos. De hecho, este traslapo de las bandas 
superiores es la situación más común para la mayona de los metales o conductores. Por ejemplo, 
considere el caso dei magnésio (Z = 12). Los átomos de magnésio tienen la siguiente configuración: 
ls^2s^2p^3s^ y, por tanto todos los niveles atómicos están llenos. Sin embargo, el primer estado excitado, 
3p, está bastante próximo al 3s, según se muestra en la figura 23.18. Las correspondientes bandas 3.y y 3p 
dei magnésio sólido se indican de manera esquemática en la figura 23.24. Normalmente, sin traslapo, la 
banda 3^ debería estar llena y la 3p vacía y el magnésio debería ser un aislante. Pero, debido al traslapo, los 
electrones superiores de la banda 3s tienen a su disposición los estados de energia más bajos de la banda 
3p. Así, algunos electrones 3 í pueden ocupar algunos niveles bajos 3p hasta que se establece un equilí¬ 
brio de niveles de energia para las dos bandas. Como el número total de niveles de energia disponibles de 
las bandas 3^ y 3p es 2iV+6A = 8/V y sólo tenemos 2/V electrones, existen 6/V estados accesibles vacíos. 
Por tanto, el magnésio debe ser un buen conductor; esto concuerda con los hechos experimentales. 
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Figura 23.23 Bandas de 
energia en un conductor. La 
energia de Fermi, en este caso, 
corresponde al nivel de energia 
máximo ocupado en la banda 3s. 
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Figura 23.24 Traslapo de 
bandas de energia en un 
conductor. Los electrones que se 
hallan en Ia región más oscura 
pueden estar en la banda 3s o 3p. 


Las sustancias cuyos átomos tienen capas completas pero que, en el estado sólido, 
su banda superior completa se traslapa con una vacía, son también conductoras. 

Los electrones llenan la banda de conducción de acuerdo con el principio de exclusión, 
hasta un nivel de máxima energia conocida como energia de Fermi £p. A temperaturas muy bajas, 
todos los niveles, hasta e^, están ocupados, y los que están por encima de aquélla están vacíos (Fig. 
23.25(a)). Sin embargo, conforme aumenta la temperatura algunos electrones son excitados 
térmicamente a energias mayores que la de Fermi (Fig. 23.25(b)), produciéndose algunas vacantes. 
La fracción de electrones térmicamente excitados es dei orden de kT/Sp, donde kT da la energia 
térmica media. Sólo los electrones que se encuentran en un intervalo de energias dei orden de kT 
alrededor de la energia de Fermi participan en la conducción eléctrica de metales, porque pueden 
ser excitados térmicamente a los estados vacios próximos. 

Cuando la temperatura dei metal es lo suficientemente alta ocurre un nuevo proceso, cono- 
cido como emisión térmica de electrones. Los electrones de la banda superior o de conducción no 
escapan dei metal a temperaturas normales porque los electrones están confinados en el metal 
mediante una barrera de potencial que se encuentra en la superfície. A menos que un electrón 
tenga suficiente energia para vencer esta barrera, no puede escapar dei metal. Una forma de aumen¬ 
tar la energia de los electrones es calentando el metal. Los electrones “evaporados” se conocen 
entonces como termoelectrones. Éste es el tipo de emisión que existe en las válvulas electrónicas. 

Se da una nueva situación en una sustancia cuando la banda superior o de valência está 
completamente llena y no se traslapa con la siguiente, que está completamente vacia (Fig. 23.26). 
Como todos los estados cfe la banda de valência están ocupados, el movimiento de los electrones 
está “congelado”; esto significa que no pueden cambiar su estado dentro de la banda sin violar el 
principio de exclusión. La única posibilidad de excitar un electrón es mediante su transferencia a la 
banda de conducción vacia. Pero esto puede requerir una energia de unos cuantos electronvolts. En 
consecuencia, por lo general un campo eléctrico aplicado no puede acelerar electrones de la banda 
de valência cuando está ocupada y, por tanto, no puede producir una corriente eléctrica. Por consi- 
guiente, una sustancia con tales caracteristicas es un aislante. 

Por supuesto que, a temperaturas suficientemente altas o bajo intensos campos eléctricos, 
algunos electrones de valência pueden excitarse a la banda de conducción, y entonces es posible 
establecer una corriente eléctrica, teniendo como resultado lo que se denomina ruptura dei aislante. 
Por ejemplo, a la distancia de equilibrio dei diamante, alrededor de 1.5 x 10~*® m, la banda prohi- 
bida que separa la banda de valência de la siguiente banda vacia es de alrededor de 6 eV. Esto puede 
considerarse como una banda prohibida de energia relativamente grande y explica por qué el dia¬ 
mante es tan buen aislante. En consecuencia. 


los aislantes son sustancias cuya banda de valência está completa y separada de la siguiente 
banda vacía por una banda prohibida de energia de unos cuantos eV 

El mismo esquema de bandas se aplica al silicio y al germanio. Sin embargo, la banda 
prohibida que hay entre las bandas de valência y de conducción en la separación de equilibrio de los 
átomos es mucho menor (1.1 eV en el silicio y 0.7 eV en el germanio). Esta separación pequena 


Figura 23.25 Ocupación de la 
banda de conducción como 
función de Ia temperatura. La 
ordenada dN/dE da el número de 
ocupación por unidad de energia. 
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hace que sea mucho más fácil excitar los electrones de la banda de valência a la banda de conduc- 
ción. La situación se ilustra en la figura 23.27. A medida que aumenta la temperatura, hay más 
electrones capaces de saltar a la banda siguiente. Se tienen, entonces, dos posibilidades. Primero, 
los pocos electrones de la banda superior o de conducción actúan como lo harían en un metal. 
Segundo, los estados vacíos o huecos, que quedan en la banda inferior o de valência actúan de 
modo parecido, pero como si se tratara de electrones positivos. Así, tenemos conducción eléctrica 
de los electrones excitados en la banda de conducción y de los huecos de la banda de valência. En 
consecuencia, la conductividad aumenta rápidamente con la temperatura pues más electrones son 
excitados térmicamente a la banda de conducción. Por ejemplo, en el silicio el número de electro¬ 
nes excitados se incrementa en un factor de 10^ cuando la temperatura aumenta de 250 K a 450 K. 
Por consiguiente. 




Banda de 

conducción (vacía) 

Banda grande y 
pequena calirican 
a banda prahibida 

Banda de valência 
(Ilena) 


Figura 23.26 Bandas de energia 
de un aislante. 


los semiconductores son sustancias en las que la banda prohibida de energia entre la ban¬ 
da de valência completa y la banda de conducción es de alrededor de 1 eV o menos, de 
modo que es relativamente fácil excitar térmicamente electrones de la banda de valência a 
la de conducción. 

En la tabla 23.4 se muestran las bandas prohibidas de energia de algunos aislantes y semiconductores. 

La conducción eléctrica de los semiconductores, dependiente de la temperatura, como se ha 
descrito se conoce como conductividad intrínseca. La conductividad de un semiconductor se 
puede mejorar mediante la adición de ciertas impurezas, técnica conocida como dopado. Suponga- 
mos que sustituimos algunos de los átomos de un semiconductor por átomos de otra sustancia 
(éstos, entonces, constituyen una impureza) que posean más electrones que los dei semiconductor. 
Por ejemplo, consideremos un cristal de silicio (o germanio), en el que cada átomo contribuye con 
cuatro electrones a la banda de valência. Si anadimos unos cuantos átomos de fósforo (o arsénico), 
que contribuyen con cinco electrones por átomo, tenemos un electrón adicional por átomo de impu¬ 
reza. Estos electrones adicionales (que no pueden acomodarse en la banda de valência de la red 
original) ocupan algunos niveles discretos de energia justo por debajo de la banda de conducción, 
según se muestra en la figura 23.28(a). La separación entre estos niveles de energia y la banda de 
conducción puede ser de sólo algunas décimas de eV. Estos electrones en exceso son liberados 
fácilmente por los átomos de la impureza y excitados a la banda de conducción, contribuyendo a la 
conductividad eléctrica dei semiconductor. Tales átomos de impureza se conocen como donadores 
y al semicoductor se le conoce como dei tipo n (o negativo). 

Al contrario, la impureza puede consistir en átomos que donan menos electrones que los dei 
semiconductor. Para los casos en que silicio y germanio son las sustancias huéspedes, los átomos 
de impureza pueden ser de boro o aluminio, cada uno de los cuales sólo contribuye con tres electro¬ 
nes. En esta situación la impureza introduce niveles discretos de energia vacíos, muy próximos al 
tope de la banda de valência (Fig. 23.28(b)). Por tanto, es fácil excitar algunos de los electrones con 
más energia de la banda de valência hacia los niveles de impureza. Este proceso produce estados 
vacantes o huecos en la banda de valência que actúan como electrones “positivos”. Tales impurezas 
se conocen como aceptadores y al semiconductor se le llama dei tipo p (o positivo). 

Para producir câmbios significativos en la conductividad de un semiconductor, es suficiente 
tener aproximadamente un átomo de impureza por cada millón de átomos dei semiconductor. Los 
semiconductores se utilizan como rectificadores, moduladores, detectores, fotoceldas, transistores 
y chips para computadores. 


Tabla 23.4 Bandas prohibidas de energia (eV) 


Aislantes 

eV 

Semiconductores 

eV 

Diamante 

5.33 

Silicio 

1.14 

Óxido de Zinc 

3.2 

Germanio 

0.67 

Cloruro de plata 

3.2 

Telurio 

0.33 

Sulfuro de cádmio 

2.42 

Antimoniuro de indio 

0.23 
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Figura 23.27 Bandas de energia 
y distribución de electrones en un 
semiconductor. 
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Figura 23.28 Impurezas en un 
semiconductor: (a) donadores o 
tipo n, (b) aceptadores o tipo p. 









Unión p-n. 


Figura 23.29 Unión p-n. El 
campo eléctrico e a través de la 
unión se muestra en el diagrama 
dela derecha. 


l> Una aplicación importante de los semiconductores en los circuitos eléctricos modernos es la unión p-o. 
Supongamos que tenemos dos muestras dei mismo semiconductor, digamos germanio, una dei tipo p y 
la otra dei tipo n (Fig. 23.29(a)). Si las dos muestras se ponen en contacto (Fig. 23.29(b)), existe una 
difusión o flujo de huecos dei semiconductor tipo p al de tipo n y de electrones en la dirección opuesta. 
Este doble flujo produce una doble capa de cargas positivas y negativas, a ambos lados de la unión, que 
produce un campo eléctrico dirigido dei tipo n al tipo p. Se establece entonces una diferencia de poten¬ 
cial eléctrico V a través de la unión, con el potencial dei lado dei tipo n mayor que el dei tipo p, como se 
muestra en la parte derecha de la figqra 23.29(b). Se alcanza el equilibrio cuando la diferencia de poten¬ 
cial alcanza un valor que impida el flujo de hoyos y electrones a través de la unión. 

Si se aplica una diferencia de potencial AV de modo que se reduzca el potencial dei tipo n con 
respecto al dei tipo p (Fig. 23.29(c)), el campo eléctrico a través de la unión se reduce. Por tanto, se 
facilita el flujo de huecos dei lado tipo p al lado tipo n, así como el flujo inverso de electrones. Sin 
embargo, si la diferencia de potencial AV"aumenta el potencial dei lado n con respecto al dei lado p (Fig. 
23.29(d)), el campo eléctrico a través de la unión aumenta. En consecuencia, se reduce considerable- 
mente el flujo de hoyos desde el lado tipo p y el flujo inverso de electrones desde el lado tipo n. Por tanto, 
la unión p-n acíúa como rectificador. Cuando se aplica una diferencia de potencial externa que disminu- 
ye el potencial dei lado tipo n con respecto al lado tipo p, la unión facilita el flujo de huecos en la 
dirección p -»• n y de electrones en la dirección n -»• p. Si se aplica una diferencia de potencial externa en 
la dirección opuesta, se inhibe el flujo de cargas a través de la unión. 
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Figura 2330 Unión n-p-n. 


Una combinación importante de semiconductores tipo p y tipo n es el sistema n-p-n, también 
conocido como transistor. Consiste en una capa delgada de tipo p, conocida como la base B, colocada 
entre dos semiconductores tipo n, conocidos como emisor E y colector C (Fig. 23.30). La base B (tipo p) 
se mantiene a un pequeno potencial positivo V con respecto al emisor E, y el colector C, a su vez, se 
mantiene a un potencial positivo V' con respecto a la base. Esta distribución facilita el flujo de electrones 
dei emisor a la base, donde tienden a recombinarse con los huecos de ésta, sin pasar al colector. Sin 
embargo, si la base B (tipo p) recibe el número suficiente de electrones mediante la disminución dei 
potencial dei emisor E, muchos de ellos pueden pasar al colector C (tipo n) sin recombinarse con los 
huecos de la base. Por tanto, si se aplica un voltaje variable Vj adicional entre el emisor y la base, puede 
regularse el flujo de electrones de uno a otra. Como el suministro de electrones a la base es variable, el 
número de electrones que pueden cruzar la base y lle'gar al colector varia también apreciablemente. Esto 
puede producir una gran diferencia de potencial variable V 2 los puntos cy d. D& esta manera la 
unión n-p-n funciona como un amplifícador. 


PREGUNTAS 

23.1 ^Cuál es la diferencia entre un átomo y un ion? 

23.2 ^Cuál es la diferencia entre un catión y un anión? Consulte 
un libro de química y haga una lista de cationes y aniones. 

23.3 Explique lá forma en que la electrólisis proporciona una 
clave para la cuantización de la carga eléctrica. 

23.4 Explique el concepto de enlace iónico. 

23.5 iQué factores determinan la desviación de una partícula 
cargada en un experimento de dispersión? 

23.6 ^Por qué la dispersión de partículas a en ângulos 
relativamente grandes, cuando pasan por una película delgada, 
es una prueba que corrobora el modelo nuclear dei átomo? 

23.7 Explique qué quiere decir (a) cuantización de 
energia, (b) cuantización de momentum angular y 
(c) cuantización espacial. 

23.8 iQué evidencia experimental confirma la cuantización 
espacial? 

23.9 Discuta la evidencia experimental que indica que el spin 
dei electrón puede tener sólo dos orientaciones con respecto a 
una dirección dada. 


23.10 Explique el origen de la interacción spin-órhita de los 
átomos. 

23.11 Suponga que se lanza un protón contra otro y es 
desviado (dispersado) de su trayectoria recta debido a su 
interacción de Coulomb. ^Puede usted sugerir algún efecto 
spin-órhita que pueda aparecer durante la interacción? 

23.12 ^Cómo se verían afectados los niveles de energia por la 
interacción spin-órhita si los electrones tuvieran spin uno en 
lugar de un medio? 

23.13 Mencione alguna prueba experimental que confirme la 
existência de las capas de electrones en el átomo. 

23.14 ^Cuál es la principal diferencia entre metales, 
semiconductores y aislantes? 

23.15 ^Cuál es la diferencia entre semiconductores tipo n y tipo p? 

23.16 í,Son idênticos todos los sistemas planetários que tienen 
el mismo número de planetas, en el mismo sentido en que lo son 
todos los átomos con el mismo número atómico? Explique su 
respuesta. 

23.17 ^Por qué la existência de niveles de energia y la 
cuantización explican la estabilidad de la matéria? 
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23.18 iCómo varia la desviación de una partícula de la partícula aumenta? ly cuándo aumenta el 

en un experimento de dispersión a medida que la energia momentum angular? 


PROBLEMÁS 

23.1 (a) Calcule la masa de Cu (bivalente) que se deposita 
sobre un electrodo durante una hora si 2 C de carga eléctrica 
pasan cada segundo, (b) i,Cuántos átomos se han depositado? 

23.2 Un mol de sodio se deposita en el cátodo de una celda 
electrolítica en un día. (a) Calcule la carga que pasó por la 
celda. (b) ^Qué masa fue depositada y (c) cuánta carga pasó 
cada segundo por la celda? 

23.3 Un protón producido en un acelerador de Van de Graaff 
es lanzado contra una película de oro. Calcule la distancia de 
máximo acercamiento para una colisión de frente y para 
colisiones con parâmetros de impacto de 10"*^ m y IO"*'* m 
(recuerde el Ej. 9.10). 

23.4 Una partícula a con energia cinética de 4.00 MeV es 
dirigida contra el núcleo de un átomo de mercúrio. El número 
atómico dei mercúrio es 80. (a) Halle la distancia de máximo' 
acercamiento de la partícula a al núcleo, (b) Compare el 
resultado con el radio nuclear de los átomos de mercúrio, 

10-'^ m. 

23.5 Cuando Geiger y Marsden investigaron los núcleos de 
bajo número atómico con partículas a de 4 MeV, observaron 
desviaciones de lo predicho por la dispersión de Coulomb, 
Considerando que los núcleos tienen un radio de aproximadamente 
IO”’"* m, calcule el número atómico aproximado para el cual 

se dan desviaciones de la teoria de la dispersión de Rutherford 
en colisiones frontales. 

23.6 Calcule (a) la energia potencial y (b) la energia cinética 
dei electrón de un átomo de hidrógeno como función dei 
número cuántico n, suponiendo que el electrón se mueve en 
una órbita circular, (c) Evalúe los coeficientes numéricos. 

(d) Represente los valores calculados como función de n 
para determinar su tendencia a medida que aumenta la energia 
total dei electrón. 

23.7 (a) Calcule la velocidad dei electrón en las primeras tres 
órbitas de Bohr (n = 1, 2, 3). (b) Calcule también el momentum 
dipolar magnético dei electrón para cada caso, 

23.8 Si el tiempo de vida promedio de un estado excitado dei 
hidrógeno es dei orden de 10~® s, haga una estimación 

de cuántas órbitas recorre un electrón cuando (a) está en el 
estado n = 2 y (b) n = 15, antes de que sufra una transición 
al estado n= 1. (c) Compare los números con el número de 
órbitas que ha recorrido la Tierra alrededor dei Sol en sus 
5x10^ anos de existência. 

23.9 Mediante una inspección de la ecuación 23.8, explique 
por qué coinciden ciertos niveles de energia dei H, He'*' y 


Li^^ (véase la Fig. 23.4). (b) ^Se tiene el mismo radio para las 
órbitas de cualquier electrón en los tres átomos? 

23.10 (a) Calcule la energia liberada en la transición 

/I = 2 a n = 1 para el hidrógeno. (b) i,La separación de energia 
para la transición n = 3an = 2es mayor, menor o igual que la 
energia dei inciso (a)? 

23.11 Los niveles de energia de los átomos parecidos al 
helio, cuando un electrón está en el estado fundamental y 
el otro en uno excitado (« > 1), se pueden expresar 
aproximadamente mediante 


£= -13.6 


+ 




eV 


(n > 1) 


Esta expresión supone que el electrón en el estado fundamental 
apantalla completamente a la carga nuclear y que el electrón 
que está en el estado excitado no afecta al dei estado fundamental, 
(a) Discuta la plausibilidad de esta expresión. (b) Calcule los 
niveles de energia para el helio cuando n = 2, 3 y 4 y 
compare el resultado con los valores experimentales de 
-58.08 eV, -56.04 eV y -55.37 eV, respectivamente. 

(c) i,Por qué mejora la precisión de la expresión anterior para E 
a medida que aumenta n? 

23.12 (a) ^En cuántos niveles divide un campo magnético el 
nivel de energia n = 3 dei átomo de hidrógeno? (b) ^Cuál es la 
diferencia de energia magnética entre estos niveles si el campo es 
de 0.4 T? (c) Compare su resultado con la diferencia de energia 
entre las energias electrónicas para n = 2y n = 3. 

23.13 (a) Dado que el gradiente de campo magnético en una 
cierta región es de 1.5 x 10^ T m"*, calcule la fuerza ejercida 
sobre un electrón debida a su momentum dipolar magnético de 
spin. (b) Si un átomo de hidrógeno se mueve 1.0 m en dirección 
perpendicular a dicho campo, calcule el desplazamiento 
transversal cuando la velocidad dei átomo de hidrógeno es de 
lO^m s~’ y el spin dei electrón es paralelo o antiparalelo al 
campo magnético. {Sugerencia: Utilice la Ec. 22.19.) 

23.14 Un haz de átomos de plata con una velocidad media 
de 7 X 10^ m s~' pasa por un campo magnético no homogéneo de 
1.0 m de largo y un gradiente de 3 x 10^ T m“* en dirección 
perpendicular al movimiento de los átomos. Halle la máxima 
separación de los dos haces que emergen dei campo. 

Recuerde que cada ion de plata lleva una carga de un electrón y 
suponga que el momentum magnético neto de cada átomo se 
debe al spin de dicho electrón. 
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23.15 Un electrón cambia su valor de de -í- a - i como 
resultado de su interacción con un campo magnético, (a) Calcule 
el cambio dei momentum angular dei electrón, (b) Si esto 
sucede en un campo magnético de 2 T, calcule el cambio en la 
energia dei electrón. 

23.16 Una expresión empírica que da los niveles de eneigía dei 
electrón de valência para átomos con un electrón de valência es 

Rhc(Z - Sf 

donde S se conoce como constante de apantallamlento y õ 
defecto cuántico (depende de los valores n y / dei electrón de 
valência). Los valores de ô para litio y sodio son: 



s 

P 

d 

Li(Z = 3) 

0.40 

0.04 

0.00 

Na(Z = 11) 

1.35 

0.85 

0.01 


Para S, un valor igual al número de electrones dei kemel es una 
buena estimación. Halle la energia (a) dei estado fundamental y 


(b) de los dos primeros estados excitados dei electrón de 
valência (i) de! litio y (ii) dei sodio. (c) Compare el resultado 
con los niveles dei hidrógeno. 

23.17 (a) Tomando en cuenta que J = L + S, verifique que la 
corrección de energia spin-órhita se puede escribir como 
^SL ~^^ni t-ZO' + 1) - /(/ -f 1) - 5(í 4-1)]. Según la mecânica 
cuántica, = lEjZ^aVnlil + 1)(/ + y). 

(b) Obtenga los valores de cuando s-t yj = l±Y. 

23.18 De acuerdo con la mecânica cuántica, la corrección de 
energia relativista a los niveles de energia de un electrón es 


AE, = \E„\ 


Z^a^ 


Usando la corrección spin-órbita dada en el problema 23.17 
demuestre que 


AE, + AEr 


\En\ 




1 


n \4n 

de modo que la corrección de eneigia total sólo depende à&nyj. 
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Hans C. Oersted estaba convencido de 
la unidad de las fuerzas de la naturaleza. 
Durante una demostración en la 
Universidad de Copenhague, en 1820, 
descubríó que una corriente eléctrica 
produce un campo magnético, 
estableciendo el enlace entre electrici- 
dad y magnetismo, y dando origen al 
“electromagnetismo”. Oersted, 
interesado también en la química, 
desarrolló un método para la prepara- 
ción de aluminio metálico (1825). Fue 
un maestro inspirado y mostró mucho 
interés en hacer que el conocimiento 
científico fuera accesible al público en 
general. 
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24.1 Infroducción 

Aunque la matéria está compuesta por partículas cargadas eléctricamente, y los átomos se mantie- 
nen agrupados en moléculas, en líquidos y en sólidos mediante fuerzas eléctricas, muy raras veces 
encontramos cargas eléctricas libres y observamos sus campos eléctrico y magnético individuales. 
Sin embargo, el hecho de que en un conductor haya muchas cargas libres de moverse bajo la acción 
de campos eléctricos o magnéticos externos da lugar a importantes efectos macroscópicos colecti- 
vos que pueden detectarse con bastante facilidad y que tienen importantes aplicaciones prácticas. 
Tales efectos se estudiarán en este capítulo. 

Parte k% Corrientes eléctricas y campos eléctricos 

24.2 Corriente eléctrico 

Una corriente eléctrica consiste en un flujo de partículas cargadas o iones. Esto se aplica a las 
partículas cargadas en un acelerador, a iones en una solución electrolítica y en un gas ionizado o 
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plasma, y a los electrones y a los huecos en un conductor. Para producir una coniente eléctrica, debe 
aplicarse un campo eléctrico que mueva a las partículas cargadas en una dirección bien definida. 

La mtensldad de una corriente eléctrica se define como la carga eléctrica que pasa por 
unidad de tiempo a través de una sección de la región donde fluye, tal como la sección transversal 
de un tubo en un acelerador o en un cable metálico. Por tanto, si en el tiempo At pasan AT partículas 
cargadas, cada una con carga q, por la sección transversal de un medio conductor, la carga total que 
pasa es AQ = Nq. Entonces la intensidad de corriente, o simplemeníe corriente, es 


I = 


Aí 


( 24 . 1 ) 


La expresión anterior da la corriente media en un tiempo Aí; la corriente instantânea en un momen¬ 
to dado es 



( 24 . 2 ) 


La corriente eléctrica se expresa en coulomb/segundo o C s"*, unidad conocida como ampere (A) 
en honor a André M. Ampère (1775-1836). Un ampere es la intensidad de una corriente eléctrica 
cuando una carga de un coulomb pasa por una sección dei material cada segundo. 

Se define la dirección de una corriente eléctrica como la dei movimiento de las partículas 
positivas. Es la misma dirección que la dei campo eléctrico aplicado o de la caída de potencial que 
produce el movimiento de las partículas cargadas (Fig. 24.1 (a)). Por tanto, si una corriente se debe al 
movimiento de partículas con carga negativa, como los electrones, la dirección convencional de la 
corriente es opuesta al movimiento real de los electrones (Fig. 24.1(b)). Esta convencióh puede pare¬ 
cer inconveniente, pero fue adoptada antes de saberse que en los conductores metálicos la corriente se 
debe al movimiento de electrones; para entonces se hizo difícil cambiaria. Si hay partículas con cargas 
opuestas, como en una solución electrolítica o en un gas ionizado, la corriente eléctrica consiste en 
partículas positivas y negativas que se mueven en direcciones opuestas (Fig. 24.1 (c)). 

Supongamos que tenemos un conductor en forma de filamento (Fig. 24.2) con sección trans¬ 
versal S. Supongamos también que en el conductor hay n partículas cargadas por unidad de volu- 
men, cada una con carga q, que se mueven en la misma dirección con velocidad y debida a la acción 
de un campo eléctrico. Entonces las cargas que pasan por la sección B en el tiempo Aí son las que 
se encuentran dentro dei volumen limitado por las secciones Ay B, con AB = vAt. Este volumen es 
SvAt. Entonces AQ = qnSvAt y la corriente es 


AQ 

/ = -^ = qnSv 
At 


Figura 24.1 Movimiento de 
iones positivos y negativos 
que constituye una corriente 
eléctrica I producida por un 
campo eléctrico ^. El potencial 
eléctrico disminuye de izquierda 
a derecha. 




0 Ifea 






^ 









(a) Cargas positivas 


(b) Cargas negativas 


©to 


(c) Cargas positivas 
y negativas 
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Figure 24.2 Electric current in a conductor. 


Definimos la densMad de corriente como la corriente por unidad de área dei conductor o/ = I/S. 
Por tanto, 

j = qnv (24.3) 

Como la velocidad de las partículas es un vector, la densidad de corriente íambién es un vector, de 
manera que 

i = qnv (24.4) 

Por tanto, j puede tener la misma dirección que y o la opuesta, dependiendo dei signo de q. La 
densidad de corriente se mide en A m"^. 


EJEMPLO 24.1 

En la galvanoplastia, la pieza que se va a recubrir se sumerge en unà solución que contiene iones de 
algtín elemento metálico y que está conectada a la terminal negativa de una batería, de modo que se 
convierte en el cátodo (recuerde la Fig. 23.1). Si la solución contiene iones de plata, Ag"*", y se pasa por 
ella una corriente de 10 amperes durante 10 minutos, calcular la masa de plata depositada sobre la pieza. 
i,Cuántos átomos dei metal se depositan? 


1> La intensidad de la corriente es / = 10 A. Pasa durante el intervalo de tiempo Aí = 10 min = 600 s. 
Entonces, según la ecuación 24.1, la carga que llega al cátodo es Ag=/A/=(10 A) (600 s) = 60ÍX) C. Pero, 
según la ecuación 23.4, la caiga requerida para depositar un mol de Ag en el cátodo es F = 9.6485 x 10^ C. 
Por consiguiente, el número de moles de plata depositados en el cátodo es 


N = 


F 


6.00 X 10^ C 
9.6485 X lO^Cmol-i 


= 6.22 X 10 ^ mol. 


La masa de un mol de plata es de 107.870 g; por tanto, la masa depositada en el cátodo es M = (6.22 x 
lO"^ mol)(107.870 g moH) = 6.71 g. Dado que el número de átomos en un mol es el número de Avogadro, 
= 6.0221 X 10^^ mol"’, el número de átomos de plata depositados es 

iV = nAa = (6.22 X 10~2 mol)(6.0225 x 10” mol"^) = 3.87 x 10” 


24.3 Ley de Ohm 

Los conductores metálicos son sólidos en los que hay electrones libres que obupan la banda de 
conducción (Sec. 23.11). Los electrones que se encuentran en la parte superior de la banda de 
conducción se pueden poner fácilmente en movimiento colectivo cuando se aplica al conductor un 
campo eléctrico externo. Mientras que el movimiento térmico natural de los electrones de conduc¬ 
ción es aleatorio y no produce una corriente eléctrica, el movimiento de electrones debido al campo 
eléctrico externo esta organizado en dirección opuesta a la dei campo, produciendo una corriente 
eléctrica en el conductor. Parece natural suponer que la intensidad de la corriente debe estar relacio¬ 
nada con la intensidad dei campo eléctrico aplicado. 


Figura 24.2 Comente eléctrica 
en un conductor. 
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Figura 243 Relación entre la 
diferencia de potencial y la 
corriente en un conductor. 


R 



Figura 24.4 Representación 
simbólica de un resistor. 


Esta relación, conocida como ley de Otiin, obíenida por vez primera por Georg Ohm (1787- 
1854), establece que 

para un conductor a temperatura constante, la relación entre la diferencia de potencial que 

hay entre dos puntos dei conductor y la corriente eléctrica en el conductor es constante. 

Esta constante se conoce como resisíencla eléctrica R entre dos puntos dei conductor. Así, 
si Ay es la diferencia de potencial entre los extremos dei conductor, conocida también como volta»- 
je, e / es la corriente que pasa por el conductor, podemos expresar la ley de Ohm mediante 

^V 

— = R o ^V = Rl (24.5) 

/ 

La ley de Ohm es obedecida con sorprendente precisión por muchos conductores para una amplia 
gama de valores de AV, / y la temperatura dei conductor. Si representamos los valores de V en 
función de /, obtendremos una línea recta. La pendiente de esta recta es la resistência dei conductor 
(Fig. 24.3). Debe tenerse en cuenta que existen muchos conductores que no siguen la ley de Ohm. 

A partir de la ecuación 24.5, vemos que R se expresa en volt/ampere o m^ kgs~*C“^, unidad 
conocida como olrni y abreviada O. Así, un ohm es la resistência de un conductor por el cual pasa 
una corriente de un ampere cuando se establece entre sus extremos una diferencia de potencial de 
un volt. Un conductor con una resistência apreciable se conoce como resisíor y se representa 
de manera gráfica como en la figura 24.4. 



Figura 24.5 


Consideremos un conductor cilíndrico de longitud Z y sección transversal S (Fig. 24.5). La corriente 
puede expresarse como / = jS, donde j es la densidad de corriente. El campo eléctrico a lo largo dei 
conductor es ^ = A V/Z (recuerde la Ec. 21.18), de modo que AV = ^Z. Por tanto, podemos escribir la 
ley de Ohm, AV = RI, de la forma é’1 = RjS o 


S' ~ aS 


donde cr = URS se conoce como conducíividad eléctrica dei material conductor. Se expresa en 
Q"* m”* o m~^ kg-* s C^. En la tabla 24.1 se da la conductividad eléctrica de vários materiales. La 
relación entre cr y Z? se puede expresar de manera más conveniente como 


Tabla 24.1 Conductividades eléctricas a temperatura ambiente 


Sustancia 

<7 (£2-* m-*) 

Sustancia 

cr (O"* m”*) 

Metales 


Semiconductores 

Cobre 

5.81 X 10’ 

Carbono 

2.8 X lO'* 

Plata 

6.14 X 10’ 

Germanio 

2.2 X 10-2 

Aluminio 

3.54 X 10’ 

Silicio 

1.6 X 10“® 

Hierro 

1.53 X 10’ 

Aislantes 


Tungsteno 

1.82 X 10’ 

Vidrio 

10-*° a lO-*'* 

Aleaciones 


Lucita 

<10-*® 

Manganina 

2.27 X 10® 

Mica 

10"** a 10“*® 

Constantán 

2.04 X 10® 

Cuarzo 

1.33 X 10-*® 

Nicromo 

1.0 X 10® 

Teflón 

<10-*® 



Parafina 

3.37 X 10-*’ 
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Como é’ = - áVIúx, la ecuación 24.6 se puede escribir j = -<j(dV/dbc), Recordando la ecuación 18.1, 
vemos que una corriente en un conductor puede ser considerada como un fenómeno de transporte 
en el que la carga eléctrica es la propiedad transportada. La ecuación 24.6 expresa una relación 
entre las magnitudes de los vectores j y S. Suponiendo que tienen la misma dirección, cosa que 
ocurre en la mayoría de las sustancias, fKxlemos sustituir la ecuación 24.6 por la ecuación vectorial 

j = (24.8) 

que es otra forma de escribir la ley de Ohm. Recordando la ecuación 24.4, j = qnv, con q = -e para 
los electrones, podemos escribir j = -env, donde n es el número de electrones por unidad de volu- 
men o densidad de electrones de la banda de conducción cercana al nivel de energia de Fermi y y es 
la velocidad de transporte dei electrón debida al campo aplicado é’. Entonces la ecuación 24.8 
puede escribirse como 




Esta ecuación muestra que los electrones de conducción en un metal adquieren una velocidad de 
transporte constante como resultado dei campo eléctrico externo. Ésta es una conclusión bastante 
diferente de la obtenida en nuestro estúdio dei movimiento de un ion a lo largo dei tubo al vacío de 
un acelerador (Ej. 21.14). En él encontramos que los iones se mueven con una aceleración 
a que produce una velocidad v = - (elm)é’t que aumenta continuamente con el tiempo. 

No es la primera vez que tenemos una situación como ésta. Sabemos que un cuerpo en caída 
libre, en el vacío, tiene una velocidad que aumenta éontinuamente, v=gt. Pero si el cuerpo cae en un 
fluido viscoso, su movimiento se hace uniforme con una velocidad limite constante, según se vio en 
la sección 7.6. Por analogia, podemos decir que el efecto de la red cristalina puede representarse 
mediante una fuerza “viscosa” que actúa sobre los electrones de conducción cuando su movimiento 
natural se ve perturbado por el campo eléctrico aplicado. La naturaleza exacta de esta fuerza “vis¬ 
cosa” depende de la dinâmica dei movimiento electrónico en la red cristalina. No podemos adentramos 
en detalles sobre la forma en que la red dificulta dicho movimiento de electrones. Es suficiente 
decir que la fuerza “viscosa” se debe a imperfecciones en la red cristalina y al movimiento térmico 
de sus iones, que obstaculizan el movimiento libre de los electrones de conducción por la red y los 
dispersan continuamente conforme son transportados bajo la acción dei campo eléctrico, como en la 
figura 24.6 (véase la Nota 24.1). En general, la conductividad disminuye conforme aumenta la tempe¬ 
ratura. Esto se debe a que la energia de vibración de los iones que forman la red aumenta con la 
temperatura, lo que incrementa la dispersión de los electrones de conducción. Además, cuanto más alta 
sea la temperatura, mayor será la eneigía cinética térmica de los electrones de conducción, haciendo más 
difícil su movimiento en una dirección dada bajo la acción dei campo eléctrico aplicado. 

Existen varias sustancias conductoras, en particular algunos metales, aleaciones y com- 
puestos metálicos, cuyas propiedades (eléctricas, magnéticas y térmicas) cambian drásticamente 
cuando su temperatura baja más allá de un cierto valor cntico, Tç,, característico de cada sustancia 
(Tabla 24.2). Se dice que a Tç, ocurre una transición de fase, parecida a los fenómenos de condensación 
y solidificación. En particular, la conductividad de tales sustancias aumenta bruscamente por deba- 
jo de Tç,. Debido a esta propiedad dichas sustancias se conocen como superconductores. 

La superconductividad es un efecto cuántico macroscópico que resulta de una interacción 
atractiva neta por pareamiento entre los electrones de la banda de conducción cercanos al nivel de 
Fermi. En ciertas condiciones la red favorece la formación de lo que se conoce como pares 
de Cooper, que son pares de electrones con spin opuesto y, consecuentemente, con momento mag¬ 
nético neto de spin igual a cero. Explicar la causa de la interacción de pareamiento está más allá dei 
nivel dei presente libro. Una de las consecuencias dei pareamiento es que los pares de Cooper se 
pueden mover libremente por la red cristalina en lugar de ser dispersados por la red, como ocurre a 
los electrones de conducción. El resultado es un gran incremento de la conductividad. Como la 
interacción de pareamiento es relativamente débil, la formación de pares sólo puede ocurrir por 
debajo de una temperatura crítica, cuando la energia térmica es menor que la de pareamiento. A 



Figura 24.6 
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Tabla 24.2 Temperaturas críticas de superconductores 


Metales 

rc(K) 

Aleaciones y 
compuestos 

Tc(K) 

Óxidos 

rc(K) 

Fullerenos 

TciK) 

Al 

1.18 

Pb-In 

7 

BaPbg.vsBo 25^3 

13 

K 3 C 60 

18 

In 

3.41 

Pb-Bi 

8.3 

®^o.6^0.4^103 

30 

^t)3C6o 

28 

Sn 

3.72 

Nb-Ti 

9.5 

L^l .8 5®^0. 1 5UUO4 

36 

Cs 2 RbC 6 o 

33 

Ta 

4.47 

Nb-Zr 

10.7 

YBajCujO, 

94 

Rb2.7T12.2c60 

42.5 

V 

5.40 

Nb-N 

16.0 

Y2Ba4Cu80i6 

81 



Pb 

7.20 

VaGe 

15.3 

Bi,Sr,CaCu,OR 

84 



Nb 

9.25 

V 3 SÍ 

16.3 

TIiBaiCaCu^O» 

108 



Hg 

4.12 

NbsSn 

18.0 

Tl 2 Ba 2 Ca 2 Cu 30 ^ 0 

125 



Ga 

1.07 

NbaGe 

23.2 






Nota: El valor de para aleaciones, compuestos y óxidos depende de la estequiometría dei material. Para los fiillerenos x es de alrededor de 
3. (Estos valores fueron tomados de AIP Vade Mecum, H. L. Anderson, ed. 1989.) 


temperaturas mayores la energia térmica impide la formación de pares. Además, si la corriente es 
muy grande, la superconductividad desaparece debido a que el campo eléctrico aplicado separa a 
los pares. 

Hacia 1985 se descubrieron sustancias con temperatura cntica más alta, hasta 125 K. Se 
trata de superconductores basados en óxidos de cobre y bismuto, superconductores orgânicos (esto 
es, la red no contiene iones metálicos) y más recientemente se descubrieron los superconductores 
^jt ^60 y conocidos como fullerenos (véase la Sec. 38.8). La naturaleza precisa de los por¬ 

tadores de carga y de los mecanismos que llevan a su superconductividad aún son objeto de intensa 
investigación. 


EJEMPLO 24.2 

Se aplica un voltaje de 0.10 V a un cable de cobre de 2 m de largo cuyo diâmetro es 1 mm. Calcular la 
corriente en el cable. ^Cuántos electrones cruzan la sección transversal dei cable por segundo? 

r> En la tabla 24.1 encontramos que la conductividad dei cobre es (7= 5.81 x 10^ m“* y S = Tvr^. Usando 

la ecuación 24.7, la resistência dei cable es 


I 

R= — 
gS 


2 m 

(5.81 X 10 ^Q“^m-^) 7 r (5 x 


= 4.383 X 10"2í) 


Aplicando la ley de Ohm obtenemos 


0.10 V 

4.383 X 10"^ Q 


= 2.282 A 


La carga total que pasa en un segundo por una sección transversal de cable es 
AQ = lAt = (2.282 A) x (1 s) = 2.282 C 

Entonces el número de electrones que pasan cada segundo por una sección dei conductor es 
AQ 2.282 C 


1.602 X 10"'^ C 


= 1.424 X 10^® electrones 


EJEMPLO 24.3 

Se aplica una diferencia de potencial de 100 V a los extremos de un cable de cobre de un metro de largo. 
Calcule la velocidad media de transporte de los electrones. Compare esta velocidad con la velocidad 
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térmica de los electrones a tem^ratura ambiente, 27 °C, suponiendo que los electrones se comportan 
como un gas ideal. 

1> Como AV =l(X)Vy/=lm, el campo eléctrico en el conductor es ^ = AV/l = 100 V m“^ La conductividad 
dei Cu, de la tabla 24.1, es o = 5.81 x 10^ m~*. Antes de utilizar la ecuación 24.9, v=- {deri) ê , debemos 

estimar el número de electrones por unidad de volumen. La densidad dei Cu es de 8.92 x 10^ kg m“^. Como la 
masa atómica dei Cu es de 63.54 uma, concluimos que en 1 m^ de Cu existen 1.4 x 10^ moles o 8.45 x 10^ 
átomos. Podemos suponer que cada átomo de cobre contribuye con un electrón de conducción. Por tanto, 
usando estos valores, 


<T ^ (5.81 X 10’O-^m"^) X (100Vm"‘) 

ü = — 6 --- 0 43 m s ^ 

(1.602 X 10-1^0 X (8.45 x lO^^m-^) 


La velocidad rms térmica de los electrones (suponiendo 
puede estimar con la ecuación 15.16; esto es, 


que se comportan como moléculas de gas) se 

/3kTyi^ /3 X (1.38 X 10““JK-^) X (300K)\‘/2 

= - = -^-r—!—^ = 1.17 X 10^ ms-' 

\ m J V 9.1 X 10-3'kg J 

Esto muestra que la velocidad de transporte debido a la acción de un campo eléctrico es muy pequena 
comparada con la velocidad térmica media pero, como corresponde a un movimiento colectivo, es un 
efecto apreciable. 



■■VSLIOTECAI: O 
O / 

A/ '/ 

V/ 


Nota 24,1 Cálculo de la conductividad eléctrica 

Es importante relacionar la conductividad eléctrica, que es un parâmetro macroscópico, con las propiedades atómicas dei material. 
Un electrón de conducción es dispersado durante su movimiento por las imperfecciones e impurezas de la red y por el movimiento 
térmico de sus iones (Fig. 24.6). Sin embargo, la dispersión está limitada por el principio de Pauli; esto es, ningún electrón puede 
ser enviado a un estado ya ocupado por otro electrón. Si X es la distancia media entre dos dispersiones sucesivas, conocida también 
como camiiio libre medio, y la velocidad térmica media, tenemos que el tiempo entre dos dispersiones sucesivas es t 
Guando se aplica un campo eléctrico al metal, los electrones adquieren una aceleración a = {elm) S . Suponiendo que en cada 
dispersión el electrón pierde su velocidad de transporte y comienza a moverse nuevamente, su velocidad media durante cada 
camino libre medio es 

V = ^(0 + at) = 

Igualando esta velocidad con la de transporte v-{deti)i , dada en la ecuación 24.9, obtenemos 


ne t 
2m 


ne^X 


2mv, 


lér 


que se denomina fórmula de Drude. Debido a nuestras suposiciones, podemos esperar que sólo nos dé el orden de magnitud. Para 
verificar su corrección la aplicaremos al Cu. En este caso, como lo calculamos en el ejemplo 24.3, n = 8.45 x 10^^ m“^. Para 
calcular X tenemos que la separación media de los iones en una red cúbica es dei orden de o 2.3 x 10”'® m. La velocidad 
térmica media, según la calculamos en el ejemplo 24.3, es = 1.17 x 10^ m s"*. Así, t — XJv^ = 2 x 10“^^ s y 


(8.45 X 1038m-3)(i.6 x 10-'^C)3(2 x íQ-^^s) 
2 X (9.11 X 10-31 kg) 


= 2.37 X 10®fí-'m-' 


que, debido a nuestras aproximaciones, se queda corto comparado con el valor experimental por un factor de 20. 







Mantener una comente eléctrica requiere un suministro de energia ya que las cargas deben ser 
aceleradas por el campo eléctrico. Supongamos que en un tiempo At hay N iones, cada uno con 
carga q, que se mueven a través de una diferencia de potencial AV. Recordando la ecuación 21.32, 
cada ion gana una energia qAV y la energia total que ganan es NqAV = QAV. La energia por unidad 
de tiempo o potência requerida para mantener la corriente es entonces 

QAF 

p = ^ - o P = lAV (24.10) 

Aí 

donde I = QIAt. Esto es, potência = (intensidad de corriente) x (voltaje aplicado). La expresión 
24.10 da la potência requerida para mantener una corriente eléctrica a través de una diferencia de 
potencial aplicada entre dos puntos de un conductor. Esto da, por ejemplo, la potência necesaria 
para hacer funcionar un acelerador de partículas. También da la rapidez con la que se transfiere ener¬ 
gia al blanco dei acelerador y, por consiguiente, la rapidez con la que se debe enfriar el blanco. En la 
ecuación 24.10 vemos que 

joules coulombs joules 

volts X amperes = - x -=-- = watts 

coulomb segundo coulomb 

de modo que las unidades son consistentes. 

Para conductores que obedecen la ley de Ohm, AV = Rl, la ecuación 24.10 puede escribirse 
de la manera alternativa 

P = RP (24.11). 

Muchos materiales, sin embargo, no siguen la ley de Ohm y para éstos la ecuación 24.11 no es 
correcta, aunque la 24.10 sigue siendo válida. 

La energia requerida para acelerar un ion en un acelerador o en un tubo de electrones es 
diferente de la energia requerida para mantener una corriente en un conductor. En el acelerador, 
toda la energia suministrada a los iones se gasta en acelerarlos. En un conductor, debido a la 
interacción de los electrones con la red cristalina, la energia suministrada a los electrones es trans¬ 
ferida a la red, aumentando su energia de vibración. Esto conduce a un aumento de la energia 
interna dei material de la red que se manifiesta en un incremento de la temperatura, lo que constitu- 
ye el conocido efecto de calentamiento por una corriente, llamado efecto de Joule. 


EJEMPLO 24.4 

Rapidez de transferencia de energia a una red cristalina. 

La rapidez con la que los electrones de conducción transfieren energia a la red cristalina se puede estimar 
fácilmente. Recordando la ecuación 9.9, el trabajo realizado por unidad de tiempo sobre un electrón que 
es transportado con velocidad v por el campo eléctrico aplicado es F ® y = - e# ® y si n es el número 
de electrones por unidad de volumen, el trabajo realizado por unidad de tiempo y unidad de volumen (o 
potência por unidad de volumen) es 

p = n{ — eS'' v) = — env' S =j’S = aê^ (24.12) 

Consideremos nuevamente el conductor cilindrico de la figura 24.5, cuyo volumen es Sl, La 
potência necesaria para mantener la corriente es P = {Sl)p = {St){jS) = (jS){Sl). Pero jS = /es la corriente 
y il = AFes la diferencia de potencial. Por tanto, la potência requerida para mantener la corriente en el 
conductor es P = lAV, lo que concuerda con la ecuación 24.10, que es independiente de la naturaleza dei 
proceso de conducción. 
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24.6 Cômbinocion d@ r@sistor@s 

Los resistores se pueden combinar en dos formas: en serie y en paralelo. En la combinación en 
serie (Fig. 24.7) los resistores están conectados de tal modo que la misma corriente I pasa por todos 
ellos. La caída de potencial a través dei resistor, según la ley de Ohm, es 

AV, = RJ, AV2 = R2l,...,AV„ = RJ 

Así, la diferencia de potencial total es 

AV = AFi + AV 2 + ••• + = (Ri + /^2 + ••• + 

El sistema se puede reducir de manera efectiva a un solo resistor R que satisfaga AV = Rl. Por tanto, 

i? = + i ?2 + '■• + Rfi (cn serie) (24.13) 

es la resistência resultante para resistores en serie. 

En ía combinación en paralelo (Fig. 24.8), los resistores están conectados de tal modo que 
la diferencia de potencial A F es la misma para todos. La corriente que pasa por cada resistor es, de 
acuerdo con la ley de Ohm, 

AF . _AF r 

Rl ^2 Rn 

La corriente total I suministrada al sistema es 

í = + + + = + + 


El sistema se puede reducir a un solo resistor R que satisface I = AV/R. Por tanto 

111 1 

— =-1-f- • • • H-(en paralelo) 

R Rl R2 Rn 

es la resistência resultante para resistores en paralelo. 


(24.14) 
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Figura 24.7 Combinación de 
resistores en serie. 




Figura 24.8 Combinación de 
resistores en paralelo. 
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EJEMPLO 24o5 

Hallar la resistência efectiva de la combinación de resistores que se muestra en la figura 24.9(a). Etetermi- 
nar también la corriente en cada resistor si el voltaje aplicado entre A y B es de 30 V. 

i> Primero calcularemos la resistência de los resistores de 6 íl y de 12 en paralelo usando la ecuación 
24.14, 


1 _ 1 1 _ 1 
6 12“4 


R, =4Q 


Entonces podemos sustituir la combinación de la figura 24.9(a) por la de la figura 24.9(b). Los resistores 
de 1 O y de 4 n son equivalentes a un resistor con resistência i ?2 = 1 O -f 4 Q = 5 Q. De aqui que en 
lugar de la anterior tengamos la combinación de la figura 24.9(c), Finalmente, la resistência efectiva 
dei sistema es 

1111 

— = --i -= - o R — 4Q 

B 5 20 4 

Si el voltaje aplicado entre A y B es de 10 V, la corriente que pasa por el resistor de 20 O es, usando la ley 
de Ohm, 


AV 30 V 


= 1.5A 


Figura 24.9 


La corriente que pasa a través dei resistor de 5 en la figura 24.9(c) es 30 V/5 Q = 6 A. Ésta es también 
la corriente que pasa por el resistor de 1 Q en las figuras 24.9(a) y (b), El voltaje a través dei resistor de 
4 0 en la figura 24.9(b) es 4 O x 6 A = 24 V En consecuencia, las corrientes a través de los resistores de 
6 O y 12 O de la figura 24.9(a) son 24 V/6 O = 4 A y 24 V/12 O = 2 A, respectivamente. 



La ley de Ohm, según la ecuación 24.5, relaciona la diferencia de potencial que hay entre dos puntos de 
un conductor y la corriente eléctrica en éste. Mantener una corriente entre dos puntos de un conductor 
implica que se debe suministrar energia al sistema mediante la fuente de diferencia de potencial. En 
realidad, la diferencia de potencial AV entre los dos puntos da el trabajo realizado por la fuente de 
diferencia de potencial al mover una unidad de carga dei primer punto al segundo. Por tanto, el 
producto RI, según la ley de Ohm, es igual también a dicho trabajo por unidad de carga. 

Supongamos ahora que tenemos un circuito cerrado, esto es, un sistema de con-ductores que 
forman una trayectoria cerrada. Una carga que se mueve dentro de un conductor transfiere energia 
a la red cristalina y este proceso es irreversible; es decir, la red no devuelve la energia a los electro- 
nes. Por tanto, a menos que se suministre una cantidad neta de energia a los electrones en forma 
continua, éstos no se pueden mover constantemente alrededor de un circuito cerrado. En conse¬ 
cuencia, para mantener una corriente en un circuito cerrado es necesario suministrar energia al 
circuito en ciertos puntos. A, A\ A",... (Fig. 24.10.) Los suministradores de energia se conocen 
como generadores eléctricos, G, G', G",... 

El trabajo total que se realiza al mover una unidad de carga alrededor dei circuito se conoce 
como fuerza electromotriz, o fem, aplicada al circuito. Este es un nombre poco adecuado ya que 
una fem no es una fuerza, sino una energia por unidad de carga y se mide en volts. Por tanto, como 
la energia suministrada a las cargas que se mueven en el circuito debe igualar a la transferencia de 
energia a la red cristalina dei conductor, debemos tener 

fem = RI 


(24.15) 
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Figura 24.10 Para mantener 
una comente eléctrica en un 
circuito cerrado son necesarios 
generadores eléctricos. 


donde R es la resistência total dei circuito e / la corriente total. La diferencia entre esta expresión y 
la ley de Ohm para un conductor es que la fem se aplica a un circuito cerrado, mientras que AV es 
la diferencia de potencial entre dos puntos dei conductor. En general usaremos el símbolo V para 
denominar la fem aplicada a un circuito y AF para la diferencia de potencial a través de un 
conductor. 

Existen muchas formas de generar una fuerza electromotriz. Un método común es me¬ 
diante una reacción química, como en una celda o batería, donde la energia interna liberada en la 
reacción química es transferida a los electrones. Otro método importante es mediante el fenómeno de 
la inducción electromagnética, que se verá en el capítulo 27. 

Un generador químico o batería produce una diferencia de potencial entre sus dos termina- 
les. La terminal con mayor potencial es el polo positivo, y la otra es el negativo. Los términos 
positivo y negativo son convencioiiales y no tienen nada que ver con el signo de las cargas. 

En la figura 24.11 se ha representado una fuente de fem donde el sentido de la corriente que 
se produce en el circuito externo a la Juente de fem es de la barra larga o polo positivo a la corta o 
polo negativo. 

En un circuito sencillo, como el de la figura 24.11, la resistência total R es la suma de la 
resistência interna R.^ de la fuente de fem y la resistência externa R^ dei conductor conectado al 
generador (o batería). Así, R = R^-¥ R^ylã ley de Ohm (Ec. 24.15) para el circuito debe escribirse 
en la forma 

fem = {R^ + R^)I (24.16) 

Esto también se puede escribir como 

fem - i?./ = RJ 

Cada lado de la ecuación da la diferencia de potencial entre los polos dei generador (o batería). Esta 
diferencia de potencial es menor que la fem; pero si el circuito está abierto, de modo que 1 = 0, 
entonces la diferencia de potencial a través de los polos dei generador será igual a la fem. 


EJEMPLO 24.Ó 

Determinar las condiciones en las cuales la corriente que pasa por R^ dei circuito de la figura 24.12 es 
cero. A este circuito se le llama puente de Wheatstone. 

t> La corriente que pasa a través de R^ será cero cuando la diferencia de potencial entre ByC también sea 
cero. Con esta condición, la corriente que pasa a través dcRjR^ será la misma, así como también la que 
pasa por /?2 y 4 . Esto es, 

= RJ = RJ 

AV^c = R 2 I' AFcx, = RJ' 

La caída de potencial de A a fí es igual a la caída de potencial de A a C, y las caídas de potencial de fí a 
D y de C a D son también iguales, ya que ByC están al mismo potencial. Esto significa que A V^g = AV^^ 


4 



-VWV- 

Figura 24.11 Representación 
de un circuito con una fuerza 
electromotriz. 
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y = AVçjj, o que / = ^2 ^ y ^3 ^ = ^4 Combinando estos resultados para eliminar / e f 
obíenemos 

•^2 ^ 4 - 

Así, si conocemos Ifj y el cociente Rj IR^, podemos obtener la resistência Por esta razón se utiliza 
esta combinación para medir resistências. 


Figura 24.12 Puente de 
Wheatstone. La corriente a 
través de es cero cuando la 
diferencia de potencial entre 
By Ces cero. 



B 



Una red eléctrica es una combinación de conductores y fems, como la que se muestra en la figura 
24.13. Normalmente el problema consiste en hallar las corrientes que pasan por los diferentes 
conductores en términos de las fems y sus resistências. Las regias para resolver este problema, 
conocidas como regias de Kirchhoff, expresan meramente la conservación de la cargá eléctrica y 
de la energia. Las regias de Kirchhoff se pueden plantear de la manera siguiente; 

1. La suma de todas las corrientes en un nudo de una red es cero. 

2. La suma de todas las caídas de potencial a lo largo de cualquier trayectoria 
cerrada de una red es cero. 

La primera regia expresa la conservación de la carga porque, como las cargas no se acumulan en un 
nudo, la carga total que llega a un nudo en cierto tiempo debe ser igual a las que salen de él en el 
mismo tiempo. La segunda regia expresa la conservación de la energia, ya que el cambio neto de 
energia de una carga, después de completar una trayectoria cerrada, debe ser cero. 

Al expresar la primera regia consideramos aquellas cotrientes dirigidas hacia fuera dei nudo 
como positivas, y negativas las que apuntan hacia el nudò. Al aplicar la segunda regia, adoptamos 
las convenciones siguientes: 

(a) Una caída de potencial a través de una resistência se considera positiva o negativa de- 
^pendiendo de si uno se mueve en el mismo sentido que la comente o en el opuesto. 

(b) Cuando pasamos por una fem, tomamos la caída de potencial como negativa o positiva, 
dependiendo de si pasamos en la dirección en que la fem actúa (aumento de potencial) o en la 
dirección opuesta (caída de potencial). 
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Figura 24.13 Red eléctrica. 


iJEMPLO 24 J 

Cálculo de las comentes de la red de la figura 24.13. 

1> Aplicaremos ahora las regias de Kirchhoff a la red de la figura 24.13. En la figura vemos que hay seis 
corrientes distintas, una por cada resistor. Por tanto, necesitaremos seis ecuaciones independientes. Hay 
cuatro nudos en la red, por lo que sólo necesitamos escribir tres ecuaciones que satisfecen la primera 
regia de Kirchhoff. Si aplicamos esta regia a los nudos A,ByC, obtenemos: 

Nudo A: - /g + /j + /2 = 0 
NudoB: -/j +73 +75 = 0 
NudoC: - 72-75 + 74 = 0 

La segunda regia, aplicada a las trayectorias cerradas senaladas con 1, 2 y 3, da 

Trayectoria 1: - i ?2 72 + /?j 7j + Tfj 75 - V' = 0 

Trayectoria 2: -R^I^+ I^-R^I^ =0 

Trayectoria 3: + - V+ F' = 0 

Estas seis ecuaciones son suficientes para determinar las seis corrientes de la red. 

Como ejemplo numérico, supongamos que i?j = /fj = i?g = 3 Q, /?2 = 2 ^3 = 4 Q y /?4 = 1 £2, 

mientras que V = lOV y F' = 5V. Sustituyendo en las ecuaciones anteriores y resolviendo el sistema 
encontramos que7j = 1.19A, 73 = 0.14 A, 73 = 0 . 6 ! A, 74 = 0.72 A, 75 = 0.58 Ae7g = 1.33 A. Si el valor 
de cualquiera de las corrientes hubiera sido negativo, esto hubiera significado que la dirección se escogió 
erróneamente y que en realidad la corriente es contraria a la dirección escogida. 


Nota 24.2 Corrientes eléctricas en gases 

Si se aplica un campo eléctrico a un gas, no se produce una corriente eléctrica porque, en general, sus moléculas son eléctricamente 
neutras. Sin embargo, en ciertas condiciones es posible ionizar las moléculas dei gas. Un mecanismo es mediante el paso 
de partículas cargadas con alta energia, como elechones, prótones o núcleos de helio (partículas a). Si la energia cinética de las 
partículas es mayor que la energia de ionización de la molécula, los campos eléctricos de estas partículas cargadas expulsarán 
electrones de las moléculas que se encuentren cerca de su trayectoria y producirán pares de iones formados por un electrón, negativo, 
y el resto de la molécula, cargada positivamente. Las radiaciones ultravioleta, X y y también producen ionización. La ionización 
producida por las partículas cagadas y las radiaciones no está limitada a los gases y ocurre en la mayoría de los materiales, incluso en 
el cuerpo humano. Los gases se pueden ionizar también mediante el aumento de su temperatura de modo que se produzca la 
ionización por colisiones inelásticas entre las moléculas (recuerde el Ej. 23.2). Así el gas caliente se convierte en una mezcla de 
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Figura 24.14 El campo eléctrico en el gas es ^ = VId. La 
fuente ionizante es S. 



Figura 24.15 Comente ionizante en función dei voltaje. es la 
comente de saturación. En D se produce una descarga eléctrica. 


iones positivos y negativos conocida como plasma. Los plasmas existen, por ejemplo, en las atmósferas estelares, donde las 
temperaturas son tan altas que los átomos y las moléculas no pueden existir. 

Cuando las moléculas dei gas están ionizadas tienden a recombinarse, retomando al estado neutro. Por tanto, si una fuente 
ionizante se coloca cerca de un gas, se dan ambos procesos, ionización y recombinación, y se establece un equilibrio cuando la 
rapidez de ionización es igual a la de recombinación. Supongamos ahora que se produce un campo eléctrico S en el gas ionizado 
(Fig. 24.14) mediante la aplicación de un voltaje AV entre dos placas paralelas o electrodos, separados por una distancia d. El 
campo eléctrico se puede modificar si se modifica AV o d. 

Debido a la acción dei campo eléctrico, algunos iones llegan a los electrodos antes de recombinarse y se produce una 
corriente eléctrica I en el gas. A medida que el campo eléctrico aumenta, también lo hace la corriente porque llegan más iones a los 
electrodos (Fig. 24.15). Cuandó, el campo eléctrico alcanza un valor en el que todos los iones producidos llegan a los electrodos 
antes de recombinarse, ya no es posible aumentar más la corriente aunque el campo aumente. La corriente /g se conoce como 
corriente de saturación. La corriente de saturación depende de la rapidez con que se ioniza el gas y se puede usar como una 
medida de la intensidad de la fuente ionizante S. Para un cierto valor dei campo eléctrico, que depende de la présión y la compo- 
sición dei gas, se da un nuevo fenómeno. Conforme los iones son acelerados bacia los electrodos, adquieren tanta energia que 
producen nuevos iones mediante colisiones inelásticas con otras moléculas dei gas. Esto tiene como resultado una multiplicación 
de iones y un incremento de la corriente. Por último se produce una avalancha de iones bacia los electrodos y hay una descarga 
eléctrica en el gas. Este fenómeno ocurre en los relâmpagos, que son descargas eléctricas en la atmósfera, y se utiliza en disposi¬ 
tivos como los contadores Geiger y los radiodosímetros, que se emplean para detectar y medir radiaciones. 


Parte Corrientei eléctricas y campos magnéticos 

24.9 Fuerza magnética ejercida sobre una corriente eléctrica 

Como una corriente eléctrica es un flujo de cargas eléctricas, cuando un conductor que lleva una 
corriente eléctrica se coloca en un campo magnético experimenta una fuerza, perpendicular a la 
corriente, que es la resultante de las fuerzas magnéticas ejercidas sobre cada una de las cargas en 
movimiento (Fig. 24.16). Éste es el principio con el que funcionan los motores eléctricos. 

Consideremos, por simplicidad, el caso de un conductor rectilíneo de longitud L colocado 
en un campo magnético uniforme ^ (Fig. 24.17). Colocando al conductor en diferentes posiciones 
con corrientes y longitudes distintas se ha determinado experimentalmente que la magnitud de la 
fuerza magnética está dada por 


F = IL^ sen 6 


(24.17) 
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pgura 24.16 Un conductor por el que pasa una 
corríente, colocado en un campo magnético, experi¬ 
menta una fuerza perpendicular a la corriente y al 
campo magnético. 



Figura 24.17 Relación vectorial entre la fuerza 
magnética sobre un conductor por el que pasa una 
corriente, el campo magnético y la corriente. La fiierza 
es perpendicular al plano que contiene auy ^. 


donde 0 es el ângulo que hay entre el conductor y el campo magnético. La fuerza es cero si el 
conductor es paralelo al campo (0 = 0) y máxima si es perpendicular (0 = 7c/2). Ya que todas las 
partículas cargadas se mueven dentro dei conductor, la dirección de la fuerza magnética sobre la 
corriente es perpendicular al conductor. Si u es un vector unitário en la dirección de la corriente, 
podemos combinar ambas propiedades de la fuerza Piagnética y escribir la fuerza como el producto 
vectorial 

F = ILii X ^ ( 24 . 18 ) 

La dirección de la fuerza se encuentra aplicando la regia de la mano derecha dei producto vectorial. 
Ambas ecuaciones, 24.17 y 24.18, son simples extensiones de la fuerza magnética sobre una carga 
en movimiento (Ecs. 22.1 y 22.3; véase el cálculo siguiente). 

En el caso general en que el conductor tiene una forma arbitraria y el campo magnético no 
es uniforme (Fig. 24.18), podemos dividir el conductor en pequenos segmentos de longitud dl y 
aplicar la ecuación 24.18 a cada segmento. El resultado es 


F = 1 u X ^ dl 

L 


F=I 


d! X 


donde dl = udl. 



Figura 24.18 Conductor por el 
que pasa una corríente colocado 
en un campo magnético. 
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Es importante reconocer que en el caso de una coniente en un conductor metálico que está 
en reposo con respecto a un observador, la fuerza magnética es ejercida sólo sobre los electrones en 
movimiento, ya que los iones positivos de la red cristalina están prácticamente en reposo. Sin 
embargo, el conductor completo experimenta la fuerza magnética. La explicación es muy sencilla: 
la fuerza magnética ejercida sobre los electrones es mucho más débil que la fuerza eléctrica que 
acopla a los electrones con la red. Entonces, cuando los electrones experimentan la acción de la 
fuerza magnética, arrastran consigo el resto dei metal debido a su acoplamiento eléctrico con la red. 


Cálculo de la fuerza magnética sobre una corriente eléctrica 

Consideremos una sección transversal de un conductor a través dei cual las partículas con carga q se mueven con velocidad y. Si 
hay n partículas por unidad de volumen, (Ec. 24.2) la densidad de corriente está dada por el vector J = nqv (Ec. 24.2). Suponga- 
mos ahora que el conductor está en un campo magnético. La fuerza ejercida sobre cada carga está dada por la ecuación 22.3, 
qv Como hay n partículas cargadas por unidad de volumen, la Juerza por unidad de volumen es/= nqv x ^=Jx La fuerza 
total ejercida sobre un elemento de volumen dV dei medio es dF =/dy = (/ x dV. La fuerza aplicada total sobre un volumen, 
obtenida mediante la integración de esta expresión sobre todo el volumen, es 


{] X m) dF 


Vol 


Consideremos el caso en que la corriente pasa por un cable o filamento de sección transversal 5. El volumen dV de un 
elemento está dado por 5 dl (Fig. 24.18) y, por tanto, podemos escribir 


-L 


F = (j X âS)S dl 

Filamento 


Ahoraj = ju, donde u es el vector unitário a lo largo dei eje dei filamento en el sentido de la corriente. Entonces 


= |(> 


F= I Oh) X ^Sdl 
que puede ser escrita como 
F=/|(Hx^)d/ 


{jS){u X ^) dl 


donde jS = / es la intensidad de la corriente a lo largo dei cable y es la misma para todas las secciones de un conductor, debido a 
la ley de conservación de la carga eléctrica. Si el conductor es rectilíneo y el campo magnético uniforme, tanto u como ^ son 
constantes y tenemos 


F=l{ux 


dl = ILu X 


que es la ecuación 24.18. 


EJE/ViPLO 24.8 

Fuerza magnética ejercida sobre un conductor de forma arbitraria por el que pasa una corriente, coloca¬ 
do en un campo magnético uniforme. 

O Supongamos que un conductor L de forma arbitraria está colocado en un campo magnético uniforme M 
(Fig. 24.19). Supongamos también que la corriente / entra en 4 y sale en B. Entonces la fuerza magnética 
sobre el conductor se obtiene con la ecuación 24.19, F = / ^ d/ x En este ejemplo, como la magnitud 
dei campo es uniforme, éste es el mismo en todos los puntos de L y se puede sacar de la integral, 
permitiéndonos escribir 




















Fuerza magnética ejercida sobre um comente eléctrica 543 


f = i 


di 


La suma de todos los pequenos desplazamientos dl a lo largo de la trayectoria L es igual al vector^ que 
une a los dos extremos dei conductor. Por tanto, F = Mx 'M, que muestra que la fuerza resultante sobre 
el conductor es independiente de la forma de este último. Si el conductor es cerrado, R = 0ya que los 
puntos Ay B coinciden. Esto significa que la fuerza producida por un campo magnético uniforme sobre 
un conductor cerrado por el que pasa una corriente es cero. Sin embargo, como se verá más adelante, el 
campo magnético produce un torque sobre el circuito. 








Figura 24.19 


EJEMPLO 24.9 
Efecto Hall. 

O En 1879, Edwin C. Hall (1855-1938) descubrió que cuando una placa metálica, a lo largo de la cual pasa 
una corriente eléctrica, se coloca en un campo magnético perpendicular a la placa, aparece una diferen¬ 
cia de potencial sobre los bordes de la placa. El efecto Hall es un ejemplo de la fuerza magnética 
producida sobre los portadores de una corriente eléctrica. Este efecto es también de mucha utilidad en la 
determinación dei signo de las cargas que componen una corriente eléctrica. 

Supongamos que los portadores de corriente eléctrica en la placa metálica son electrones, con 
carga neta q = -e. Teniendo en cuenta la figura 24.20(a), en la que el ejeZes paralelo a la corriente/, 
vemos que el movimiento real de los electrones es en la dirección de Z negativa, con velocidad v_. 
Cuando aplicamos un campo magnético ^ perpendicular a la placa o a lo largo dei eje X, los electrones 
están sometidos a la fuerza F = (-e)v_x El producto vectorial v_x ^ apunta en la dirección negativa 
dei eje Y, pero cuando se multiplica por -e el resultado es un vector F a lo largo de la dirección positiva 
dei eje Y. Por tanto, los electrones se desplazan bacia la parte derecha de la placa que, entonces, se carga 
negativamente. El lado izquierdo de la placa, al tener una deficiência en el número normal de electrones, 
se carga positivamente. Como consecuencia de esto se produce un campo eléctrico i paralelo a la direc¬ 
ción positiva dei eje Y. Cuando la fuerza (-e)(í’aplicada sobre los electrones, debida a este campo eléctrico 
y dirigida bacia la izquierda, es igual a la fuerza dirigida bacia la derecba debida al campo magnético 
se alcanza el equilibrio. En estas condiciones se produce una diferencia de potencial transversal entre los 
lados opuestos dei conductor, proporcional al campo magnético, con la parte izquierda a mayor poten¬ 
cial que la derecba. Éste es el efecto Hall normal o “negativo” que ocurre en la mayoría de los metales, 
como el oro, la plata, el platino, el cobre, etcétera. 

En algunos materiales, como los semiconductores de tipo p, se produce un efecto Hall opuesto o 
“positivo”. En la figura 24.20(b) se ilustra la situación en que los portadores de la corriente son partícu¬ 
las de carga positiva, con q = +e. La parte derecba de la placa se carga positivamente y la izquierda 
negativamente, produciéndose así un campo eléctrico transversal en la dirección negativa dei eje Y. Por 
tanto, la diferencia de potencial es inversa a la dei caso de portadores negativos, lo que tiene como resultado 
un efecto Hall opuesto o “positivo”. 

En mucbas sustancias los portadores de corriente son buecos de electrones, que se comportan de 
forma semejante a partículas positivas y se mueven en dirección opuesta a la de los electrones. Así pues, 
el efecto Hall proporciona un método muy útil para determinar el signo de los portadores de corriente 
eléctrica en un conductor. 
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Figura 24.20 EfectoHall. 


i5Í 

I 




(b) Portadores positivos (g = +e) 


24.10 Iorque magnético ejercido sobre un@ corriente eléctrica 

La fuerza ejercida por un campo magnético sobre un circuito eléctrico da lugar también a un torque 
magnético. Por simplicidad, consideremos un ^rcuito rectangular que transporta una corriente /, 
colocado en un campo magnético uniforme #/e 1 circuito está colocado de modo tal que la normal 
a su plano (orientada según la regia de la níiano derecha) forma un ângulo 0 con el campo y 
dos lados dei circuito son perpendiculares al cWpo (Fig. 24.21). Las fuerzas F' que actúan sobre 
los lados L' tienen el mismo módulo y direccionès opuestas. Estas fuerzas tienden a deformar el 
circuito, pero no producen torque alguno ya que están en el plano dei circuito. Las fuerzas F que 
actúan en los lados L son de valor F=sí^L, de acuerdo con la ecuación 24.17, y constituyen un par 
cuyo brazo de palanca es V sen 0. Por tanto, ejercen un torque sobre el circuito y tienden a orientar- 
lo perpendicularmente al campo magnético. El módulo dei torque es x = {WL){L' sen 0). Pero ll! 
= 5 es el área dei circuito. Entonces x = (75)^ sen 0. La dirección dei torque es perpendicular al 
plano dei par de fiierzas y actüa en una dirección opuesta al desplazamiento angular 0. Si definimos 
un vector 

M = /Sii^ (24.20) 

normal al plano dei circuito, el módulo dei torque se puede expresar como 

T = —M^ senO (24.21) 

donde el signo negativo se debe a que el torque se opone al desplazamiento angular. En forma 
vectorial, el torque es 

T = M X ^ (24.22) 

Los resultados 24.21 y 24.22 son matemáticamente similares al dei torque sobre un dipolo eléctrico 
debido a un campo eléctrico (Ej. 21.13). Por tanto, la magnitud M definida en la ecuación 24.20 se 
conoce como momento magnético de la corriente. Notemos que, de la ecuación 24.20, la direc¬ 
ción de M está dada por la regia de la mano derecha, según se muestra en la figura 24.22. En 
consecuencia, 

un circuito colocado en un campo magnético está sometido a un torque que tiende a orien¬ 
tar al momento magnético dei circuito paralelamente al campo. 

Para obtener la energia de un circuito en un campo magnético aplicamos la ecuación 9.32, 
X = ~dE^/d0, como lo hicimos en la sección 22.7. Concluimos que la energia potencial de un circui¬ 
to de momento magnético M colocado en un campo magnético ^ es 


I 


í 
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Figura 24.21 Torque magnético ejercido sobre un circuito Figura 24.22 Regia de la mano derecha para 

eléctrico rectangular colocado en un campo magnético. El torque determinar la dirección dei momento magnético 

es cero cuando el plano dei circuito es perpendicular al campo de una corriente eléctrica, 

magnético. 


£p = — COS 6 = —M'âS '' (24.23) 

Se puede demostrar que las ecuaciones 24.20, 24.22 y 24.23 son válidas para cualquier 
circuito, sin importar su forma. 


EJEMPLO 24.10 

Dispositivos que miden corrientes eléctricas: galvanómetros. 


O El hecho de que el torque magnético aplicado sobre un circuito sea proporcional a la corriente se puede 
utilizar para medir esta última. En la figura 24.23(a) se muestra un diseno sencillo de un dispositivo para 
medir corrientes, La corriente que se va a medir pasa por una bobina de área S, suspendida entre los 
polos de un imán. En algunos casos, la bobina está enrollada alrededor de un cilindro de hierro C, El 
campo magnético ejerce un torque, dado por la ecuación 24.21, sobre la bobina cuando por ésta pasa una 
corriente, y tiende a colocaria de manera perpendicular al campo, torciendo el resorte Q. La bobina adopta 
una posición de equilíbrio después de girar un angulo a, cuando el torque magnético está equilibrado por 
el torque elástico ka producido al torcer el resorte, donde k es la constante elástica dei resorte. El ângulo 




Figura 24.23 (a) Componentes 
de un galvanómetro de bobina 
móvil. (b) Vista superior dei 
galvanómetro mostrado en (a). 


(b) 
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a es indicado por una aguja unida a la bobina. La superfície de los polos dei imán íiene una forma tal que 
el campo magnético entre los polos y el cilindro de hierro C es radial, según se muestra en la vista 
superior de la figura 24.23(b). En este caso ^ siempre está en el plano dei circuito y @ en la ecuación 
24.21 es k/2, de manera que sen 0= 1. Entonces el torque está dado por x = ISâS, ya que M = IS. Cuando 
el torque debido al campo magnético está equilibrado por el producido por el resoríe, ISâS = ka, y por 
imioI-kaISâê. Si se conocen k,Sy esta ecuación da el valor de la corriente I en términos dei ângulo 
a. Normalmente la escala está calibrada de manera que el valor de /pueda ser expresado directameníe en 
unidades convenientes. 


2411 Comp© mopétic© prodocid© p©r «na corriente 

En 1820, Hans C. Oersted (1777-1851), al observaria desviación de la aguja de una brújula coloca¬ 
da cerca de un conductor por el que pasaba corriente, concluyó que una corriente eléctrica produce 
un campo magnético çuya dirección es perpendicular a la co-rriente. Como una corriente eléctrica es 
un flujo de cargas eléctricas que se mueven en la misma dirección, la conclusión es que cada carga 
produce un campo magnético. Por tanto, el campo magnético de una corriente es la suma de los 
campos magnéticos producidos por cada una de las partículas en movimiento. 

Después de muchos experimentos, efectuados durante un periodo de algunos anos por vá¬ 
rios físicos que utilizaron circuitos de formas distintas, A. M. Ampère y P. Laplace llegaron, de mane¬ 
ra empírica, a una expresión general para el cálculo dei campo magnético producido por una corriente 
en un circuito con forma arbitraria. Esta expresión, conocida como ley de Ampère-Laplace, es 


d/ XV tt. 


(24.24) 


donde el significado de todos los símbolos está indicado en la figura 24.24, y la integral se extiende 
a lo largo dei circuito completo^-Ã^^ es una constante que depende de las unidades escogidas. En el 
SI se ha determinado que (véase la Nota 24.4) 

^^ = 10-7Tm/A o mkgC-2 

(Debemos tomar en cuenta que la integral de la ecuación 24.24 está expresada en m“^ cuando r y I 
están en metros.) Por tanto, 


dl X Ur 


(24.25) 


Se acostumbra escribir donde es una nueva constante conocida como permeabilidad 

magnética dei vacío. En unidades SI, 

fio = 4n X 10“^ mkgC“^ = 1.2566 x 10~®mkgC~^ 

Así, la ecuación 24.24 para la ley de Ampère-Laplace se puede escribir como 


dl X II, 


(24.26) 


Esta última ecuación se puede interpretar diciendo que el campo magnético resultante ^ en P, 
producido por la corriente /, es la suma de un gran número de contribuciones muy pequenas o 
elementales d^ de cada uno de los segmentos o elementos de longitud dl que componen el circui¬ 
to. Cada contribución elemental es 


(24.27) 
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Figura 24.24 Según la ley de 
Âmpère-Laplace, la contribución 
dei pequeno segmento dl de 
ccMTiente al campo magnético en 
el punto P es d^ que es 
perpendicular al plano definido 

porM^yMg. 


Nota 24o3 Relación entre el campo magnético de wna corrlente y el campo magnético de «na carga 
en movimiento 

Como la comente eléctrica I es constante a lo largo dei circuito, podemos escribir la ecuación 24.26 como 




47C 


(Idi) X u. 


Pero el volumen de la sección dl dei conductor es dP = 5 dl, donde S es la sección transversal, y tomando en cuenta la ecuación 
24.4,y = nqv, tenemos que Idl = (jS) dl =jdV= nqvdV o, en forma vectorial, Idi = nqvdV. Por tanto. 


471 


qv X u,. 


n dV 


Como n dV es el número de partículas que se hallan en el volumen dV, podemos interpretar el resultado anterior diciendo que cada 
partícula cargada de la corriente produce un campo magnético en el punto P dado por 


^ _ Po qvxu, 

4n r^ 

Ésta es precisamente la expresión dada en la ecuación 22.13 para el campo magnético de una carga en movimiento, confirmándose 
así que el campo magnético de una corriente es un efecto colectivo de las cargas que componen la corriente. 


Campo magnético di una corrianfe racfílfnea 

Consideremos una corriente rectilínea muy larga y delgada (Fig. 24.25). Si aplicamos la ecuación 
24.26 tendremos que la magnitud dei campo magnético a una distancia perpendicular R de la co¬ 
rriente es (véase el cálculo siguiente) 

2nR 

este resultado ha sido confirmado experimentalmente. El campo magnético es inversamente pro¬ 
porcional a la distancia R y las líneas de fuerza son circunferências concêntricas con la corriente y 
perpendiculares a ésta, como se indica en la figura; también se indica la regia de la mano derecha 
para determinar la dirección dei campo magnético con respecto a la dirección de la corriente. Al 
resultado 24.28 se le llama fórmula de Biot-Savart. En forma vectorial podemos escribir la ecuación 
24.28 como 


M = - Ua 

2tiR 


(24.28) 


(24.29) 


donde ííq es un vector unitário tangente a la línea de fuerza. 
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Flcura 24>2S C«inpo nugnético producido 

por una comenle fcctilincâ. Figura 24.26 Cálculo dei campo magnélico 

de una coniente reclilfnea. 

En el capítulo 21 vimos que las líneas de fuerza de un campo eléctrico van de las cargas 
positivas a las negativas o, quizá en algunos casos, desde o hacia el infinito. En el capítulo 22 vimos 
que las líneas de fuerza magnéticas de una carga en movimiento son espiras concêntricas con res- 
pecto a la dirección dei movimiento de la carga. Lo mismo se aplica a una coniente eléctrica (Fig. 
24.25) cuyas líneas dei campo magnético son curvas cerradas, concatenadas con la coniente. Un 
campo de este tipo, que no tiene fuentes puntuales, como serían los polos magnéticos, ^ conoce 
como campo solenoidal. 


Cálculo dei campo magnético de una corriente rectilínea 


Consideremos Ia figura 24.26. Para cualquicr punto P y cualquier elemento dl de la corriente, el vector dlxu^es perpendicular al 
plano determinado por Py la corriente y, por tanto, su dirección cs la dcl vcctor unitário El campo magnético en P, producido 
por dl, es entonces tangente al círculo de radio R que pasa por P, centrado en la corriente y perpendicular a ésta. Por tanto, cuando 
hacemos la integración de la ecuación 24.26, la contribución de todos los términos dc la integral tiene la misma dirección y el 
campo magnético resultante ^ también es tangente al círculo. Así, sólo cs nccesario hallar el módulo de El módulo de d/ x 
es dl sen 6. Por tanto, para una coniente rectilínea podemos escribir la ecuación 24.26 en magnitud como 


31 = I 


fio f" senfl 


En la figura vemos que r s P cscd yl^-R cot 6, de modo que d/» P csc^0d6. Sustituyendo en la ecuación anterior y teniendo en 
cuenta que / s - oo corresponde adsOy/ = -foo corresponde a 0 - x, obtenemos 


= f* 

4n Jo R^csc^d 


(P csc^ 6 dO) 


r 

4jrP Jo 


senfl dô 0) 

4nR 


2kR 


24.13 Campo mognétíco de una corriente circular 

En la figura 24.27 se ilustra el campo magnético de una corriente circular. Las líneas de fuerza se 
concatenan con la corriente, adquiriendo simetria axial con respecto a la línea que pasa por el 
centro de la coniente, y son perpendiculares al plano formado por la corriente. La orientación de Ias 
líneas de fuerza se obtienc con Ia regia de la mano derecha, según se muestra en la figura. Éstas son 
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el tipo de líneas de fuerza que se producen cuando un conductor rectilíneo se curva formando una 
circunferência. 

El cálculo dei campo magnético en un punto arbitrário es un problema matemático un tanto 
complicado, pero en los puntos a lo largo dei eje de la corriente es bastante fácil. Como se muestra 
más adelante, el campo magnético en un punto sobre el eje de una corriente circular de radio a, a 
una distancia R dei centro, es 


2(fl2 + 


( 2430 ) 


El campo magnético en el centro (/f = 0) es ^ Hla. 

Una corriente solenoidal o simplemente un solenoide es una corriente compuesía de va¬ 
rias espiras coaxiales dei mismo radio, todas con la misma corriente (Fig. 24.28). El campo magné¬ 
tico de un solenoide se encuentra sumando los campos magnéticos de cada una de las corrientes 
circulares que lo conforman. En la figura el campo se indica mediante líneas de fuerza, en las que se 
suavizaron algunas fluctuaciones en el espacio entre espiras. Se puede demostrar (Ejemplo 26.3) 
que en el caso de un solenoide muy largo de longitud L, con N vueltas en total, el campo magnético 
en su centro es 



mientras que en los extremos el valor es la mitad dei valor en el centro; esto es. 




2L 


(24.31) 


(24.32) 


No es sorprendente que el campo magnético en los extremos sea la mitad dei valor en el centro. Si 
un solenoide largo se divide en dos partes iguales, el campo magnético en el extremo común es la 
suma de los campos producidos por las dos secciones, por lo que cada uno debe ser la mitad dei 
valor original. Los solenoides se utilizan para producir campos magnéticos bastante uniformes en 
regiones limitadas alrededor de su centro. 



Figura 24.27 Campo magnético producido por 
una corriente circular. 



Figura 24.28 Campo magnético producido por 
una corriente solenoidal. 


Cálculo dei campo magnético a lo largo dei eje de ima corriente circular 

Para una corriente circular, figura 24.29, el producto vectorial àlxu^de la ecuación 24.27 es perpendicular al plano PAA’ y su 
módulo es dl porque los dos vectores son perpendiculares. Por tanto, el módulo dei campo magnético producido por el elemento 
de longitud dl en P es 

4k 
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Figura 24.29 Cálculo deí campo 
magnético a lo largo dei eje de 
una corriente circular. 


Es perpendicular al plano PAA' y, por tanto, es oblicuo al eje Z. Descomponiendo d^ en una componente d^n paralela al eje y una 
perpendicular a éste, vemos que, cuando integramos a lo largo de la circunferência, para cada d existe otra en la dirección 
contraria, correspondiente al elemento directamente opuesto a d/ y por tanto los vectores d^x suman cero. El campo resul¬ 
tante será la suma de todas las componentes d^n y, por consiguiente, es paralelo al eje. Ahora, como cos a = air, 

d^ii = (d^)cos a = - dl 

" r 4nr^ 

La distancia r permanece constante cuando integramos alrededor de la espira circular. Puesto que para una circunferência | d/ = 
2710, el módulo dei campo magnético resultante es 



Tomando en cuenta que r = (a^ + el campo magnético para puntos sobre el eje de una corriente circular se puede expresar 
como 

^ 

2{a^ + 



EJEMPLO 24.11 

Campo de un dipolo magnético. 


Una partícula cargada en movimiento circular uniforme de radio muy pequeno constituye un dipolo 
magnético de momento M = {ql2m)L (Ec. 22.16), donde L es el momentum angular de la partícula. El 
momento magnético de una corriente es M = IS (Ec. 24.20). Para el caso de una corriente circular S = 
de modo que M = nla^. 

Las dos defmiciones dei momento magnético son equivalentes. Primero, una carga en movi¬ 
miento en una circunferência con velocidad angular mtiene una frecuencia orbital v= ú^2n y, por tanto, 
es equivalente a una corriente I = qv= qa^2K. Así, M = Kla^ = }qcúa^ = (ql2m)(m(0a) = (q/2m)L, ya que 
CM es la velocidad de la carga. 

Sustituyéndo la^ por MIn en la ecuación 24.30 obtenemos para el campo magnético en puntos a 
lo largo dei eje 

\47r/ 

En el centro {R = 0), obtenemos 



2M 


que es la ecuación 22.17 para el campo magnético de una carga que se mueve en una órbita circular de 
radio a. Por tanto, el campo magnético de una pequena corriente circular y de una carga eléctrica que 
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describe una órbita circular son equivalentes. Esto no debe sorprender ya que una corriente eléctrica es 
un flujo de cargas eléctricas. 

Una corriente circular constituye un dipolo magnético cuando aCR,en cuyo caso la expresión 
24.30 para el campo magnético a lo largo dei eje, donde se sustituye la^ por M/n, se transforma en 


^ = 



2M 


que es equivalente a la expresión para el campo eléctrico de un dipolo eléctrico dada en la ecuación 
21.25, si sustituimos r por R y (l/4neQ) por Qiç/4n). Debido a la semejanza de los dos campos, podemos 
utilizar los resultados dei ejemplo 21.13 para calcular la fuerza y la energia de un dipolo magnético en un 
campo magnético externo. 


EJEMPLO 24.12 

Galvanómetro de tangente. 


o Un galvanómetro de tangente consiste en una bobina circular (Fig. 24.30) con N vueltas. Se coloca en 
una región en la que hay un campo magnético ^ de modo que el diâmetro de la bobina sea paralelo a 
Cuando pasa una corriente /, se produce en el centro de la bobina un campo magnético 0 = fi^ IN/2a. 
Por tanto, el campo magnético resultante en el centro de la bobina forma un ângulo Ô con el eje de 
ésta dado por 



2a^ 

iíTív 


z 



Si se coloca una pequena aguja magnética en el centro de la bobina, ésta girará hasta formar un angulo q pigura 24.3® Galvanómetro de 

con el eje. Esto permite una medición dei campo externo si se conoce la corriente / o, al contrario, de tangente. 

la corriente si se conoce â§. Normalmente ^ es el campo magnético terrestre. Para efectuar mediciones 

precisas la fórmula se corrige para tomar en cuenta la longitud finita de la aguja, ya que el campo que 

actúa sobre ella no es exactamente el campo en el centro. El nombre de “galvanómetro de tangente” se 

deriva de la función trigonométrica que aparece en la expresión anterior. 


24.14 Fuerzas entre corrienfes eléctricas 

Como una corriente eléctrica produce un campo magnético y, a su vez, un campo magnético produ¬ 
ce una fuerza sobre una corriente eléctrica, existe una interacción magnética entre las corrientes 
eléctricas. Por simplicidad, consideremos dos corrientes rectilíneas paralelas / e f (Fig. 24.31), en la 
misma dirección y separadas por una distancia R. El campo magnético ^ debido a / en cualquier punto 
de r está dado por la ecuación 24.28 y apunta en la dirección indicada. La fuerza F' ejercida sobre f, 
usando la ecuación 24.19, es 


1' 


F = r 


áV X ^ 


(24.32) 


Ahora, àl' X ^ = -u^â§âl\ donde se define como el vector unitário que va de / a /'. Por tanto, 
usando la ecuación 24.28 para tenemos 


F = r 


2nR 


áV 


V 271/? ) 


dV 


El valor de la integral es V, de manera que la fuerza producida sobre /' es 


«R 


4nJ R 


F = 


(24.33) 
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Figura 24.31 Fuerzas magnéti¬ 
cas entre dos corrientes 
rectilíneas. 

Este resultado indica que la corriente I atroe a la coniente í con una fuerza por unidad de longitud de 

f = ^ 

^ \47i) R 

Un cálculo semejante de la fuerza producida por f sobre / da como resultado una fuerza dei mismo 
módulo y dirección, pero sentido opuesto y, nuevamente, representa una atracción. Por tanto, 

dos corrientes paralelas en el mismo sentido se atraen con una fuerza inversamente pro¬ 
porcional a su separación, como resultado de su interacción magnética; si las corrientes 
paralelas están en sentidos opuestos, se repelen. 

Las interacciones magnéticas entre corrientes eléctricas son de gran importância práctica 
para los motores eléctricos, galvanómetros, wattímetros y muchas otras aplicaciones. 


Note 24.4 Unidades electromagnéticas 

Tenemos dos leyes de las cuales podemos escoger la cuarta unidad básica, además de las de distancia, tiempo y masa. Éstas son: 
la ley de Coulomb para la interacción entre dos cargas, dada por la ecuación 21.4: 

f = 

4neQ 

y la ley de interacción entre dos corrientes rectilíneas, dada por la ecuación 24.33, 

p, _ jÍQ 2 //' 

47t R 

Aunque tenemos dos constantes, Eq y correspondientes a las fuerzas eléctrica y magnética, sólo hay un grado de libertad debido 
a que sólo hay una nuevamagnitud física, la carga eléctrica o la corriente eléctrica, ambas relacionadas por la ecuación Corriente= 
Carga/Tiempo. Por tanto, podemos asignar un valor arbitrado solamente a una de las constantes. En la Undécima Conferencia 
General sobre Pesas y Medidas, efectuada en 1960, se decidió definir el ampere como la corriente que, al circular en dos conduc- 
tores paralelos separados por una distancia de un metro, produce una fuerza sobre cada conductor igual a 2 x 10"^ N por metro de 
longitud de cada conductor (Fig. 24.32). Una vez definido el ampere, el coulomb es la cantidad de carga que fluye a través de 
cualquier sección transversal de un conductor en un segundo cuando la corriente es de un ampere. 

En la figura 24.33 se muestra un dispositivo experimental conocido como balanza de corriente para medir la fuerza 
entre dos conductores paralelos. La balanza se equilibra primero sin que haya corrientes en el circuito. Cuando la misma 
corriente pasa por los dos conductores, la fuerza magnética de atracción ejercida sobre la sección L' es 

F = 2 X 10“^ — 

R 

de manera que se requieren pesos adicionales en el platillo izquierdo para poner de nuevo en equilibrio la balanza. De los valores 
conocidos de F, L' y R, se calcula el valor de I. En la práctica se usan dos bobinas circulares paralelas. Entonces la expresión para 
la fuerza entre las bobinas es distinta. 









Figura 2433 Balanza de comente (simplificada) para 
medir una corriente en términos de la fuerza magnética 
entre conductores paralelos. 


Dada la definición en el SI dei ampere, tenemos que 

/to = 471 X lO-^NC-^s^ 

Como veremos en el capítulo 29, la velocidad de la luz está relacionada con Eq y Hq mediante = c^. La constante c ha sido 
medida experimentalmente con una gran precisión. De hecho, se ha utilizado para definir la unidad de longitud (recuerde la Sec. 
2.4). Entonces tenemos que 

1 10^ 

fio =-7 = —r « 8.85 X 10-Í2 N-i m-2 c^ 

/IqC 47tc'‘ 

que es el valor dado en la ecuación 21.6. Esto explica nuestra previa selección de K^, que puede haber parecido un tanto arbitraria. 

Una razón por la que el ampere fue adoptado como la cuarta unidad fundamental es que resulta más fácil medir la fuerza 
entre dos corrientes y, por consiguiente, preparar un patrón para la corriente que medir la fuerza entre dos cargas y preparar un 
patrón adecuado. Sin embargo, desde el punto de vista conceptual, la noción de carga es más fundamental que la de corriente. 
Desde un punto de vista práctico y teórico, los sistemas MKSC y MKSA son completamente equivalentes. 


PREGUNTÂS 

Parte A 

24.1A Escriba la ecuación 24.4 para protones y electrones. 

24.2A La resistividad de un conductor se define mediante 
p = Hg. ^Cuáles son las unidades de p? Escriba la ecuación 
24.7 usando p en lugar de cr. 

24.3A Analice la forma en que la resistência de un conductor 
deberá cambiar con la temperatura. Escriba una expresión para 
la resistência en términos de la temperatura, suponiendo que 
tienen una relación lineal. 


24.5A Un campo eléctrico uniforme es aplicado en una región 
en la que hay electrones libres; describa el movimiento de los 
electrones. Repita ei análisis cuando los electrones están en un 
metal. 

24.6A ^Es válida universalmente la ley de Ohm o es de 
aplicación limitada? 

24.7A Describa el origen dei efecto Joule en un conductor 
metálico. 


24.4A Refiriéndose al puente de Wheatstone (Ej. 24.6), 
verifique que si Rj y son dos piezas dei mismo cable, pero 
con longitudes Ly L', podemos escribir Rj /Rj = UL'. 


24.8A ^Cómo debe cambiar la diferencia de potencial en un 
conductor para que se duplique la corriente? ^Cómo se ve 
afectada la potência? 
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24.9A Exprese la ecuación 24.11 en íérminos de ia diferencia 
de potencial y la resistência. 

24.1§A Dado un conjunto de resistores, ^cómo se les debe 
combinar para obtener la máxima resistência? ^La mínima? 

2411A Explique por qué un campo eléctrico estático no 
puede mantener una corriente en un circuito cerrado. 

2412A Analice el significado de las leyes de Kirchhoff en 
términos de las leyes de conservación. 

2413A Un conductor cilíndrico sólido tiene un radio /?. Otro 
conductor dei mismo material, longitud y radio, está hueco a lo 
largo de su eje. El radio de la cavidad es r. Compare las 
resistências de los dos conductores. 

2414A ^Qué le sucede a la resistência de un conductor 
cilíndrico si (a) su longitud se duplica, (b) el radio se duplica, 
(c) ambos se duplican? 

24.15A ^Cómo determinaria usted el sentido de una corriente 
eléctrica? ^Coincide siempre el sentido de la corriente con el 
dei movimiento de las cargas? 

24.16A ^Por qué se necesita una fuente de energia externa 
para mantener una corriente a través de una diferencia de. 
potencial en un conductor? 

24.17A Verifique que la corriente a través de una superfície 
S colocada en una región en donde hay n iones por unidad 
de volumen, cada uno con carga q y velocidad v, está dada 
por la integral de superfície í= js Qnv • dS. 

24.18A Una bateria tiene una fem V y una resistência interna 
r. Exprese la diferencia de potencial AV entre los polos de la 
bateria cuando la corriente en el circuito es /. Represente 
gráficamente la relación entre AV e /. 


PROBLEMAS 


Parte A 

24.1A (a) Encuentre la resistência de 1 m de cable de cobre 

cuya sección transversal es de 8 mm^. Si una corriente de 0.74 A 
se mantiene en el cable, calcule (b) la caída de potencial entre 
los extremos dei cable y (c) la potência disipada. Repita los 
cálculos para un cable con el doble de radio. 

24.2A Un cable de cobre con sección transversal de 10"^ m^ 
lleva una corriente de 1.5 A. Suponiendo que hay 5 x 10^* 
electrones de conducción por m^, determine (a) la densidad de 
corriente y (b) la velocidad de transporte dei electrón. 

24,3A La corriente máxima permitida en la bobina de un 
galvanómetro es de 2.4 A. Su resistência es de 20 O. ^Qué se le 
debe hacer al “medidor” para que senale la escala completa 
cuando se le inseria (a) en una línea eléctrica que lleva una 


Parte B 

24. IB Verifique que la unidad J T“’ para el momentum 
dipolar magnético es equivalente a m^ s~* C. 

24.21 Demuestre que el torque de un campo magnético sobre 
un circuito por el que pasa una corriente es t = / x (dl x ^). 
Aplique esto al caso mostrado en la figura 24.21. 

24.3B ^Cómo se mueve un dipolo magnético en un campo 
magnético no uniforme? ^Cuál es la dirección de la fuerza? 

24.4B iQaé relación existe entre la fuerza magnética sobre 
una carga en movimiento y sobre una corriente eléctrica? 

24.5B Si colocamos un cable metálico en un campo magnético, 
^por qué el campo ejerce una fuerza sobre el cable sólo si 
éste lleva una corriente eléctrica? 

24.61 ^Por qué una corriente eléctrica en un conductor 
produce un campo magnético pero no uno eléctrico? 

24.7B Investigue cómo se debe disenar e instalar un 
galvanómetro para medir una diferencia de potencial entre dos 
puntos de un cable conductor, en cuyo caso se conoce como 
voltímetro, y para medir una corriente eléctrica, en cuyo caso 
se conoce como amperímetro. 

24.8B ^Cuáles son las semejanzas y las diferencias entre los 
campos de un dipolo eléctrico y de uno magnético? 

24.9B Un pequeno circuito eléctrico se coloca en un campo 
magnético uniforme. ^Cuál es la dirección dei torque ejercido 
sobre el circuito? ^De qué manera tiende el circuito a orientarse 
con respecto al campo magnético? 

24.10B Considere dos corrientes rectilíneas paralelas con 
direcciones opuestas. Muestre en un diagrama parecido al de la 
figura 24.31 que éstas se repelen entre sí. 


corriente de 15 A, (b) entre dos puntos que tienen una diferencia 
de potencial de 110 V? 

24.4A La aguja de un galvanómetro sufre una desviación de 
toda la escala (50 divisiones) cuando la corriente es de 0.1 mA. 
La resistência dei galvanómetro es de 5 Q. ^Qué se debe hacer 
para convertirlo en (a) un amperímetro en que cada división 
corresponda a 0.2 A, (b) un voltímetro con cada división 
coirespondiente a 0.5 V? 

24.5A (a) Determine la resistência total en cada una de las 

combinaciones que se muestran en la figura 24.34, ((b) 
Determine también la corriente y la diferencia de potencial en 
cada resistor. 
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24.6A Cada uno de los resistores de la figura 24.35 tiene una 
resistência de 4 y puede disipar un máximo de 10 W sin que 
se destruya. Calcule (a) la potência máxima que puede disipar el 
circuito, (b) la corriente en cada resistor y (c) el voltaje máximo 
que puede aplicarse entre los extremos. 

24.7A Tres resistores iguales están conectados en paralelo. 
Cuando una cierta diferencia de potencial se aplica a través de la 
combinación, la potência total consumida es de 7 W. ^Qué 
potência se consumiría si los tres resistores se conectaran en 
serie a través de la misma diferencia de potencial? 

24.8A Una celda está en serie con un resistor de 5 Q. Cuando 
se abre el conmutador, un voltímetro conectado a través de la 
celda marca 2.06 V. Cuando se cierra el conmutador el 
voltímetro marca 1.72 V. Halle (a) la fem y (b) la résistencia 
interna de la celda. 

24.9A La diferencia de potencial a través de las terminales de 
una batería recargable es de 8.5 V cuando en la batería hay una 
corriente de 3 A de la terminal negativa a la positiva. Cuando la 
corriente es de 2 A en la dirección inversa, la diferencia de 
potencial es de 11 V. (a) ^Cuál es la resistência interna de la 
batería? (b) ^Cuál es su fem? 


24J®A En el circuito de la figura 24.36 halle las diferencias 
de potencial AV^, AV^^ y AV^. 

24.11 A Determine la corriente en cada conductor en las redes 

de la figura 24.37(a) y (b). 

24.12A En la figura 24.38 se muestra un potenciómetro, 
utilizado para medir la fem de una celda N; B es una batería y P 
es una celda patrón con una fem V^. Cuando el conmutador 
se pone en 1 o en 2, el cursor b se mueve hasta que el 
galvanómetro G marca cero. Demuestre que si /j y Ij son las 
correspondientes distancias de b a a, entonces F = {liHj)- 

24.13A Remítase al potenciómetro de la figura 24.38. La fem 
de la batería es de aproximadamente 3 Y y su resistência interna 
se desconoce. P es una celda patrón de 1.0183 V. El conmutador 
se pone en el punto 2, colocando así a la celda patrón en el 
circuito dei galvanómetro. Cuando el cursor b está a 0.64 de la 
distancia de a a c, el galvanómetro marca cero. (a) ^Cuál es la 
diferencia de potencial a través de la longitud total dei resistor 
ac? (b) El conmutador se pone en 1 y el galvanómetro marca 
ahora cero cuando b está a 0.53 de la distancia de a a c. ^Cuál es 
la fem en la celda NI 





Figura 24.35 


Figura 24 J7 
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Figura 24.^ 

Parte B 

24.1B Encuentre la ftierza ejercida sobre cada uno de los 
segmentos de cable que se muestran en la figura 24.39, si el campo 
magnético de m(Wulo 1.50 T es paralelo a OZ y la cotriente en cada 
segmento es de 20 Á. Cada arisía dei cubo mide 0.1 m. 


z 



Figura 2439 

24.2B Una espira rectangular de alambre, de 5 cm x 8 cm se 
coloca con sus lados más cortos paralelos a un campo magnético 
de 0.15 T. (a) Si la espira lleva una corriente de 10 A, ^qué 
torque actúa sobre ella? (b) ^Cuál es el momentum magnético 
de la espira? (c) i,Cuál es el máximo torque que se puede 
obtener con la misma longitud total de cable que lleve la misma 
corriente en este campo magnético? 

243B La espira rectangular de la figura 24.40 tiene un pivote 
en el eje Y y lleva una corriente de 10 A en la dirección indicada. 

(a) Si la espira está en un campo magnético uniforme de 0.20 T 
paralelo al eje X, calcule la fuerza sobre cada lado de la espira. 

(b) Calcule el torque requerido para mantener la espira en la 
posición mostrada, (c) Repita los incisos (a) y (b), pero suponga 
que la espira está en un campo uniforme de 0.20 T paralelo al 
eje Z. (d) iQué torque se requerirá en cada caso si la espira 
tuviera el pivote en un eje paralelo al eje Y que pasara por el 
centro? 

24.4B Encuentre la densidad de corriente (supuesta uniforme) 
requerida para que un cable de aluminio horizontal “flote” en el 
campo magnético terrestre en el ecuador. La densidad dei Al es 
de 2.7 X 10^ kg m"^. Suponga que el campo terrestre es de 
7 X 10"^ T y que el cable está orientado en dirección este-oeste. 



Figura 24.40 

24.5B La bobina de un galvanómetro tiene 50 vueltas y 
encierra un área de 6.0 x 10^ m^. El campo magnético en la 
región de la bobina es de 0.01 T y es radial. La constante de 
torsión dei resorte es de 10^ N m grado”*. Halle la desviación 
angular de la bobina para una corriente de 1 mA. 

24.6B Una espira de cable en forma de cuadrado de 0.1 m de 
lado está sobre el plano XY, como se muestra en la figura 24.41. 
Existe una corriente de 10 A en la espira en la dirección 
mostrada. Si se aplica un campo magnético paralélo al eje Z 
con una intensidad de O.IOí: T (donde x está en mefios), calcule 
(a) la fuerza resultante sobre la espira y (b) el torque resultante 
con respecto al punto O. 



Figura 24.40 

24.7B Considere una bobina cuadrada de 6.0 x 10"^ m de 
lado que porta una corriente de 0.10 A, colocada en un campo 
magnético uniforme de intensidad de 10^ T. (a) Si el plano de 
la bobina es inicialmente paralelo al campo, ^hay algún torque 
sobre ésta? (b) Si el plano déda bobina está inicialmente 
perpendicular al campo, ^habrá ahora un torque sobre la 
bobina? (c) Exprese el torque como función dei ângulo que 
forma la normal a la bobina con la dirección dei campo 
magnético, (d) Represente gráficamente el torque como 
función dei ângulo, de 0 a 2;r. (e) Si en el punto en que no hay 
torque sobre la bobina ésta tiene una vélocidad angular, ^qué 
sucede? 

24.8B Calcule la intensidad dei campo magnético producido 
por un cable infinitamente largo de 2 cm de diâmetro que porta 
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una comente de 1 A, a una distancia de (a) 0.50 cm y (b) 1 m 
dei eje dei cable. Trace un diagrama que muestre la variación 
dei campo magnético con la distancia. 

24.9B Un cable recto largo porta una corriente de 1.5 A. Un 
electrón se desplaza con una velocidad de 5.0 x 10 m s"* 
paralelamente al cable y en la misma dirección que la corriente. 
Calcule la fuerza que el campo magnético ejerce sobre el 
electrón. 

24.10B En la figura 24.42 se muestra una vista transversal de 
dos cables largos paralelos, perpendiculares al plano XY, cada 
uno con una corriente / en direcciones opuestas. 


Y 



Figura 24.42 

\ 

(a) Muestre el campo magnético de cada cable y el campo 
resultante en el punto P. (b) Deduzca la expresión para el 
módulo dei campo magnético en cualquier punto sobre el eje X 
en términos de la coordenada x dei punto. (c) Trace una gráfica 
dei módulo dei campo magnético en cualquier punto dei eje X. 

(d) /,En qué valor de x es máximo el campo magnético? 

(e) Repita los incisos (b) y (c) para puntos en el eje Y. 

24.1 IB Un solenoide tiene una longitud de 0.30 m y está 
enrollado con dos capas de cable. La capa interna tiene 3(K) 


vueltas y la externa 250. La corriente en ambas capas es de 3.0 
A y en ambas tienen la misma dirección. Calcule el campo 
magnético en un punto cercano al centro dei solenoide. 

24.12B Un cable largo descansa horizontalmente en la 
superfície de una mesa. Otro cable, colocado en el mismo plano 
vertical y paralelamente al primero, tiene l.W) m de longitud y 
puede deslizarse verticalmente sobre dos guias metálicas. Los 
dos cables están conectados mediante contactos deslizantes y 
llevan una corriente de 50 A. La densidad lineal de masa dei 
cable móvil es de 5.0 x 10-^ kg m-^ ^Hasta qué altura de 
equilibrio llegará el cable? 

24.13B Se tienen un cable largo y recto y una espira rectangu- 
lar de alambre en la superfície de una mesa. El lado de la espira 
paralelo al cable mide 0.30 m; el lado perpendicular al cable es 
de 0.50 m de longitud. Las corrientes son /j = 10 A e /2 = 20 A 
respectivamente, (a) Calcule la fuerza sobre la espira, (b) 
Calcule el torque sobre la espira, con respecto al eje dei cable. 
(c) Calcular el torque sobre la espira con respecto a la línea 
punteada como eje. 

24.14B En la figura 24.42, por el punto P pasa un tercer cable 
largo y recto paralelo a los otros dos. Cada cable lleva una 
corriente de 20 A. Sea a = 0.30 my x- 0.40 m. Halle el módulo 
y la dirección de la fuerza por unidad de longitud ejercida sobre 
el tercer cable, (a) si la corriente en éste sale dei plano de la 
página, (b) Repita el inciso (à) cuando la corriente apunta en la 
dirección opuesta. 

24.1SB Mediante los resultados obtenidos en el ejemplo 
21.12, demuestre que el campo magnético a lo largo dei eje 
de un dipolo magnético es (/i^ IAn){2Mlt^), y en un plano 
perpendicular al eje y que pasa por el centro dei dipolo es 





Karl F. Gauss se considera uno de los 
matemáticos más grandes de la historia. 
Sus investigaciones incluyeron la teorfa 
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geodesia, la astronomia y la fisica. 
Disenó un método para calcular las 
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magnetismo, estableciendo (en 1831) 
una propiedad general dei campo 
eléctrico, basada en la ley de Coulomb, 
conocida como ley de Gauss. 
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25.1 Iníroduccién 

En el capítulo 21 vimos la interacción eléctrica e introdujimos el concepto de campo eléctrico. En 
el presente capítulo estudiaremos algunas características dei campo eléctrico, considerándolo como 
una entidad independiente. Examinaremos sólo campos estáticos, o sea, independientes dei tiempo. 

25.2 Fuerza electromofriz 

Como la intensidad dei campo eléctrico es igual a la fuerza por unidad de carga, el trabajo realizado 
por el campo eléctrico cuando desplazamos una carga unitaria a lo largo de la trayectoria L está 
expresado por la integral de línea 


/ Trabajo por unidad de carga \ 

= êál 

(25.1) 

1 realizado a lo largo de la j 

\ trayectoria L J 

Jl 



y, por tanto, se mide en volts. 

Teniendo en cuenta que para un campo eléctrico estático la diferencia de potencial es igual 
al trabajo realizado por el campo al mover una carga unitaria de un punto al otro, sin importar la 
trayectoria seguida, ecuación 21.16, podemos escribir 




5Ó0 El campo eléctrico 


é’-di= V^- Vb (25.2) 

Jl 

donde Ay B son los puntos extremos de la trayectoria L. Así, la integral de línea de un campo eléctrico 
estático entre dos puntos es igual a la diferencia de potencial entre los puntos. Observemos que la 
trayectoria escogida para pasar de un punto al otro es ait>itraria. 

En la sección 24,7 definimos la fuerza electromotriz a lo largo de una trayectoria cerrada 
como el trabajo realizado cuando se mueve una carga unitaria alrededor de la trayectoria. Por tanto, 
usando la ecuación 25.1, podemos escribir 


' Trabajo por unidad de carga 
realizado a Io largo de la 
L trayectoria ceirada 


= fem — d) ^ • d/ 


donde el círculo sobre el símbolo de la integral indica que la trayectoria es cerrada. A este tipo de 
integral se le conoce como circulacióo (véase el Apend. A, 10). 

Si el campo eléctrico es estático y la trayectoria es cerrada, los puntos Ay B coinciden, y la 
ecuación 25.2 da 



(25.4) 


esto es, ^ 

el trabajo efectuado por uri campo eléctrico estático al trasladar una carga por una trayec¬ 
toria cerrada es cero. 

Ésta es una de las propiedades fundamentales dei campo eléctrico estático. Recordando que 
se requiere energia para mantener una corriente en un circuito eléctrico, concluimos que un campo 
eléctrico estático no puede mantener una corriente en un circuito cerrado y que para ello se necesita 
otra fuente de energia. 

25.3 Flujo dei campo eléctrico 

Consideremos una superfície plana de área S en un campo eléctrico uniforme %. Si la normal a la 
superficie forma un ângulo 0con la dirección dei campo eléctrico (Fig. 25.1), definimos el flujo 
eléctrico a través de la superfície como 

Flujo eléctrico = cos 0 (25.5) 

Si la superficie es perpendicular al campo eléctrico, 0=0, cos 0 = 1 y el flujo es '^S, mientras 
que si la superfície es paralela al campo, 6 = TtJl, cos 0 = 0 y el flujo es cero. El flujo eléctrico es 
positivo si 0 < Ttll y negativo si 0 > 7 d2. 

Si la superficie es curva, sin importar si el campo eléctrico es uniforme o no, procedemos de 
la forma siguiente: primero, dividimos la superficie en elementos superfíciales muy pequenos dSj, 
d 5 ' 2 , d^j,... (Fig. 25.2.) En cada elemento situamos un vector unitário «j, « 2 , Uy..., perpendicular a 
la superficie en ese punto. Entonces d5j = «j d5j, dS 2 = «2 “3 son los vectores que 

representan a cada elemento de superficie. Los vectores unitários están orientados en la dirección 
dei dedo pulgar cuando los dedos de la mano derecha apuntan en el sentido en que decidimos 
orientar el borde de la superficie. Sean 0j, 0^, 6 y... los ângulos entre los vectores normales «p « 2 , 
« 3 ,... y los vectores dei campo eléctrico ^j, ^ 2 » ^ 3 »— cada punto de la superficie. Entonces el 
flujo eléctrico a través de la superfície S es 

Flujo eléctrico = Sy dSj cos 0^ + S ’2 dS 2 cos 62 + ^3 dS^ cos 03 + ••• 

= S'i' dSj + ^2' d»S'2 + ^3 ■ diS'3 + ■ ■ • 
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Figura 25.1 Flujo dei campo eléctrico a través de 
una superfície plana. 



Figura 25.2 Flujo de un campo eléctrico a través 
de una superfície arbitraria. 


O, sustituyendo la suma por una integral, tenemos 


Flujo eléctrico 


ê COS 9 dS 


J s 


cf-dS 


(25.6) 


donde la integral se extiende sobre toda la superficje, como lo indica el subíndice 5. Por esta razón 
una expresión dei tipo de la ecuación 25.6 se conoce como integral de superfície (véase el Apend. 
A. 11). Si la superfície es cerrada (como en el caso de una esfera), los vectores están orientados 
bacia afuera. También se escribe un círculo sobre el símbolo de la integral cuando la superfície es 
cerrada, de manera que la ecuación 25.6 queda 


Flujo eléctrico = 


(f COS 9 dS 


^■dS 


(25.7) 


El flujo total puede ser positivo, negativo o cero. Cuando es positivo, el flujo es saliente y cuando 
es negativo, es “entrante”. 


25.4 Ley de Gauss para el campo eléctrico 

Consideremos una carga puntual q (Fig. 25.3). Calcularemos ahora el flujo de su campo eléctrico ^ 
a través de una superfície esférica concêntrica con la carga. Si el radio de la esfera es r, el campo 
eléctrico producido por la carga en cada punto de la superfície es 


El vector unitário normal a la esfera coincide con el vector unitário que apunta a lo largo de la 
dirección radial. Por tanto, el ângulo 0 entre el campo eléctrico ^ y el vector unitário nofmal w^es 
cero y cos 0=1. Tomando en cuenta que el campo eléctrico tiene la misma magnitud en todos los 
puntos de la superfície esférica y que el área de la esfera es AnP-, la ecuación 25.6 da el flujo 
eléctrico como 


^S-dS=i^dS = SS = (4nr^) = ^ 

Js Js 47teor^ Eq 

Entonces, el flujo eléctrico a través de la esfera, es proporcional a la carga e independiente dei 
radio de la superfície. Por tanto, si dibujamos varias superfícies esféricas concêntricas ^j, S 2 , S^... 




562 El campo eléctrico 

(Fig. 25.4) alrededor de la carga q, el flujo eléctrico a través de todas ellas es el mismo e igual a 
q/£Q. Este resultado se debe a la dependencia 1/r^ dei campo eléctrico estático. 

Como se muestra a continuación, el resultado anterior es bastante general y se aplica a una 
carga q situada en cualquier punto dentro de cualquier superfície cerrada. Sin embargo, si la carga 
Qstáfuera de la superfície cerrada, el flujo eléctrico es cero. 

Si se tienen varias cargas q^, q^, qy... dentro de la superfície arbitraria S (Fig. 25.5), el flujo 
eléctrico total será la suma de los flujos producidos por cada carga. Entonces podemos formular la 
ley de Gauss para el campo eléctrico: 

El flujo eléctrico a través de una superfície cerrada que rodea a las cargas q^, qi» ^3 



Deducción de la ley de Gauss 

Consideremos una carga q dentro de una superfície cerrada S que tiene forma arbitraria (Fig. 25.6). El flujo total dei campo 
eléctrico producido por q a través de S está dado por 


COS Q úS = 


s 47rí;oH 


COS 0 dS 


dS COS 0 


Pero d5 cos 6Ir^ es igual al ângulo sólido díi (véase el Apend. B.4) que subtiende el elemento de superfície visto desde la carga q. 
Como el ângulo sólido total alrededor de un punto es 4;r, vemos entonces que el resultado anterior se convierte en la ecuación 
25.8. Este resultado es válido para cualquier superfície cerrada, independientemente de la posición de la carga dentro de la 
superfície. Si una carga como q' está fuera de una superfície cerrada, se tiene flujo cero, pues el flujo que entra es igual al que sale. 
Por ejemplo, el flujo eléctrico de q' a través de dS' es igual en magnitud al flujo eléctrico de q' a través de dS", pero de signo 
opuesto, debido a que el ângulo sólido es el mismo para ambas áreas y, por tanto, los flujos suman cero. 
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Carga 

externa 


Carga 

JdS' interna </ 



Figura 25.6 El flujo eléctrico a 
través de una superfície cerrada que 
rodea a una carga es independiente 
de la forma de la superfície y de la 
posición de la carga. 


EJEMPLO 25.1 

Campo eléctrico de (a) una carga distribuída uniformemente sobre un plano y (b) dos planos paralelos 
con cargas iguales pero de signo opuesto. 


O (a) Consideremos el plano de la figura 25.7, que posee una carga cr por unidad de área. La simetria dei 
prbblema indica que las líneas de fuerza dei campo eléctrico son perpendiculares al plano y, si la carga 
es positiva, están orientadas de la forma en que se indica en la figura. Tomando el cilindro mostrado en 
la figura como la superfície cerrada, el flujo eléctrico puede separarse en tres partes: (i) el flujo a través 
de 5j, que es +^S, donde S es el área de la base dei cilindro; (ii) el flujo a través de S 2 , que también es 
+ iS pues, por simetria, el campo eléctrico debe ser el mismo en magnitud pero de sentido contrario en 
ambos lados dei plano; y (iii) el flujo a través de la 'superfície lateral dei cilindro que es cero porque 
el campo eléctrico es paralelo a la superfície. Por tanto, el flujo eléctrico total es 2iS. La carga dentro de 
la superfície cerrada, indicada por el área sombreada, qs q = oS. Aplicando la ley de Gauss, ecuación 
25.8, tenemos 


(tS 

2SS = — 

£0 



resultado que indica que el campo eléctrico es independiente de la distancia al plano y, por tanto, uniforme. 

(b) En la figura 25.8 se muestran dos planos paralelos con cargas iguales pero de signo opuesto. 
Observamos que en la región externa a los dos planos cargados existen campos eléctricos iguales en 
magnitud pero de sentido contrario, dando un campo resultante cero. Pero en la región entre los planos, 
los campos están en la misma dirección y el campo resultante es el doble que el correspondiente a un 
solo plano, i - ct/Eq. Así, los dos planos producen un campo uniforme contenido en la región comprendi- 
da entre ellos. Si d es la separación de los dos planos, su diferencia de potencial es, usando la ecuación 25.2, 

=V,-V2 = Sd = — (25.9) 

£0 



Figura 25.7 Campo eléctrico producido por una 
superfície plana uniformemente cargada. 


Figura 25.8 Campo eléctrico existente entre un par 
de superfícies planas paralelas con igual carga pero de 
signo opuesto (V, > Vj). 
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Figura 25.9 Campo eléctrico 
producido por una esfera unifor¬ 
memente cargada. 


EJEMPLO 25.2 

Campo eléctrico de una distribución esférica uniforme de carga. 

t> Consideremos una esfera de radio a y carga Q (Fig. 25.9(a)). La simetria dei problema sugiere que el 
campo en cada punto debe ser radial y debe depender solamente de la distancia r dei punto al centro de la 
esfera. Por tanto, si dibujamos una superfície esférica de radio r con el mismo centro que la distribución de 
caiga, encontramos que el flujo eléctrico a través de ella es 


S-dS^ê(h dS = S{ATir^) 


Cuando r > a, la carga dentro de la superfície S es la carga total Q de la esfera. Aplicando la ley de Gauss, 
ecuación 25.8, obtenemos %{AKr'^) = Q/Eq. que da el campo eléctrico fuera de la esfera: 

^ (r > a) (25.10) 

AríEQr^ 

Éste es el mismo resultado que para el caso de una carga puntual. Así, 

el campo eléctrico en puntos que están fuera de una esfera cargada uniformemente es el mismo 
que el que se produciría si toda la carga estuviera concentrada en el centro de la esfera. 

Para r<a tenemos dos posibilidades. Si toda la carga está en la superfície de la esfera cargada, 
la carga total dentro de la superfície esférica S' es cero y la ley de Gauss da como resultado 


^(47rr^) = 0 o <f = 0 (r<a) 

Así, 


el campo eléctrico en puntos que están dentro de una esfera cuya carga está solamente en su 
superfície es cero. 


Pero si la esfera está uniformemente cargada en todo su volumen y Q es la carga dentro de la 
superfície S', tenemos 


ô' = 


Q 

47ra^/3 


(47rrV3) 



Por consiguiente, la ley de Gauss da como resultado 


, 0! 
i{ATtr^) = — 

eo 


Qr^ 



(a) 



(b) 
















de modo que el campo eléctrico es 
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(r < a) 


(25.11) 


o sea que (Fig. 25.9(b)) 

el campo eléctrico en un punto situado dentro de una esfera uniformemente cargada es directa- 
mente proporcional a la distancia dei punto al centro de la esfera. 

Estos resultados ya se mencionaron en el ejemplo 21.5. Se obtuvieron también en la sección 11.9 
para el campo gravitatorio, mediante un cálculo directo. 


EJEMPLO 25.3 

Campo eléctrico de una distribución cilíndrica de carga de longitud infinita. 

t> Consideremos una longitud L de un cilindro C, cuyo radio es a (Fig. 25.10(a)). Si A es la carga por 
unidad de longitud, la carga total de esa porción dei cilindro es ^ = AL. La simetria dei problema indica 
que el campo eléctrico en un punto depende sólo de la distancia dei punto al eje dei cilindro y apunta en 
dirección radial. Tomamos como la superfície cerrada un cilindro de radio r, coaxial con la distribución 
de carga. Entonces el flujo eléctrico a través de la superfície tiene tres términos. Dos corresponden al 
flujo en cada base, que son cero porque el campo eléctrico es tangente a ellas. Así, el flujo a través de la 
superfície lateral es el único que contribuye, a saber, SS= S {iKrL). Para r > a, usando la ley de Gauss, 
ecuación 25.8, con q = AL, obtenemos 2nrLi = AL/e^, de donde el campo eléctrico es 

^ = -- (r > a) (25.12) 

znsQr 

Tomando en cuenta el ejemplo 21.6, llegamos a la conclusión de que 


el campo eléctrico en puntos externos a una distribución de carga cilíndrica de longitud infinita 
es el mismo que se produce cuando toda la carga está concentrada a lo largo dei eje. 

Para r<a, nuevamente tenemos dos posibilidades. Si toda la carga está sobre la superfície dei 
cilindro, no hay carga dentro de la superfície S' y la ley de Gauss da InrLé’ = 0 o ^ = 0. Por tanto, 

el campo eléctrico en puntos que están dentro de un cilindro cuya carga sólo se encuentra en la 
superfície es cero. 

Pero si la carga está distribuída uniformemente en el volumen dei cilindro C, encontramos que la 
carga dentro de la superfície S' es 


f = 



XLr^ 




Figura 25.10 Campo 
eléctrico producido por un 
cilindro uniformemente cargado. 
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y la ley de Gauss da licrLê' = q'/£Q — ^Lr^e^a^. Luego el campo es 
« Ar 

^ =-- (r < a) (25.13) 

ItlzqO^ 

Por consiguiente (Fig. 25.10(b)), 

el campo eléctrico en un punto interno de un cilindro cargado uniformemente y de longitud 
infinita es proporcional a la distancia dei punto al eje. 


EJEMPLO 25.4 

Potencial y campo eléctricos en la región comprendida entre dos planos paralelos que están a potenciales 
Vj y V 2 cuando hay una distribución uniforme de carga entre ellos (Fig, 25.11), 

O Consideremos el elemento, con volumen de sección transversal S y longitud dr, que se muestra en la 
figura 25,11; su volumen es S dr. Como el campo eléctrico es paralelo al eje X, el flujo eléctrico es cero 
a través de todos los lados dei volumen, excepto en los que están paralelos a los planos. Tenemos enton- 
ces que 

Flujo eléctrico =%S- ^'S = (^- W)S 

Pero S - S' = áS pues los dos lados están muy próximos. Por tanto, el flujo eléctrico neto es S áS. Por 
otro lado, si p es la densidad de carga en la región ocupada por el elemento de volumen, la carga total 
dentro dei elemento es p(5 dc). Aplicando la ley de Gauss, tenemos: flujo eléctrico = (carga)/£Q, 


SáS = - (pS hx) 
fio 


d(f p 

dx 80 


que relaciona el campo eléctrico en cada punto con la carga en ese piismo punto. Al integrar esta relación 
obtenemos 


donde es el campo eléctrico enx = x,. Cuando la carga está distribuída uniformemente, p es constante 

y el campo entre los planos es 


— S’y H-(x — Xi) 

fio 


(25.14) 


que muestra que el campo eléctrico varia linealmente con respecto a x, como se ilustra en la figura 25.12. 



Campo 

eléctrico 

\. 


Potencial 

eléctrico 



Figura 25.11 Planos paralelos cargados a 
potenciales Vj y V 2 con una distribución de carga 
uniforme entre ellos (Fj > 


Figura 25.12 Campo y potencial eléctricos en la región entre los 
planos ilustrados en la figura 25.11, El campo eléctrico corres¬ 
ponde a la recta ej 82 y el potencial eléctrico a la curva Fj V 2 . 
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25.5 Propiedades de un conductor colocado en un campo eléctrico 

Algunos materiales como los metales, soluciones electrolíticas y gases ionizados contienen partí¬ 
culas cargadas que pueden moverse con mayor o menor libertad a través dei medio; estos materia¬ 
les se conocen como conductores. En presencia de un campo eléctrico las partículas libres cargadas 
se ponen en movimiento: las partículas positivas se mueven en la dirección dei campo eléctrico y 
las negativas en dirección opuesta. En el caso de un conductor metálico las únicas partículas que se 
mueven son los electrones libres, según lo explicamos en la sección 23.11. Cuando un conductor 
se halla en un campo eléctrico, las cargas móviles, a menos que sean retiradas por algún método se 
acumulan en la superfície hasta que el campo que producen dentro dei conductor cancela comple¬ 
tamente al campo externo, produciéndose entonces un estado de equilibrio (Fig. 25.13). Por consi- 
guiente, concluimos que 

cuando un conductor colocado en un campo eléctrico estático está en equilibrio, el campo 

eléctrico en el interior dei conductor es cero. 

Por la misma razón, 

el campo eléctrico en la superfície de un conductor en equilibrio es normal a la superfície, 

porque si hubiera una componente paralela, las cargas se moverían a lo largo de la superfície dei 
conductor. Además, debido a que el campo dentro dei conductor es cero, 

\ 

todos los puntos de un conductor que está en equilibrio eléctrico están al mismo potencial. 

Si el campo eléctrico dentro dei conductor es cero, tenemos también que el flujo eléctrico a 
través de la superfície de un elemento de volumen muy pequeno dentro dei conductor es cero. Por 
tanto, la ley de Gauss da ^ = 0, o sea que la carga libre neta en el interior dei conductor es cero. Esto 
significa que 

la carga eléctrica neta de un conductor en equilibrio reside en su superfície. 

Con esto lo que realmente queremos decir es que la carga neta está distribuída sobre la 
superfície en una región delgada cuyo grosor es de varias capas atómicas, no en una superfície en el 
sentido geométrico. 

Las aseveraciones hechas en esta sección tienen que considerarse en un sentido estadístico 
ya que, debido a la estructura interna de los conductores sólidos, existen campos locales que fluc- 
túan de un punto a otro, dependiendo de la red cristalina dei conductor (recuerde la Sec. 23.11). 


Figura 25.13 El campo 
eléctrico dentro de un conductor 
en equilibrio es cero. 
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EJEMPLO 25.5 

Campo eléctrico en la superfície de un conductor metálico. 


O Consideremos un conductor de forma arbitraria como en la figura 25.14. Para encontrar el campo eléc¬ 
trico en un punto que está inmediatamente fuera de la superfície dei conductor, construimos una super- 
ficie cilíndrica parecida a una caja de pfldoras, con una base inmediatamente fuera de la superfície dei 
conductor y la otra a una profundidad tal que el campo eléctrico ya es cero y toda la carga superficial se 
encuentra dentro dei cilindro. El flujo eléctrico a través de la caja de pfldoras está compuesto por tres 
términos. El flujo a través de la base interior es cero porque el campo en ese lugar es cero. El flujo a 
través de la superfície cilíndrica es cero porque el campo es tangente a esta superfície. En consecuencia, 
sólo queda el flujo a través de la base exterior. Dado que el área de la base es S, el flujo es êS. Por otro 
lado, si G es la densidad superficial de carga dei conductor, la carga dentro dei cilindro es q = gS. Por 
tanto, aplicando la ley de Gauss, êS = (tS/eq, o 



(25.15) 


Esto nos da el campo eléctrico en un punto inmediatamente fuera de la superfície de un conductor 
cargado, mientras que adentro el campo es cero. Por tanto, a medida que se cruza la superfície de un 
conductor, el campo eléctrico varia de la forma que se ilustra en la figura 25.15. 



e 



Figura 25.14 El campo eléctrico en la superfície de Figura 25.15 Variación dei campo eléctrico a medida 

un conductor es normal a la superfície. que se cruza la superfície de un conductor. 


EJEMPLO 25.6 

Fuerza por unidad de área sobre las cargas que están en la superfície de un conductor metálico. 


t> Las cargas que se encuentran en la superfície de un conductor están sujetas a una fuerza de repulsión 
debida a las otras cargas dei conductor. La fuerza por unidad de área, llamada presión electrostática o 
tensión eléctrica, se obtiene multiplicando el campo eléctrico promedio en la superfície por la densidad 
superficial de carga. El campo promedio es, de la figura 25.15, 


? — ií 

’ med 2 \ 


+ 




a 

2eo 


Por tanto, la presión electrostática es 




med - 


28o 
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Siempre es positiva, ya que depende de y, por consiguiente, corresponde a una fuerza que empuja la 
carga hacia afuera dei conductor. 


25.6 Polarización eléctrica de la matéria 


En los átomos aislados, debido a su simetria esférica, el centro de masa de los electrones coincide 
prácticamente con el núcleo (Fig. 25.16 (a)). Por tanto, los átomos no tienen momentos dipolares 
eléctricos permanentes. Sin embargo, cuando se coloca un átomo en un campo eléctrico, se polari¬ 
za y adquiere un momento dipolar eléctrico inducido en la dirección dei campo. Este momento 
dipolar es resultado de la perturbación en el movimiento de los electrones producida por el cam¬ 
po eléctrico aplicado (Fig. 25.16 (b)). Las moléculas también pueden adquirir Un momento dipolar 
eléctrico inducido en la dirección dei campo externo. Por tanto, si se coloca un aislante en un 
campo eléctrico, sus átomos o moléculas se convierten en dipolos eléctricos orientados en la 
dirección dei campo aplicado. 

Sin embargo, muchas moléculas tienen un momento dipolar eléctrico permanente. Tales 
moléculas se conocen como polares. Por ejemplo, en la molécula de HCl (Fig. 25.17), el elec- 
trón dei átomo de H invierte más tiempo en moverse alrededor dei átomo de Cl que alrededor dei 
protón dei H, porque el núcleo de Cl tiene una mayor carga positiva que la dei H. Por tanto, el 
centro de masa de las cargas negativas no coincide con el de las positivas y la molécula tiene un 
momento dipolar dirigido dei átomo de Cl al de H. Esto es, podemos escribir H^Cl". El momento 
dipolar eléctrico de la molécula de HCl es de 3.43 x 10“^® C m. En la molécula de CO la distri- 
bución de carga sólo es ligeramente asimétrica debido a que las cargas nucleares dei C y el O no 
son muy diferentes y el momento dipolar eléctrico es relativamente pequeno, de alrededor de 0.4 
X 10"^® C m, siendo el átomo de carbono el extremo positivo y el de oxigeno el negativo. 

En una molécula como la dei H 2 O, en la que los enlaces H-0 forman un ângulo de 105® 
(Fig. 25.18), los electrones tienden a acumularse alrededor dei átomo de oxigeno que, en conse- 
cuencia, se hace ligeramente negativo con respecto a los átomos de H. Asi, cada enlace H-0 
contribuye al momento dipolar eléctrico, cuya resultante, debido a la simetria, está a lo largo dei 
eje de la molécula y tiene un valor igual a 6.2 x 10”^® C m. En la molécula de CO 2 , los átomos 
están en linea recta (Fig. 25.19) y el momento dipolar eléctrico resultante es cero, debido a la 
simetria de la molécula. En la tabla 25.1 aparecen los valores dei momento dipolar eléctrico de 
varias moléculas polares. 



(a) Sin campo externo 


e 



(b) Con campo externo 

Figura 25.16 Polarización de 
un átomo debida a Ia acción de 
un campo eléctrico externo. 


Tabla 25.1 Momentos dipolares eléctricos de algunas moléculas polares* 


Molécula 

p(mC) 

Molécula 

p(mC) 

HCl 

3.43 x 10-30 

H2S 

5.3 X 10-30 

HBr 

2.60 X 10-30 

SO2 

5.3 X 10-30 

Hl 

1.26 X 10-30 

NH3 

Ui 

b 

X 

0 

0 

CO 

0.40 X 10-30 

C2HgOH 

3.66 X 10-30 

H2O 

6.2 X 10-30 




‘Entre las moléculas con momento dipolar cero tenemos: COj, Hj CH^ (metano), CjHg (etano) y CCI 4 (tatracloruro de carbono). 



Figura 25.17 Moléculas 
diatómicas polares. 


Figura 25.18 Dipolo eléctrico de la 
molécula de HjO. 


Figura 25.19 La molécula de 
COj no tiene dipolo eléctrico. 










Figura 25.20 Orientación de los dipolos eléctricos en un campo eléctrico, (a) El movimiento térmico orienta los dipolos 
al azar. (b) Un campo eléctrico produce una orientación parcial, (c) A temperaturas muy bajas y en un campo eléctrico 
intenso la orientación es completa. 


En ausência de un campo eléctrico externo los momentos dipolares de las moléculas pola¬ 
res por lo general están orientados al azar y no se observa un momento dipolar macroscópico o 
colectivo (Fig. 25,20 (a)). Sin embargo, cuando se aplica un campo eléctrico estático, éste tiende a 
orientar a los dipolos eléctricos a lo largo de la dirección dei campo. La alineación seria perfecta si 
no hubiera interacciones moleculares (Fig. 25.20 (c)), pero la agitación molecular térmica tiende a 
desordenar la orientación de los dipolos. El desorden no es total porque el campo aplicado favorece 
la orientación a lo largo de la dirección en la que apunta (Fig. 25.20 (b)); en promedio, las molécu¬ 
las tienden a estar orientadas en la dirección dei campo eléctrico. 

Una clase especial de sustancias, llamadas ferroeléctricas, muestran una polarización per¬ 
manente, incluso en ausência de un campo externo; esto sugiere una tendencia natural de los dipolos 
permanentes de sus moléculas polares a alinearse. La alineación es resultado de las interacciones 
mutuas de las moléculas polares, que producen fuertes campos eléctricos locales que la favoreceu. 
Entre tales sustancias podemos mencionar el BaTiOj, el KNb 03 y el LiTa 03 . 

Cuando los dipolos eléctricos de una sustancia se alinean de manera espontânea o debido a 
la acción de un campo eléctrico externo, décimos que la sustancia está polarizada. 

25.7 Vecfor de polarización 

Hemos visto que un cuerpo colocado en un campo eléctrico puede polarizarse eléctricamente. Esto 
significa que sus moléculas (o átomos) se vuelven dipolos eléctricos orientados en la dirección dei 
campo local, debido a la distorsión dei movimiento electrónico o a la orientación de sus dipolos 
permanentes. Un medio no conductor que puede ser polarizado se conoce como dleléctrico. La 
polarización da lugar a una carga positiva neta en un lado dei trozo de matéria y una negativa en el 
lado opuesto. El material se convierte en un gran dipolo eléctrico que tiende a moverse en la direc¬ 
ción en que aumenta el campo eléctrico, según se vio en el ejemplo 21.13. Esto explica el fenómeno 
descrito en la sección 21.1 en el que una varilla de vidrio electrificada atrae pequenos trozos de 
papel o una bola de corcho. 

La polarización ^ de un material es una magnitud vectorial definida como el momento 
dipolar eléctrico dei material por unidad de volumen. Por tanto, si p es el momento dipolar inducido 
en cada átomo o molécula y « el número de átomos o moléculas por unidad de volumen, la polariza¬ 
ción es ^ = /jp. En general la polarización tiene la misma dirección que el campo eléctrico aplicado. 

Consideremos ahora una placa dei material de grosor / y área superficial S colocado perpen¬ 
dicularmente a un campo uniforme S (Fig, 25,21), La polarización como es paralela a ê, tam- 
bién es perpendicular a 5. El volumen de la placa es IS y, por consiguiente, su momento dipolar 
eléctrico total es ^(/ 5 ) = (0PS)l. Pero / es tan sólo la separación entre las cargas positivas y negati¬ 
vas que aparecen en las dos superfícies de la placa. Por definición, el momentum dipolar eléctrico 
es igual a carga x distancia, por lo que podemos concluir que la carga eléctrica total que aparece 
sobre cada una de las superfícies de la placa polarizada es 0>S y la carga por unidad de área es 
Aunque este resultado se ha obtenido para una configuración geométrica particular, su validez es 
general y 
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Figura 25.21 Placa de material 
polarizado. 



Figura 25.22 Polarización de un material producida 
por un campo eléctrico. 


la carga por unidad de área sobre la superfície de un material polarizado es igual a la 
componente de la polarización que está en la dirección de la normal a la superfície dei 
material. 

Por ejemplo, en la figura 25.22 la densidad de carga en A está dada por cr = ^ • ^ cos d. Nóte- 

se que la polarización como es un momento dipolar eléctrico por unidad de volumen, se mide en 
(C m) m"^ o C m"^, que corresponde a una carga por unidad de área. 

25.8 Desplazamíenfo eléctrico 

Un dieléctrico polarizado tiene cargas sobre su superfície y, a menos que la polarización sea unifor¬ 
me, también en su volumen. Estas cargas de polarización, sin embargo, están “congeladas” en el 
sentido de que están ligadas a átomos específicos o moléculas y no tienen libertad de moverse por 
el dieléctrico. En otros materiales, como en un metal o en un gas ionizado, existen cargas eléctricas 
capaces de moverse por el material y que, por tanto, se conocen como cargas libres. En muchas 
situaciones es aconsejable hacer una clara diferencia entre cargas libres y de polarización. 

Consideremos un bloque de material dieléctrico situado entre dos placas conductoras para¬ 
lelas (Fig. 25.23), que tienen las mismas cargas libres pero de signo contrario. La densidad de carga 
superficial en la placa de la izquierda es y la de la derecha es Estas cargas producen 

un campo eléctrico que polariza el bloque de modo que aparecen cargas de polarización en cada 
una de sus superfícies. Estas cargas de polarización tienen signo contrario a las de la placa que está 
a su lado. Por tanto, las cargas de polarización dei dieléctrico equilibran parcialmente a las cargas 
libres de las placas. Si ^ es la polarización dei bloque, la densidad de carga superficial en la cara 
izquierda es mientras que en la derecha es = +^. La densidad de carga superficial 

neta o efectiva en el lado izquierdo es 

libre + <7pol O = libre “ ^ 

con el resultado opuesto en el lado derecho. Estas cargas netas superficiales dan lugar a un campo 
eléctrico uniforme que, según la ecuación 25.15, está dado por S = gIEq. Así, usando el valor 
efectivo de G, tenemos ^ 

^ (<7 libre: — ^) O 0" libre = ^ 

fio 



Figura 25.23 Dieléctrico 
colocado entre placas con cargas 
opuestas. Las cargas que están en 
las placas son libres y las de la 
superfície dei dieléctrico son de 
polarización. 



expresión que relaciona las cargas libres de la superfície de un conductor rodeado por un dieléctrico 
con el campo eléctrico y la polarización de éste. En el caso que estamos analizando, ^son 
vectores que tienen la misma dirección, pero en general sus direcciones pueden ser distintas. El 
resultado anterior sugiere la introducción de un nuevo campo vectorial, conocido como desplaza- 
miento eléctrico y definido como 


^ = 80 ^ + ^. (25.16) 

Es claro que ^se expresa en C m“^, pues éstas son las unidades de los dos términos que aparecen 
en el lado derecho de la ecuación 25.16. En el caso especial que estamos considerando tenemos que 
Ojibre = Esto quiere decir que las cargas libres por unidad de área que se encuentran en la super¬ 
fície dei conductor son iguales a la componente dei desplazamiento eléctrico en el dieléctrico en 
dirección perpendicular a la superfície. Este resultado es de validez general y puede extenderse a 
conductores de cualquier forma. Por consiguiente, 

la componente dei desplazamiento eléctrico a lo largo de la normal a la superfície de un 
conductor colocado en un dieléctrico es igual a la densidad superficial de carga en el 
conductor. 


Esto es, 


= 9 •Uj^ = 3} cose 


La carga libre total sobre un conductor es entonces 


^ílibre 



dS = cb ^ • d5 


Js 


donde la superfície cerrada S rodea al conductor. Un análisis más detallado, que omitiremos, indica 
que esta ecüación es válida para cualquier superfície cerrada independientemente de si rodea o no 
a un conductor. Por tanto. 


el flujo dei desplazamiento eléctrico sobre una superfície cerrada es igual a la carga “li¬ 
bre” total en el interior de la superfície: 

(b^-dS = q„,,, (25.17) 

Js 

En la ecuación 25.17 se excluyen las cargas debidas a la polarización dei medio. Por otro lado, el 
flujo de S, según la ecuación 25.8, es proporcional a la carga total dentro de la superfície, incluyen- 
do las cargas de polarización. 


25.9 Suscepfibilidad y permítivldad eléctricas 

En general, el vector de polarización resultante 9 es proporcional al campo eléctrico aplicado S. 
De aqui que se acostumbre escribir 

9 = 8qxJ (25.18) 

La magnitud se conoce como suscepíibilidad eléctrica dei material. No tiene dimensiones 
puesto que tanto 9 como se miden en C m"^. Para la mayoría de las sustancias Xe una 
cantidad positiva. En la tabla 25.2 se da la susceptibilidad eléctrica de algunos materiales. 

Para los casos en que la ecuación 25.18 es válida podemos escribir 

9 = 8oS + = (1 + Xe)eo^ = (25.19) 

donde el coeficiente 

e = (1 + Xe)fio 


(25.20) 
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Tabla 25.2 Susceptibilidades eléctricas a temperatura ambiente 


Sustancia 

Xe 

Sustancia 

Xe 

Sólidos 


Gases {a 1 atm. y 20° ) 


Mica 

5 

Hidrógeno 

5.0 X 10 ^ 

Porcelana 

6 

Helio 

0.6 X 10 -^ 

Vidrio 

8 

Nitrógeno 

5.5 X 10-4 

Baquelita 

4.7 

Oxigeno 

5.0 X 10“4 



Argón 

5.2 X 10 ^ 

Líquidos 


Dióxido de carbono 

9.2 X 10 ^ 

Aceite 

1.1 

Vapor de agua 

7.0 X 10-3 

Aguarrás 

1.2 

Aire 

5.4 X 10-4 

Benceno 

1.84 

Aire (1(X) atm) 

5.5 X 10-2 

Alcohol (etílico) 

24 



Agua 

78 




se conoce como permitividad eléctrica dei medio y se expresa en las mismas unidades que e^, es 
decir en m“^ kg“* s^ C^. La permitividad relativa se define como 

fir = - = 1 + Xe (25.21) 

fio 

y es sólo un número, sin unidades. A la permitividad relativa también se le llama constante 
dieléctrica. 

Cuando la relación ^ = £S’es válida para un medio, podemos escribir la ecuación 25.17 como 
giibre: = ^ • d5 

y, si el medio es homogéneo, de modo que s es constante. 


q) ^ • d5 = — (25.22) 

L fi 

Al comparar la ecuación 25.22 con la ley de Gauss, ecuación 25.8, vemos que el efecto dei dieléctrico 
en el campo eléctrico ^ consiste en sustituir por £, si sólo se toman en cuenta las cargas libres. 
Por tanto el campo y el potencial eléctricos producidos por una carga puntual q situada en un 
dieléctrico son 


S = —^ u, y V = (25.23) 

47C6r^ 47rer 

La fuerza y la energia potencial de interacción entre dos cargas puntuales situadas en un dieléctrico 
son, entonces. 


47C£r^ 


. _ ^1^2 
** 47rer 


(25.24) 


Como usualmente £ es mayor que £q, la presencia dei dieléctrico reduce efectivamente la interacción 
entre las cargas debido al efecto de pantalla producido por la polarización de las moléculas dei 
dieléctrico. Esto se puede ver en la figura 25.24 donde se muestra la forma en que una carga posi¬ 
tiva q rodeada por un dieléctrico orienta a las moléculas de éste para que sus extremos negativos 
apunten hacia q, cancelándola en parte y, por tanto, reduciendo su campo eléctrico efectivo. 

La susceptibilidad eléctrica que describe la respuesta de un medio a la acción de un 
campo eléctrico externo, está relacionada con las propiedades de los átomos y moléculas dei me¬ 
dio. Por esta razón, la susceptibilidad eléctrica es diferente para campos eléctricos estáticos y osci- 



Figura 25.24 Oríentación de 
moléculas polares de un fluido 
dieléctrico causada por la 
presencia de una carga en él. 
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Figura 25.25 Sistema de dos 
conductores con cargas iguales 
pero de signo contrario. 


lantes. La susceptibüidad eléctrica inducida debida a la distorsión dei movimiento electrónico en 
átomos o moléculas es esencialmente independiente de la temperatura, puesto que se trata de un 
efecto relacionado con la estructura electrónica de los átomos o las moléculas y no con el movi¬ 
miento térmico. Por otro lado, la susceptibüidad eléctrica debida a la orientación de las moléculas 
polares varia de manera inversamente proporcional a la temperatura porque, a medida que ésta 
aumenta, el desorden térmico prevalece sobre el efecto de orientación dei campo eléctrico, lo que 
da como resultado una menor polarización de la sustancia. 

Se puede demostrar (y se ha confirmado por la experiencia) que la susceptibüidad eléctrica 
de una sustancia varia con la temperatura según la expresión 



(25.25) 


donde el primer término corresponde al efecto inducido y el segundo al efecto de orientación, y los 
valores deAyB están determinados por la estructura interna dei dieléctrico. La expresión 25.25 
constituye la ley de Curie. 


El potencial eléctrico en la superfície de una esfera conductora que contiene una carga QesV= 
QIAkZç^. Si la esfera está rodeada por un dieléctrico, tenemos que sustituir Eq por e, de modo que 

O 

V = —^ (25.26) 

AmR '' 

La relación QIV para la esfera es AjteR, que es una magnitud constante independiente de la carga Q. 
Esto se debe a que, como el potencial es proporcional a la carga que lo produce, el cociente de los 
dos debe ser constante. Esta aseveración es válida para todos los conductores cargados, cualquiera 
que sea su forma geométrica. En consecuencia, la capacitancia eléctrica de un conductor aislado 
se define como el cociente entre su carga y su potencial. 


C = - (25.27) 

V 

La capacitancia de un conductor esférico de radio R, como lo acabamos de senalar, es 

C = ^ = AnsR (25.28) 

V 

Si la esfera está en el vacío en lugar de estar en un dieléctrico, su capacitancia es Cq = 4 Por tanto, 

si rodeamos la esfera, y en general cualquier conductor, con un dieléctrico, aumentamos su capacitancia 
eléctrica en un factor de e/f^. Este aumento se debe al efecto de pantalla de las cargas opuestas que 
se inducen en la superfície dei dieléctrico adyacente al conductor. Estas cargas reducen la carga 
efectiva dei conductor y disminuyen su potencial en el mismo factor. 

La capacitancia de un conductor se expresa en C V“ *, unidad conocida como farad (F) en 
honor a Michael Faraday (1791-1867). El farad está definido como la capacitancia de un conductor 
aislado cuyo potencial eléctrico es un volt, cuando su carga es de un coulomb. En términos de unida¬ 
des fundamentales tenemos que F = C V"‘ = m"^ kg~* s^ C^. 

Otras unidades de utilidad son el microfarad (jiF) = lO*^ F y el picofarad (pF) = lO”*^ F. 
En general la capacitancia de un conductor se ve afectada por la presencia de otros con¬ 
ductores próximos que modifícan su potencial. Consideremos el caso de dos conductores que tie- 
nen cargas Qy -Q (Fig. 25.25), Si AV" = diferencia de potencial, la capacitancia dei 

sistema se define como 



(25.29) 
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Este conjunto constituye lo que se conoce como capaclíor o 
gran aplicación en circuitos eléctricos. 


condensador. Los capacitores tienen 


EJEMPLO 25.7 

Capacitor plano. 

t>Un capacitor plano está constituído por dos placas conductoras paralelas separadas por una distancia d, 
con el espacio entre ellas ocupado por un dieléctrico (Fig. 25.26). Si (j es la densidad superficial de carga 
en las placas, la diferencia de potencial que hay entre las placas, usando la ecuación 25.9, es 

od 

donde Cq fue sustituida por e, debido a la presencia dei dieléctrico. Por otro lado, si S es el área de las +Ô 

placas metálicas, debemos tener que Q = aS. Por tanto, haciendo las sustituciones en la ecuación 25.29 
obtenemos la capacitancia dei sistema como 



(25.30) 


Esto sugiere un medio práctico para medir la permitividad o constante dieléctrica de un material. Prime- 
ro medimos la capacitancia de un capacitor que no tiene material dieléctrico entre sus placas, lo que da 
Cq = e^Sld; A continuación colocamos entre las placas el material que se va a investigar y medimos la 
nueva capacitancia, dada por la ecuación 25.30. Entonces tenemos 

C _ e _ 

Cq Sq 

Por tanto, el cociente de las dos capacitancias nos da la permitividad relativa o constante dieléctrica dei 
material colocado entre las placas. (Se supone que d es mucho menor que las dimensiones de la placa 
para que puedan despreciarse los efectos de borde.) 


Figura 25.26 Capacitor de pla¬ 
cas paralelas. El espacio entre las 
placas conductoras está ocupado 
por un dieléctrico (V, > Vj). 


EJEMPLO 25.8 
Combinación de capacitores. 

[> Los capacitores se pueden combinar de dos maneras: en serie y en paralelo. En la combinación en serie 
(véase la Fig. 25.27(a)), la placa negativa de un capacitor está conectada a la positiva dei siguiente y así 
sucesivamente. Como resultado de ello todos los capacitores tienen la misma carga, positiva o negativa, 
en sus placas. Sean AFj, AV 2 ,..., AV^ las diferencias de potencial a través de cada capacitor. Si Cj, C 2 ,..., 
son sus respectivas capacitancias, tenemos que 

AFi=-^, AV2 = -^,..., AV„ = ^ 

Q C/ C„ 

Así, la diferencia de potencial total es 


AK = AK,+A(4+ .+AK, = f^ + -i+...+ljg 

VC, C, c.r 


El sistema es equivalente a un solo capacitor cuya capacitancia C satisface la relación AV = QIC. Por 
consiguiente, 

1 _ 1 1 1 


(25.31) 
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que nos da la capacitancia resultante para una combinación en serie de capacitores. 

En la combinación en paralelo (Fig. 25.27(b)) todas las placas positivas están conectadas a un 
punto común y las negativas a otro, de modo que la diferencia de potencial AFes la misma para todos los 
capacitores. Así, si sus cargas son Qj, Q^, debemos tener 

(2i = CiAF, Q^==C^àV,..., Q„ = C„^V 
La carga total en el sistema es 

Q = Qí + Qi + • + Q„ — (Cl + C 2 + ••• + C„)AV 
El sistema es equivalente a un solo capacitor cuya capacitancia C satisface la relación Q = CAV. Por tanto, 

C = Cl + C 2 + ••• + C„ (25.32) 

da la capacitancia resultante para una distribución en paralelo de capacitores. 



Figura 25.27 Capacitores distri- 
buidos en serie y en paralelo. 



Nota 25,1 Carga y descarga de un capacitor 

Para cargar un capacitor necesitamos aplicar a las placas una fuente de fem. Consideremos un circuito compuesto por un capacitor 
y un resistor en serie con una fem aplicada Vq (Fig. 25.28). Supongamos que cerramos el circuito presionando el conmutador. La 
fuente de fuerza electromotriz produce una corriente I en el circuito en la dirección indicada por la flecha, produciendo las cargas 
+qy-qen las placas dei capacitor. La rapidez con que se acumulan las cargas en el capacitor está determinado por la intensidad 
de corriente, o sea 

dq 

I=- (25.33) 

Las cargas en el capacitor producen una diferencia de potencial entre las placas dada por AV - q/C. 

Para determinar cómo varían la carga en el capacitor y la corriente con respecto al tiempo cuando cerramos el conmutador, 
observamos que la suma de las caídas de potencial a través dei resistor y dei capacitor es igual a la fem aplicada, de modo que 

RI + -=Vo o RI^Vo-- (25.34) 

C C 



1 

RC 


0 
















Figura 25.28 Carga de un capacitor. 


Figura 25.29 Variación de la carga y la corriente durante Ia carga de un capacitor. 


La evaluación de la integral nos da 

ln(g-FoC)-ln(-KoC)= -í//?C, o 


In 


q-VoC 

-VoC 


t 

RC 


Recordando que In e^ = j:, tenemos 

q-CVo= o 


q ='‘Fo"C(l -e-‘/«^) 


(25.35) 


El segundo término dei parêntesis disminuye con el tiempo y la carga se acumula hasta alcanzar asintóticamente el valor V^C (Fig. 
25.29(a)). La cantidad t= RC se conoce como constante de tiempo dei circuito. Si res pequena, la carga alcanza el valor máximo 
con mucha rapidez, pero si t es grande, puede pasar mucho tiempo antes de que el capacitor esté completamente cargado. La 
corriente en el circuito es 


dí 




■t/RC 


A / = 0 la corriente tiene el valor V^JR dado por la ley de Ohm, pero disminuye exponencialmente con el tiempo hasta que 
finalmente se hace cero, cuando la diferencia de potencial a través dei capacitor es igual a la fem aplicada (Fig. 25.29(b)). 

Consideremos ahora un circuito compuesto por un capacitor cargado y un resistor (Fig. 25.30). Cuando se presiona el 
conmutador, el capacitor se descarga a través dei resistor. Como no hay una fem aplicada al circuito, Vq = 0 en la ecuación 25.34. 
Por consiguiente. 


R 


dí 


Esta expresión se puede escribir de la forma 

5!«=—Ldí 

q RC 

Designaremos la carga inicial (/ = 0) sobre el capacitor con q^. Integrando tenemos 


Iqo 

que nos da 


® dq 

q 


1 

^ J 


dí 


In 


4o 


t 

In q — \n qQ = - 


o 


t 

Ilc 
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Cargar un conductor requiere energia pues, para aumentar la carga a un conductor, se debe realizar 
trabajo para vencer la repulsión de la carga ya presente en las placas, Este trabajo aumenta la 
energia dei conductor. Por ejemplo, consideremos un conductor de capacitancia C que tiene una 
carga q. Su potencial es K = qtC. Si le agregamos la carga àq trayéndola dei infinito, el trabajo 
efectuado es dW= V áq. Este^trabajo es igual al aumento de energia áE dei conductor. Por tanto, 
usando el valor de V, tenemos que 



C 


El aumento total de energia dei conductor cuando su carga se aumenta de cero al valor Q, que es 
igual al trabajo realizado durante el proceso, es 

£ = -J^,d, = _ (2537) 

Para el caso de un conductor esférico cargado en su superficie, C = AneR y la energia es 


E = 


1 

2 


AneR ) 


(25.38) 


La ecuación 25.37 es válida para calcular la energia de un conductor cargado. Sin embargo, 
en muchos casos sólo es necesario reunir un cierto número de cargas, como el caso de protones en 
un núcleo. Es posible demostrar (véase la Nota 25.2) que la energia requerida para poner juntas las 
cargas se puede relacionar con el campo eléctrico % producido por las cargas mediante la expresión 


E = 


ie 


áV 


(25.39) 


donde la integral se extiende sobre todo el espacio. Se puede demostrar también que la ecuación 
25.39 es equivalente a la 25,37 para un conductor cargado. A esta expresión se le puede dar una 
importante interpretación fisica. Podemos decir que la energia gastada al reunir las cargas se ha 
almacenado en el espacio circundante, de modo que al volumen dVle corresponde una energia de 
je<^^dV. En consecuencia, la energia por unidad de volumen, o densidad de energia, “almacena- 
da” en el campo eléctrico es 


Ee = 2 


(25.40) 
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Interpretar que la energia eléctrica de un sistema de partículas cargadas está distribuída en todo el 
espacio en el que existe un campo eléctrico, es muy útil en el análisis de muchos procesos y se 
puede extender a campos eléctricos dependientes dei tiempo. 


EJEMPLO 25.9 

“Radio” dei electrón. 


[> Aún no sabemos cuál es la forma geométrica y la estructura interna de un electrón, si tiene alguna. Todo 
lo que podemos decir es que un electrón es una partícula de carga -e y masa m^. Resulta interesante 
estimar el tamano de la región donde está concentrada la carga dei electrón. Para simplificar nuestro 
cálculo, supongamos que el electrón es una esfera de radio R. Para calcular su energia eléctrica debemos 
hacer algunas suposiciones acerca de la forma en que está distribuída la carga sobre el volumen que 
ocupa el electrón. Suponiendo, por ejemplo, que el electrón se asemeja a una esfera sólida de radio R y 
carga -e, distribuída en su superfície, podemos usar la ecuación 25.38 para calcular la energia. Entonces 
la energia eléctrica dei electrón, conocida también como autoenergía, deberá ser 


2 \47ieqR J 

Podemos igualar esta energia con la energia en reposo dei electrón, lo que da 


2 


1 

2 




1 \ 


(25.41) 


Sin embargo, si adoptamos un modelo diferente para la distribución de carga dei electrón, obtenemos un 
factor numérico distinto a Por tal razón, se acostumbra adoptar como definición dei radio dei electrón 
el valor 


r. 



-- = 2.8178 X 10"'' m 


(25.42) 


Este “radio” es muy pequeno comparado con el tamano dei átomo, que es dei orden de 10“’® m. La 
ecuación 25.42 se puede aplicar también para obteper el “radio” de un protón, sustituyendo la masa dei 
electrón por la dei protón, y obteniendo un valor de 1.530 x 10“’* m. Repetimos que estos “rádios” no se 
pueden considerar en un sentido estrictamente geométrico, sino, más bien como una estimación dei 
tamano de la región donde está concentrada la carga dei electrón o dei protón. 

Las evidencias más recientes (Cap. 40) sugieren que un electrón no tiene estructura y que se 
puede tratar como una carga puntual. Así, para calcular su autoenergía, la teoria electromagnética debe 
combinarse con la mecânica cuántica. Por otro lado, el protón parece ser un sistema de tres quarks y el 
cálculo de su autoenergía es aún más complicado. 


Nota 25.2 Reladón entre el campo eléctrico y su energia 

Para establecer la conexión entre las ecuaciones 25.37 y 25.39, consideremos el caso de un conductor esférico. El campo eléctrico 
de un conductor esférico cargado a una distancia r, mayor que su radio, es (^= QIAtceP-. Para usar la ecuación 25.39, necesitamos 
calcular la integral de sobre todo el volumen exterior a la esfera, pero no necesitamos tomar en cuenta el volumen dentro de la 
esfera porque ahí el campo es cero. Para obtener el elemento de volumen para la integración, dividimos el espacio exterior en 
capas esféricas delgadas de radio r y grosor dr (Fig. 25.32). El área de cada capa es 4;rr^ y, por tanto, su volumen es 

dV = área x grosor = dr 
Por tanto tenemos 
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Comparando este resultado con la ecuación 25.38 vemos que la energia de un conductor esférico cargado se puede calcular 
mediante la ecuación 25.39. Es posible demostrar que la ecuación 25.39 es válida independientemente de ia geometria de la 


distribución de carga. 


Figura 25.32 Cálculo de la 
energia asociada con el campo 
eléctrico de un conductor 
esférico cargado. 



PROBLEMAS 

25.1 i,En qué condiciones el flujo de un campo eléctrico a 
través de una pequena superfície plana es (a) positivo, 

(b) negativo, (c) cero? Trace un esquema que ilustre cada caso. 

25.2 ^Cuáles son los valores dei flujo eléctrico a través de una 
superfície cerrada y de la circulación de un campo eléctrico a lo 
largo de una trayectoria cerrada cualquiera? 

25.3 Un conductor cargado contiene una cavidad vacia. 
Demuestre que el campo eléctrico dentro de la cavidad es cero y 
que la carga en la superfície interna también es cero. 

25.4 Calcule los resultados dei ejemplo 25.4 si la densidad de 
carga entre los planos es cero. (,Qué tipo de campo se obtiene? 
Compare sus resultados con los dei ejemplo 21.8. 

25.5 ^Cuál es la diferencia entre cargas libres y cargas de 
polarización? 

25.6 ^Puede una sustancia tener susceptibilidad eléctrica 
negativa? 

25.7 ^Por qué el CO es una molécula polar mientras que el Oj 
no lo es? ^Qué se puede decir de la estructura de las siguientes 
moléculas si se nos dice que el CH^ (metano) no tiene momento 
dipolar mientras que el CH 3 Cl (metil cloruro) sí lo tiene? 

PREGUNTAS 

25.1 Una esfera no conductora de radio /?, tiene una cavidad 
central de radio /? 2 . Una carga q está distribuida uniformemente 
sobre su volumen. Halle el campo y el potencial eléctricos 

(a) fuera de la esfera, (b) dentro de la esfera y (c) en la cavidad. 
(d) Represente gráfícamente el campo y el potencial eléctricos 
como función de la distancia al centro. 

25.2 Una esfera conductora de radio tiene una cavidad 
central de radio /? 2 . En el centro de la cavidad hay una carga q. 
(a) Encuentre la carga sobre las superfícies interna y externa dei 
conductor. (b) Calcule el campo y potencial eléctricos fuera de 


25.8 Un grupo de n capacitores idênticos están combinados (a) 
en serie, (b) en paralelo. Exprese la capacitancia dei sistema en 
cada caso. 

25.9 Dado un conjunto de capacitores, ^cómo deberán combi- 
narse para obtener la máxima capacitancia posible? ^y la 
mínima capacitancia posible? 

25.10 i,Por qué la capacitancia de las combinaciones en serie 
y en paralelo de los capacitores es opuesta a la de los resistores? 

25.11 Verifique que la constante de tiempo x = RC da el 
tiempo necesario para cargar un capacitor al 63% de su valor 
máximo o para descargarlo a un 37% de su valor inicial. 

25.12 ^Cómo afecta la polarización dei dieléctrico que rodea a 
un conductor cargado (a) a la carga superficial efectiva, (b) al 
potencial dei conductor? 

25.13 ^Cuál es la diferencia entre campo eléctrico ê y 
desplazamiento eléctrico ^? 

25.14 ^Cuál es el significado de “radio” de un electrón? 


la esfera, dentro de ésta y en la cavidad. (c) Represente 
gráfícamente el campo y el potencial eléctricos como función de 
la distancia al centro. (Sugerencia: Recuerde que el campo dentro 
de un conductor en equilibrio es cero.) 

253 Dos esferas conductoras de rádios 1.0 x 10”^ m y 1.5 x 10"^ m 
y con cargas de 10”^ C y 2 x 10“^ C, respectivamente, se ponen 
en contacto eléctrico y separadas. Calcule la carga en cada esfera. 

25.4 La permitividad dei diamante es de 1.46 x 10"*® m”^ 

N~*. (a) ^Cuál es la constante dieléctrica dei diamante? (b) 

^Cuál es la susceptibilidad dei diamante? 
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25.5 Un capacitor de aire, formado por dos placas paralelas que 
están muy cerca una de otra, tiene una capacitancia de 1 000 pF. 
La carga en cada placa es de 1 fiC. (a) Calcule la diferencia de 
potencial y el campo eléctrico entre las placas, (b) Suponiendo 
que la cai^a se mantiene constante, calcule la diferencia de potencial 
y el campo eléctrico entre las placas si la separación es el doble, 
(c) Calcule el trabajo requerido para duplicar la separación. 

25.6 Un capacitor se puede hacer colocando una hoja de papel 
de 4.0 X 10“^ m de grueso entre dos laminas delgadas de 
hojalata. El papel tiene una constante dieléctrica relativa de 2.80 
y conducirá electricidad si se encuentra en un campo eléctrico 
de 5.00 X 10’ V m~' de intensidad o mayor. Esto es, la rigidez 
dieléctrica dei papel es de 50.0 MV m~'. (a) Determine el área 
de placa necesaria para tener un capacitor de papel y lâmina de 
hojalata de 0.30 jjF. (b) Calcule el potencial eléctrico máximo 
que se puede aplicar si el campo eléctrico en el papel no debe 
exceder un medio de la rigidez dieléctrica. 

25.7 Tres capacitores de 1.5 fjF, 2.0 /zF y 3.0 /iF están conectados 
(i) en serie, (ii) en paralelo y se les aplica una diferencia de 
potencial de 20 Vi. Para cada caso calcule (a) la capacitancia dei 
sistema, (b) la carga sobre cada capacitor, (c) la diferencia de 
potencial en cada capacitor y (d) la energia dei sistema. 

25.8 En la distribución de capacitores de la figura 25.33, los 
capacitores son Cj = 3.0 /iF, Cj = 2.0 /iF y C 3 = 4.0 ^F. El 
voltaje aplicado entre los puntos a y Z? es de 300 V. Encuentre 
(a) la carga en cada capacitor, (b) la diferencia de potencial en 
cada capacitor y (c) la energia dei sistema. 

Q 

Cl 

HF 


C, 

Figura 25.33 




Figura 2534 


25.10 (a) Verifique que la energia eléctrica de un conductor 
cargado y aislado es jCV’. (b) Verifique también que se tiene el 
mismo resultado para un capacitor de placas paralelas y, en 
general, para cualquier capacitor. 

25.11 Las placas de un capacitor de placas paralelas en el 
vacio tienen cargas -^Qy -Q,y \a distancia entre placas es x. 
Las placas se desconectan dei voltaje de carga y se separan a 
una pequena distancia dr. Calcule (a) el cambio de capacitancia 
en el capacitor, (b) el cambio en la energia, (c) Iguale el trabajo 
con el incremento de energia y encuentre la fuerza de atracción 
entre las placas, (d) Explique por qué la fuerza no es igual a QS^, 
donde S es la intensidad de campo eléctrico entre las placas. 

25.12 Un capacitor Cj tiene una carga inicial Cuando el 
conmutador S se cierra (Fig. 25.35), el capacitor queda 
conectado en serie con un resistor Rym capacitor no cargado Cj. 
(a) Demuestre que la ecuación de la ley de Ohm para el circuito 
está dada por 


(b) Encuentre q e I en función dei tiempo. 


R 

rVWi 



Figura 25.35 


25.9 Parte de un bloque dieléctrico está introducido entre las 
placas de un capacitor de placas paralelas, como se muestra en la 
figura 25.34. Calcule, como función de x, (a) la capacitancia dei 
sistema, (b) la energia dei sistema y (c) la fuerza ejercida sobre el 
bloque. Suponga que el potencial aplicado al capacitor es 
constante. (Sugerencia: Note que el sistema puede considerarse 
como dos capacitores en paralelo.) 


25.13 Un cuerpo esférico de radio R tiene una carga Q 
distribuida uniformemente en todo su volumen. ^Cuál es su 
densidad de carga? Suponga que el cuerpo se construyó por 
agregación, anadiendo carga con una densidad constante hasta 
que se alcanza el radio R. Demuestre que la energia dei sistema 
es 3/5{Q^IAjte^). Este resultado es útil para calcular la energia 
eléctrica de un núcleo atómico (Cap. 38). 







André Marie Ampère y Pierre Laplace 
fueron los primeros en formular una 
teoria matemática de los campos 
electromagnéticos independientes 
dei tiempo, a la que llamaron 
“electrodinámica”. Poco después de 
que H. C. Oersted descubriera, 
en 1820, el campo magnético 
de una corriente eléctrica, 

Ampère desarrolló una teoria general 
para explicar los fenómenos 
magnéticos complejos debidos a 
corrientes eléctricas en conductores 
de diferentes formas, la cual incluia 
un método para calcular la interacción 
magnética entre dos corrientes. 
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26.1 Introdücción 

Los campos magnéticos difieren de los eléctricos en vários aspectos. Son producidos por cargas 
que se mueven con respecto al observador, como las corrientes eléctricas, en lugar de ser pro¬ 
ducidos por cargas en reposo. Además, las líneas de fuerza dei campo magnético son cerradas, 
es decir, no empiezan en un punto y terminan en otro, sino que, de alguna manera, se enrollan con 
la trayectoria de las cargas en movimiento o corrientes eléctricas. En este capítulo considera¬ 
remos sólo campos magnéticos estáticos o independientes dei tiempo. 

26.2 Ley de Âmpère para ei campo magnétk© 

Consideremos una corriente rectilínea infínita I (Fig. 26.1). El campo magnético âS en un punto A 
a una distancia r de la corriente es perpendicular a OA y está dado por la ecuación 24.29, 

2%r 

donde Uj. es un vector unitário tangente al círculo de radio r. Para calcular la circulación, 

• d/, alrededor de la corriente, tomamos una trayectoria circular de radio r que coincida con 
una línea de fuerza magnética. Como el campo magnético ^es tangente a la trayectoria tenemos 
que ^ • dl = ^ d/, donde d/ es un elemento de arco. Además ^ es constante en módulo a lo largo 
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Figura 26.1 Campo magnético de una comente Figura 26.2 La circulación magnética a Io largo de 
rectilínea. todas las trayectorias circulares concêntricas alrededor 

de una corriente rectilínea es la misma e igual a 



de la línea de fuerza circular. Por tanto, la circulación magnética, denominada fuerza magnetomotriz 
(fmm) -aunque no es una fuerza ni una energia- es 


fmm = Cp 


d/ = O ^dl 

L 


(t) ál = ^L = 

L 


2nr 


{Inr) 


debido a que L = 2nr. Así, 


(|)^-d/=^o^ ( 26 . 1 ) 

Jl 

Entonces, la circulación magnética, es proporcional a la corriente eléctrica I e independiente dei 
radio de la trayectoria. Por consiguiente, si dibujamos vários círculos Lp Ly... alrededor de la 
corriente I (Fig. 26.2), la circulación magnética alrededor de ellos es la misma, /íq L 

Un análisis más detallado, que no haremos aqui, indica que la ecuación 26.1 es correcta 
para cmlquier forma de la corriente, no necesariamente para una rectilínea, y para cualquier forma 
de la trayectoria cerrada que rodea a la corriente. Si tenemos varias corrientes /p ly... enlazadas 
por una línea cerrada L (Fig. 26.3), cada corriente hace una contribución a la circulación dei campo 
magnético a lo largo de L. Por tanto, la ley de Ampère establece que 


la circulación dei campo magnético o fmm a lo largo de una línea cerrada que enlaza a las 
corrientes ly... es 


j)^-d/=/to/ ( 26 . 2 ) 

donde I = I^-¥ I 2 + -i-... es la corriente total enlazada por la trayectoria L. 


Figura 26.3 La circulación 
magnética a lo largo de 
cualquier trayectoria cerrada 
es proporcional a la corriente 
neta que pasa a través de 
la trayectoria. 
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Cuando aplicamos la ecuación 26.2, consideramos que la corriente es positiva si pasa a 
través de L en el sentido indicado por el dedo pulgar, cuando se utiliza la regia de la mano derecha 
para indicar la forma en que está orientada la trayectoria, y negativa si está en el sentido opuesto. 

Así, en la figura 26.3, las corrientes /j e se consideran positivas e Í 2 negativa. La ley de Ampère 
es de particular utilidad cuando deseamos calcular el campo magnético producido por corrientes 
que tienen ciertas simetrias geométricas, como se verá en los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 26.1 

Campo magnético producido por una corriente que está a lo largo de un cilindro circular de longitud 
infinita. 

O Consideremos una corriente / a lo largo de un cilindro de radio a (Fig. 26.4). La simetria dei problema 
claramente sugiere que las lineas de fuerza dei campo magnético son circulos cuyos centros se hallan a 
lo largo dei eje dei cilindro y que el campo magnético ^ en un punto cualquiera depende únicamente de 
la distancia dei punto al eje. Por tanto, cuando escogemos como trayectoria L un circulo de radio r 
concêntrico con la corriente, la circulación magnética es 



Si el radio r es mayor que el radio a dei cilindro, toda la corriente I atraviesa el circulo. Asi pues, 
aplicando la ecuación 26.2, tenemos ^ 


2nr^ = ÍXqI o = — (r > a) (26.3) 

2nr 

Éste es el resultado que encontramos en el capitulo 24 para una corriente en un filamento rectilineo. Por 
consiguiente, 

el campo magnético en puntos situados fuera de una corriente en un conductor cilíndrico es el 
mismo que se producirfa si toda la corriente estuviera concentrada a lo largo dei eje dei cilindro. 

Pero si r es menor que a, tenemos dos posibilidades. Si la corriente está sólo en la superfície dei 
cilindro (como ocurriria si el conductor fuera un tubo metálico), la corriente a través de Ü es cero y la ley 
de Ampère da iTírâS = 0 o = 0 (r < a). Entonces, 

el campo magnético en puntos localizados dentro de un cilindro por cuya superfície pasa una 
corriente es cero. 



Figura 26.4 Campo magnético de un 
conductor cilíndrico 


Figura 26.5 Variación dei campo magnético de una corriente en (a) un 
cilindro hueco, (b) un cilindro sólido. 
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Pero si la corriente está distribuída uniformemente en toda la sección transversal dei conductor, la co- 
rriente por unidad de área es lína^ y la corriente a través de U es 


Figura 26.6 Bobina toroidal. 


/' 


/ 

— (7rr^) = — 

Tia 


Por tanto, aplicando la ley de Ampère obtenemos 


2nr^ = ixqI' 




Así, 




fíplr 


(r < a) 


(26.4) 


el campo magnético en un punto situado en el interior de un cilindro por el que pasa una co¬ 
rriente distribuida uniformemente por su sección transversal es proporcional a la distancia dei 
punto al eje dei cilindro. 

En la figura 26.5 se muestra la variación dei campo magnético con la distancia, para los dos casos 
analizados. 


EJEMPLO 26.2 

Campo magnético producido por una bobina toroidal. 

[> Una bobina toroidal consiste en un cable uniformemente enrollado en un toro o superfície toroidal como 
se muestra en la figura ?6.6. Sean N el número de vueltas o espiras, igualmente espadadas, e / la 
corriente eléctrica en el cable. La simetria dei problema sugiere que las líneas de fuerza dei campo 
magnético son círculos con centro en el eje dei toro. Tomemos un círculo L dentro dei toro como la 
primera trayectoria de integración. La circulación magnética es entonces éSL. La trayectoria L enlaza una 
vez a todas las espiras dei toro y, por tanto, la corriente total que la atraviesa es NI. Aplicando la ley de 
Ampère, obtenemos éSL = o âS- PçfJUL. Si el radio de la sección transversal dei toro es pequeno 
comparado con el radio dei toro, podemos suponer que L es prácticamente la misma para todas las trayec- 
torias interiores. Dado que n - NIL es el número de vueltas por unidad de longitud, concluimos que el 
campo magnético dentro dei toro es de módulo constante y tiene como valor 

^ (26.S) 

Para cualquier trayectoria fuera dei toro, como L' o L", la corriente total que se enlaza con la trayec¬ 
toria es cero. Por tanto, obtenemos = 0. En otras palabras, el campo magnético de una bobina 
toroidal está completamente confinado en el interior de ésta. Esta situación se aplica sólo si las vueltas 
de cable están muy juntas. 



EJEMPLO 26.3 

Campo magnético en el centro de un solenoide recto muy largo. 

t> Consideremos el solenoide de la figura 26.7 que tiene n espiras por unidad de longitud y lleva una 
corriente /. Si las espiras están muy próximas y el solenoide es muy largo, el campo magnético es 
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Figura 26.7 Campo magnético 
de un solenoide largo. Sólo se 
muestra una mitad dei solenoide. 


uniforme y está confinado por completo en su interior, según se indica con las líneas de fuerza de la figura; 
este es un hecho que se confirma experimentalmente. El resultado no es válido para un solenoide corto. 

Aplicamos ahora la ley de Ampère a la trayectoria correspondiente al rectángulo PQRS. La contri- 
bución de los lados QR y a la circulación magnética es cero, porque el campo es perpendicular a 
ellos; la contribución dei lado RS también es cero, pues no hay campo ahí. Por tanto, sólo el lado PQ 
contribuye con una cantidad âSx a la circulación, de modo que 

O âS’àl=^x 

J PQRS 

La corriente que atraviesa la trayectoria rectangular es nxl, ya que nx indica el número de vueltas en la 
longitud X. Aplicando la ley de Ampère resulta = n^nx! o âS = lo que confirma que el campo 
magnético dentro dei solenoide es uniforme. 


EJEMPLO 26.4 

Campo magnético producido por una corriente que pasa a lo largo de una placa conductora de extensión 
infinita. 

[> Supongamos que la lâmina está compuesta por un número muy grande de filamentos paralelos entre sí. 
Entonces, el campo magnético resultante se puede obtener sumando el campo magnético de cada fila¬ 
mento. La simetria indica que el campo magnético debe ser paralelo a la lâmina en dirección perpen¬ 
dicular a la corriente, como se muestra en la figura 26.8(a),lo que se ha confirmado experimentalmente. 

Sin embargo, para calcular el campo magnético es más simple tener en cuenta la simetria dei 
problema. La figura 26.8(b) muestra ima sección transversal a lo largo de la linea AB. Los puntos indican 
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Figura 2^.8 EI campo 
magnéticd\producido por una 
corriente a^o largo de una placa 
infinita es paralelo a la placa y 
tiene sentidos opuestos arriba 
y abajo de ella. 
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que la corrieníe está dirigida hacia el lector. Consideramos la trayectoria cerrada PQRS y aplicamos la 
ley de Ampère. La contribución de los lados QR y PS a \a circulación magnética es cero porque el 
campo es perpendicular a ellos; los lados PQ y RS contribuyen ambos con el mismo valor ^x, donde 
X = PQ = RS, de modo que 

() J'-d/=2^x 

JpQRS 

Si / es la corriente por unidad de ancho de la lamina, la corriente total enlazada por la línea PQRS es Ix. 
Por tanto, la ley de Ampère da 2^x = o ^ = I/Íq/. Entonces el campo magnético es uniforme ya que 
no depende de la distancia a la placa, y tiene sentidos opuestos a ambos lados de ella. 


Note 26.1 Confinamiento magnético de un plasma 

Un plasma es una mezcla gaseosa de iones positivos y electrones. Se produce, por ejemplo, cuando un gas se calienta a una tempe¬ 
ratura tan alta que los átomos dei gas se ionizan por colisiones. También puede producirse irradiando un gas con rayos X o rayos y 
provenientes de una potente fuente de radiación. Para producir reacciones de fusión, que se verán en la sección 40.8, es necesario 
calentar plasmas al menos hasta 100 (KX) K. Esto implica dos problemas técnicos. Uno consiste en aumentar la temperatura dei 
plasma y el otro en mantener a los iones alejados de las paredes dei recipiente. El calentamiento y la contención de plasmas se pueden 
lograr mediante campos magnéticos, para lo cual existen dos dispositivos: el lineal y el toroidal. 

En el dispositivo lineal (Fig. 26.9) el plasma está contenido en un tubo en el que se produce un campo magnético axial 
mediante una corriente que circula alrededor dei tubo. La bobina por la que pasa la corriente está disenada de modo que el campo 
magnético aumente bruscamente en los extremos y sea mubho más intenso que en el centro. Los iones dei plasma describen espirales 
a lo largo de las líneas dei campo magnético, según se mostró en la figura 22.8. A medida que los iones se van acercando a los 
extremos, el radio y la pendiente de sus trayectorias espirales disminuyen debido al efecto de espejo magnético (véanse la Sec. 22.4 
y la Nota 26.2) y los iones son rechazados hacia el centro. Si la corriente en la bobina aumenta, el campo magnético a lo largo dei tubo 
también lo hace, comprimiendo así las espirales que describen- los iones. Esta compresión magnética aumenta la temperatura dei 
plasma de la misma manera que ocurre en la compresión adiabática de un gas. 

En el dispositivo toroidal se utilizan dos campos magnéticos. El campo “toroidal” J*, producido por la corriente que 
circula alrededor dei toro (Fig. 26.10 (a)), está confinado en el interior dei toro. Un segundo campo magnético (Fig. 26.10 (b)), 
llamado “poloidal”, es producido por la corriente que circula en el plasma a lo largo de la circunferência dei toro y cuyas líneas de 
fuerza cerradas son perpendiculares a las de J',. Las líneas de fuerza dei campo magnético resultante se tuercen en forma de hélice a 
lo largo dei interior dei toro. Cuando aumentan las corrientes, y por tanto los campos magnéticos, el plasma se comprime y su 
temperatura aumenta. El sistema toroidal más prometedor es el conocido como tokamak (acrónimo ruso de câmara magnética 
toroidal), y vários dispositivos de este tipo ya están operando en Estados Unidos, Canadá, Japón, vários países de Europa y la antigua 
Unión Soviética. El dispositivo toroidal tiene la ventaja de reducir considerablemente las pérdidas de plasma, que son difíciles de 
evitar en los sistemas lineales. 


Bobina 



Figura 26.9 Compresión magnética y adiabática de un plasma. El plasma se inyecta a la câmara mientras el campo es aún débil. Después se aumenta su 
intensidad, comprimiendo al plasma en el centro y aumentando su temperatura. Los espejos magnéticos se pueden despiazar también a lo largo dei eje 
hacia el centro, con el fm de proporcionar una compresión adicional y un mayor aumento de temperatura al plasma. 
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Figura 26.10 (a) Campo toroidal en el interior de un toro. (b) Campo magnético poloidal o transversal . La corriente dei plasma / se produce 
mediante el efecto de inducción electromagnética (que se verá en el Cap. 27) y contribuye también al calentamiento dei plasma. La seccion transversal 
dei toro está disenada de forma que se optimice la contención dei plasma y minimice las pérdidas. 


26.3 Flujô magnético 

El flujo magnético a través de cualquier superfície, cerrada o no, colocada en un campo magnético es 

= I ' (26.6) 

El concepto de flujo magnético a través de una superfície arbitraria es de gran impor¬ 
tância, especialmente cuando la superfície no es cerrada (como veremos en el Cap. 27). El 
flujo magnético, como es un campo magnético multiplicado por un área, se expresa en T m^, 
unidad conocida como weber en honor a Wilhelm E. Weber (1804-1891). Se abrevia Wb, de 
manera que Wb = T m^ = m^ kg s~ * C~’, puesto que T = kg s" • C"’. 

Como no existen masas o polos magnéticos (o al menos no han sido observados), las líneas 
de fuerza dei campo magnético ^ son cerradas, como quedó indicado en los ejemplos dei capítulo 
24. Por tanto, si consideramos una superfície cerrada en un campo magnético, el flujo magnético 
que entra es igual al que sale, ya que el mismo número de líneas que entran deben salir. Elegamos 
a la conclusión de que 

el flujo magnético a través de una superfície cerrada siempre es cero. 

()^-dS=0 (26.7) 

Js 

Este resultado se puede verificar también de manera matemática a partir de la expresión general 
para ^ dada en la ecuación 22.13, pero no daremos la demostración. El resultado constituye la ley 
de Gauss para el campo magnético. Sugerimos al lector comparar esta ley con la ley de Gauss 
para el campo eléctrico, ecuación 25.8. 

26.4 Magnefización de la maíería 

Los electrones que están en órbita en los átomos pueden tratarse como pequenos dipolos magnéti¬ 
cos que tienen un momento magnético asociado con sus momenta angulares orbital y de spin. 

Los átomos y las moléculas pueden o no tener un momento dipolar magnético neto, de- 
pendiendo de su simetria y de la orientación relativa de sus órbitas electrónicas. Los agregados 
de matéria, con excepción de las sustancias ferromagnéticas, no poseen un momento magnético 
neto, debido a la orientación al azar de sus moléculas, situación semejante a la encontrada en la 
polarización eléctrica de la matéria. Sin embargo, la presencia de un campo magnético externo 
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Figura 26,11 Domínios 
magnéticos, (a) Sustancia no 
magnetizada, (b) magnetización 
mediante crecimiento de 
domínios, (c) magnetización 
mediante orientación 
de domínios. 


distorsiona el movimienío electrónico, dando lugar a una polarización magnética neta o magne¬ 
tización dei material. 

Las sustancias se pueden agrupar en vários tipos, dependiendo de la forma en que son magne¬ 
tizadas por un campo magnético externo. Examinaremos brévemente estos tipos de magnetizac-ión. 

(i) Diamagneíismo. Si se aplica un campo magnético a una sustancia, los electrones que se 
mueven en los átomos o moléculas están sujetos a una füerza adicional debida al campo magnético 
externo. Esto provoca una perturbación dei movimientq electrónico, discutida en la sección 23.6. Para 
evaluar esta perturbación de manera precisa, tenemos que utilizar métodos de la mecânica cuántica 
que están más állá dei nivel de este libro (véase la Nota 26.2). Así, nos limitaremos a exponer los 
resultados principales. 

El efecto dei campo magnético áí sobre el movimienío electrónico de un átomo es equiva¬ 
lente a una corriente adicional inducida en el átomo que produce un momento dipolar magnético 
orientado en dirección opuesta a la dei campo magnético. Este momento dipolar inducido es bas¬ 
tante pequeno, dei orden de 10"^^ J Como este efecto es independiente de la orientación dei 
átomo y es el mismo para todos los átomos, llegamos a la conclusión de que la sustancia adquiere 
una magnetización opuesta al campo magnético, resultadq contrario al que se tiene en el caso dei 
campo eléctrico. Este comportamiento, llamado diamagneíismo, es común a todas las sustancias, 
aunque en muchos casos está enmascarado por el efecto paramagnético que se describirá más ade- 
lante. Existe la posibilidad de que el efecto diamagnético sea tan fuerte que el campo magnético 
resultante dentro de la sustancia sea cero. Éste parece ser el caso de los superconductores (véase el 
Ej. 26.5). 

(ii) Paramagnetismo. Consideremos una sustancia cuyos átomos o moléculas tienen un 
momento dipolar magnético permanente que está asociado con el momento angular de sus electro¬ 
nes y que es dei orden dei magnetón de Bohr, 10"^ ^ J T"‘ (recuerde la Sec. 23.6). En este caso la 
presencia de un campo magnético externo produce un torque que tiende a alinear los dipolos mag¬ 
néticos a lo largo dei campo, teniendo como resultado una magnetización conocida como 
paramagnetismo. En los metales el paramagnetismo se debe también a una alineación de los 
momenta magnéticos de spin de los electrones de conducción. 

El efecto de orientación producido por el campo magnético aplicado se opone al desorden 
debido al movimienío térmico. La situación es idêntica a la ilustrada en la figura 25.20, en conexión 
con la orientación producida por un campo eléctrico que actúa sobre las moléculas polares. EI 
resultado neto es que las sustancias paramagnéticas adquieren una magnetización en la misma 
dirección que el campo magnético. Debido a que los momentos magnéticos permanentes son 
aproximadamente 10^ veces mayores que los momentos magnéticos inducidos por diamagneíismo, 
en la mayoría de las sustancias paramagnéticas, por lo general los efectos diamagnéticos, son supe¬ 
rados por los paramagnéticos. 

(iii) Ferromagnetlsmo. Una tercera clase de sustancias magnéticas son las ferromagnéticas. 
Su principal característica es que muestran una magnetización permanente, lo cual sugiere una 
tendencia natural de los momentos magnéticos atómicos o moleculares a alinearse por la acción de 
sus interacciones mutuas. Las sustancias ferromagnéticas normalmente son sólidos y buenos con- 
ductores. Así, el ferromagnetismo es semejante a la ferroelectricidad en su comportamiento gene¬ 
ral, aunque en sus orígenes es distinto. Está asociado con una interacción magnética entre spins de 
parejas de electrones. El resultado es una orientación paralela de los spins electrónicos en regiones 
muy pequenas conocidas como domínios (Fig. 26.11), cuyas dimensiones son dei orden de 10"® a 
10"*^ m® y contienen de 10^' a 10‘^ átomos. La dirección de la rnagnetización de un dominio depende 
de la estructura cristalina de la sustancia. Por ejemplo, para el hierro, que se cristaliza con una 
estructufa cúbica, las direcciones de fácil magnetización son a lo largo de los tres ejes dei cubo. 

En una substancia ferromagnética, los dominios pueden estar orientados en diferentes 
direcciones, lo que produce un efecto magnético macroscópico neto que puede ser cero o despre- 
ciable. En presencia de un campo magnético externo los dominios experimentan dos efectos: los 
que están orientados favorablemente con respecto al campo magnético crecen a expensas de 
los orientados menos favorablemente (Fig. 26.1 l(b)), debido a un efecto de reorientación por parte 
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Figura 26.12 Orientación 
de los momentos dipolares 
magnéticos de varias sustancias. 


dei campo magnético; conforme aumenta la intensidad dei campo magnético, la magnetización de 
los dominios tiende a alinearse en la dirección dei campo (Fig. 26.11 (c)) y la substancia se convier- 
te en un imán. 

EI ferromagnetismo es una propiedad que depende de la temperatura: para cada sustancia 
ferromagnética existe una temperatura, conocida como temperatura de Curie, por encima de la 
cual la sustancia se vuelve paramagnética. Esta transición ocurre cuando el movimiento térmico es 
lo suficientemente grande para contrarrestar las fuerzas de alineación debidas a la interacción spin- 
spin. Las sustancias ferromagnéticas a temperatura ambiente son hierro, níquel, cobalto y gadolinio. Sus 
temperaturas de Curie son 770 °C, 365 °C, 1075 “CV 15 °C, respectivamente. 

(iv) Antiferromagnetismo. En algunas sustancias los spins electrónicos están orientados 
en direcciones antiparalelas, lo que tiene como resultado una magnetización neta cero (Fig. 26.12 
(b)). Es este caso la sustancia se conoce como aníiferromagnética. Algunas sustancias 
antiferromagnéticas son MnO, FeO, CoO y NiO. 

(v) Ferrimagnetismo. Otro tipo de magnetización, conocido como ferrimagnetismo, es pare¬ 
cido al antiferromagnetismo, pero los momentos magnéticos atómicos o iónicos que están en una 
cierta dirección son diferentes a los que están en la dirección opuesta, lo que produce una magnetización 
neta (Fig. 26.12(c)) que es bastante pequena. Estas sustancias se llaman ferritas y corresponden a la 
fórmula química general X0Fe20, donde X puede ser Mn, Co, Ni, Cu, Mg, Zn, Cd, etc. Si X es Fe, el 
compuesto es Fe 304 , magnetita, que es uno de los materiales magnéticos naturales más comunes. 

26.5 El vector de magnetización 

Consideremos una sustancia en forma de cilindro que está magnetizada uniformemente en direc¬ 
ción paralela al eje dei cilindro (Fig. 26.13). Esto significa que los dipolos magnéticos moleculares 
están orientados paralelamente al eje y, por tanto, las corrientes electrónicas son perpendiculares al 
eje. En la figura 26.13 (y con más detalle en la vista frontal de la Fig. 26.14) podemos ver que las 
corrientes internas tienden a cancelarse entre sí, debido a los efectos contrários de las corrientes 
adyacentes. Supongamos que la cancelación es completa, de modo que no hay una corriente neta en 
el interior de la sustancia. Sin embargo, la magnetización da lugar a una corriente neta equivalente 
^mag sobre la superfície dei material, que, en consecuencia, se comporta como un solenoide. 

El vector de magnetización Jí de un material se define como el momento magnético dei 
medio por unidad de volumen. Si m es el momento magnético con que cada átomo o molécula 
contribuye y /i es el número de átomos o moléculas por unidad de volumen, la magnetización es 

Jí = nm 

El momento magnético de una corriente elemental está expresado en A m^ y, por consiguiente, la 
magnetización M se expresa en A m^/m^ = A m“’ o m“^ s“^ C y es equivalente a corriente por 
unidad de longitud. 





Figura 26.13 Corriente superficial de magnetización 
sobre un cilindro magnetizado. 


Figura 26.14 Corrientes elementales en un 
cilindro magnetizado. 


Existe una relación entre la corriente superficial equivalente en el cuerpo magnetizado y la 
magnetización M. En la figura 26.13 notamos que es perpendicular a M. El cilindro se com¬ 
porta como un gran imán que resulta de la superposición de todos los dipolos magnéticos indivi- 
duales. Si S es el área dela sección transversal dei cilindro y / su longitud, su volumen es IS y, por 
tanto, su momento magnético total es M{IS) = (Jtl)S. Pero S es la sección transversal dei circuito 
formado por la corriente superficial y como momento magnético = corriente x área, podemos con¬ 
cluir que la magnetización es equivalente a una corriente de magnetización efectiva JU sobre la 
superfície dei cilindro, de modo que la corriente efectiva por unidad de longitud 7^^^^^ sobre la super¬ 
fície dei cilindro magnetizado cs Mo 

7«ag = ^ (26.8) 

Aunque este resultado ha sido obtenido para una distribución geométrica particular, es de validez 
general. Así, podemos decir que 

la corriente de magnetización efectiva por unidad de longitud sobre la superfície de un 
trozo de matéria magnetizado es igual a la componente dei vector de magnetización, 
M, paralela al plano tangente a la supeficie dei cuerpo, y tiene dirección perpendicular a M. 

Debe hacerse hincapié en que la corriente de magnetización no está compuesta por electrones que 
fluyen libremente sobre la superfície de la sustancia, como la que puede medirse con un galvanómetro. 
En lugar de ello, se trata de un efecto debido a la orientación de corrientes elementales localizadas 
que están asociadas con el movimiento electrónico de los átomos y que, juntas, desde un punto de 
vista magnético, equivalen a una corriente efectiva. 


EJEMPLO 26.5 

Propiedades magnéticas de los superconductores. 

o Recordemos de la sección 24.4 que cuando la temperatura de una sustancia superconductora está por 
debajo de una temperatura crítica Tç (Tabla 24.2), ocurre una transición de fase. Uno de los fenómenos 
asociados es la súbita desaparición dei paramagnetismo de la sustancia, que está asociado con Ia orien¬ 
tación dei momento magnético de spin de los electrones de conducción de un conductor bajo Ia acción 
de un campo magnético externo, y la sustancia se vuelve perfectamente diamagnética. Esto ocurre por¬ 
que los pares de Cooper que se forman no tienen momento magnético neto, puesto que los electrones 
tienen spins opuestos (Sec. 24.4). 

Cuando un superconductor, inicialmente a una temperatura mayor que T^, se coloca en un cam¬ 
po magnético, el superconductor parece paramagnético como cualquier conductor normal. Si la tempe¬ 
ratura disminuye por debajo de T^, sin cambiar el campo magnético, el paramagnetismo desaparecerá 
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siempre que el campo magnético sea lo suficientemente débil, de modo que la interacción de pareamien- 
to supere al efecto de orientación dei campo magnético y se puedan formar pares de Cooper. En el estado 
superconductor, el campo magnético aplicado pone a los pares de Cooper en movimiento orbital, pareci¬ 
do a las corrientes que se muestran en la figura 26.14. Como la red no ofrece resistência al movimiento 
de los pares de electrones, estas corrientes microscópicas inducidas aumentan rápidamente hasta que se 
alcanza un estado estacionário, cuando el campo magnético que producen las corrientes cancela al cam¬ 
po magnético aplicado dentro dei superconductor. Por esta razón las corrientes inducidas se conocen 
como corrientes de pantalla o supercorrientes. Si el campo magnético aplicado es muy intenso, es 
posible que no se formen pares de Cooper y el material siga siendo paramagnético, a menos que se baje 
la temperatura lo suficiente como para reducir la energia térmica, que también tiende a separar a los 
pares de Cooper, compensando así el efecto de orientación dei campo magnético. 

Las corrientes inducidas netas dentro dei superconductor suman también cero, como se indica 
en la figura 26.14, y sólo queda la corriente superficial de pantalla. Esta corriente, por supuesto, también 
produce un campo magnético externo de modo que el campo magnético neto o total en la superfície dei 
superconductor es tangente a la superfície, como lo requiere la continuidad de las líneas de fuerza mag¬ 
néticas. Esto significa que las líneas de fuerza magnéticas no penetran en el superconductor, donde el 
campo magnético es cero (en realidad existe una pequena penetración en una capa superficial muy 
delgada, dei orden de 10~^ m, que en nuestro análisis simplificado puede ser ignorada). Este fenómeno, 
descubierto en 1933, se conoce como efecto Meissner en honor de uno de sus descubridores (Fig. 
26.15). Resumiendo, cuando un superconductor, a una temperatura menor que T^, se encuentra en un 
campo magnético externo lo suficientemente débil: 

(J) el campo magnético dentro dei superconductor es cero; 

(2) el campo magnético en la superfície dei superconductor es tangente a ésta; 

(3) las corrientes inducidas en el superconductor están localizadas en una capa superficial de 

10~^ m de espesor, aproximadamente. 



Figura 26.15 Campo magnético 
alrededor de un superconductor. 
Efecto Meissner. 
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Supongamos ahora que el campo magnético aplicado es producido por un iman colocado cerca 
de un superconductor, en dirección perpendicular a la superfície (Fig. 26.16), y que disminuye la tempe¬ 
ratura por debajo de Tç. La simetria indica que cuando se alcanza el estado superconductor, las corrien¬ 
tes de pantalla en el superconductor son circulares, centradas en O. Estas corrientes cancelan el campo 
magnético dei imán dentro dei superconductor y producen un campo magnético fuera de éste, dirigido 
hacia arriba, que distorsiona al campo magnético dei imán (Fig. 26.17), y tiende a empujarlo hacia 
arriba. El imán queda suspendido en el aire a una distancia tal que su peso es equilibrado por la fuerza 
magnética producida por el campo magnético dei superconductor. Este fenómeno, muy fácil de obser¬ 
var, se llama levitación magnética. 
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Figura 26.16 Corrientes superficiales inducidas por un Figura 26.17 Campo magnético de un imán encima de la 

campo magnético estático en un superconductor. superfície de un superconductor. 
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Una forma de obtener el campo magnético resultante/uera dei superconductor es suponiendo 
que, en lugar de una corrieníe superficial, hay un imán imaginário dentro, colocado simétricamente con 
respecto a la superfície (representado con las líneas punteadas en la Fig. 26.17). La combinación de 
ambos campos en la parte exterior produce un campo magnético tangente a la superfície dei superconductor. 
Este método también facilita el cálculo de la fuerza dei superconductor sobre un pequeno imân exterior 
colocado frente al superconductor. Guando el imán es pequeno, se puede demostrar que la fuerza es 
-(jUQ/ 4 ;r)( 3 M^/ 82 '*) (véase el Prob. 26.12), donde M es el momento dipolar magnético dei imán y z la 
distancia a la superfície (se supone que la longitud dei imán es muy pequena en comparación con z). Si 
igualamos esta fuerza con el peso mg dei imán, tenemos que la posición de equilibrio es 




Note 26.2 Magnetización de sustancias diamagnéticas y paramagnéticas 

Diamagnetismo. Consideremos una sustancia en la que hay partículas de masa m y carga q en movimiento, tales como electrones 
en un átomo o iones en un plasma. Guando se aplica un campo magnético las cargas adquieren una velocidad angular alrededor 
de la dirección dei campo magnético dada por co = -{qlm)âS (recuerde la ecuación 22.7), idêntica para todas las cargas. Esto es 
equivalente a superponer un movimiento circular en un plano perpendicular al campo magnético al movimiento normal de las 
partículas. Si r es el radio de este movimiento circular, el momento magnético asociado es (recuerde la Ec. 24.20) 


M = 




donde qicolln) es la corriente. Para tomar en cuenta las distintas orientaciones dei movimiento normal de las cargas y el hecho de 
que el radio no siempre es el mismo para todas las cargas, debemos sustituir por i(/*^)^j, lo que da 

M = - (26.9) 


Este momento magnético es independiente dei signo de las cargas y es antiparalelo al campo aplicado. Por tanto, la sustancia se 
magnetiza en dirección opuesta al campo aplicado. Este es el efecto diamagnético, que se da en todas las sustancias, incluso 
cuando está superado en Ias sustancias que poseen momentos magnéticos permanentes por el efecto paramagnético, de mayor 
intensidad. 

Para el caso de los electrones atómicos, q = -e,r es dei orden dei radio orbital dei átomo, 10“ m, y m la masa dei electrón. 
Entonces el momento diamagnético inducido por electrón es M =« 10“^® ^y la magnetización M = nM = *« 10“^* nâ§. 

De manera parecida tenemos que los iones positivos y negativos de un plasma colocado en un campo magnético adquieren 
momentos magnéticos opuestos en dirección al campo aplicado; su magnitud está dada por la ecuación 26.9. Por consiguiente, el 
plasma se vuelve diamagnético. XTuando el campo magnético no es uniforme aparece un nuevo efecto en el plasma. Un dipolo 
magnético antiparalelo al campo no uniforme está sometido a una fuerza en dirección opuesta a la dirección en que aumenta el 
campo (recuerde la Ec. 22.20). Así, aquellos iones cuyo movimiento térmico los hace moverse en la dirección en que aumenta 
el campo magnético son frenados y en un momento dado son devueltos o “reflejados” si el gradiente dei campo es lo suficientemente 
grande. Este es el efecto de espejo magnético mencionado en la sección 22.4 y en la nota 26.1. 

Paramagnetismo. Gonsideremos una sustancia paramagnética cuyos átomos tienen un momento magnético que puede 
orientarse únicamente en forma paralela o antiparalela al campo magnético. Esto no es restrictivo pues el momento magnético 
asociado con el spin tiene esta propiedad. Sea M el momento magnético atómico. Entonces, según la ecuación 24.23, la energia 
dei átomo en un campo magnético J' es £ = -M • ^ y puede tener el valor = -MJ*, si M está orientado en la dirección de 
o el valor £2 = + si M está orientado en dirección opuesta. Ésta es la misma situación que analizamos en el ejemplo 17.3. Por 
tanto, sustituyendo e por MJ’ en los resultados de dicho ejemplo, tenemos que, si hay n átomos (o dipolos magnéticos) por unidad 
de volumen, la energia debida a la magnetización es = - nM^ tanh(MJ’/A:7), Gomo E^^^^ = donde M es la magnetiza¬ 
ción de la sustancia, tenemos que 


Jl = nM tanh- 

kT 


(26.10) 
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es la energia magnética y *7 la energia térmica de los átomos. Para MJ* /kTcl, podemos hacer la aproximación 
tanh(M 0^/kT) ^ M^lkT y expresar la magnetización como 

g ( 26 . 11 ) 

kT 


que es la ley de Curie para sustanclas paramagnéticas. Si el momento magnético puede tener más orientaciones con respecto al 
campo magnético, obtenemos un resultado parecido, pero con un coeficiente numérico diferente. Así, la ecuación 26.11 expresa, 
en términos generales, el efecto paramagnético. 

Para la mayoría de las sustancias, M es dei orden dei magnetón de Bohr (Ec. 23.24), = 9.27 x 1J T~‘. Entonces, con 

k= 1.38 X 10"^^ J K~’, M/k ~ 1 K T"’. Por tanto, la condición IkT «c 1 implica que âS/T<^ 1 K T~*. Ésta es una situación 
normal, ya que la mayoría de los campos en el laboratorio son J* <ic IT y T ~ 300 K o temperatura ambiente. 

En términos dei orden de magnitud a temperatura ambiente, la ecuación 26.11 da una magnetización paramagnética de 
jl ~ mientras que la magnetización de sustancias diamagnéticas es Jí ~ 10“^® n.^, lo que confirma que en la 

mayoría de las sustancias el efec-to diamagnético es de alrededor de 10^ veces menor que el paramagnético. 

Para MêS/kT'»\, situación que se da raras veces, excepto a temperaturas extremadamente bajas, podemos aproximar 
tanh MâSlkT «= 1 y la magnetización queda M = nM, que corresponde a una orientación completa de los momentos magnéticos 
parale los al campo. Esto significa que el efecto de orientación domina sobre el desorden térmico. 


26.6 El campo magnefizante 

Aunque una sustancia magnetizada tiene ciertas corrientes de magnetización efectivas en su super¬ 
fície (y en su volumen, si la magnetización no es uniforme), estas corrientes de magnetización están 
“congeladas”, ya que se deben a electrones ligados à átomos o moléculas y no son libres de circular 
a través de la sustancia. Por otro lado, en ciertas sustancias, como los metales, hay cargas eléctricas 
capaces de moverse por la sustancia. Con el fín de diferenciar las corrientes eléctricas debidas a 
cargas libres se llaman corrientes libres o corrientes de conducción. 

Consideremos nuevamente un cuerpo cilíndrico situado dentro de un solenoide largo que 
lleva una corriente I (Fig. 26.18), que produce un campo magnético dentro dei cilindro que lo 
magnetiza y da lugar en él a una corriente superficial de magnetización en la misma dirección 
que /. Según la ecuación 26.8, la corriente superficial de magnetización por unidad de longitud es 
^mag ” solenoide tiene n vueltas por unidad de longitud, el sistema solenoide-cilindro 

magnetizado es equivalente a un solo solenoide que llevase una corriente por unidad de longitud 
igual anl + onI+ M. Esta corriente solenoidal efectiva da lugar a un campo magnético resul¬ 
tante # paralelo al eje dei cilindro. EI valor de este campo está dado por la ecuación 26.5, donde nl 
debe ser sustituido por la corriente total por unidad de longitud. Esto es, 

^ = fioinl+ ^) o — = 

/ÍQ 

Esta expresión relaciona la corriente de conducción o corriente libre por unidad de longitud, nl, en 
la superfície dei cilindro, con el campo magnético M en medio y su magnetización M. El resultado 
anterior sugiere la introducción de un nuevo campo, conocido como campo magnetizante 
definido como 


= ( 26 . 12 ) 

Se expresa en A m~^ o m~* s~^ C, que son las unidades de los términos que aparecen en el 
lado derecho. 





Figura 26.18 Comentes de magnetización en un cilindro. 


Figura 26.19 


En nuestro ejemplo especial tenemos ^ = nl, que relaciona a Jf^con la corriente de conduc- 
ción o corriente libre por unidad de longitud dei solenoide. Cuando consideramos una longitud 
PQ = L paralela al eje dei cilindro, tenemos 


;^L= Lnl = I 


(26.13) 


donde = Lnl es la corriente libre (o de conducción) total dei solenoide correspondiente a la 
longitud L. Calculando la circulación alrededor dei rectángulo PQRS, tenemos que 


-dl =J>ífL 


ya que Jíf es cero fuera dei solenoide y Jl lo son) y los lados QR y SP no contribuyen a la 
circulación pues son perpendiculares al campo magnético. Así, la ecuación 26.13 puede escribirse como 


^•d/= /, 


donde es la corriente de conducción total que pasa a través dei rectángulo PQRS. Este resulta¬ 
do es de una validez más general de lo que nuestro análisis simplificado puede sugerir. De hecho, se 
puede comprobar que 

la circulación dei campo magneíizante Jlf a lo largo de una línea cerrada es igual a la 
corriente de conducción total que atraviesa la trayectoria. 


J^'dl=L 


(26.14) 


donde es la corriente total que se enlaza con la trayectoria L debida al flujo libre de cargas en 
el medio o en un circuito eléctrico, pero excluyendo a las corrientes debidas a la magnetización de 
la matéria. Por ejemplo, si la trayectoria L (Fig. 26.19) enlaza a los circuitos /j e /2 y a un cuerpo 
con magnetización M, sólo debemos incluir las corrientes libres /j e en la ecuación 26.14, mien- 
tras que en la ley de Ampère, ecuación 26.2, para el campo magnético debemos incluir todas las 
corrientes, es decir, /j e debidas a las cargas libres, y aquellas debidas a la magnetización M dei 
cuerpo y que resultan de los electrones ligados. 

26.7 Susceptibilidad y permeabílidad magnéticas 

La ecuación 26.12 se puede escribir de la forma 

^ + Ji) (26.15) 

Como la magnetización M dei cuerpo está relacionada con el campo magnético resultante 'M, 
podemos introducir una relación parecida a la relación entre &y ê, dada en la ecuación 25.18. 
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Sin embargo, por razones históricas se acostumbra proceder de manera distinta y expresar la 
relación entre Ji y .^como 

= (26.16) 

La magnitud se conoce como suscepíibllidad magnética dei material y es un número inde- 
pendiente de las unidades escogidas para Jíy ^ La susceptibilidad magnética Xn,, al igual que la 
eléctrica Xg, expresa la respuesta de un medio a un campo magnético externo y está relacionada con 
las propiedades de los átomos y las moléculas dei medio. 

Sustituyendo la ecuación 26.16 en la 26.15, podemos escribir 

^ + Xm^) = Mo(t + XJ^ = (26.17) 

donde 


= /^o( 1 + Zm) (26.18) 

se conoce como permeabilidad dei medio y se expresa en las mismas unidades que esto es, 
m kg C“^. La permeabilidad relativa se define como 


fi 

= — = 
/^O 


1 + Xm^ 


( 26 . 19 ) 


y es un número independiente dei sistema de unidades empleado. En la tabla 26.1 se muestran 
las susceptibilidades magnéticas para varias sustancias paramagnéticas y diamagnéticas. Para los 
dos tipos de sustancias, x^ es muy pequena comparada con la unidad y, en muchos casos, pode¬ 
mos SUStituir = 1 + %ni ' 

La susceptibilidad magnética de las sustancias diamagnéticas es prácticamente indepen¬ 
diente de la temperatura pero la de las paramagnéticas está aproximadamente en proporción inversa 
a la temperatura absoluta de la sustancia. Este resultado experimental es consecuencia dei aumento 
dei desorden térmico de los átomos de la sustancia a medida que aumenta la temperatura y que 
tiende a sobrepasar el efecto ordenador dei campo magnético aplicado. En consecuencia, ignoran¬ 
do el efecto diamagnético, podemos escribir para una sustancia paramagnética 

C 

Xm = - ( 26 . 20 ) 

resultado parecido al obtenido para la susceptibilidad eléctrica (Ec. 25.25) y conocido también 
como ley de Curie. 

Cuando la relación ^ = /zjf es válida, podemos escribir, en lugar de la ecuación 26.14, 

Si el medio es homogéneo, de modo que jx sea constante, la circulación dei campo magnético es 


^' dl — fil 


( 26 . 21 ) 


Tabla 26.1 Susceptibilidades magnéticas a temperatura ambiente 


Sustancias diamagnéticas 

Xn, 

Sustancias paramagnéticas 

Xm 

Hidrógeno (1 atm) 

- 2.1 X 10-9 

Oxigeno (1 atm) 

2.1 X 10-6 

Nitrógeno (1 atm) 

- 5.0 X 10-9 

Magnésio 

1.2 X 10-6 

Sodio 

- 2.4 X 10-6 

Aluminio 

2.3 X 10-6 

Cobre 

- 1.0 X 10-6 

Tungsteno 

6.8 X 10-6 

Bismuto 

- 1.7 X 10-6 

Titânio 

7.1 X 10-6 

Diamante 

- 2.2 X 10-6 

Platino 

3.0 X 10 -'* 

Mercúrio 

- 3.2 X 10-6 

Clomro de gadolinio (GdClj) 

2.8 X 10-6 
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Este resultado es semejante a la ley de Ampère, ecuación 26.2, pero aqui la corriente total se ha 
sustituido por la corriente de conducción y Hq por ii. Podemos liegar entonces a la conclusión de 
que el efecío de la matéria magnetizada sobre el campo magnético ^ es la sustitución de por p,. 
Por ejemplo, el campo magnético de una corriente rectilínea I contenida en un medio es 



( 26 . 22 ) 


en lugar dei valor dado por la ecuación 24.29, que es válido cuando la corriente está en vacío. 


Figura 26.20 Curva de ___ 

magnetización de una sustancia . - "‘“z 

ferromagnética. 

EJEMPLO 26.6 

Magnetización de materiales ferromagnéticos. 


O En las sustancias ferromagnéticas, la relación entre ^ y es más compleja. Consideremos, por ejem¬ 
plo, una sustancia ferromagnética en forma de toro, con una bobina enrollada alrededor de ella. Supon- 
gamos que inicialmente la sustancia no está magnetizada y no hay corriente en la bobina. Al aumentar 
lentamente la corriente en la bobina, el campo magnetizante producido en la sustancia también 
aumenta, de acuerdo con la ecuación 26.13. El correspondiente campo magnético en la 

sustancia varia según se indica en la curva O A de la figura 26.20, de modo que el cociente £^1M’ no es 
constante. Este resultado se explica de la manera siguiente. Cuando es muy pequeno, el efecto de 
orientación sobre los domínios es muy pequeno; pero cuando excede un cierto valor, los domínios 
empiezan a aumentar su tamano y a cambiar su orientación, reorientándose a lo largo dei campo magne¬ 
tizante Esto provoca un rápido aumento de ^ debido a un incremento en la magnetización M de la 
sustancia. A un cierto valor de todos los domínios están prácticamente orientados y no es posible aumen¬ 

tar la magnetización. Se dice que la sustancia está saturada y M alcanza su valor máximo. Cualquier 
incremento adicional de £S se debe solamente a un incremento de (o en la corriente de la bobina). 

Si en un punto como £S se disminuye el campo (disminuyendo la corriente de la bobina), la 
sustancia no recorre la curva OB en sentido inverso, sino que sigue la curva BC debido a que la magne¬ 
tización no disminuye en la misma proporción. Cuando se vuelve cero porque la corriente es cero, el 
campo £S tiene un valor OC, que indica una magnetización remanente de la sustancia. Este resultado se 
debe a que cuando la corriente es cero, el movimiento térmico no es suficiente para desorganizar la 
orientación regular de los domínios que existían en B. Sin embargo, si se aumenta la temperatura de 
la sustancia, la magnetización remanente desaparece. 


26.8 Energia dei campo magnético 

Para acelerar una partícula de masa m y carga q, desde el reposo hasta que alcanza una velocidad v 
y una energia cinética = \m con respecto a un observador, suponiendo que y c, es necesario 
realizar un trabajo W igual a E^. Pero al mismo tiempo, conforme la partícula gana velocidad, 
genera un campo magnético dado por la ecuación 22.13 (cuando y <g: c), a saber. 


píQ qv X 
4n 


(26.23) 


donde las magnitudes son las que se muestran en la figura 26.21. Parece natural decir que la energia 
de una carga en movimiento está “almacenada” en su campo magnético. 

Se puede demostrar que la energia de un campo magnético está dada por la expresión 


E 


mag 




2fJ.J 


(26.24) 


donde la integral se extiende por todo el volumen en que existe campo magnético, y dV es un 
elemento de volumen. 
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Podemos interpretar la expresión 26.24 diciendo que la energia utilizada en poner la carga 
en movimiento ha sido almacenada en el espacio a su alrededor, de modo que a un volumen dV le 
corresponde una energia (53“/2/t) dV; luego la energia por unidad de volumen almacenada en el 
campo magnético es 

= ( 26 . 25 ) 



Ésta es una situación semejante a la que vimos en la sección 25.11 para la energia de un campo eléctrico. Figura 26.21 Campos eléctrico 

Se puede probar que la energia dei campo magnético asociado con la carga en movimiento ^ magnético producidos por una 
/ ' 1 XT ^ ox r- o carga en movimiento. 

es (vease la Nota 26.3) 

£ (26.26) 

‘ 2\4nJ\iRj 

La ecuación 26.26 muestra que la energia magnética es proporcional al cuadrado de la velocidad de 
la carga eléctrica. Este resultado era de esperar pues el campo magnético es proporcional a la 
velocidad de la carga. Por tanto, la energia magnética es dei mismo tipo que la energia cinética de 
una particula de masa 




47C/V 3R 


(26.27) 


Para un electrón, sustituimos q por -e y usamos eliminar /t^. El resultado es 

V 

í I \ 2e^ _ í \ \ le^ 


Atieq/ 'íRc 


AtiEqJ 


que son dei mismo orden de magnitud que los valores obtenidos en el ejemplo 25.9 para la masa y 
el radio de un electrón, en conexión con su energia eléctrica. 

Por tanto, parece razonable pensar que la energia en reposo de una particula cargada está 
asociada con la energia de su campo eléctrico, mientras que la energia cinética de la particula 
corresponde a la dei campo magnético, Además, es lógico pensar que los campos asociados con las 
otras interacciones que existen en la naturaleza pueden contribuir también a las energias en reposo 
y cinética de una particula. Sin embargo, nuestro conocimiento incompleto de tales interacciones 
hace imposible dar en este momento una respuesta definitiva al respecto. 


Nota 263 Emergia dei caimpo magnético de una carga con movimiento lento relativo al observador 

Una carga que se mueve lentamente produce un campo magnético cuyas lineas de fuerza son circulos perpendiculares a la 
dirección dei movimiento y cuya magnitud se obtiene de la ecuación 26.23 como 

Uo V sen d 
4n r 

Sustituyendo en la ecuación 26.24 y reemplazando /t por /t^, la energia magnética de la carga es 

T' ^ 2 2 


donde 



óOO El campo magnético 


Figura 26.22 



y la integral se extiende a todo el volumen externo a la carga, si suponemos que el campo magnético dentro de la carga es cero y 
su radio es R. Para evaluar la integral, debemos tomar como elemento de volumen el anillo que se ilustra en la figura 26.22, que 
tiene un perímetro de Inr sen 0 y su sección transversal tiene lados dr y r d0 y, por tanto, un área r dr d0. El volumen es 

dV'= perímetro x sección transversal = sen d àrâO. 

Así pues, sustituyendo este valor de dV en la ecuación anterior tenemos 


C = 


'* 00 

'n í sen^ 0\ . 

dr r 


1 —— ) 27 !:r^ sen0 dr d6 = 


Jk ^ 

0 V rW J 

I 2 

R V J 


Stt 

3K 


Insertando este resultado en la expresión para obtenemos 


E 


mag 


2V47t 3R ) 


para la energia dei campo magnético de la carga en movimiento. Este resultado depende dei modelo escogido para la distribución 
de carga. Para obtener la energia magnética total, deberíamos anadir la contribución dei campo magnético dentro de la partícula 
cargada, que a su vez, requiere que conozcamos la distribución de carga dentro de la partícula. En cualquier caso, el resultado 
anterior da una estimación dei orden de magnitud. La característica más interesante es que E^^^ depende de y, por consiguiente, 
se asemeja a la energia cinética de la partícula. 


26.9 Resumen de las leyes para campos estáticos 

En el capítulo 25 y en éste hemos analizado los campos estáticos, eléctrico y magnético como 
entidades separadas. Las fuentes dei campo eléctrico son cargas eléctricas en reposo con respecto 
al observador y las dei campo magnético son cargas eléctricas en movimiento o corrientes eléc¬ 
tricas. En consecuencia, los campos estáticos obedecen a dos conjuntos separados de ecuaciones 
fundamentales que aparecen en la tabla 26.2. Estas ecuaciones nos permiten calcular los campos 
eléctrico y magnético si se conocen las cargas y corrientes que los producen, y viceversa. Sin 
embargo, los campos eléctrico y magnético no son independientes y se puede demostrar que los 
campos eléctrico y magnético producidos por el mismo conjunto de cargas, medidos por dos 
observadores en movimiento relativo uniforme, están relacionados por una transformación de 
Lorentz, que es parecida a las dei espacio y el tiempo y a las de la energia y el momentum. Así, la 
dirección y magnitud de las componentes eléctrica y magnética de un campo electromagnético 
dependen dei movimiento relativo dei observador con respecto a las fuentes dei campo. 
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Tabla 26.2 Ecuaciones para el campo electromagnético estático 


1. Ley de Gauss para el cam¬ 
po eléctrico, ecuación 25.8 

2 . Ley de Gauss para el campo 
magnético, ecuación 26.7 

3. Circulación dei campo 
eléctrico, ecuación 25.4 

4 . Circulación dei campo 
magnético (ley de 
Ampère), ecuación 26.2 


d) é’'dS = ~ 
Js ^0 

C) ^'dS=0 

Js 

o á’-d/=0 

J L 

p 

() Jí-d/= Hol 
Jl 


5. Densidad de energia dei 
campo eléctrico 

6. Densidad de energia dei 
campo magnético 

7. Relaciones de campo 
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PREGUNTAS 

26.1 Compare las propiedades básicas de los campos eléctrico 
y magnético estáticos o independientes dei tiempo. 

26.2 ^Por qué el flujo magnético a través de una superfície 
cerrada siempre es cero? 

26.3 Establezca las principales diferencias entre, ' 

(a) diamagnetismo y paramagnetismo, (b) ferromagnetismo y 
antiferromagnetismo, (c) ferromagnetismo y ferrimagnetismo. 

26.4 Un conductor cilindrico hueco lleva una corriente a lo 
largo de su longitud. ^Cuál es el campo magnético en la 
cavidad, dentro y fuera dei conductor? 

26.5 /,De qué manera determinan las propiedades atómicas y 
moleculares de una sustancia el comportamiento de ésta en un 
campo magnético? 

S N 


Aire 

Superconduclor 


Figura 26.23 

26.6 ^Por qué es negativa la susceptibilidad magnética de las 
sustancias diamagnéticas? 

26.7 ^Por qué se dice que un superconductor es una 
sustancia diamagnética perfecta? ^Cuál deberia ser su 
permeabilidad magnética? 

26.8 ^Por qué disminuye la magnetización de las sustancias 
paramagnéticas y ferromagnéticas con la temperatura? 
^Esperaria usted el mismo efecto en una sustancia 
diamagnética? Explique su respuesta. 


26.9 ^Esperaria usted que un campo magnético muy intenso 
afecte a un superconductor incluso si la temperatura disminuye 
por debajo de la temperatura de transición? 

26.10 ^Cuál es la diferencia entre el campo magnético ^ y el 
campo magnético 

26.11 ^Que quiere decir “autoenergía” de una partícula 
cargada? ^Es la misma si la partícula está en reposo o en 
movimiento con respecto al observador? 

26.12 Un imán está colocado frente a un superconductor, 
como se muestra en la figura 26.23. Dibuje las líneas de fuerza 
dei campo dei imán. Muestre la posición de la imagen 
magnética. ^Podría sugerir una forma de calcular la fuerza 
entre el imán y el superconductor? 

26.13 Explique por qué, cuando se coloca un superconductor 
en un campo magnético intenso, la temperatura crítica es menor 
que cuando está en un campo magnético débil. 

26.14 Un imán potente está situado sobre una placa 
metálica superconductora (Fig. 26.24) a una temperatura 
mayor que T^. Dibuje un diagrama que muestre cómo varia el 
campo magnético dentro de la placa. Explique por qué el estado 
superconductor no se establece de manera simultânea sobre 
toda la placa a medida que se baja su temperatura. 


S 
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N 


Superconductor 


Figura 26.24 











Ó02 El campo magnético 

mOBLEMÁS 


26.1 Un toroide con una circunferência de 0.2 m está enrollado 
con 1 500 vueltas de cable. Halle el campo magnético dentro dei 
toroide cuando la corriente es de 1.5 A. 

26.2 Encuentre el campo magnético dentro de un solenoide de 
0.20 m de largo enrollado con 1 500 vueltas cuando la corriente 
que pasa por él es de 1.50 A. Compare su resultado con el dei 
problema anterior. 

26.3 Encuentre la circulación dei campo magnético en una 
región en la que el campo es uniforme. 

26.4 Un cable rectilíneo muy largo lleva una corriente de 10 A. 
El radio dei cable es de 4 x 10“^ m. (a) Calcule el campo 
magnético en el centro dei cable, a 2 x 10”^ m dei centro y en 
la superfície dei cable. (b) Calcule el campo magnético en la 
superfície dei cable, a 8 x 10“^ m y a 1.5 m de su centro. 

(c) Calcule el punto en el que el campo es 10“^ veces más 
intenso que en la superfície dei cable. 

26.5 Una bobina toroidal de 0.5 m de radio lleva una corriente 
constante de 7 A. Si la bobina tiene 600 vueltas, calcule la 
magnitud dei campo magnético dentro dei toroide. 

26.6 Un solenoide muy largo con 1 400 vueltas por rrletro lleva 
una corriente constante de 7 A en sus espiras. Determine el 
campo magnético dentro dei solenoide. 

26.7 Se va a construir un solenoide que produzca un campo 
magnético de 0.25 T en su interior. El radio dei solenoide debe ser 
de 0.1 m y el cable podrá llevar una corriente máxima de 7 A. 

(a) ^Cuántas vueltas por metro se necesitan? (b) Si el solenoide 
tiene 1 m de longitud, ^qué longitud de cable se necesita? 

26.8 Un conductor cilíndrico hueco de rádios /?, y /íj lleva 
una corriente / distribuida uniformemente en su sección 
transversal. Mediante la ley de Ampère, demuestre que (a) el 
campo magnético a r > /?2 cs /Iq HlKr, (b) el campo en 

/?j < r < /?2 es /íq /(r^- /?j^)/[2p(/?| - Rj)r] y (c) el campo 
es ceroparar</?j. 

26.9 Un cable coaxial está formado por un conductor cilíndrico 
sólido de radio rodeado por un cascarón cilíndrico 
concêntrico con el conductor de radio interior R 2 y radio exterior 
Ry En la práctica normal, se envia una corriente / por el cable 
interior y vuelve por el cascarón externo, (a) Mediante la ley de 
Ampère determine el campo magnético en todos Íos puntos 
cercanos al cable, dentro y fuera de éste. (b) Represente 
gráficamente el campo magnético como función de r. 

Suponga una densidad de corriente uniforme. 

26.10 Se tiene un campo magnético uniforme ^ = í( 2 T) en 
cierta región (Fig. 26.25). Calcule el flujo magnético a través de 
(a) la superfície abcd, (b) la superfície befc, (c) la superfície 
aefd y (d) la superfície cerrada completa. 


Y 



Figura 26.25 

26.1Í Determine el flujo magnético a través dei circuito de la 
figura 26.26 cuando hay una corriente I en el cable recto y largo. 



Figura 26.26 

26.12 Mediante el resultado dei problema 24.15(b) para 
un dipolo magnético, demuestre que la fuerza de repulsión entre 
el dipolo y su imagen, figura 26.27, es 
{Sugerencia: Note que en este caso r = 2z.) 



Superconductor j ^ 


I 

Imagen 

Figura 26.27 

26.13 Considere un dipolo magnético de momentum Af 
colocado frente a un superconductor, como se muestra en la 
figura 26.28. Demuestre que la fuerza entre el dipolo y el 
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superconductor es {HçJ4jt)(3M^ll6z^), Si la masa dei dipolo 
es m, obtenga la posición de equilíbrio. (Sugerencia: 

Calcule la energia potencial magnética en el plano 
ecuatorial dei dipolo mediante la ecuación 22.19; a 
continuación calcule la fuerza sobre el imán imagen, 
usando la ecuación 22.20 y baga r = 2z.) 
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Aire 12 


Figura 26.28 
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James Clerk Maxwell hizo dos de las 
contríbuciones más importantes a la 
física dei siglo xix. Estableció (en 
1871) las bases matemáticas de la 
teoria cinética de los gases y, por 
extensión, de grandes agrupamientos 
de partículas, lo que sirvió de 
fundamento para la mecânica 
estadística y los fenómenos de 
transporte. La segunda contribución y 
quizá la principal (1873) fue la 
formulación de la teoria de los 
campos electromagnéticos dependien- 
tes dei tiempo, lo que brindó una 
Vision unificada de los fenómenos 
electromagnéticos. Introdujo el 
concepto de corriente de 
desplazamiento y demostró que las 
ondas electromagnéticas se propagan 
con la misma velocidad que la luz, 
estableciendo, por consiguiente, la 
conexión entre los dos fenómenos. 
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27.1 Infrodücción 

En este capítulo analizaremos los campos dependientes dei tiempo, esto es, que cambian con el tiem¬ 
po. Veremos que 

un campo magnético variable implica la presencia de un campo eléctrico, 
y, a la inversa, que 

un campo eléctrico variable implica un campo magnético. 

Las leyes que describen estas dos situaciones se conocen como ley de Faraday-Henry y ley de Ampère- 
Maxwell. Por último, estas leyes se aplicarán a los circuitos eléctricos por los que circulan corrientes 
variables. 






óOó El campo electrofmgnético 



271 i@y d® FarQday^Henry 

Uno de los fenómenos que utilizamos con más frecuencia es la Inducclón electromagnética, des- 
cubierta en 1830 por Michael Faraday y Joseph Henry (1797-1878), casi simultáneamente y de 
manera independiente. La inducción electromagnética es el principio fundamental dei generador 
eléctrico, dei transformador y de muchos otros dispositivos de uso cotidiano. Supongamos que un 
conductor eléctrico, que forma una trayectoria cerrada o circuito, está situado en una región donde hay 
un campo magnético. Si el flujo magnético a través de la trayectoria cerrada varia con el tiempo, se 
observa una corriente en el conductor durante el tiempo que varía el flujo, lo que indica la existên¬ 
cia de un campo eléctrico que actúa sobre las cargas libres dei conductor. Tal campo produce una 
fem a lo largo dei circuito, conocida como fem inducida. La medición de ésta muestra que depende 
de la rapidez con que varía el flujo magnético con respecto al tiempo. Por ejemplo, si se coloca un 
imán cerca de un conductor cerrado, aparece en el circuito una fem siempre que el imán o el circuito 
se desplacen de tal mcxio que haya un cambio en el flujo magnético a través dei circuito. El valor de la 
fem inducida de|^nde de la rapidez dei movimiento relativo dei imán con respecto al circuito. 
Cuanto mayor sea la rapidez con que cambia el flujo, mayor será la fem inducida. La dirección en 
la cual actúa la fem inducida depende de si el flujo a través dei circuito aumenta o disminuye. Se 
puede utilizar la regia de la mano derecha para determinar su dirección, según queda indicado en la 
figura 27.1. El dedo pulgar se coloca en la dirección dei campo magnético y la fem actúa en dirección 
opuesta a la dirección en que apuntan los demás dedos cuando el flujo aumenta, y actúa en la direc¬ 
ción en la que apuntan los dedos cuando el flujo disnúnuye. 

En la figura 27.1 la trayectoria L está orientada según la regia de la mano derecha. Si el flujo 
magnético aumenta (es decir d(f>Jdt es positivo), la fem inducida actúa en sentido negativo; y si el 
flujo magnético disminuye negativo), la fem actúa en el sentido positivo. Así, el signo de la 

fem inducida siempre es opuesto al de á^Jdt. Mediciones cuidadosas revelan que el valor de la fem 
inducida es proporcional a la rapidez de cambio, dei flujo magnético. Por tanto, podemos escribir 

fem inducida = — (27-1) 

dí 

que expresa la ley de Faraday-Henry de la inducción electromagnética. 

la fem inducida en un circuito cerrado colocado en un campo magnético variable es igual 

al negativo dei cambio por unidad de tiempo, dei flujo magnético a través dei circuito. 



Figura 27.1 Campo eléctrico producido por un campo magnético dependiente dei tiempo; (a) d^dí positivo, V 
negativo; (b) d^dí negativo, V positivo. El pulgar de la mano derecha muestra la dirección dei campo magnético. 
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La ecuación 27.1 es consistente en cuanto a unidades. Sabemos que la fem se expresa en V o 
kg s~^ C“^ De la sección 26.3 recordamos que se expresa en Wb o m^ kg s~' C"* y d(p^/dt debe 
expresarse en Wb s"^ o m“^ kg s~^ C"’. Así, ambos lados de la ecuación 27.1 se expresan con las mismas 
unidades. Refíriéndonos a la figura 27.2, el flujo magnético a través de L es, según la ecuación 26.6, 




^'dS 


La fem implica también la existência de un campo eléctrico S tal que, según la ecuación 25.3, 


fem 


i‘dl 


Así, podemos escribir la ecuación 27.1 en la forma alternativa 
d 


ê-dl 


dt 


^-dS 


(27.2) 


La ecuación 27.2 es válida para una línea cerrada arbitraria L, incluso si no coincide con un conductor 
eléctrico. Esto es. 


un campo magnético dependiente dei tiempo implica la existência de un campo eléctrico tal 
que su circulación a lo largo de una trayectoria cerrada cualquiera es igual al cambio, por 
unidad de tiempo dei flujo magnético a través de la superfície limitada por la trayectoria. 

Ésta es otra manera de formular la ley de Faraday-Henry. Notemos que la fem inducida produce una 
corriente eléctrica sólo si se tiene un conductor en un campo magnético dependiente dei tiempo. 



Figura 27.2 Relación entre 
un flujo magnético variable 
en el tiempo y la circulación 
eléctrica. 


EJEMPLO 27.1 

Fem inducida en un circuito plano compuesto por N vueltas, cada una de área S y colocadas perpendicular¬ 
mente a un campo magnético uniforme que oscila con una frecuencia (O. 

t> Sea = J'o sen 0 )t el campo magnético. Entonces el flujo magnético a través de una vuelta dei circuito es 
= Sé^o sen 0)t y el flujo magnético total a través de las IV vueltas es = NSéSç sen cot. Aplicando 
la ecuación 27.1 obtenemos la fem inducida: 


fem = 


dK 


dí 


NSé^o(o COS cot 


(27.3) 


que indica que la fem es oscilante y alterna con la misma frecuencia que el campo magnético. 
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(a) 



(b) 

Figura 27.3 Campo eléctrico 
producido por un campo mag¬ 
nético dependiente dei tiempo 
con simetria cilíndrica; (a) vista 
lateral, (b) vista superior. 


C3 



(b) 


Figura 27.4 Corrientes parásitas 
en un cilindro, (a) Creciente 
{á^lát > 0); (b) decreciente 
(d^/dr < 0). 


EJEMPLO 27.2 

Consideremos una región donde existe un campo magnético paralelo al eje Z dependiente dei tiempo y 
con simetria axial; esto es, la magnitud dei campo varia únicamente con la distancia r al eje Z. Determi¬ 
nar el campo eléctrico en cada punto dei espacio. 

En la figura 27.3(a) se muestra una vista lateral dei campo magnético y en la 27.3(b) una sección trans¬ 
versal. La simetria dei problema sugiere que el campo eléctrico S producido por el campo magnético 
variable en el tiempo debe depender sólo de la distancia r, y en cada punto debe ser perpendicular al 
campo magnético ^ y al radio r. En otras palabras, las lineas de fuerza dei campo eléctrico ê son 
circulos centrados en el eje Z. Tomando uno de tales circulos como trayectoria cerrada L para la ecuación 
27.2, tenemos 


fem 


(P S‘ál 

L 


S{2Kr) 


Por tanto, usando la ecuación 27.1, obtenemos 


i{2nr) = 



(27.4) 


El campo magnético promedio, en una región que abarca un área S es = <PJS, que da <j)^ = 

En nuestro caso, S = nr^, de modo que (f>^ = Usando la ecuación 27.4, el campo eléctrico a 

una distancia r dei eje es 


^ - 



dí J 


(27.S) 


Para un campo magnético uniforme (independientede r), S' = -}r(d^ /dí). 


EJEMPLO 27.3 
Corrientes parásitas. 

Consideremos un material conductor colocado en un campo magnético variable en el tiempo. El campo 
eléctrico asociado con este campo magnético actúa sobre los electrones en los estados de más energia 
ocupados en la banda de conducción, dándoles un movimiento electrónico organizado. El resultado es la 
inducción de corrientes eléctricas en el volumen dei conductor que persistirán siempre y cuando el 
campo magnético sea dependiente dei tiempo. Estas corrientes se conocen como corrientes parásitas. 

Coloquemos un conductor en forma de cilindro en un campo magnético uniforme (Fig. 27.4). En 
(a) el campo magnético aumenta y en (b) disminuye. El campo eléctrico asociado es transversal en los dos 
casos (recuerde el Ej. 27.2). Sin embargo, su dirección depende de si el campo magnético aumenta o 
disminuye. En la figura 27.4 se indican las corrientes circulares inducidas o parásitas. En cualquier caso, la 
dirección de las corrientes parásitas es tal que el campo magnético adicional que éstas producen tiende a 
compensar, en el interior dei material, el cambio en el campo magnético externo aplicado. 

Las corrientes parásitas son verdaderas corrientes de conducción, a diferencia de las corrientes 
de magnetización localizadas en átomos o en moléculas que se dan en las sustancias diamagnéticas y 
paramagnéticas colocadas en un campo magnético estático (Sec. 26.5). Por tanto, el conductor se calien- 
ta por el efecto Joule debido a la resistência dei conductor. Este es el origen dei calentamiento dei núcleo 
de hierro de los transformadores de potência. Para minimizar dicho calentamiento, el núcleo dei transfor¬ 
mador se construye con placas metálicas separadas por material aislante, colocadas de tal manera que las 
corrientes parásitas sean perpendiculares a las placas. El efecto Joule también hace que las corrientes 
parásitas desaparezcan rápidamente cuando el campo magnético deja de variar, debido a la disipación de 
la energia de los electrones en la red cristalina. 

En un superconductor se presenta una situación diferente (Sec. 24.4). En este caso, debido a la 
falta de resistência al movimiento de los pares de Cooper por la red cristalina, las corrientes parásitas 
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pueden persistir durante un largo período de tiempo después de que el campo magnético ha dejado de variar. 
De hecho, fue esta persistência, observada por prímera vez en 1911 por Heike Kammerlingh Onnes (1853- 
1926), la que hizo pensar en la existência de la superconductividad. Las corrientes producidas por el campo 
eléctrico asociado con un campo magnético dependiente dei tiempo en un superconductor son un movi- 
miento electrónico colectivo. Por tanto, estas corrientes son diferentes de las corrientes superficiales de 
pantalla asociadas con el efecto diamagnético en superconductores que se analizaron en el ejemplo 26.5, y que 
deben su origen a la acción de un campo magnético estático sobre el movimiento normal de los pares de Cooper. 
Si el campo magnético aplicado depende dei tiempo, ambos efectos se encuentran presentes y, aunque los 
campos eléctrico y magnético en el interior dei superconductor disminuyen rápidamente hasta cero, las 
corrientes inducidas persisten dentro de una capa superficial de aproximadamente 10“^ m de grosor. 


Nota27ol Elbetatrón 

Los resultados dei ejemplo 27.2 fueron utilizados en 1941 por Donald Kerst para disenar el acelerador de electrones conocido 
como betatróe. Si un electrón (o cualquier tipo de partícula cargada) se introduce en una región en la que existe un campo 
magnético varíable, con simetria axial, el electrón se acelerará debido a la acción dei campo eléctrico asociado de acuerdo con 
la ecuación 27.5. A medida que el electrón adquiera velocidad, su trayectoría será desviada por el campo magnético Si ambos 
campos, eléctrico y magnético, se ajustan de manera apropiada, la órbita dei electrón será un círculo. Como el electrón gana 
energia en cada revolución, la energia dei electrón depende en proporción directa dei número de revoluciones. 

La varíación exacta de âS con respecto a r está determinada por el requerímiento de estabilidad dei movimiento orbital. 
Esto es, dado el radio de la órbita deseada, las fuerzas sobre el electrón deben ser tales que, si su movimiento se ve levemente 
perturbado (es decir, si es empujado a uno u otro lado de la órbita), las fuerzas eléctrica y magnética que actúan sobre él tienden a 
colocarlo de nuevo en la órbita correcta. 

En general, el campo magnético oscila con frecuencia angular co. Debido a la ecuación 27.5, el electrón es acelerado 
sólo mientras aumenta el campo magnético. Por otro lado, como en la práctica los electrones tienen inicialmente un momentum 
muy pequeno, deben ser introducidos cuando el campo magnético es cero. Esto significa que sólo un cuarto dei período de 
varíación dei campo magnético sirve para acelerar a los electrones. En la figura 27.5(a) se indican los tiempos de aceleración 
mediante el área sombreada. 

El betatrón consiste en un tubo toroidal (Fig. 27.5(b)) colocado en el campo magnético de un imán cuyos polos están 
disenados o conformados de tal modo que la varíación dei campo magnético ^ con respecto a r sea la correcta y se cumplan los 
requisitos de estabilidad. Los electrones se introducen en el tubo al principio dei período de aceleración y son ligeramente desvia¬ 
dos al final, de modo que puedan incidir sobre un objetivo colocado apropiadamente. La energia cinética de los electrones se 
transfiere como radiación electromagnética (Cap. 30) o como energia interna dei objetivo que se calienta, o de ambas formas. Se 
han construido betatrones que aceleran hasta energias de 350 MeV. Se utilizan para estudiar ciertos tipos de reacciones nucleares 
y en medicina como fuente de rayos X en el tratamiento dei câncer. 




Figura 27.5 (a) Tiempo de 
aceleración en un betatrón. 
(b) Vista dei tubo acelerador 
y las superfícies de los polos 
de un betatrón. 


(b) 


Imán 
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27.3 Induccíón eiectromagnética debída al movimiento relativo de un condudor y un 
campo mognéfico 

La ley de la induccíón electromagnética, según la ecuación 27.2, implica la existência de una fem 
cuando el flujo magnético a través dei circuito cambia con el tiempo. Es importante determinar si 
se obtienen los mismos resultados cuando la variación dei flujo se debe al movimiento o a la 
deformación de la trayectoria L, sin que el campo magnético cambie necesariamente con el tiempo. 
Veremos dos casos sencillos. 

(i) Conductor en movimiento. Consideremos el circuito que se muestra en la figura 27.6. 
El conductor PQ se mueve paralelamente a sí mismo con velocidad v sin perder el contacto con los 
conductores RT y SU. El sistema PQRS forma un circuito cerrado. Supongamos que se tiene un 
campo magnético uniforme ^ perpendicular al plano dei sistema. 

Según la ecuación 22.3, una carga positiva q en el conductor en movimiento PQ está some- 
tida a una fuerza qv x ^ que actúa a lo largo de QP. Podríamos suponer que la misma fuerza sobre 
la carga se debe a un campo eléctrico “equivalente” dado por qS^^ = qv x = v x 

Como vy ^ son perpendiculares, la relación entre las magnitudes es 

(27.6) 

C4 

Si PQ = /, existe una diferencia de potencial entre Py Q dada por o ^vl. No se ejercen fuerzas 
sobre las secciones QR, RS y SP ya que están en reposo con respécto al campo magnético. Por 
tanto, la circulación de o fem a lo largo dei circuito PQRS es esto es, fem = -0^ú. El signo 
menos aparece porque S actúa en sentido negativo cuando la normal al plano de la trayectoria está 
orientada en la direccióp de Si denotamos con x a la longitud SP, el área PQRS es Ix y el flujo 
magnético a través de PQRS es 




JPQRS 


El cambio de flujo por unidad de tiempo es entonces 


d</>ni 

dí 


d dx 

= —(^/x) = — = ^Iv 

dí dí 


(27.7) 


ya que dx/dí = v. Por tanto, dando el valor de la fem obtenido antes, concluímos que fem = -d(l)Ját, 
que es la ecuación 27.1. 

(ii) Bobina en rotación. Como segundo ejemplo, consideremos un circuito rectangular 
que gira en un campo magnético uniforme ^ con frecuencia angular O) (Fig. 27.7). Cuando la 




Figura 27.6 Fem inducida en un conductor que se mueve en un 
campo magnético. Los dedos de la mano derecha muestran el sentido 
positivo de la circulación alrededor de PQRS. 


Figura 27.7 Fem inducida en una espira rotante 
colocada en un campo magnético. 
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normal al circuito forma un ângulo 9- (ot con el campo magnético todos los puntos de PQ se 
mueven con velocidad v, de manera que el campo eléctrico “equivalente” = v apunta de j2 a F 
y su módulo es sen 6. De manera semejante, para puntos sobre RS, la dirección de w x ^ es 

de 5 a /? y su módulo es el mismo. En los lados RQ y PS vemos que « x es perpendicular a ellos y 
no existe diferencia de potencial entre Sy Py entre RyQ. Por tanto, si PQ = RS = l, la circulación dei 
campo eléctrico equivalente, alrededor de PQRS o la fem aplicada es 

fem = ^ é^^{PQ + SR) = 2lv^ sen e 

Si X = PS, el radio dei círculo descrito por las cargas en PQ y SR es y, por consiguiente, v = (0(}x) 

= |cax. Como S = lxes el área dei circuito y 0 = (Ot, podemos escribir también 

fem = ü)^S sencoí 

para la fem inducida en el circuito como resultado de su rotación en el campo magnético. 

Por otro lado, como el campo magnético es uniforme, el flujo magnético a través dei circuito 
es = ^S COS 9= Sd S cos cot. Entonces 

-= oj^^S senctít = fem 

dí 

Por tanto, verificamos nuevamente que la fem inducida por el movimiento dei conductor se puede 
calcular aplicando las ecuaciones 27.1 y 27.2, en lugar de las 22.3 y 25.3. La rotación relativa de un 
circuito y un campo magnético es uno de los métodos que se utüizan en la práctica para producir una 
fem alterna. 

Aunque nuestra discusión se ha limitado únicamente a circuitos de formas especiales, un cál¬ 
culo matemático más detallado indica que para cualquier circuito 

la ley de la inducción electromagnética, fem = es válida ya sea que el cambio en el 

flujo magnético se deba a una variación en el tiempo dei campo magnético o a un movimiento 
o una deformación, con respecto al campo magnético, dei circuito a lo largo dei cual se calcu¬ 
la la fem, o a ambos fenómenos. 


27.4 Inducción electromagnética y el principio de la relatividad 

A pesar de que la ley de inducción electromagnética es válida si el cambio en el flujo magnético se 
debe a un cambio en el campo magnético o al movimiento de un conductor, existe una profunda 
diferencia en las respectivas situaciones físicas. Cuando un observador O reconoce que el cambio de 
flujo magnético a través de un circuito estacionário en su sistema de referencia se debe a un cambio en el 
campo el observador mide un campo eléctrico ê relacionado con M mediante la ecuación 27.2. La 
presencia dei campo eléctrico se reconoce midiepdo la fuerza sobre una carga en reposo en el sistema de 
referencia de O. Pero cuando el observador reconoce que el cambio de flujo magnético se debe al movi¬ 
miento dei conductor a través dei campo, con respecto al sistema de O, no se observa ningún campo 
eléctrico, sino que la fem medida se atribuye a la fíiérza qv x âS ejercida por el campo magnético sobre 
las cargas dei conductor en movimiento, según la ecuación 22.3. 

Estas dos situaciones distintas, y en apariencia no relacionadas, son consecuencia dei principio 
de la relatividad. No podemos hacer un análisjs matemático completo aqui, pero veremos la situación 
desde un punto de vista intuitivo. Examinemos el caso dei circuito rotante que se vio en conexión con la 
figura 27.7. En un sistema de referencia donde el campo magnético ^ es constante (Fig. 27.8(a)) y el 
circuito gira con velocidad angular co, no se observa campo eléctrico y la fuerza sobre los electrones 
dei circuito esF=-ev x Pero un observador situado en un sistema de referencia que se mueve con el 
circuito ve un conductor estacionário y un campo magnético ^ cuya dirección gira en el espacio con 
velocidad angular- ú) (Fig. 27.8(b)). El observador entonces relaciona la fuerza sobre los electrones dei 
circuito con el campo eléctrico ^ asociado con el campo magnético variable, de acuerdo con la ley de 
inducción electromagnética. En ambos casos, el resultado es el mismo según lo requiere el principio 
de la relatividad. 




Figura 27.8 (a) Observador 
estacionário con respecto al 
campo magnético, (b) Obser¬ 
vador estacionário con res¬ 
pecto al circuito; el campo 
magnético parece girar. 
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Figura 27.9 Comente a través 
de una superfície cerrada que 
encierra una carga g. 


27.5 Principio de conservación de la carga eléctrica 

El principio de conservación de la carga eléctrica establece que 

en todo proceso que ocurra en el universo, la caníidad neta de carga eléctrica debe perma¬ 
necer siempre igual. 


Esta aseveración se puede expresar de una manera cuantitativa dei modo siguiente. Consideremos 
una superfície cerrada S (Fig. 27.9) y sea q la carga neta dentro de ella en un instante dado. Como 
nuestro problema es dinâmico, las cargas libres (como electrones en un metal o iones en un plas¬ 
ma) se mueven a través dei medio, cruzando la superfície S. En ocasiones puede haber más cargas que 
salen que las que entran, teniendo como resultado una disminución de la carga neta q dentro de 
la superfície S. En otras, la situación puede invertirse y las cargas que entran son más que las que 
salen, lo que tiene como consecuencia un aumento de la carga neta q. Por supuesto, si los flujos a 
través de S son iguales en ambas direcciones, la carga neta q es constante. El principio de conserva¬ 
ción de la carga establece que 


( Pérdida de carga 
por unidad 
dc ticnipo 



Flujo de carga \ 

/ Flujo de carga 

] 

que sale / 

\ que entra 

1 


Fliijo neto de 
carga que sale 


(27.8) 


Ahora, el flujo neto de carga que sale es la corriente neta / que pasa a través de la superfície. Por 
otra parte, la pérdida de carga por unidad de tiempo dentro de la superfície cerrada S es -àq/dt. Así 
pues, en términos matemáticos 


dí 


I 


dí 


-l-/ = 0 


(27.9) 


La ecuación anterior expresa el principio de conservación de la carga bajo la suposición de que no 
se crea ni se aniquila carga. Así, de acuerdo con la ley de Gauss para el campo eléctrico, dada por la 
ecuación 25.8, la carga total dentro de una superfície cerrada se expresa en términos dei campo 
eléctrico en la superfície mediante q = àS, de manera que 

^ • áS (27.10) 



Sustituyendo este resultado en la ecuación 27.9, obtenemos 


/-t-£o —CP ^•d*S = 0 
dí 


(27.11) 


que expresa el principio de conservación de la carga, tomando en cuenta la ley de Gauss. Guando 
los campos son estáticos, la integral S" • dS no depende dei tiempo. Su derivada temporal, por 
consiguiente, es cero, lo que trae como resultado que 

/ = 0 (27.12) 
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Esto significa que para campos estáticos no hay acumulación o pérdida de carga en cualquier región 
dei espacio y la corriente neta a través de una superficie cerrada es cero. De hecho, esta idea se utilizo 
en la sección 24.8 en relación con los circuitos de corriente directa en la primera regia de Kirchoíf. 

27.é Ley de Âmpère-Maxwell 

La ley de Faraday-Henry, expresada por 

è ^ • d/ = - - 

Jl s 

relaciona la circulación dei campo eléctrico con la rapidez con que cambia el flujo dei campo magné¬ 
tico a través de la superficie definida por la trayectoria cerrada. Podríamos esperar que haya una 
expresión semejante que relacione la circulación dei campo magnético con la rapidez con que cambia 
el campo eléctrico. Hasta ahora hemos encontrado que la circulación de un campo magnético estático 
se expresa mediante la ley de Ampère, ecuación 26.2, como 




A 

1/'^c-í.' \ 

I (Q ^ "Z I 

!0TECA’lí o 

\VH' Avi 




.v 


y^-d/=/io/ (27.13) 


donde / es la corriente neta que pasa a través de la superficie limitada por la trayectoria L. Pero esta 
expresión no contiene ningún cambio temporal dei flujo dei campo eléctrico. El resultado no debe 
sorprendemos ya que fue deducido en condiciones estáticas. Sin embargo, podemos esperar que la ley 
de Ampère necesite una revisión si se aplica a carppos dependientes dei tiempo. 

La ley de Ampère en la forma 27.13 se aplica a una superficie S limitada por una línea L. La 
superficie S es arbitraria, y sólo debe estar limitada por la línea L. Si la línea L se encoge, el valor de 
J* • d/ disminuye (Fig. 27.10). Finalmente se hará cero cuando L sólo sea un punto y la superficie 
S se vuelva una superficie cerrada. La ley de Ampère, según la ecuación 27.13, requiere entonces que 
7=0. Este resultado concuerda con la ecuación 27.12 para la conservación de la carga, siempre que el 
campo sea estático. Sin embargo, si no es estático, sino dependiente dei tiempo, la expresión correcta es 
la ecuación 27.11, que incorpora la ley de Gauss. Esto indica que la ley de Ampère dete modificarse cuando 
se trata de campos dependientes dei tiempo, de manera que se debe sustituir / en la ecuación 27.13 por 


I + 8o j 
df 


S‘áS 


donde I es la corriente neta a través de la superficie arbitraria S, dando como resultado la expresión 




7 + 80 


d 

df 


ê'áS 


(27.14) 


La ecuación 27.14 se reduce a la ley de Ampère para campos estáticos ya que en tal caso, el último 
término es cero, y se convierte en la ecuación 27.11 cuando L se reduce a un punto y la superficie S es 



Figura 27.10 Superficie 
limitada por la línea L. 
Cuando L se encoge hasta ser 
un punto, la superficie se 
vuelve cerrada. 


(a) 


(b) 


(c) 




614 El campo electroimgnético 




Figura 27.11 Campo magnético 
producido por un campo eléctrico 
dependiente dei tiempo. 


£ disminuye 


cerrada, de modo que el lado izquierdo es cero. Por tanto, la ecuación 27.14 satisface todas las 
condiciones físicas encontradas con anterioridad. 

Se ha verificado experimentalmente que la ecuación 27.14 es correcta y que describe la 
situación real en la naturaleza. La mejor prueba es la existência de las ondas electromagnéticas, 
tema que se estudiará en el capítulo 29. 

La modificación de la ley de Ampère fue propuesta en 1873 por James Clerk Maxwell 
(1831-1879) y, por consiguiente, la ecuación 27.14 se conoce como ley de Ampère-Maxwell. 

En la ecuación 27.14 podemos observar que el efecto de un campo eléctrico dependiente 
dei tiempo es anadir a lacorriente/ un término eo(d/dí) J ê • dS. Maxwell interpretó este término 
como una corriente adipional y la llamó corriente de desplazamiento. Sin embargo, el térmi¬ 
no “corriente de desplazamiento” no es correcto, pues no corresponde a una corriente y la ecuación 
27.14 simplemente expresa una correlación entre <^, ^ e / en cada punto dei espacio cuando los 
campos dependen dei tiempo. 

La ley de Ampère (ecuación 27.13) relaciona una corriente estable con el campo magnético 
que ella produce. La ley de Ampère-Maxwell (ecuación 27.14) va más adelante e indica que un 
campo eléctrico dependiente dei tiempo también contribuye al campo magnético. Por ejemplo, en 
ausência de corrientes, / = 0 y tenemos 


(27,15) 


dl = Sq^Iq — é^dS 


que muestra más claramente la relación entre un campo eléctrico dependiente dei tiempo y su 
campo magnético asociado. En otras palabras, 

un campo eléctrico dependiente dei tiempo implica la existência de un campo magnético en 
el mismo lugar, tal que la circulación dei campo magnético a lo largo de una trayectoria 
cerrada arbitraria es proporcional a la rapidez con que cambia el flujo eléctrico a través 
de una superfície limitada por la trayectoria. 

La orientación relativa de los campos eléctrico y magnético se muestra en la figura 27.11, y 
corresponde a un campo eléctrico uniforme y dependiente dei tiempo. Si el campo aumenta, la orien¬ 
tación de las líneas de fuerza magnéticas está en el mismo sentido que el indicado por los dedos de 
la mano derecha cuando el pulgar apunta en dirección dei campo eléctrico. Si el campo disminuye, la 
orientación de dichas hneas magnéticas estará en el sentido opuesto. Este resultado deberá compararse 
con la figura 27.1. 

La ley de Ampère-Maxwell, expresada por la ecuación 27.14, difiere de la de Fara- 
day-Henry, ecuación 27.2, en vários aspectos. En primer lugar, en la ecuación 27.14 tenemos un 
término que corresponde a una corriente eléctrica, mientras que en la 27.2 no hay término corres- 
pondiente a una corriente magnética. Esto se debe sencillamente al hecho de que al parecer no 
existen polos magnéticos libres en la naturaleza. En segundo lugar, la rapidez con que cambia el 
flujo eléctrico aparece con signo positivo en la ecuación 27.14, mientras que en la 27.2 la dei flujo 
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magnético tiene un signo negativo. Se puede verificar también que el factor e^fi^ es consistente 
con las unidades. 

27 J Ecuaciones de Maxwell 

La interacción electromagnética entre Ias partículas que componen la matéria está asociada con la 
propiedad llamada carga eléctrica. Tal interacción está descrita por un campo electromagnético, ca¬ 
racterizado por dos vecíores, el campo eléctrico y el campo magnético de tal modo que la fuerza 
resultante sobre una carga eléctrica está dada por la fuerza de Lorentz, 

F = q{S + í) X (27.16) 

Los campos eléctrico y magnético S y ^ están, a su vez, determinados por la posición de las 
mismas cargas y por sus movimientos (o corrientes). La división dei campo electromagnético en 
sus componentes eléctrica y magnética depende dei movimiento relativo dei observador y de las 
cargas que producen al campo. Además, los campos y J* están directamente correlacionados 
entre sí mediante las leyes de Ampère-Maxwell y de Faraday-Henry. Todas estas relaciones que- 
dan expresadas mediante cuatro leyes, que ya hemos analizado en los capítulos anteriores y que 
se escriben en la tabla 27.1. 

La teoria dei campo electromagnético está condensada en estas cuatro leyes, conocidas como 
ecuaciones de Maxwell, ya que fue Maxwell quien, además de formular la cuarta ley, reconoció que 
éstas, junto con la ecuación 27.16, constituyen la base de la teoria de las interacciones electromagné¬ 
ticas. La carga eléctrica ^ y la corriente / se conocen como fuentes dei campo electromagnético ya 
que, dadas ^ e /, las ecuaciones de Maxwell nos permiten calcular los campos i y 

Aunque las leyes de Gauss para los campos eléctrico y magnético, ecuaciones 25.8 y 26.7, se 
dedujeron para campos estáticos, son válidas también para campos variables en el tiempo. Las leyes 
de Faraday-Henry y de Ampère-Maxwell proporcionan la conexión entre los campos eléctrico y mag¬ 
nético que no se tehía en las ecuaciones para campos estáticos (Tabla 26.2). 

La síntesis de las interacciones electromagnéticas expresadas por las ecuaciones de Maxwell 
constituye uno de los grandes logros de la física. Gran parte de la civilización moderna ha sido posible 
gracias a nuestro conocimiento de la interacción electromagnética, pues ella es responsable de la 
mayoria de los procesos, naturales o no, que afectan a nuestra vida diaria. Las ecuaciones de Maxwell 
funcionan muy bien cuando se analizan las interacciones electromagnéticas entre grandes agrupacio- 
nes de cargas, como en las antenas de radio y televisión, en circuitos eléctricos e incluso en haces de 
átomos o moléculas ionizados. Pero se ha encontrado que las interacciones electromagnéticas entre 
partículas fundamentales (en especial a altas energias) deben tratarse de manera un tanto diferente y 
según las leyes de la mecânica cuántica. 


Tabla 27.1 Ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético 


1. Ley de Gauss para el 
campo eléctrico, 
ecuación 25.8 


O S-áS = - 
Js ^0 


2. Ley de Gauss para cl 
campo magnético, 
ecuación 26.7 


O ^-05=0 
Js 


3. Ley de Faraday- 
Henry, ecuación 27.2 


() S-ál = 
Jl 



^■dS 


4. Ley de Ampère- 
Maxwell, ecuación 
27.14 


0) 


'dl — Mol I + fio 


dí 


^■dS 
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Parte iô Aplicoción o circuitos eléctricoí 


27J Aütoindücción 

Consideremos un circuito por el que pasa una corriente / (Fig. 27.12). Según la ley de Am{^re la 
corriente produce un campo magnético que, en cada punto, es proporcional a I. Por tanto, el flujo 
magnético a través dei circuito debido a su propio campo magnético, llamado autoflujo y represen¬ 
tado con es proporcional a la corriente I, es decir. 


0, = L/ 


(27.17) 


El coeficiente L depende de la forma geométrica dei circuito y se conoce como autoindectancia 
dei circuito. Se expresa en Wb A“*, unidad llamada henry, en honor a Joseph Henry, y representada 
con H. Esto es, H = Wb A“* = m^ kg C~^. Si la corriente I cambia con el tiempo, el flujo magnético 
<l>j a través dei circuito también cambia y, según la ley de inducción electromagnética, se induce una 
fem en el circuito. Este caso especial de inducción electromagnética se conoce como autolnducdón. 

Combinando las ecuaciones 27.1 y 27.17, la fem autoinducida es 


(27.18) 


El signo menos indica que la fem se opone al cambio de corriente. Así, si la corriente aumenta, d//dí 
es positiva y se opone a la corriente (Fig. 27.13(a)). Si la corriente disminuye, d//dí es negativa y 
actúa en la misma dirección que la corriente (Fig. 27.13(b)). Por tanto, la fem autoinducida 
actúa en dirección opue)sta al cambio de la corriente. 

Para indicar que un conductor tiene una autoinductancia apreciable, se utiliza en los diagramas 
el símbolo de la figura 27.14. Sin embargo, debemos tener en cuenta que la autoinductancia de un 
conductor no está concentrada en un punto en particular, sino que se trata de una propiedad dei 
circuito como un todo que depende de su forma. 



I aumenta 
(a) 


I disminuye 
(b) 


Figura 27.12 Autoflujo magnético de un circuito. 


figura 27.13 Dirección de la fem 
autoinducida en un circuito. 


- 'TOTOiT - 

Figura 27.14 Representación de una 
autoinductancia. 


EJEMPLO 27A 

Autoinductancia de un circuito compuesto por dos lâminas cilíndricas coaxiales con longitud I y de 
rádios ay b, cada una con una corriente / en sentidos opuestos (Fig. 27.15). 


i> El espacio que hay entre los cilindros está lleno con una sustancia de permeabilidad p. Basados en los 
cálculos dei ejemplo 26.1, el campo magnético para esta distribución de corriente es ^ = pI/lTír en la 
región comprendida entre los dos cilindros y cero en cualquier otro punto. Hemos sustituido Pq, utilizada 
en el ejemplo 26.1, por p, la permeabilidad dei medio que llena el espacio entre los cilindros, de acuerdo 
con la sección 26.7. Para obtener la autoinductancia, debemos calcular el flujo magnético a través de 
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Figura 27.15 


cualquier sección dei conductor, como PQRS. Si dividimos esta sección en franjas con una longitud / y un 
ancho dr, el área de cada una será I dr. Como el campo magnético ^ es perpendicular a PQRS, el flujo 
magnético es 


dS 


PQRS 


2nr ) 


[lár] 


nii 

2n 


f'’dr 

r 2% a 


Por consiguiente, la autoinductancia de una porción dei conductor, de longitud /, es 



É. 

2n 



a 


(27.19) 


^JEMPLO 27.5 

Corrientes de cierre y de apertura en un circuito con autoinductancia. 

I> Consideremos un circuito con resistência R y autoinductancia L. Cuando se aplica una fem al circuito 
colocando el conmutador en la posición 1 (Fig. 27.16), la corriente aumenta gradualmente hasta alcanzar el 
valor VqIR que corresponde a la ley de Ohm. Este proceso se debe a la fem autoinducida = -lAIfdt, que 
se opone a la variación de la corriente y está presente mientras la corriente aumenta de cero hasta su valor 
final constante. La fem total aplicada al circuito es entonces Vq + Vj, de manera que 

K/ + = Fo o R1=V^- L— (27.20) 

dí 

La ecuación 27.20 se puede escribir como 
d/ 

RI -Vo= -L— 
dí 

o, separando las variables ly t, 
dl K , 

-=-(jf 

/ - VJR l 

Tomando en cuenta que a í = 0 la corriente es cero (/ = 0), podemos escribir la integral como 

lJ„ 

Al integrar obtenemos 
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(a) — grande 

(b) — pequeno 


Vo 1 


Igiira 27.16 Circuito con resistência y autoinductancia. 


Figura 27.17 Establecimiento de una corriente en un circuito HL. 


Recordando que In e^ = x, tenemos 


Iní - ^ 1 + 


que se puede escribir como 


R 


( 21 . 21 ) 


EI término exponencial disminuye con el tiempo y la corriente se aproxima asintóticamente al valor 
Vq /R, dado por la ley de Ohm. Cuanto más grande sea la resistência o menor la autoinductancia, más 
rápido alcanza la corriente el valor V^/R. La magnitud t= L/R se conoce como constante de tiempo 
dei circuito. Cuanto mayor sea r, mayor será el tiempo que tarde la corriente en alcanzar el valor 
limite de Vq /R y cuanto menor sea T menor será el tiempo que tarde la corriente en alcanzar el valor li¬ 
mite. En la figura 27.17 mostramos la variación de la corriente con el tiempo para dos valores de la 
constante de tiempo. 

Consideremos ahora la disminución de la corriente de un circuito cuando se desconecta la fem 
sin cambiar la resistência. Refiriéndonos a la figura 27.16, si el conmutador está en la posición 1 durante 
mucho tiempo, podemos suponer que la corriente dei circuito ha alcanzado su valor limite (o estable) 
Vq//?. Al cambiar el conmutador a la posición 2, desconectamos la fem aplicada sin que en realidad 
hayamos abierto el circuito. La única fem que queda es = -Lál/dt y la ley de Ohm se convierte en 
V^ = RI o RI = -Ldl/dt. Si medimos el tiempo (/ = 0) desde el instante en que Vq se desconecta dei circuito, 
la corriente inicial es Vq//?. Integrando tenemos 


Evaluando las integrales tenemos 


In / — In 


o mediante In e^ = obtenemos 


In / = Inl — 1 + In e 


o I 


(27.22) 


La corriente no se reduce súbitamente a cero, sino que disminuye de manera exponencial, como se 
muestra en la figura 27.18. Esto se debe a que la autoinducción se opone a la disminución de la corriente. 
Cuanto más grande sea la resistência /?, o menor la inductancia L, más rápidamente disminuye la co¬ 
rriente. En un superconductor, cuya resistência se aproxima a cero, una corriente puede persistir durante 
tiempos extremadamente largos después de desconectar la fem externa. 
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27.9 Oscilaciones eléctricas libres 

Existen tres parâmetros que caracterizan el flujo de cargas a través de un circuito eléctrico: su 
capacitancia C, su resistência /? y su autoinductancia L. Ya hemos visto el efecto de cada uno por 
separado. Ahora analizaremos la forma en que los tres juntos determinan la corriente producida 
por una fem dada. 

Consideremos primero la situación en que no se aplica una fem externa al circuito (Fig. 27.19). 
La corriente, en este caso, se puede iniciar cargando el capacitor, haciendo pasar un flujo magnético 
variable por la inductancia o aplicando una fem externa que posteriormente se retira. Igualando las 
caídas de voltaje a través dei resistor y el capacitor con la fem inducida, tenemos 

R1+~=V^ 0 RI=-L^-1 

c át C 


Figura 27.18 Disminución 
de la corriente en un circuito 
después de conectar la fem. 


Tomando la derivada de toda la ecuación con respecto a t, obtenemos 

^dl __ 1 dq 

dí dí^ C dí 


La dirección positiva de / se ha escogido de modo que I = dq/dt. Colocando todos los términos en el 
lado izquierdo de la ecuación, obtenemos 

L~ + R- + -I = 0 ( 27 . 23 ) 

dí^ dí C 


Ésta es una ecuación diferencial cuya solución da la corriente I como función de í y los parâmetros L,RyC. 
Supongamos que la resistência es despreciable. Haciendo /? = 0 en la ecuación 27.23, tenemos 


L 


dí^ 


1 

_l—_/ 

C 


o 



1 

LC 


1 = 0 


(27.24) 


àl 


Vr=-L 


àt 


f / 




I 



I A 


R 


Figura 27.19 Circuito RCL 
en serie. 
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Esta ecuación es formalmente idêntica a la 10.12, x/di^ -h ú/x = 0, para el movimiento armónico 
simple, si sustituimos x por / y mpor 


1 

“ ^lcy/2 


(27.25) 


En consecuencia, concluimos que la corriente dei circuito es oscilante con una frecuencia an¬ 
gular 0)q = H(LC)^^^ y amplitud constante (Fig. 27.20). Por tanto, podemos expresar la co¬ 
rriente de la forma f = Iq sen cOqí. A cúq se le llama frecuencia natural dei circuito. 

La oscilación ocurre debido a que, a medida que se descarga el capacitor, la fem en 
la autoinductancia tiende a mantener una corriente en la direccíón opuesta, que carga al capacitor. 
Cuando el capacitor se carga de nuevo, el proceso se repite en el sentido opuesto pues el capacitor 
tiende a descargarse nuevamente. Este flujo de carga en un sentido y otro continua indefínidamente 
siempre y cuando no haya pérdida de energia. 

En el caso general, cuando la resistência no es despreciable, la ecuación 27.23 es formal¬ 
mente idêntica a la ecuación 10.30, que corresponde a las oscilaciones amortiguadas de una partí¬ 
cula, si establecemos las correspondências siguientes: 


L^m, 


R^X, 



(27.26) 


Las magnitudes y y m definidas en la ecuación 10.31, son en este caso 


y = 


R 

2Í' 


^ ' n ^ 


(27.27) 


La resistência dei circuito hace que la frecuencia de oscilación sea menor que la frecuencia 
natural cúq. La corriente está dada como función dei tiempo mediante la expresión 10.32, que 
ahora tiene la forma 

/ =/oe~^'sen(coía) (27.28) 

la cual puede verificar el estudiante por sustitución directa en la ecuación 27.23. En la figura 
27.21 tenemos la gráfica de la corriente contra el tiempo. Vemos que se establece una corriente 
oscilante o alterna cuya amplitud disminuye con el tiempo. El amortiguamiento en un circuito 
eléctrico es resultado de la disipación de energia en la resistência. Si êsta es lo suficientemente 
grande, de modo que R}IAL} > MLC, la frecuencia co se hace imaginaria. En este caso la co¬ 
rriente disminuye gradualmente sin oscilar pues el circuito está “sobreamortiguado”, es decir, se 
pierde demasiada energia en la resistência. 




Figura 27.20 Corriente en un circuito LC {R = 0). 


Figura 27.21 Variación de la corriente en 
un circuito RCL como función dei tiempo, 
cuando RX < AUC. 
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27.10 Oscilaciones elécfricas forzodos; circuitos de corriente alterna 

Las oscilaciones eléctricas forzadas se producen cuando agregamos una fem alterna de la forma V=Vq 
sen cot a un circuito RCL, como se muestra en la figura 27.22, constituyendo un circuito de corriente 
alterna (c.a.). Igualando las caídas de voltaje a través dei resistor y la capacitancia con la fem total, 
tenemos 

RI + qlC =V^^+Vq sen (üt 
Insertando el valor V, = -L(dl/dt), obtenemos 


+ Vq sen cot 


(27.29) 


V= Vo sen cojfrx)) 


Figura 27.22 Circuito RCL 
en serie con una fem 
aplicada. 


Diferenciando la ecuación completa con respecto al tiempo y ordenando términos: 
á^I dl I 

jL—- R -1-= CüKo COS (tít 

dt^ dt C 


(2730) 


Esta ecuación es muy semejante a la 10.34 para las oscilaciones forzadas de una partícula, aunque 
existe una importante diferencia: la frecuencia co aparece como factor en el lado derecho de la ecua¬ 
ción 27.30. Esto se debe a que, debido a la relación I = dq/dt, la corriente en un circuito eléctrico 
corresponde a la velocidad v = dxidt en el movimiento de una partícula. Podemos ahora aplicar las 
fórmulas de la nota 10.1, con las correspondências apropiadas, como se dan en la ecuación 27.26. Enton- 
ces la corriente está dada por 


/ = /oSen(a)í — a) 
donde la amplitud de la corriente es 


(27.31) 


[p2 + (cüL-l/coC)2]: 


(27.32) 


(27.33) 


da la fase de la corriente con respecto a la fem aplicada. Podemos expresar la impedanda dei circuito 
eléctrico como 

Z = [_R^ + {(oL - \!(üCfy^ (27.34) 

La reactancla dei circuito es 
1 

X = o)L - (27.35) 

ü)C 

de modo que 

Z = {R^ + (27.36) 

y la diferencia de fase a entre la corriente y la fem aplicada se obtiene de 

tan (X = ~ (27.37) 

R 

Las magnitudes Z,R,Xy ase relacionan de la manera en que se muestra en la figura 27.23, que es una 
reproducción de la figura 10.33. Observemos que la reactancia y la impedancia se expresan en ohms. 
Por ejemplo, el término íüL expresado en función de unidades fundamentales da s"* H = m^ kg s“* C“^, 
que es la misma expresión que obtuvimos en la sección 24.3 para el ohm. Podemos hacer la misma 
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/ I ® 
/ I I 


' / ' I 
/ I I 
/ 1 i 


X 

a = tan-’ ^ 


\ I I 

% ! 1 


I I // 


a > 0 o túL > 


Figura 27.23 Relación entre resistência, 
reactancia e impedancia. 


Figura 27.24 Variación de la corriente y la fem como función dei tiempo 
en un circuito de corriente alterna. 


Figura 27.25 En resonancia. 
Ve /están en fase. 


verificación para el término l/ü)C. Si R y X están expresadas en ohms, entonces Z, en vista de su 
defmición 27.36, también se debe expresar en ohms. 

La corriente / se retrasa con respecto a la fem si a es positiva lo que sucede cuando ú)L es 
mayor que l/coC y se adelanta con respecto a la fem si a es negativa, que ocurre si 0)L es menor que 
1/coC. En la figura 27.24 aparece la gráfica de Ve / en función dei tiempo cuando / se retrasa con 
respecto a V en un tiempo t = alco. 

La potência media necesaria para mantener la corriente se obtiene de la ecuación 10.44 
con la correspondência apropiada. Esto es, 

V 

= i K„ /o COS a = ÍR/J (27.38) 

La resonancia, según se analizó en la sección 10.14, se obtiene cuando es máxima, lo 
que ocurre cuando a = 0 u íoL = l/coC, correspondiendo a una frecuencia o)=(l/LQ^^, igual a la 
frecuencia natural cõq dei circuito (Ec. 27.25). En resonancia la corriente tiene una amplitud máxi¬ 
ma y está en fase con la fem, lo que produce una potência media máxima. En este caso la fem 
aplicada V y la corriente / están en fase, como se muestra en la figura 27.25. 


/'r\ 


EJEMPLO 27.6 

Un circuito tiene una resistência de 40 Q, una autoinductancia de 0.1 H y una capacidad de 10~^ F. La 
fem aplicada tiene una frecuencia de 60 Hz. Calcular la impedancia, la diferencia de fase y la frecuencia 
de resonancia. 


t> Como V = 60 Hz, la frecuencia angular es 0 )= 2;rv = 376.8 s"*. Por tanto, mediante la ecuación 27.35, 
obtenemos X = coL - \/(úC = -227.57 Q. La impedancia es entonces Z = (/?^ + = 231.2 O. La 

diferencia de fase (o desfase), según la ecuación 27.37, es tan a = XJR = -5.680 o a = -80° 21Por tanto la 
corriente adelanta a la fem. Para la frecuencia de resonancia encontramos que, mediante la ecuación 27.25, 
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Nota 27,2 Aplkadón dei método de vectores rotaetes a circuitos de c,a, 

Los resultados de la sección 27.10 se pueden deducir mediante la técnica de los vectores rotantes o fasores, explicada en la nota 
10.1. Empezaremos con el análisis de algunos circuitos sencillos a los que se les aplica una fem alterna, V=Vq sen cot. 

(i) Circuito R (Fig. 27.26). Si un circuito está formado por un solo resistor, la ecuación 27.29 se reduce a 

K) 

RI = Vq senojt o f = — sencor 
R 

Por tanto, la corriente dei circuito está en fase {a - 0) con la fem y su amplitud es = VJR o = /?/p. En la figura 27.26 se muestra 
el diagrama vectorial. Nótese que = RI es la caída de voltaje a través dei resistor, que está en fase con la corriente. 

(ii) Circuito L (Fig. 27.27). Cuando el circuito sólo tiene un inductor con resistência cero, la ecuación 27.29 se reduce a 

T/ 

L— = Vn sencoí 
dí 

que muestra que el voltaje a través dei inductor es igual a la fem aplicada. Integrando, 


/ 


-COS Üit 

(oL cúL 


-sen(^ (üt — 

L \ 2] . 


Por tanto, la corriente en un circuito se retrasa respecto a la fem por un ângulo de ;r/2 y tiene una amplitud /q = Vq IcúL o Vq = íoL/q. 
Inversamente, el voltaje a través de la inductancia se adelanta a la corriente por un ângulo kH. En la figura 27.27 se muestra el 
diagrama vectorial. 

(iii) Circuito C (Fig. 27.28). Cuando el circuito consiste en un capacitor solamente, la ecuación 27.29 da 

— = Vq sencuí 
C 

que implica que el voltaje a través dei capacitor es igual a la fem aplicada. Tomando la derivada de esta ecuación (teniendo en 
cuenta que I - áqlàt), obtenemos 

í ^ 

I = cüCVq COS cot = ojCV osenI ~ 

Por consiguiente, la corriente se adelanta a la fem en ;r/2 y su amplitud es /q = coCVq o Vq = (1/íüO/q. Inversamente, la caída de 
voltaje a través dei capacitor está retrasada respecto a la corriente en kH. En la figura 27.28 se muestra el diagrama vectorial. 

(iv) Circuito RCL en serie (Fig. 27.29). Consideremos un circuito compuesto por un resistor, un inductor y un capacitor 
conectados en serie. Entonces la ecuación 27.29 se puede escribir de la forma 

. d/ 1 

RI + L— + -q = Vo sencoí 
dí C 



Figura 27.26 En un circuito RV Ia 
corriente y el voltaje están en fase. 


Figura 27.27 En un circuito LV la corriente está retrasada 
respecto al voltaje por kH. 
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Figura 27.28 En un circuito CV la corriente 
se adelanta resp)ecto al voltaje por 7i/2. 




Figura 27.29 En un circuito RLC-V el 
desfase entre V e / es Cf. 



En la ecuación anterior tenemos = RI, = L(dl/dt) yV^= q/C, que son las respectivas diferencias de potencial (voltaje) en el 
resistor, inductor y capacitor, de modo que ~ donde V es la fem aplicada. Si suponemos que 1 = Iq sen(ú>r - a), 

el fasor de la corriente se retrasa al de la fem V en un angulo a (Fig. 27.29). Podemos tener en cuenta ahora que el fasor de la fem 
es la suma de los fasores correspondientes a los tres términos V/? + V/, + Vc ecuación anterior. Por tanto, podemos escribir, 
usando los resultados de (i), (ii) y (iii) anteriores, 


Caída de potencial 

Amplitud 

Fase 


RI, 

en fase con I 

^z. 

coL/q 

coC 

se adelanta respecto a / en ;r/2 


se retrasa respecto dil&nKll 


En la figura 27.29 se muestran los tres fasores; la línea de referencia está dada por el fasor correspondiente a V. Como la amplitud 
de su resultantedebe ser Vq, y V^y están en direccionesopuestas, la relación entre las amplitudes es 


Vq = Io + {coL- 


cúC 


Si resolvemos para Iq, obtenemos la ecuación 27.32. De la figura podemos calcular el ângulo de fase a, obteniendo el valor dado 
en la ecuación 27.37, es decir. 


tan a = 



cúL — l/cúC 


Para tener resonancia, la fem aplicada y la corriente deben estar en fase y, por consiguiente, a = 0, lo que requiere que coL = l/ú)C. 
Esto sucede cuando V^ = V^; esto es, cuando los voltajes en la inductancia y en el capacitor se cancelan entre sí. Recordando la nota 
10.1, cuando la frecuencia de la fem aplicada está muy próxima a la frecuencia natural £0 q = y utilizando la correspondência 

L*-*my/?»-*A,la definición de la resonancia en un circuito de c.a. se mide mediante el valor Q dei circuito, dado por 


Q 


Roip 

R 


o; 




Cuanto más grande sea Q, más definida será la resonancia. Este hecho es de gran importância en la sintonización de aparatos de 
radio y televisión. 
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27.11 Energia dei campo electromagnético 


En la sección 24.5 vimos que para mantener una corriente / a través de una diferencia de potencial AV, 
se requiere una potência o energia por unidad de tiempo (AV)I. Cuando la corriente está en un circuito 
cerrado, debemos sustituir AV por la fem aplicada. En consecuencia, 


potência en un circuito cerrado = fem x corriente 

En el caso de una corriente autoinducida, la fem es = -Lállát. Esta fem se opone al cambio de corrien¬ 
te. Por tanto, para establecer la corriente, se debe suministrar energia de alguna fuente externa. Asi 


SLiministro de energia por unidad de tiempo = — = 



/ 


en la que el signo negativo se debe a que estamos calculando la energia suministrada al circuito, lo que 
significa la aplicación de una fem para oponerla a la fem inducida V^. Podemos interpretar esta expre- 
sión como la rapidez con la que se debe suministrar energia para establecer el campo magnético 
asociado con la corriente. Por tanto, la rapidez de cambio de la energia magnética de una corriente es 


áE 

àt 



(27.39) 


La energia magnética necesaria para aumentar una corriente desde cero hasta I es 


£ = í d£ = f L/ d/ o £ = íL/2 (27.40) 

Jo Jo 

Por ejemplo, en el circuito dei ejemplo 27.4, la energia magnética de una sección de longitud I es, 
utilizando la ecuación 27.19, 




1\2% a 


, b 
—— In- 
471 a 


(27.41) 


Como indicamos en la sección 26.8, la energia magnética correspondiente a un campo magnético se 
puede calcular también mediante la expresión 

E-y..* 

donde la integral se extiende a todo el volumen donde existe el campo magnético y dy es un elemento 
de volumen. Se puede demostrar que si utilizamos en la ecuación 27.42 el valor de ^ para el campo 
magnético correspondiente a una corriente dada, recuperamos la ecuación 27.40. El cálculo para la 
corriente dei ejemplo 27.4 se efectúa más adelante. 

Empleando la misma lógica utilizada en la sección 26.8 para una carga en movimiento, pode¬ 
mos decir que la energia gastada en establecer la corriente ha sido almacenada en el campo magnético 
en el espacio alrededor de la corriente, de modo que la energia por unidad de volumen o densidad de 
energia magnética es 


( 27 . 43 ) 

Cuando se tienen presentes campos eléctrico y magnético, como en el caso de la ley de Faraday- 
Henry, debemos tomar en cuenta también la densidad de energia eléctrica dada en la ecuación 25.40 y, 
asi, la energia total por unidad de volumen en el campo electromagnético es 

1 , 1 ^ 

E = -£,S^ -I- ^ 

2 2fi 


2 


(27.44) 
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EJEMPLO 27.7 

Cálculo de la densidad de energia magnética dei circuito de la figura 27.15. 


t> En el ejemplo 27.4 encontramos que el campo magnético entre los dos cilindros es ^ = ^Hnr. Si 
tomamos un cascarón cilíndrico de radio r y grosor ár como elemento de volumen, encontramos que su 
volumen es dF = (2nr)l dr. Sustituyendo esto en la ecuación 27.42 y tomando en consideración que el 
campo magnético se extiende de r = aar = b solamente, tenemos que la energia dei campo magnético en 
la región comprendida entre los dos cilindros es 


1 

2H 


2nr 


\2Klrdr)^!^ 

4n 


^^dr 
r 


47t a 


Obtenemos, entonces, el mismo resultado de la ecuación 27.41. 

Aunque hemos justificado la expresión 27.42 para la energia magnética mediante un circuito 
de simetria muy especial, un análisis más detallado, que no se hará aqui, indicaria que el resultado es de 
aplicación general. 


27.12 Circuitos acoplados 

Consideremos dos circuitos como (1) y (2) de la figura 27.30. Si en (1) tenemos una corriente /j, se 
establece un campo magnético proporcional a /j alrededor de él, y a través dei circuito (2) existe un 
flujo magnético ^2 proporcional también a /j. Podemos escribir 

02 = M/l (27.45) 

donde M es un coeficiente que representa al flujo magnético a través de (2) por unidad de corriente 
en (1). De manera parecida, si hay una corriente I 2 en (2), se produce un campo magnético a su 
alrededor y éste, a su vez, produce un flujo magnético 0j a través dei circuito (1), proporcional a 
Por consiguiente, podemos escribir 

01 = Mlj (27.46) 

Nótese que en la ecuación 27.46 hemos escrito el mismo coeficiente M que en la ecuación 27.45. 
Esto significa que el flujo magnético a través dei circuito (1) debido a una corriente unitaria en (2) es 
el mismo que el flujo magnético a través de (2) debido a una corriente unitaria en (1), aseveración que 
deberá justificarse matemáticamente. El coeficiente M se conoce como inductancia mutua de los 
dos circuitos, y depende de la forma de los circuitos y de su orientación relativa; también se mide 
en henry, ya que corresponde a Wb 


Figura 2730 Inducción mutua. 











Si la corriente /j es variable, el flujo ^2 ^ través dei circuito (2) cambia y se induce una fem V ^2 
en éste, dada por 

d/. 

Vm2^ (27.47) 

df 

Al escribir esta ecuación supusimos que los circuitos son rígidos y están fijos en el espacio, de modo 
que M es constante. De manera parecida, si I2 es variable, se induce una fem en el circuito (1), 
dada por 

Km, = -M^ (27.48) 

dí 

Por esta razón a M se le llama “inductancia mutua”, ya que describe el efecto magnético mutuo entre 
los dos circuitos. Además, si los circuitos se mueven en relación uno con otro, de modo que M es 
variable, también se inducen fems en ellos, aún cuando las corrientes no varían. 

El fenómeno de la inducción mutua indica que existe un intercâmbio de energia entre dos 
circuitos cuando sus corrientes varían con el tiempo. Décimos entonces que los circuitos están acopla¬ 
dos electromagnéticamente. Una aplicación común y práctica de la inducción mutua es el transfor¬ 
mador (véase el Ej. 27.9). Otra aplicación de la inducción mutua, en un sentido más amplio, es la 
transmisión de una senal de un sitio a otro mediante la producción de una corriente variable en un 
circuito, conocido como transmisor, que, a su vez, actúa sobre otro circuito acoplado a él, conocido 
como receptor. Este es el caso dei telégrafo, la radio, la televisión, el radar, etc. El análisis de tales 
dispositivos, sin embargo, requiere una técnica diferente que se verá en el capítulo 29. 

El aspecto más importante y fundamental de la inducción mutua es que 

se puede intercambiar energia entre dos circuitos tnediante un campo electroínagnético variable. 

Podemos decir que el campo electromagnético producido por las corrientes en los circuitos actúa 
como portador de energia, transportándola de un circuito a otro. La inducción mutua entre dos circui¬ 
tos es un fenómeno macroscópico, resultado de las interacciones elementales entre las cargas en mo- 
vimiento que constituyen sus respectivas corrientes. Así, podemos concluir que 

la interacción electromagnética entre dos partículas cargadas se puede describir como un 

intercâmbio de energia via su campo electromagnético. 


EJEMPLO 27.8 

Inducción mutua de un sistema compuesto por una bobina con vueltas enrolladas en un solenoide toroidal 
que tiene n espiras por unidad de longitud y una sección transversal de área S (Fig. 27.31). 

[> Podemos resolver el problema bailando el flujo magnético a través dei solenoide cuando hay una corriente 
en la bobina o, al contrario, bailando el flujo magnético a través de la bobina cuando bay una corriente en el 
solenoide. Seguiremos el segundo procedimiento, que resulta más senciilo. Del ejemplo 26.2 recordamos 
que, en el caso de un solenoide toroidal, el campo magnético está confinado en su interior y su valor está 
dado por la ecuación 26.5, nl. El flujo magnético a través de cualquier sección transversal dei 

solenoide es nSI, donde S es el área de la sección transversal dei solenoide. Este es el mismo 
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flujo a través de cualquier espira de la bobina, incluso si su sección transversal es mayor. Por tanto, 
el flujo magnético a través de la bobina es = Mo nNSI. Comparando cori la ecuación 27.45, 

la inductancia mutua dei sistema está dada por M = Mo nNS. Este dispositivo se utiliza en el laboratorio 
cuando se requiere un patrón de inductancia mutua. 


EJEMPLO 27.9 

El transformador. 



Figura 27.32 Transformador 


[> Un transformador está formado por dos circuitos acoplados, conocidos como primário y secundário. 
Cuando se aplica al circuito primário una fem variable, se produce una fem, también variable, en el 
secundário. Normalmente, primário y secundário están enrollados alrededor de un núcleo de hierro (Fig. 
27.32) con el fin de concentrar el flujo magnético. Cuando se aplica una fem variable al primário, 
consistente en vueltas de cable, se produce una corriente en este circuito, que produce un campo 
magnético localizado casi por completo dentro dei núcleo de hierro. Si ^ es el flujo magnético a través de 
una vuelta dei primário, el flujo total a través de éste es y podemos escribir = -N^ d^/dr. El 
mismo flujo pasa por las N 2 vueltas dei secundário. Por tanto, la fem que aparece en el circuito secundá¬ 
rio es Vj = -^2 El cociente de las dos fems es VyVj = N^/N^, lo que significa que la fem que 
aparece en el secundário guarda una proporción A^ 2 /^i con la fem aplicada al primário. Cuando N^/N^ es 
mayor que uno, hablamos de un transformador de aumento de voltaje, cuando es menor que uno se trata 
de uri transformador de disminución de voltaje. 

El análisis que hemos presentado es bastante simplificado y no toma en consideración vários 
factores, como las pérdidas de flujo y de energia, las diferencias de fase y el efecto dei circuito externo 
conectado al secundário. 


PREGUNTÂS 

Parte A 

27.1A iQué le sucede a la fem inducida en un circuito si ia 
rapidez con que cambia el flujo magnético a través dei circuito 
(a) se hace el doble, (b) se reduce a la mitad? 

27.2A iUn campo magnético estático requiere la existência 
de un campo eléctrico? ^Qué ocurre cuando el campo magnético 
es dependiente dei tiempo? 

27.3A ^Un campo eléctrico estático requiere la existência de 
un campo magnético? ^Qué sucede cuando el campo eléctrico 
es dependiente dei tiempo? 

27.4A Explique por qué el principio de inducción electro¬ 
magnética, expresado por la ley de Faraday-Henry, es una 
ilustración dei principio de la relatividad. 

27.5A Compare el mecanismo de aceleración de un betatrón 
con el de un ciclotrón y establezca las principales diferencias. 

27.6A ^Cuáles son las “fuentes” de un campo electromagnético? 

27.7A ^E1 principio de conservación de la carga es tan válido 

universalmente como el principio de conservación dei 
momentum? 

Parte E 

27.1B Considere dos circuitos coaxiales idênticos 1 y 2, 
separados por una cierta distancia. Hay una corriente /j en el 


circuito 1. Determine la dirección de la corriente en el circuito 2 
cuando (a) el circuito 2 se mueve hacia el 1, (b) el 2 se aleja dei 
1, (c) la corriente /j aumenta, (d) la corriente /j disminuye. 

27.2B ^Dos circuitos acoplados mediante su inductancia 
mutua son equivalentes a un par de osciladores acoplados 
mecánicamente? 

27.3B ^Por qué, en el circuito de la figura 27.15, él campo 
magnético es cero dentro dei cilindro interior y fuera dei 
cilindro exterior? 

27.4B Verifique que la constante de tiempo T= L/i? da el 
tiempo necesario para que la corriente dei circuito de la figura 
27.16 alcance un 63% de su valor máximo, así como para que la 
corriente se reduzca al 37% de su valor máximo cuando se abre 
el circuito. 

27.5B Explique por qué la carga en la capacitancia y la 
corriente en la inductancia de un circuito LC tienen una 
diferencia de fase de nH. 

27.6B Considere un circuito LC. Exprese las energias 
eléctrica, magnética y total como funciones dei tiempo. 
Represéntelas en función dei tiempo durante un periodo. 

Analice los intercâmbios de energia que se efectúan 
durante el periodo. 
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27.7B Establezca las condiciones para qae la corriente (a) se 
retrase, (b) se adelante, (c) esté en fase con la fem de un circuito 
de c.a. Represente gráficamente los fasores de la corriente y la 
fem en cada caso. 

27.8B Mediante la inspección de la figura 27.4, establezca 
una regia de la mano derecha para determinar el sentido de las 
corrientes parásitas en un material conductor. 

27.9B Un solenoide está enrollado alrededor de un conductor 
cilíndrico, como se muestra en la figura 27.33. Indique el 
sentido de las corrientes parásitas en el cilindro cuando la 
corriente dei solenoide (a) aumenta, (b) disminuye. ^Qué sucede 
si la corriente aumenta y disminuye de manera alterna? 



Figura 27.33 

27.10B Un imán se mueve bacia una placa metálica como se 
muestra en la figura 27.34. Muestre la dirección de las 
corrientes parásitas inducidas en la placa. Repita el ejercicio si 
el imán se aleja de la placa. Repítalo de nuevo para el caso en 
que el polo sur dei imán apunta bacia la placa. Analice, en cada 
caso, la fuerza entre el imán y la placa. 


PROBLEMAS 

27.1 Una bobina que está formada por 200 vueltas y que tiene 
un radio de 0.10 m está colocada de manera perpendicular en un 
campo magnético uniforme de 0.2 T. Halle la fem inducida en la 
bobina si en 0.1 s (a) el campo se duplica, (b) el campo se 
reduce a cero, (c) el campo invierte su dirección, (d) la bobina 
gira 90°, (e) la bobina gira 180°. Para cada caso, dibuje un 
diagrama donde se muestre la dirección de la fem. 

272 Remítase a la figura dei problema 26.11. Si la corriente van'a 
de acuerdo con I = Iq sen cot, calcule la fem inducida en el circuito. 

27.3 El campo magnético ^ dentro dei círculo punteado de la 
figura 27.36 es igual a 0.5 T. Está dirigido bacia dentro dei 
plano de la boja y disminuye a razón de 0.1 T s~^ (a) Dibuje la 
forma de las líneas de fuerza dei campo eléctrico inducido 
dentro dei círculo punteado. (b) ^Cuáles son la magnitud y 
dirección de este campo en cualquier punto dei anillo circular 
conductor y cuál es la fem en el anillo? (c) Halle la diferencia 
de potencial entre dos puntos cualesquiera dei anillo separados 
por una distancia s. (d) Si el anillo se corta en algún punto y 
sus extremos se separan ligeramente, calcule la diferencia de 



Figura 2734 

27.1 IB Un imán se mueve paralelamente a una placa metálica, 
según se muestra en la figura 27.35. Dibuje la dirección de las 
corrientes parásitas en la placa. Note que el campo magnético 
aumenta delante dei imán y disminuye detrás de éste. Repita el 
ejercicio para el caso en que el fK)lo sur dei imán apunta bacia la placa. 
En cada caso, analice la fuerza que bay entre el imán y la placa. 



Figura 2735 

potencial entre los extremos. Repita el problema para el caso 
en que el campo magnético aumenta. 



Figura 27.36 Figura 2737 


27 A Una espira cuadrada de alambre se mueve con velocidad 
constante v a través de un campo magnético uniforme confinado 
en una región cuadrada cuyos lados tienen el doble de longitud 
que los de la espira (Fig. 27.37). Trace una gráfica de la 
fem inducida en la espira como función de x, desde x = -21 basta 
X = +21; dibuje bacia arriba las fems en sentido dextrógiro y 
bacia abajo las que están en sentido contrario. 

27.5 Una espira rectangular se mueve a través de la región en 
que el campo magnético está dado por (6 -yjT, 

(Fig. 27.38). Halle la fem en la espira como función dei tiempo. 
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con / = 0, cuando la espira está en la posición mostrada en la 
figura, si (a) y = 2 m s■^ (b) la espira comienza en reposo y 
tiene una aceleración de 2 m s“^. (c) Repita el inciso (a) para un 
movimiento paralelo a OZ, en lugar de OY. 


X 

Figura 27.38 



Figura 27.39 

27.6 Suponga que la espira dei problema 27.5 tiene un pivote en 
el eje OZ. (a) Calcule la fem media durante los primeros 90° de 
rotación, si el período de rotación es de 0.2 s. (b) Calcule la fem 
instantânea como función dei tiempo, 

27.7 En la figura 27.39, sea / = 1.5 m, ^ = 0.5 T y y = 4 m s~^ 
(a) Encuentre la diferencia de potencial entre los extremos dei 
conductor. (b) ^Qué extremo está sometido a mayor potencial? 


Z 



Figura 27.40 

27.8 El cubo de la figura 27.40 tiene un metro de lado y está 
en un campo magnético uniforme de 0.2 T dirigido a lo largo dei 
eje Y. Los alambres A, Cy D se mueven en la dirección indicada, 
cada uno con velocidad de 0.5 m s"’. Calcule la diferencia de 
potencial entre los extremos de cada alambre. 

27.9 Un disco metálico de radio a gira con velocidad angular 
Cúen un plano en el que existe un campo magnético uniforme 


Çk paralelo al eje dei disco. Verifique que la diferencia de 
potencial entre el centro y el borde es de 

27.10 Halle la autoinductancia de un solenoide toroidal de N 
vueltas. Suponga que el radio de las espiras es muy pequeno en 
comparación con el dei toro. 

27.11 El flujo magnético a través de un circuito que lleva una 
corriente de 2 A es de 0.8 Wb. (a) Halle su autoinductancia. 

(b) Calcule la fem inducida en el circuito si en 0.2 s, la corriente 
(i) se duplica, (ii) se reduce a cero, (iii) se invierte. 

27.12 Si el circuito rectangular de la figura 26.26 se aleja de la 
corriente rectilínea con velocidad y, encuentre la fem inducida. 
{Sugerencia: Recuerde el problema 26.11 y note que y= dr/dt.) 

27.13 Calcule la densidad de energia magnética (a) a una 
distancia de 1.0 m de un cable rectilíneo infinitamente largo que 
lleva una corriente de 2.0 A; (b) dentro de un toroide de 0.5 m 
de radio, con 2 000 vueltas y una corriente de 1 A. 

27.14 Un solenoide tiene una longitud de 0.30 m y una sección 
transversal de 1.2 x 10“^ m^. Una bobina de 300 vueltas está 
enrollada alrededor de su sección central. Determine (a) su 
inductancia mutua, (b) la fem en la bobina si la corriente inicial 
de 2 A en el solenoide se invierte en 0.2 s. El solenoide tiene 

2 000 vueltas. 

27.15 Las bobinas Ay B tienen 200 y 800 vueltas 
respectivamente. Una corriente de 2 A en ^4 produce un flujo 
magnético de 1.8 xlO^ Wb en cada vuelta de B. Calcule (a) el 
coeficiente de inductancia mutua, (b) el flujo magnético a través 
de A cuando hay una corriente de 4 A en B, (c) la fem inducida 
en B cuando la corriente en A cambia de 3 A a 1 A en 0.3 s. 

27.16 Una bobina con N vueltas está colocada alrededor de un 
solenoide muy largo de sección transversal Sy n vueltas por 
unidad de longitud. Verifique que la inductancia mutua dei 
sistema es ^i^NS. 

27.17 Una bobina con 1 000 vueltas está enrollada alrededor 
de un solenoide muy largo que tiene IO'* vueltas por metro y una 
sección transversal de 2 x 10“^ m^. La corriente en el solenoide 
es de 10 A. En un tiempo de 0.3 s, la corriente dei solenoide 

(a) se duplica, (b) se reduce a cero, (c) se invierte. Halle la fem 
inducida en la bobina para cada caso. 

27.18 Una fem alterna tiene una amplitud de 100 V y 
frecuencia angular de 120/? rad s“*. Está conectada en serie con 
un resistor de 1 Q, un inductor de 3 x 10"^ H y un capacitor de 
2 X 10~^ F. Determine (a) la amplitud y la fase de la corriente y 

(b) la diferencia de potencial a través dei resistor, el capacitor 
y el inductor. (c) Trace un diagrama que muestre los fasores 
correspondientes a la fem aplicada, la corriente y las tres 
diferencias de potencial, (d) Verifique que la suma de los tres 
vectores correspondientes a las diferencias de potencial es 

el vector correspondi ente a la fem. 

27.19 Un circuito está compuesto por una resistência y una 
inductancia conectadas en serie, a las que se les aplica una fem 
alterna V=Vq sen cot. Demuestre que la impedancia dei circuito 
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es 4- (íüL)^]*''^ y que la corriente está retrasada respecto a la 
fem por un ângulo dado por tan~’ {(oUR). (Sugerencia: Utilice la 
técnica de fasores.) 

27.20 Repita el problema anterior para un circuito 
compuesto por (a) una resistência y un capacitor y 

(b) una inductancia y un capacitor. 

27.21 Un circuito consiste en una fem alterna que tiene un 
valor máximo de 100 V, una resistência de 2 O y una 
autoinductancia de 10“^ H, conectadas en serie. Encuentre 
el valor máximo de la corriente para los valores siguientes 
de la frecuencia angular de la fem: (a) 0, (b) 10 s“’, 

(c) 10^ s~’, (d) resonancia, (e) IO"*"’ y (f) 10^ s"^ 

Represente la corriente en función dei logaritmo 
de la frecuencia. 

27.22 Un circuito está compuesto por una resistência y 
una inductancia en paralelo, a las que se les aplica una fem 
V=Vq sen ox. Verifique que la impedancia resultante dei 
circuito está dada por 


l_í± 1 Y'" 


y la fase por tan~^ (RIcoL). {Sugerencia: Note que la suma de los 
fasores de la corriente a través de R y L debe dar la corriente a 
través de la fem.) 

27.23 Un circuito está compuesto por una inductancia y un 
capacitor en paralelo, conectados en serie con una resistência y 
una fem V= sen m. (a) Verifique que la impedancia dei 
circuito es 


Z = [R^ + 




(1 - OJ^LCf 


1/2 


(b) Calcule la impedancia cuando ® (En este caso se 

dice que hay antirresonancia.) {Sugerencia: Note que la suma 
de los fasores de las corrientes en L y C debe dar la corriente en 
R, mientras que los fasores correspondientes a la diferencia de 
potencial deben ser idênticos para C y L.) 




Las ondas de choque (u ondas de 
Mach) se producen cuando la fuente de 
las ondas se mueve con una rapidez 
mayor que la velocidad de propagación 
de las ondas en el medio por el cual se 
mueve la fuente, lo que produce un 
frente de onda cónico. La apertura dei 
cono depende de la velocidad de la 
fuente con respecto al medio. En la 
foto se muestran las ondas de choque 
producidas por el movimiento de una 
lengüeta que vibra con gran rapidez al 
ponerse en contacto con la superfície 
dei agua. Los aviones supersónicos 
también producen ondas de choque, 
al igual que las partículas que se 
mueven en un medio con gran 
velocidad producen ondas 
electromagnéticas de choque, 
conocidas como radiación Cerenkov. 
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28.1 introducción 

El movimiento ondulatorio es un fenómeno muy común: las olas en la superficie dei agua, el movi¬ 
miento transversal a lo laigo de una cuerda tensa o la vibración de un resorte. Los físicos han extendi- 
do el concepto de onda a un número mayor de fenómenos que no se asemejan a los que se producen 
en la superfície dei agua o en una cuerda tensa, sino que correspondeu a situaciones físicas descri¬ 
tas por un campo dependiente dei tiempo que se propaga en el espacio y en el tiempo. 

Existen vários tipos de ondas. En este texto estudiamos las ondas elásticas y las electromag¬ 
néticas. Los aspectos más importantes de las ondas son su velocidad de propagación y las modifí- 
caciones que sufren cuando cambian las propiedades físicas dei medio en el cual se propagan 
(reflexión, refracción, polarización), cuando se les interponen diferentes clases de obstáculos 
(difracción, dispersión) o cuando varias ondas coinciden en la misma región dei espacio (interferencia). 

28.2 Ondas 

Cuando tocamos una campana o un instrumento musical o cuando encendemos la radio o habla- 
mos en voz alta se produce un sonido que se escucha en puntos alejados. El sonido se transmite 
a través dei aire circundante. Si nos encontramos en una playa y, a cierta distancia, pasa un bote 
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Figura 28.1 Ondas elásticas 
en (a) un resorte, (b) un gas, 
(c) una cuerda. 



que va muy rápido, observamos que en algún momento la esteia que produjo el bote llega a la 
orilla. Cuando encendemos un foco, el cuarto se llena de luz. Como resultado de las relaciones 
físicas entre los campos eléctricos y magnéticos es posible transmitir una senal eléctrica de un lugar 
a otro; ésta es la base de las técnicas modernas de telecomunicación. Aunque los mecanismos 
pueden ser diferentes para cada uno de los procesos mencionados, todos tienen una característica 
en común: son situaciones físicas producidas en un punto dei espacio, que se propagan a través de 
éste y se perciben más tarde en otro punto. Estos procesos son ejemplos de movimiento ondulatorlo. 

Supongamos que tenemos una propiedad física que se extiende sobre cierta región dei 
espacio. Esta propiedad puede ser un campo electromagnético, la deformación de un resorte, la 
deformación de un sólido, la presión de un gas, un desplazamiento transversal en una cuerda, 
incluso, quizá, un campo gravitatorio. Supongamos que las condiciones en un lugar dei espacio 
se vuelven dependientes dei tiempo o dinâmicas, de modo que exista una perturbación dei estado 
físico en dicho lugar. Dependiendo de la naturaleza física dei sistema, la perturbación puede 
propagarse en el espacio, modificando las condiciones en otros sitios. Por tanto, hablamos de una 
onda asociada con la propiedad física que ha sido perturbada o que depende dei tiempo. 

Por ejemplo, consideremos la superfície libre de un líquido. En este caso la propiedad 
física es el desplazamiento vertical de cada punto de la superfície con respecto a la forma que 
tiene en equilibrio. En condiciones de equilíbrio, la superfície libre de un líquido es un plano 
horizontal. Pero si en un punto de la superfície las condiciones se perturban al dejar caer una piedra, 
esta perturbación se propaga en todas direcciones a lo largo de la superfície dei líquido. Para determi¬ 
nar el mecanismo de propagación y su velocidad, debemos analizar la forma en que el desplazamiento 
de un punto de la superfície afecta al resto de ella. De este análisis establecemos las ecuaciones di¬ 
nâmicas dei proceso, las cuales nos permiten obtener información cuantitativa sobre la variación de 
la perturbación en el espacio y en el tiempo. 

Los diferentes tipos de ondas ilustrados en la figura 28.1 son básicamente ondas que resultan 
de una perturbación en algún punto dei medio cuando podemos ignorar su estructura molecular dei 
medio y suponerlo continuo. Esta suposición es válida siempre que la fluctuación espacial de la onda 
(determinada por la longitud de onda) sea grande en comparación con la separación intermolecular. 

28.3 Descripclón dei movlmient© ©ndulatori© 

Consideremos una función ^ = f(x), representada gráficamente por la curva continua de la figura 
28.2. Si sustituimos x por x -Xq, obtenemos la función 

^=f(x~ Xo) 

Es claro que la forma de la curva no cambia; se tiene el mismo valor de | para valores de x aumen¬ 
tados en la cantidad jc^. En ótras palabras, suponiendo que es positiva, vemos que la curva se 
desplaza hacia la derecha una longitud x^, sin que sufra modifícación. De manera parecida, tenemos 
que ^ = f(x + Xq) corresponde a un desplazamiento de la curva hacia la izquierda una longitud Xq. 
















Descripción dei movimiento ondulatorio 635 


^ = f(x + a) ^ 
/"■\ 

/ \ 

i \ 

’ ^ = f(x) ^ = f(x-a) 

A 

\ O 


1 a- Q- 

—- a -eJ 



Figura 2K.2 Traslación sin 
distorsión de la función (®(x). 


Figura 28.3 Propagación sin 
distorsión de una onda (a) hacia 
la derecha, (b) hacia la izquierda. 
(c) Las ondas que se propagan en 
direcciones opuestas se 
superponen en los lugares 
en que interfieren. 


Ahora, si jCq = vt, donde t es el tiempo, obtenemos una curva “viajera”; esto es, ^ = f(x - vf) 
representa una curva que se mueve hacia la derecha con velocidad y, conocida como velocidad 
de fase (Fig. 28.3(a)). De manera parecida, ^ =f(x + vt) representa una curva que se desplaza 
hacia la izquierda con velocidad v (Fig. 28.3(b)). Por tanto, concluimos que una expresión mate¬ 
mática de la forma 


^{x, t) = fix ±vt) (28.1) 

resulta adecuada para la descripción de una situación física que “viaja” o se “propaga” sin sufrir 
deformación a lo largo dei eje X positivo o negativo. La magnitud ^ (x, t) puede representar una 
gran diversidad de situaciones físicas, como la deformación de un sólido, la presión en un gas, un 
campo eléctrico o un campo magnético, etcétera. 

Un caso especialmente interesante se presenta cuando ^ (jc, t) es una función senoidal o 
armónica tal que 

^{x, t) = ^0 sen k{x - vt) (28.2) 

La magnitud k posee un significado especial. Sustituyendo el valor de x por x + litlk, obtenemos el 
mismo valor para ^ (jc, t)\ esto es 





1 % 

T’ 


= ^0 sen k 




= (^0 sen[/c(x — vt) + 2n'] = ^{x, t) 


Entonces la magnitud 


, 2n 

A = - (2*3, 

conocida como longitud de onda, es el “periodo espacial” de la curva de la figura 28.4; es decir, 
la curva se repite cada longitud A. La magnitud k = IjtlX representa el número de longitudes de 
onda que hay en la distancia 1k y se conoce como número de onda, aunque en ocasiones este 
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Figura 28.4 Onda armónica. 


Figura 28.5 Onda armónica 
que se propaga hacia Ia derecha. 
Recorre la distancia A en el 
tiempo P. 



nombre se reserva para 1/Â o kJln, correspondiente al número de longitudes de onda en la unidad 
de longitud. Por tanto, 

2 % 

<^(x, í) = sen/c(x — vt) = <^o sen— (x — vt) (28.4) 

2 

representa una onda senoidal o armónica de longitud de onda Â que se propaga hacia la derecha a lo 
largo dei eje X con velocidad v. La ecuación 28.4 se puede escribir también en la forma 


í^(x, í) = (^osen(fex — cot) 


(28.5) 


donde 


(O = kv 


2nv 

~T 


(28.6) 


da la frecuencia angular de la onda. Como, según la ecuación 10.2, co= 2;rv, donde v es la 
cuencia con la que la situación física varía en cada punto x, tenemos la importante relación 

Ãv = V 
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entre la longitud de onda, la frecuencia y la velocidad de propagación. También, si P es el período 
de oscilación en cada punto, dado por P = 27d(0= l/v, de acuerdo con la ecuación 10.2, podemos 
escribir la ecuación 28.4 como 


^ = ^osen 1 k 


X 

I 



(28.8) 


De manera parecida, las expresiones . 


(^ = (^0 sen/c(x + vt) = <^oSen(/cx + cot) = <^oSen Iw 


X t 

-h — 

À P 


(28.9) 


representan una onda senoidal o armónica que se mueve en la dirección negativa de X. 

La función ^(x, t) se representa en la figura 28.5 en los tiempos + ^P, + |P, 

Íq + P. Nótese que a medida que la situación física se propaga bacia la derecha, ésta se repite en el 
espado después de un período. La razón de esto es que, combinando Xv=v con P = l/v, obtenemos 

A = - = üP (28.10) 

V 


que muestra que 

la longitud de onda es la distanda que recçrre el movimienfo ondulatorio en un período. 

Por tanto, en el movimiento ondulatorio senoidal tenemos dos periodicidades: una en el 
tiempo, dada por el período P, y la otra en el espacio, dada por la longitud de onda A; la relación 
entre éstas es A = üP. 


EJEMPLO 28. J 

Un diapasón oscila con una frecuencia de 440 Hz. Si la velocidad dei sonido en el aire es de 340 m s~^ hallar 
la longitud de onda y el número de onda dei sonido. Escribir las expresiones que representan a la onda. 


l> Usando la ecuación 28.7, tenemos 


A 


V 340 m s ^ 
v~ 440 Hz 


= 0.772 m 


y 



2n 

0.772 m 


8.14m“‘ 


En consecuencia, la onda sonora puede representarse mediante cualquiera de las siguientes expresiones: 
= <^o sen 8.14(x — 340í) o ^ = <^o sen(8.14x — 2.77 x 10^ í) 


en la que x se mide en metros y t en segundos. 


EJEMPLO 28.2 

La luz se propaga en el vacío con una velocidad de 3 x 10* m s“^ Encontrar la longitud de onda y el 
número de onda correspondiente a una frecuencia de 5 x 10*'* Hz, que es la de la luz en la región roja dei 
espectro visible. 


[> De nuevo usando la ecuación 28.7 obtenemos 


V 3 X 10* ms ’ 

_________ 


= 6 X 10“^m 


y 



2n 

6 X 10 “’ 


= 1.05 X 10^ m ^ 
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La onda luminosa se puede representar con cualquiera de las expresiones siguientes: 

<^ = (^osenl.05 X 10^(x-3 X 10«í) o = (^osen(1.05 x 10^ x - 3.15 x 10^^) 

Comparando estos dos ejemplos el estudiante se puede dar una idea de la diferencia entre los órdenes de 
magnitud implicados en las ondas sonoras y luminosas. 


2So4 icuación general dei moviinienta andulafôrío 

Aunque los campos asociados con cada proceso físico en una onda están gobemados por leyes 
dinâmicas características de cada proceso, existe una ecuación aplicable a iodo tipo de movimiento 
ondulatorio, dei mismo modo que la ley de Newton, F = áp/ât se aplica a todos los movimientos de 
partículas, cualesquiera que sean las fuerzas. Entonces, cada vez que reconozcamos que un cam¬ 
po particular, como resultado de sus propiedades físicas, satisfaga esta ecuación, podemos asegurar 
que el campo se propaga por el espacio con velocidad definida y sin sufrir distorsión. Al contrario, 
si observamos experimentalmente que un campo se propaga en el espacio con una velocidad defi¬ 
nida y sin distorsión, sabemos que podemos describir el campo mediante un conjunto de ecuaciones 
dinâmicas compatibles con la ecuación de onda. 

La ecuación que describe el movimiento ondulatorio que se propaga con velocidad definida 
V y sin distorsión a lo largo de +X o -X es 



d^^ 

dx^ 

V 


(28.11) 


Esta ecuación se conoce como ecuación de! movimiento ondulatorio o ecuación de onda. (Estricta- 
mente hablando, deberíamos utilizar la notación de derivadas parciales al escribir la ecuación de 
onda. Sin embargo, para nuestros fines resulta suficiente escribir la ecuación 28.11 en la forma en que 
lo hemos hecho.) La solución general de esta ecuación tiene la forma de la ecuación 28.1. Esto es. 


^{x, t) = /i(x - vt) -I- f^ix + vt) (28.12) 

Así, la solución general de la ecuación 28.11 se puede expresar como la superposición de dos 
movimientos ondulatorios que se propagan en direcciones opuestas. Por supuesto, para una onda 
que se propaga en una dirección, sólo se requiere una de las dos funciones que aparecen en la 
ecuación 28.12. Sin embargo, cuando tenemos (por ejemplo) una onda que se propaga a lo largo de 
la dirección +X y otra que se refleja a lo largo de la dirección -X, como ocurre con una onda 
incidente y la onda reflejada, se debe utilizar la forma general de la ecuación 28.12. 

Para demostrar que una expresión de la forma de la ecuación 28.12 es solución de la ecua¬ 
ción de onda, deberíamos utilizar algunas técnicas matemáticas que son un tanto complicadas. En lu¬ 
gar de esto, verificaremos, como ejemplo concreto, que la ecuación de onda se satisface para una 
onda senoidal, sen k(x - vt). Las derivadas espacial y temporal dan 


— = k^o cos k{x - vt) —- = -k^^Qsen k(x - vt) 

dx dx^ 

d^ d^(^ 

— = -kv^o cos k{x - vt) —- = -k^v^^osen k{x ~ vt) 

dí dr 

Por tanto, d^^ /dí^ = ip- /dx^, de acuerdo con la ecuación 28.11. Se obtiene el mismo resultado 
con ^ = sen kix + vt). 

Para las ondas analizadas en este capítulo, haciendo ciertas aproximaciones, como que la 
amplitud sea pequena o que la longitud de onda sea larga, etc., la ecuación de onda es resultado de 
las leyes dinâmicas de cada proceso. Por tanto, la teoria relacionada con la ecuación 28.11 es 
aplicable sólo dentro de las aproximaciones establecidas. 
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Dos ejemplos importantes de ondas elásticas son las ondas longitudinales a lo largo de una varilla 
y de un resorte. 


(i) Ondas elásticas en una varilla. Cuando se produce una perturbación en un extremo de una 
varilla sólida (por ejemplo, al golpear la varilla con un martillo) la perturbación se propaga a lo 
largo de la varilla y fmalmente llega al otro extremo. Décimos que a lo largo de la varilla una onda 
elástica se ha propagado con una velocidad determinada por las propiedades físicas de la varilla. 

Consideremos una varilla de sección transversal uniforme A (Fig. 28.6) sujeta a un esfuerzo 
a lo largo de su eje, indicado por la fuerza F. Éste no es necesariamente el mismo en todas las 
secciones y puede variar a lo largo dei eje de la varilla. En cada sección transversal (como se indica 
en la Fig. 28.6) existen dos fuerzas iguales y opuestas. Una es la fuerza de tracción sobre la parte 
izquierda de la varilla debida a la parte derecha y la otra se debe a la fuerza de tracción de la 
parte izquierda sobre la derecha. El esfuerzo normal 5^ en una sección de la varilla se define 
como la fuerza por unidad de área que actúa perpendicularmente a la sección transversal en cual- 
quier dirección. Entonces 


Sf =■ — (esfuerzo normal) 

A 


(28.13) 


El esfuerzo normal puede ser una presión o una tensión y se expresa en N m“^ o Pa, la misma unidad 
que para la presión. 

Bajo la acción de tales fuerzas, cada seccipn de la varilla sufre un desplazamiento paralelo 
al eje. En el caso en que hay una deformación, el desplazamiento varia a lo largo de la varilla, para 
lo cual la fuerza F también debe sufrir una variación similar. Supongamos, por sencillez, que la 
varilla está sujeta por su extremo izquierdo y que estiramos el otro, de modo que la varilla sufra un 
alargamiento (Fig. 28.7). Denotando el desplazamiento de la sección A a una distancia x dei extre¬ 
mo O con (^, tenemos que ^ es función de x. Consideremos otra sección. A', separada de A por una 
distancia dx y situada en la parte no perturbada. Cuando se alarga la varilla, la sección A se ve 
desplazada una distancia ^ y la es desplazada una distancia ^ + d^. Entonces la separación entre 
y4 y y4' en el estado deformado es dx + d^. La deformación de la varilla en esa región es, por tanto, 
d|. La deformación lineal e de la varilla se define como la deformación a lo largo dei eje por 
unidad de longitud. Como la deformación d^ corresponde a una longitud dx, vemos que la defor¬ 
mación lineal en la varilla es 


e = — (deformación lineal) (28.14) 

dx 

Cuando no hay deformación, ^ es la misma en todas las secciones y e = 0. Es decir, la deformación 
lineal es cero. Como e es el cociente de dos longitudes, es un número sin unidades o una magnitud 
sin dimensiones. 



Figura 28.6 Las fuerzas que 
actúan en cualquier sección de 
una varilla sometida a un 
esfuerzo son iguales y opuestas. 
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Figura 28,7 (a) Varilla no 
deformada, (b) Varilla deformada. 


Ac 



Entre el esfuerzo normal 5^ y la deformación lineal e de la varilla existe una relación apro¬ 
ximada, conocida como ley de Hooke, que establece que 

el esfuerzo normal es proporcional a la deformación lineal; 

í/ =Y — (28.15) 

dx 

donde la constante de proporcionalidad Y se conoce como módulo de elasticidad de Young (Tabla 
28.1). Se expresa en N m~^, puesto que d|/djc es un factor adimensional y ^está en N m~^. La ley de 
Hooke es una buena api'oximación dei comportamiento elástico de una sustancia, siempre que la 
deformación sea pequena. Para esfuerzos y deformaciones grandes, la ecuación 28.15 ya no es 
válida y la descripción de la situación física se vuelve mucho más complicada. El esfuerzo al cual 
ya no se aplica la ley de Hooke se conoce como limite elástico de la sustancia. 

Introduciendo la ecuación 28.15 en la 28.13 y despejando F, obtenemos 

dí 

F =YA~ (28.16) 

áx 

Cuando la varilla no está en equilibrio, la fuerza sobre cada sección no es la misma a lo largo de la 
varilla. Como resultado de ello, una sección de la varilla de grosor dbc se ve sometida a una fuerza ne¬ 
ta o resultante. Por ejemplo, en la figura 28.7, el lado A' de la sección de grosor dx está sometida a la 
fuerza F' que apunta bacia la derecha, debida a la tracción de la parte derecha, mientras que el lado 
A se ve sometido a una fuerza F que apunta bacia la izquierda, debida a la tracción de la parte 
izquierda. La fuerza neta bacia la derecba sobre la sección es F'- F, que produce un movimiento 
acelerado de la sección de la varilla. Aplicando las leyes dei movimiento a la sección se obtiene 
(véase la deducción siguiente) que el desplazamiento ^ satisface la ecuación de onda 28.11, con 
una velocidad de propagación 


Tabla 28.1 Constantes elásticas (10^^ N m~^) 


Material 

Módulo 
de Young, 

Y 

Módulo 

volumétrico, 

K 

Módulo de 
rigidez, 

G 

Alumínio 

0.70 

0.61 

0.24 

Cobre 

1.25 

1.31 

0.46 

Hierro 

2.06 

1.13 

0.82 

Plomo 

0.16 

0.33 

0.054 

Níquel 

2.1 

1.64 

0.72 

Acero 

2.0 

1.13 

0.80 
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(28.17) 

donde p es la densidad dei material que conforma la varilla, siempre que la deformación ^ no sea 
muy grande. Este resultado queda confirmado experimentalmente al medir de manera independien- 
te las tres magnitudes. Por consiguiente, podemos concluir que el campo de deformación | se 
propaga a lo largo de la varilla en forma de onda. 

La ecuación 28.17 es consistente dimensionalmente, pues Y está expresado en N m“^ y p en 
kg m“^. Por tanto, el cociente es (N m"^)(kg m~^)~* = m^ s~^, que es el cuadrado de una velocidad. 

Es importante darse cuenta de que la onda que estamos describiendo corresponde a una 
propiedad física, la deformación orientada a lo largo de la dirección de propagación de la onda, 
es decir, el eje X. A este tipo de ondas se le conoce como longlíodinal. 

(ii) Ondas elásticas en un resorte. Supongamos que se produce una perturbación a lo largo de un 
resorte estirado (Fig. 28.1 (a)). La onda resultante consiste en una serie de compresiones y expan- 
siones que se propagan a lo largo dei resorte. Sea ^ el desplazamiento longitudinal que sufre una 
sección dei resorte. Se puede demostrar, mediante una lógica parecida a la que seguimos en el caso 
de la varilla, que el desplazamiento longitudinal ^ satisface la ecuación de onda 28.11, con una 
velocidad de propagación de la onda longitudinal a lo largo dei resorte 



donde k es la constante elástica dei resorte, introducida en el ejemplo 9.3, L la longitud dei resorte 
sin estirar y m su masa por unidad de longitud o densidad lineal. En la ecuación anterior k se mide 
en N m"* o kg s"^, L en m y w en kg m"^ Entonces el cociente es m^ s~^, que corresponde al 
cuadrado de una velocidad. 



Deduccíón de la ecuación de las ondas longitudinales a lo largo de una varilla 

La fuerza neta sobre una sección AA' de la varilla (Fig. 28.7) &sF' -F= dF. Si p es la densidad dei material de la varilla, la masa 
de la sección es dm = p dV = pA dx, donde A dx es el volumen de la sección. La aceleración de esta masa es d^^dF. Por tanto, 
aplicando la relación dinâmica fuerza = masa x aceleración, podemos escribir la ecuación de movimiento de la sección como 


dF = {pA dx) 


dí^ 


o 





(28.19) 


En este problema tenemos dos campos; uno es el desplazamiento ^ de cada sección, donde ^ es función de la posición y dei tiempo, 
y el otro es la fuerza F en cada sección, también como función de la posición y dei tiempo. Estos dos campos están relacionados por 
las ecuaciones 28.16 y 28.19, que describen las condiciones físicas dei problema. Ahora combinaremos las ecuaciones 28.16 y 
29.19. Tomando la derivada de la ecuación 28.16, F = T Aid^dx), con respecto a x, tenemos 


dx dx^ 

Sustituyendo este resultado en la ecuación 28.19 y cancelando el factor común A, obtenemos 

d2^ __ Y 
dt^ p dx^ 

que tiene la misma forma que la ecuación de onda 28.11, con 

que es la ecuación 28.17. 


(28.20) 


(28.21) 
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EJEMPLO 28.3 

Velocidad de propagación de ondas elásticas longitudinales en una barra de acero. 

Tomando los valores de la tabla 28.1 y 7.8 x 10^ kg para la densidad dei acero, tenemos de la 
ecuación 28.17 que 


V = 



/2.0 X 

V7 8 X lO^kgm^V 


= 5.06 X 10^ m s ^ 


El valor experimental es de 5.10 x 10^ m s~’ a 0 °C. Este valor deberá compararse con la velocidad dei 
sonido en el aire, de alrededor de 340 m s“*, lo que muestra que las ondas elásticas se propagan mucho 
más rápido en los metales que en el aire. 


EJEMPLO 28.4 

Un resorte no estirado tiene una longitud de 1.0 m y una masa de 0.2 kg. Si se le cuelga un cuerpo con 
una masa de 2 kg el resorte se estira 3 cm. ^Cuál es la velocidad de las ondas longitudinales a lo largo dei 
resorte? 


O En este problema L = 1.0 m. El estiramiento dei resorte es AL = 3 cm = 0.03 m, bajo la acción de una 
fuerza F = Mg = (0.2 kg) x (9.8 m s"^) = 1.96 N. Entonces k = F/AL = 65.3 N m"’. La masa por unidad de 
longitud es m = (0.2 kg)/(1.0 m) = 0.2 kg m"*. Por tanto, 


\ 1/2 

7(65.3Nm~i)(1.0m) 


0.2kgm~‘ 


1/2 


18.07 m s' 


28.6 Ondas de presión en un gas 

Las variaciones de presión en un gas producen ondas elásticas, que consisten en compresiones y 
expansiones que se propagan a lo largo dei gas. El sonido es el ejemplo más importante de este tipo 
de onda. 

Existe una importante diferencia entre las ondas elásticas en un gas y las que se producen en 
una varilla sólida. Los gases son muy compresibles y cuando se producen fluctuaciones de presión, 
sus densidades sufren el mismo tipo de fluctuación que la presión, mientras que en una varilla la 
densidad permanece prácticamente constante. 

Consideremos una columna de gas dentro de un tubo (Fig. 28.8). Sean /? y p la presión y la 
densidad dei gas. En condiciones de equilibrio, py p son los mismos en todo el volumen dei gas; 
esto es, son independientes de x. Si se perturba la presión dei gas, se pone en movimiento un 
elemento de volumen, A dx, debido a que las presiones a ambos lados depy p' son distintas, dando 
lugar a una fuerza resultante. En consecuencia, la sección A se desplaza una distancia y la A' una 


I I 

U- X -@4-4-® 



A' 


Figura 28.8 (a) Gas en equilibrio. 
(b) Perturbación en un gas. 
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distancia ^ + d|, de modo que el grosor dei elemento de volumen después de la deformación 
es dbc + d^. Hasta este punto todo parece idêntico al caso de la varilla. Sin embargo, debido al 
cambio de volumen relativamente grande, debido a la gran compresibilidad dei gas, hay también 
un cambio de densidad. Para describir tal cambio, es conveniente definir la magnitud 


K = 



(28.22) 


conocida como módulo volumétrico de elasticMad, que da el cambio de presión (dp) por unidad 
de cambio de densidad (dp/p). Se expresa en N m"^, las mismas unidades de la presión, puesto 
que las unidades de densidad se cancelan. 

El gas que está a la izquierda dei elemento de volumen limitado por las secciones Ay A' em- 
puja bacia la derecha con una fuerza pA y el gas que está a la derecha empuja con una fuerza p'A' 
bacia la izquierda. Por tanto, cuando A=A'\a fuerza resultante sobre el elemento de volumen es 
ip-p')A. El movimiento dei elemento de volumen da lugar a una onda que se propaga en el gas. No 
analizaremos la ecuación de movimiento dei elemento, que es complicada matemáticamente debido a 
la compresibilidad dei gas; tan sólo diremos que, si las fluctuaciones en la presión no son muy gran¬ 
des, el desplazamiento ^ satisface la ecuación de onda 28.11 con una velocidad de propagación 


V = 



(28.23) 


donde p es la densidad media o de equilibrio, y el desplazamiento debido a la perturbación en la 
presión dei gas se propaga como una onda longitudinal. 

La presión obedece la misma ecuación de onda, de manera que las variaciones de presión 
producidas por la onda se propagan con la velocidad dada en la ecuación 28.23. Ésta es la razón por 
la que llamamos a las ondas elásticas en un gas ondas de presión. El sonido es simplemente una 
onda de presión en el aire. Similarmente, la densidad dei gas obedece una ecuación de la misma 
forma, con ^ sustituida por la variación en la densidad dei gas. Por tanto, cuando nos referimos a un 
gas, podemos bablar de una onda de desplazamiento, de presión y de densidad. Para el caso de una 
onda de presión armónica, tenemos p - sen (fcc - cot), donde p^ es la presión media y Pg la 

amplitud de la onda. 

En un gas el desplazamiento es un campo vectorial y la onda asociada con el movimiento 
dei desplazamiento corresponde a una onda vectorial longitudinal paralela a la dirección de propa¬ 
gación. Sin embargo, ni la presión ni la densidad son vectores (no bay una dirección asociada a 
ellos) y el movimiento ondulatorio correspondiente a estas cantidades es una onda escalar. 



EJEMPLO 28.5 

Velocidad de onda en un gas como función de la presión. 

t> El movimiento ondulatorio en los gases normalmente es un proceso adiabático, pues las variaciones son 
tan rápidas que no bay tiempo para la transferencia de calor. Recordamos que en condiciones adiabáticas 
la ecuación de estado de un gas, ecuación 16.20, es pV’’' = const. op = const. x (1/V)^. Pero la densidad 
es inversamente proporcional al volumen, p ~ 1/V. Por consiguiente, podemos escribir p = Cp^. 
Diferenciando tenemos 


dp 

dp 


= yCpy-^ 


y, de la definición de módulo volumétrico. 



Entonces, sustituyendo en la ecuación 28.23, tenemos que la velocidad dei sonido en un gas es 
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(28.24) 


Así, cuanto más alta sea la presión y menor la densidad, más rápida será la propagación de la onda. 


EJEMPLO 28.6 

Relación entre la velocidad de una onda de presión (o sonido) en un gas y su temperatura. 


1> Como vimos en la sección 15.3, la relación entre presión y volumen en un gas ideal es pV = nRT, donde 
N es el número de moles en ei volumen V. Pero como p = mJV, tenemos que 

p nRT RT 
p m M 


donde M = m/n es la masa de un mol de gas expresada en kilogramos. Entonces podemos escribir 


V = 




(28.25) 


donde a = (yR/M)^^^. Así, la velocidad dei sonido en un gas varia como (T) y la constante de pro- 
porcionalidad a depende dei gas. Por ejemplo, segün las mediciones experimentales, a r= 273.15 K 
(o 0 °C), la velocidad dei sonido en el aire es de 331.45 m s"’. Por tanto, la velocidad dei sonido en el aire 
a cualquier temperatura es y = 20.055(7^'^^ m s~^ resultado que concuerda con las observaciones en un 
amplio margen de temperaturas. 


28.7 Ondas transversales en una cuerda 

En condiciones de equilíbrio, una cuerda sometida a una tensión T tiene la forma de una línea recta. 
Supongamos que desplazamos la cuerda lateralmente o perpendicularmente a su longitud una pe¬ 
quena distancia, como se muestra en la figura 28.9. Consideremos un pequeno elemento AB de 
cuerda, de longitud dbc, que ha sido desplazado una distancia ^ de la posición de equilíbrio. En cada 
extremo actúa una fuerza tangencial T, en B producida por la tracción de la cuerda en la derecha y 
en A por la tracción de la cuerda en la izquierda. Debido a la curvatura de la cuerda, las dos fuerzas 
no se oponen directamente, sino que forman ângulos diferentes a y a' con el eje X. Las componen¬ 
tes de cada fuerza son T'^ = T sen a' hacia arriba y =T sen a hacia abajo. La fuerza resultante 
hacia arriba en el elemento AB es = T'^ - T^. Bajo la acción de esta fuerza, el elemento AB se 
mueve hacia arriba y hacia abajo. Aplicando las leyes de movimiento (véase la deducción siguien- 
te), el desplazamiento ^ satisface la ecuación de onda 28.11 con una velocidad de propagación 

(28.26) 

donde m es la densidad lineal de la cuerda (o masa por unidad de longitud) expresada en kg m“’; la 
ecuación (28.26) es válida siempre que la amplitud sea pequena. Por tanto, una perturbación trans¬ 
versal se propaga con velocidad y a lo largo de la cuerda sometida a la tensión T. 


Y 




Figura 28.9 Fuerzas ejercidas 
sobre un elemento de una cuerda 
desplazada transversalmente. 
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Figura 28.11 Onda transversal linealmente 
polarizada en una cuerda. 


Figura 28.12 Onda transversal circularmente 
polarizada en una cuerda. 


Figura 28.10 Onda transversal 
no polarizada en una cuerda. 


El movimiento ondulatorio es transversal; esto significa que la propiedad física (el despla- 
zamiento |) es perpendicular a la dirección de propagación de la onda, que es a lo largo dei eje X 
Pero existen muchas direcciones dei desplazanüento que son perpendiculares al eje X Si escogemos 
dos direcciones mutuamente perpendiculares como referencia, YyZ, podemos expresar el despla- 
zamiento transversal <^, que es un vector, en términos de sus componentes a lo largo de los ejes Y y 
Z. A medida que se propaga la perturbación, la dirección de | puede cambiar de un punto al otro, 
teniendo como resultado una torsión de la cuerda (Fig, 28.10), Cuando todos los desplazamientos 
están en la misma dirección, digamos el eje Y, la cuerda permanece en el plano XY y décimos que el 
movimiento ondulatorio está polarizado linealmente (Fig. 28.11). Es claro que una onda transver¬ 
sal puede ser considerada siempre como la combinación de dos ondas linealmente polarizadas en 
direcciones perpendiculares. Si ^ tiene una longitud constante pero cambia de dirección, de modo 
que la cuerda se encuentra en una superfície circular cilíndrica (Fig. 28.12), la onda está polariza¬ 
da circularmente. En este caso, cada segmento de la cuerda se mueve en un círculo alrededor dei 
eje X La polarización de las ondas transversales es un tema muy importante y la analizaremos con 
más detalle en el capítulo 32. 


Deducción de Ia velocidad de propagación de las ondas en una cuerda 
La fuerza resultante hacia arriba sobre el elemento AB de la cuerda (Fig. 28.9) es 

Fy = Ty— Ty= Tísqu a' — sen a) 

Pero, como a y a' son casi iguales, podemos escribir F^ = T d(sen a). Si la curvatura de la cuerda no es muy grande, los ângulos a 
y a' son pequenos y sus senos pueden sustituirse por sus tangentes, de modo que la fuerza hacia arriba es 

d 

F - T d(tan a) = T — (tan a) dx 
dx 




4ó Áhvimienfo ondulaforio 

Pero tan a es la pendiente de la curva adoptada por la cuerda, que es igual a d^dx. Entonces 

^ ^ d / dA 

= A dx-r—idx 

dx \dx/ dx^ 

Esta fuerza debe ser igual a la masa de la sección AB multiplicada por su aceleración hacia arriba, Puesto que m es la 

densidad.lineal de la cuerda, la masa de la sección AB es m dx. Utilizando la relación fuerza = masa x aceleración, la ecuación de 
movimiento de esta sección de la cuerda es 

imdx)~-=T^ dx 
dí^ dx^ 

Cancelando él factor común dx y colocando m en el lado derecho de la ecuación, obtenemos 


^__Td^^ 
dt^ m dx^ 

Esta es la ecuación de onda 28.11 con 


(28.27) 


28.8 Ondas elásticas fransversales en una varilia 

Las ondas elásticas en una varilia sólida también pueden ser transversales. Tomemos una varilia que 
en su estado no perturbado está representada por las rectas punteadas de la figura 28.13. Si hacemos 
vibrar a la varilia golpeándola transversalmente, en un instante particular adopta la forma de las 
líneas curvas y podemos suponer que cada elemento de la varilia se mueve hacia arriba y hacia 
abajo, sin que tenga movimiento horizontal. Entonces, el desplazamiento transversal de un elemen¬ 
to en un instante particular será Este desplazamiento también debe ser función de la posición, 
puesto que, si fuera constante, correspondería a un desplazamiento paralelo de la varilia. La magni- 
tud d^tdx, que es el cambio de desplazamiento transversal por unidad de longitud a lo largo de la 
varilia, se conoce como deformación transversal. Como en el caso de la deformación longitudinal, 
es un número sin unidades. 

Como resultado de la deformación, cada sección de grosor dx está sometida a las fuerzas 
opuestas F y F', que son transversales a la varilia y, por tanto, tangentes a la sección (compárese con 
la situación de la Fig. 28.7); son producidas por aquellas porciones de la barra que están a cada lado 
dei elemento. La fuerza tangencial o transversal por unidad de área, 5^ = F/A, se conoce como 
esfuerzo transversal o cortante. 

El esfuerzo transversal y la deformación transversal tienen una relación similar a la ley de 
Hooke, ecuación 28.15, esto es, 

■^ = G — (28.28) 

dx 



Figura 28.13 Onda transversal o 
de corte en una varilia. 
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donde G es un coeficiente característico dei material conocido como módulo de rigidez (Tabla 
28.1). Sustituyendo 5^por F/A, obtenemos 

dí 

F = = AG — (28.29) 

dx 

La fuerza transversal resultante sobre el elemento de grosor ck es F' - F. Aplicando las 
leyes dei movimiento al elemento, encontramos que el desplazamiento transversal, cuando los des- 
plazamientos son pequenos, obedece a la ecuación 28.11, con una velocidad de propagación 

(28.30) 

que indica que por la barra se propaga una deformación transversal. Un nombre más apropiado para 
la onda es el de onda transversal. 

Otro ejemplo de una onda transversal es una onda de torsión. Supongamos que se aplica un 
torque variable en el extremo libre de una varilla fija por el otro. Se produce un giro en la varilla 
(Fig. 28.14). Si el torque depende dei tiempo, el áhgulo de torsión cambia con el tiempo, teniendo 
como resultado una onda de torsión que se propaga por la varilla. Un análisis matemático dei 
problema muestra que, independientemente de la forma de la sección transversal de la varilla, la 
velocidad de propagación de la onda de torsión está dada también por la ecuación 28.30, puesto que 
ambos procesos se deben esencialmente al esfuerzo transversal en la varilla. Un aspecto interesante 
de las ondas de torsión es que correspondeu a desplazamientos angulares alrededor dei eje sin 
cambiar su forma, y no a desplazamientos paralelos ni transversales al eje de la varilla. 



Figura 28.14 

en una varilla. 


indas 


en un 


Las ondas en la superfície de un líquido son el tipo de ondas más conocido; las observamos en lagos 
y océanos, o simplemente cuando dejamos caer una piedra en un estanque. Su aspecto matemático, 
sin embargo, es más complicado que el de los ejemplos anteriores, y por tanto lo omitiremos. En 
lugar de eso, sólo presentaremos un análisis descriptivo. 

La superficie en equilibrio de un líquido es plana y horizontal. Una perturbación en la 
superficie produce un desplazamiento de todas las moléculas que se encuentran directamente deba- 
jo de la superfície, como resultado de las fuerzas intermoleculares (Fig. 28.15). La amplitud de los 
desplazamientos horizontal y vertical de un elemento de volumen de un fluido varían, en general, 
con la profundidad. Por supuesto, las moléculas dei fondo no sufren desplazamiento vertical, pues 
no se pueden separar dei fondo. En la superficie actúan otras fuerzas: una es la tensión superficial 
dei líquido que aplica una fuerza hacia arriba o hacia abajo a un elemento de la superfície parecido 
al caso de una cuerda. Otra es el peso dei líquido que está por encima dei nivel en equilibrio de la 
superfície. La ecuación resultante para el desplazamiento superficial no es exactamente dei tipo 
28.11, sino ligeramente más complicada. Sin embargo, es satisfecha por ondas armónicas de longi- 
tud de onda X y velocidad de propagación dada por 



V = 



2n^ 

pX 


(28.31) 


donde p es la densidad dei líquido, la tensión superficial (medida en N m“*) y g lâ aceleración de 
la gravedad. Esta expresión es válida sólo cuando la profundidad es muy grande en comparación 
con la longitud de onda A. 


Onda de torsión 
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El aspecto más interesante de la ecuación 28.31 es que 
la velocidad de propagación depende de la longitud de onda, 

situación que no habíamos encontrado con anterioridad. Como la longitud de onda está relacionada 
con la frecuencia y la velocidad de propagación mediante v = vlX, podemos concluir que 

la velocidad de propagación depende de la frecuencia de las ondas. 

Cuando la longitud de onda X es suficientemente grande para que el segundo término de la ecua¬ 
ción 28.31 pueda despreciarse en comparación con el primero tenemos 

(28.32) 

A estas ondas se les conoce como ondas de gravedad. La velocidad de propagación, en 
nuestra aproximación, es independiente de la naturaleza dei líquido, puesto que ningún factor rela¬ 
cionado con el líquido (como la densidad o su tensión superficial) aparece en la ecuación 28.32. 
Vemos que la velocidad de propagación es proporcional a la raiz cuadrada de la longitud de onda y 
que cuanto mayor sea la longitud de onda, más rápida será la propagación. Por tal razón un viento 
fuerte y constante produce ondas de longitud de onda mayor que uno suave que viene en ráfagas. Si se 
produce una perturbación en un líquido, la ecuación 28.32 implica que la perturbación inicial se dis- 
torsiona de tal modo que las componentes de longitud de onda mayor se “escapan” de la perturbación 
por moverse más rápido que las de longitud de onda menor. 

Cuando la longitud de onda X es muy pequena, el término dominante es el segundo de la 
ecuación 28.31; entonces la velocidad de propagación es 

(28.33) 

A estas ondas se les llama rizos u ondas capilares debido a su dependencia de la tensión superfi¬ 
cial. Son las ondas que observamos cuando sopla un viento muy suave o cuando un recipiente está 
sujeto a vibraciones rápidas. En este caso, cuanto más grande sea la longitud de onda, menor será la 
velocidad de propagación. 

Cuando la velocidad de propagación de un movimiento ondulatorio depende de la longitud 
de onda o de la frecuencia, décimos que hay dispersión. Si el movimiento ondulatorio producido por 
la superposición de varias ondas armónicas de diferentes frecuencias llega a un medio dispersivo, la 
onda se distorsiona, pues cada una de sus componentes se propaga con velocidad diferente. La disper¬ 
sión es un fenómeno muy importante que se presenta en vários tipos de propagación de ondas. En 
particular, aparece cuando las ondas electromagnéticas se propagan en un medio material en lugar 
de vacío, como veremos en el siguiente capítulo. 

28.10 ^Qué se propaga en el movimiento ondulatorio? 

En el movimiento ondulatorio lo que se propaga es una condición física generada en algún lugar y 
transmitida a otras regiones. Todas las ondas analizadas en las secciones anteriores corresponden a 
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ciertos tipos de movimiento de átomos o moléculas dei medio por el cual se propaga la onda, pero 
los átomos, en promedio, permanecen en su posición de equilibrio (Fig. 28.16). Entonces, no es la 
matéria la que se propaga, sino que es el estado de movimiento o condición dinâmica de la matéria 
lo que se propaga de una región a otra. Como la condición dinâmica de un sistema está descrita en 
términos de momentum y energia, podemos decir que, 

en el movimiento ondulatorio se propagan o transfieren energia y momentum. 

La intensidad de una onda se define como la energia que fluye por unidad de tiempo a 
través de un área perpendicular a la dirección de propagación. Sea e la densidad media de energia 
de la onda; esto es, la energia media por unidad de volumen dei medio en el que se propaga la onda. 

Es claro que e se expresa en J m~^. Si v es la velocidad de propagación, la intensidad de la onda es 

I = VE (28o34) 

La intensidad de la onda se expre^ en (m s"^)(J m~^) = J s~' m“^ = W m"^ o potência por unidad de área. 

Si la onda se propaga en un medio limitado, como una varilla o un tubo, de sección transver¬ 
sal A, la energia media total que cruza por unidad de tiempo una sección dei medio, o rapidez de 
flujo de energia, es 

=IA = veA (28.35) 

V / ined 

Esta expresión da también la potência requerida para mantener la onda; esto es, la rapidez con la 
cual debe suministrarse energia, de manera continua, en un extremo para mantener las ondas a lo 
largo dei medio. ' 

En el caso de una onda armónica elástica expresada por ^ = ^ sen(Lr - cot), podemos usar 
los resultados dei capitulo 10 para obtener la densidad de energia media de una onda elástica. 
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Figura 28.16 Propagación de 
un pulso en un resorte. Las 
secciones dei resorte se mueven 
verticalmente a medida que el 
pulso se desplaza de izquierda a 
derecha. (Cortesia de D. C. 
Ucath, PSSC Physics.) 
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Figura 28.17 Intervalo de 
audición promedio para el oído 
humano. La curva inferior es el 
umbral de audición y la superior 
el umbral de dolor para cada 
frecuencia. 


Recordando la ecuación 10.11, que da la energia de un oscilador, y utilizando como amplitud y 
p como la masa, pues queremos la energia por unidad de volumen, tenemos 

E = (28.36) 


Intensidad de las ondas en una columna de gas expresada en términos de la amplitud de la onda de 
presión. 

t> Se puede demostrar que las amplitudes de presión, P^, y de desplazamiento, de las ondas armónicas 
en un gas están relacionadas mediante Pq = vpo^Q. Por ejemplo, a 400 Hz, el sonido más débil que se 
puede escuchar corresponde a una amplitud de presión de alrededor de 8 x 10"^ N m“^. La correspon- 
diente amplitud de desplazamiento, suponiendo una densidad dei aire de 1.29 kg m"^ y una velocidad dei 
sonido de 345 m s~^ y recordando que co = liw, es 

= = 7.15 X 10-“ m 

vpco 

Esta amplitud es dei orden de las dimensiones moleculares, pero mucho menor que la separación molecular 
media en un gas. 

La densidad de energia de la onda es (Ec. 28.36), 

E = ^ (28.37) 

y la intensidad de la onda, según la ecuación 28.34, es / = yE = Pplvp. En nuestro ejemplo / = 7.19 x 
10-*2 w m~^. La sensibilidad dei oido humano es tal que, para cada frecuencia, existe una intensidad mini- 
ma o umbral de audición, por debajo dei cual el sonido no se escucha, y una máxima o umbral de dolor, 
por encima dei cual el sonido produce moléstias o dolor. Lo anterior está ilustrado, para cada frecuencia, 
con las dos curvas de la figura 28.17, donde también se indican la intensidad y las amplitudes de presión. 

La intensidad se expresa mediante otra unidad, llamada decibel, en honor a Alexander G. Bell 
(1847-1922) quien inventó el teléfono. El nivel de intensidad de cualquier sonido (o de cualquier mo- 
vimiento ondulatorio) se expresa en decibeles, dB, según la defmición 

R = 10 log ~ 

^0 
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donde Iq es una intensidad de referencia. Para el caso dei sonido en el aire, el nivel de referencia se ha 
tomado arbitrariamente como 10“’^ W m“^ Por ejemplo, la amplitud de presión dada anteriormente para 
el sonido más débil que se puede escuchar a 400 Hz, tiene una intensidad de 7.19 x 10“’^ W m~^, cuyo 
nivel de intensidad es de 8.57 dB. 


28.11 Ondas en d©s y en Ires dimensiones 

Aunque ^ = f(x - vt) representa un movimiento ondulatorio que se propaga a lo largo dei eje X, no 
necesariamente tenemos que interpretarlo como una onda concentrada en el eje X. Si la perturba- 
ción física descrita por ^ se extiende a todo el espacio, tenemos que a un tiempo t dado la función 
^ = f(x - vt) toma el mismo valor en todos los puntos que tienen la misma x. Pero x = const. 
representa un plano perpendicular al eje X (Fig. 28.18), conocido como superfície de onda. Por 
tanto, en tres dimensiones la expresión ^ = f(x - vt) describe una onda plana que se propaga 
paralelamente al eje X. 

Debemos tomar en cuenta que lo relevante en una onda plana es la dirección de propaga- 
ción, indicada por un vector unitário u perpendicular al plano de la onda y que la orientación de los 
ejes de coordenadas es algo más o menos arbitrário. Por tanto, es conveniente expresar la onda 
plana ^ =/(jc - vt) de manera que sea independiente de la orientación de los ejes. En el caso de la 
figura 28.18, el vector unitário u es paralelo a X. Si r es el vector de posición de cualquier punto 
dei frente de onda, tenemos que x = u ‘ ry, por consiguiente, podemos escribir 

^=f{u-r-vt) (28.38) 

\ 

Si u apunta en una dirección arbitraria (Fig. 28.19), la magnitud u • r todavia es una distancia 
medida desde un origen O a lo largo de la dirección dei vector unitário u. Así, la ecuación 28.38 
representa una onda plana que se propaga en la dirección w. En el caso de una onda aimónica o 
senoidal que se propaga en la dirección u, escribimos 

(^ = <^o sen[/c(«-r — vt)'] 

Resulta conveniente definir un vector A: = ku, con un módulo dado por la ecuación 2S.3,k = 27t/Ã= 
(ú/v, y que apunta en la dirección de propagación, por lo que es perpendicular a la superfície de 
onda. Normalmente se conoce como vector de propagación o vector número de onda. Entonces, 
como (ú = kv, una onda armónica plana se expresa como 

^ = (^oSen(/c-r — coí) = í^osen(/c^x + k^y + k^z - wt) (28.39) 

donde k^, k^ y k^ son las componentes de k que satisfacen la relaçión 

kl + kl + kl = k^ = w^/v^ (28.40) 


Dirección de 

TV rr» fv íifT íJ r» t A n 



Figura 28.18 Onda plana que se propaga a lo largo 
dei eje X. 


Figura 28.19 Onda plana que se propaga en una 
dirección arbitraria. 
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Y 



X 

(c) 


Figura 28.20 Ondas (a) planas, 
(b) cilíndricas, (c) esféricas. 


Aunque las ondas planas 28.38 y 28.39 contienen las tres coordenadas x,yyz, en realidad 
se trata de un fenómeno en una dimensión, pues la propagación es a lo largo de una dirección 
particular y la situación física es la misma en todos los planos perpendiculares a la dirección de 
propagación (Fig. 28.20(a)). Pero en la naturaleza existen oiros tipos de ondas que se propagan 
en varias direcciones. Los dos casos más importantes son los correspondientes a las ondas cilín¬ 
dricas y las esféricas. En el primero, las superfícies de onda son cilindros coaxiales paralelos a 
una línea dada, pongamos el eje Z, y, por tanto, perpendiculares al plano Xf (Fig. 28.20(b)). La 
perturbación se propaga en todas las direcciones perpendiculares al eje Z. Estas ondas se produ- 
cen, por ejemplo, cuando tenemos una serie de fuentes distribuidas uniformemente a lo largo de 
un eje, oscilando todas en fase, o cuando una onda de presión en el aire es producida por las 
vibraciones de una larga cuerda. 

Cuando una perturbación, originada en cierto punto, se propaga con la misma velocidad en 
todas direcciones, es decir, el medio es isóíropo (isos: igual, tropos", dirección), resultan ondas 
esféricas. Las superfícies de onda (o frentes de onda) son esferas concêntricas con respecto al punto 
en el que se originó la perturbación (Fig. 28.20(c)). Estas ondas se producen, por ejemplo, cuando 
hay un cambio súbito de presión en un punto de un gas, como en el caso de una explosión. 

En ocasiones la velocidad de propagación no es la misma en todas direcciones y al medio se 
le llama anlsóíropo. Por ejemplo, en un gas en el que existe un gradiente de temperatura, en un 
sólido deformado o en un cristal con diferentes propiedades elásticas en direcciones distintas, la 
velocidad de propagación es diferente para cada dirección. En tales médios, las ondas no son esfé¬ 
ricas (Fig. 28.21). 


Un ejemplo importante de ondas esféricas son las ondas de presión generadas por una fuente puntual 
en un fluido isótropo homogéneo. La velocidad de propagación está dada por la misma expresión obte- 
nida para las ondas planas en un fluido, ecuación 28.23; es decir. 


V = 



(28.41) 


Para mantener un movimiento ondulatorio es necesario suministrar energia al medio por el 
cual se propaga la onda. A medida que las ondas esféricas se propagan, la energia dei movimiento 
ondulatorio se dispersa sobre superfícies cada vez mayores, lo que da lugar a una disminución de la 
intensidad dei movimiento ondulatorio a medida que aumenta la distancia a la fuente. Si el medio 
no absorbe energia o ésta no se dispersa en el medio, la energia media que pasa por cualquier 
superficie esférica por unidad de tiempo es (dE/dí)^. Por tanto, según la ecuación 28.35, la inten¬ 
sidad de la onda a la distancia r está relacionada con el área de la esfera, A = mediante la 
expresión (Fig. 28.22) 


= IA — I{4nr^) = const. 

ined 

Así pues, / = const./ 1 ^. Si hacemos la constante igual a 1^, fínalmente obtenemos la intensidad de la 
onda esférica a la distancia r de la fuente como 




Por tanto. 


(28.42) 


en una onda esférica que se propaga sin absorción o dispersión, la intensidad varia en 
proporción inversa al cuadrado de la distancia a la fuente. 

resultado que se aplica en acústica y en óptica. 

Como la intensidad de una onda es proporcional al cuadrado de la amplitud, concluimos 
que la ecuación 28.42 requiere que la amplitud de una onda esférica sea inversamente proporcional 
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Fuente 




Figura 2S.21 Figura 28.22 

a r. Esto significa que la amplitud de la onda de presión disminuye a medida que aumenta la distan¬ 
cia a la fuente, resultado confirmado experimentalmente. Si el fluido es isótropo, la onda tiene la 
misma amplitud en todas direcciones a la misma distancia de la fuente. Si, además, la onda se 
propaga sin sufrir absorción o dispersión, la onda de presión está dada por la expresión 

p - Po = i f(r - vt) (28.43) 

r 

dondees la presión media o de equilibrio. Por tanto, tenemos ahora un factor geométrico l/r que 
no estaba presente en una onda plana y que toma en cuenta la disminución de las variaciones de 
presión con la distancia a la fuente. Un caso de particular interés es el de una onda de presión 
esférica armónica expresada por 




P — Po = —^sen(/cr — cot) 
r 


La amplitud de la onda de presión a la distancia r de la fuente es P^tr. El desplazamiento correspon- 
diente a esta onda de presión está dado por una expresión más complicada. Pero a grandes distancias 
de la fuente, la amplitud de la onda de desplazamiento disminuye también en proporción inversa a 
la distancia a la fuente. Entonces, podemos expresar el desplazamiento como 





^0 


cos(/cr — (út) 


donde ^ = PçJvpíO, relación idêntica a la de las ondas planas (Ej. 28.7). 


(28.45) 


EJEMPLO 28.8 

Intensidad de una onda esférica en un gas. 

[> Para una onda esférica armónica el desplazamiento está dado por la ecuación 28.45. Notamos que ahora 
la amplitud es l^/r, en lugar de La energia por unidad de volumen a grandes distancias está dada 
ahora, de acuerdo con la ecuación 28,37, por 

^ Po 

2 2v^pr~ 

En consecuencia, e disminuye con la distancia a la fuente como l/r^ o en proporción inversa al cuadrado 
de la distancia a la fuente. 

Según la ecuación 28.34, la intensidad de la onda a una distancia r de la fuente o la energia media 
que cruza un área unitaria por unidad de tiempo es / = i;e = P^llvpr^ = con Iq = pyivp, que es la 
misma expresión obtenida en el ejemplo 28,7 para las ondas planas. 
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Figura 2S.23 Pulso de ondas. 


Figura 28.24 Velocidades de 
fase y de grupo. 


28.13 Velôcidad de grupe 

La velôcidad de propagación y = 0)/k, dada por la ecuación 28.6 para una onda armónica de fre- 
cuencia angular O) y longitud de onda X = Ijt/k, se conoce como velôcidad de fase. Sin embargo, 
ésta no es necesariamente la velôcidad que observamos cuando analizamos un movimiento 
ondulatorio no armónico. Si tenemos una onda armónica continua (o, como se conoce a veces, un 
íren de ondas) de longitud infinita, la onda tiene una sola longitud de onda y una sola frecuencia. 
Pero una onda de esta naturaleza no es adecuada para la transmisión de una senal, pues una senal 
implica algo que comienza en cierto instante y termina en un instante posterior; es decir, la onda debe 
tener una forma parecida a la presentada en la figura 28.23. Una onda con tal forma se llama pulso y 
una senal es un conjunto codificado de pulsos. Por tanto, si medimos la velôcidad con la que se 
transmite la senal, estamos implicando esencialmente la velôcidad con que se desplazan los pulsos. 

Sin embargo, el pulso representado en la figura 28.23 no es una onda armónica, pues su 
amplitud no es constante a lo largo de la dirección de propagación. En realidad el pulso contiene 
varias frecuencias y longitudes de onda. Desde luego, si la velôcidad de propagación es indepen- 
diente de la frecuencia (es decir, no hay dispersión), todos los componentes dei pulso viajan con la 
misma velôcidad y la velôcidad dei pulso es la misma que la velôcidad de fase de la onda. Sin 
embargo, en un medio dispersivo cada componente dei pulso tiene su propia velôcidad de propaga¬ 
ción y la velôcidad dei pulso no es la misma que la velôcidad de fase. 

Por simplicidad, consideremos el caso en que el movimiento ondulatorio consta de dos 
movimientos con frecuencias, o) y O)', casi iguales, de modo que co' -cú sea muy pequena, y cuyas 
amplitudes son iguales. Entonces 


^ = ^QSQn{kx''— cüt) -f ^Qsen{k'x — a)'t) 
= ^o[sen(/cx — cot) +sen{k'x — cu'í)] 


= 2(^0 COS jl{k' - k)x - (cü' - cü)t] x sen ■j[(/c' + k)x - {co' -b co)í] 


Como coy co', así como k y k', son casi iguales, podemos sustituir j(co' +co) por coy }(k' + k) por k, 
de manera que 

^ = 2^0 cos jl{k' — k)x — {co' — 0 ))t']sQn{kx — (ot) (28.46) 

La ecuación 28.46 representa un movimiento ondulatorio determinado por el factor sen(ib: - ox), 
cuya amplitud está modulada de acuerdo con 

2(^0 cos jl{k' — k)x — (co' — co)í] 


(véase la Fig. 28.24), de modo que el movimiento ondulatorio se asemeja a una serie de pulsos. La mis¬ 
ma amplitud modulada corresponde a un movimiento ondulatorio que se propaga con velôcidad 


co' — co dco 
k! -k " dfc 


(28.47) 


conocida como velôcidad de grupo. Ésta es la velôcidad con la que se propaga la onda de ampli¬ 
tud, representada con la línea punteada en la figura 28.24. Esto es, cada máximo de la onda se 
propaga con velôcidad de grupo v^. Por tanto, en un medio dispersivo la velôcidad de grupo es la 
velôcidad con que se transmite una senal. 

Si usamos co = kv, la ecuación 28.47 se vuelve 

do 

V = V + k — (28.48) 

d/c 

















Si la velocidad de fase es independiente de la longitud de onda, como en los médios no dispersivos, 
àvlàk = 0 y las velocidades de fase y de grupo son iguales; es decir, Vg = v. Por tanto, en los médios no 
dispersivos no existe diferencia entre las velocidades de fase y de grupo, pero en un medio dispersivo la 
velocidad de grupo puede ser mayor o menor que la de fase. 


EJEMPLO 28.29 

Velocidad de grupo de las ondas superficiales en un líquido. 

o En el caso de las ondas superficiales en un líquido, en la aproximación de onda larga, la velocidad de fase 
está dada por la ecuación 28.32 y, como k = iTdX, 

1k \J k 

_ jL 

2/c V /c 2/c 

y la ecuación 28.48 da = }v, de manera que la velocidad de grupo es justo la mitad de la velocidad de 
fase. Esto significa que si se produce una perturbación en un líquido, la velocidad dei máximo pico de la 
perturbación es la mitad de la velocidad de propagación de cada componente armónico. Para la aproxi¬ 
mación de onda corta utilizamos la ecuación 28.33, 



Entonces 

dü _ 1 

d/c 2\I pk 2/c 

de modo que = 1 1 ; y la velocidad de grupo es mayor que la de fase. 


Entonces 


dv 

d/c 


28.14 ifecto Doppier 

Cuando la fuente de una onda y el observador están en movimiento relativo con respecto al medio 
en que se propaga la onda, la frecuencia de las ondas observadas es diferente de la frecuencia de la 
fuente. Este fenómeno se conoce como efecto Doppier, en honor a Christian J. Doppier (1803- 
1853), quien fue el primero en observarlo en ondas sonoras. 

Supongamos que tenemos una fuente de ondas, como puede ser un cuerpo vibrando, que se 
mueve hacia la derecha (Fig. 28.25) en un medio tranquilo, como aire o agua. Cuando la fuente se mue- 
ve, ocupando las posiciones 1, 2, 3, 4,..., notamos que después de cierto tiempo, a partir dei mo¬ 
mento en que la fuente estaba en la posición 1, las ondas emitidas en las posiciones sucesivas 
ocupan las esferas 1, 2, 3, 4,..., que no son concêntricas. Las ondas están menos espaciadas en el 
lado hacia el cual se mueve la fuente y más separadas en el lado opuesto. Para un observador en 
reposo en cualquiera de los dos lados, esto corresponde a una longitud de onda efectiva más corta y 
más larga, o a una frecuencia efectiva más grande y más pequena, respectivamente. Pero si el ob¬ 
servador está en movimiento las ondas lo alcanzarán con una rapidez diferente. Por ejemplo, si el 
observador se acerca a la fuente desde la derecha observará una longitud de onda todavia más corta 
(o una frecuencia más grande), pues se mueve hacia las ondas. Sucede lo contrario si el observador 
se aleja de la fuente y, por tanto, de las ondas. 

Designemos con v^y a las velocidades de la fuente y dei observador con respecto al 
medio por el cual se propagan las ondas con velocidad de fase v. Entonces la relación entre la 
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Figura 28.25 Efecto 
Doppler debido a una fuente 
en movimiento. La fotografia 
ilustra el efecto en una 
superfície líquida. 


I 




frecuencia v de la fuente y la frecuencia v' registrada por el observador cuando ambos se mueven 
en la dirección de propagación (Fig. 28.26) está dada por la expresión (véase la deducción siguiente) 


, V - 

V =-V (28.49) 

v-v, 

En esta expresión y se consideran positivas si tienen la misma dirección que el vector SO que 
va de la fuente al observador y negativas si tienen la dirección opuesta. 

Cuando y son muy pequenas en comparación con v, la expresión que relaciona a v y v' 
se puede escribir de la forma 



donde velocidad dei observador con respecto a la fuente. Si es positiva, el ob¬ 

servador se aleja de la fuente y la frecuencia observada es menor. Pero si es negativa, el obser¬ 
vador y la fuente se aproximan entre sí y la frecuencia observada es mayor. 

Una situación especial es cuando el observador está en reposo pero la fuente se mueve con 
velocidad mayor que la velocidad de fase de las ondas; esto es, es mayor que v. Entonces, en un 
instante dado, la fuente avanza más que el frente de onda. Por ejemplo, si en el tiempo t la fuente se 
mueve de A a (Fig. 28.27), la onda emitida en A sólo ha recorrido la distancia de A a A'. La superfície 
tangente a todas las ondas sucesivas es un cono, cuyo eje es la trayectoria de la fuente y cuya apertura 
a está dada por 

sena = — (28.51) 

Vs 


. - vqI' 

0 



Figura 28.26 Se considera la dirección positiva siempre en la 
dirección de SO, sin importar si O está a la derecha o a la izquierda de S. 


Figura 28.27 Onda de Mach o de choque. 
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El movimiento ondulatorio resultante es entonces una onda cónica que se propaga en la forma que 
indican las flechas de la figura 28.27. A esta onda se le llama onda de Mach o de choque, y 
corresponde al sonido súbito y violento que escuchamos cuando un avión supersónico pasa cerca 
de donde nos encontramos. Este tipo de ondas se observa también en las esteias de los botes que se 
mueven con mayor rapidez que la velocidad de las ondas superficiales en el agua. 


Deducdón de la reladón de Doppler 

Para obtener la relación entre la frecuencia v de las ondas producidas por la fuente y la frecuencia v' registrada por el observa¬ 
dor, utilizamos el siguiente razonamiento. Por simplicidad supongamos que la fuente y el observador se mueven a lo largo de la 
misma línea (véase la Fig. 28.26) y que el observador O está a la derecha de la fuente S. En cualquier caso, la dirección positiva se 
toma siempre como la dei vector SO. 

Supongamos que al tiempo t = 0, cuando la fuente y el observador están separados por una distancia SO = l, la fuente emite 
una onda que llega al observador un tiempo t más tarde. En ese tiempo, el observador se ha desplazado una distancia v^t y la distancia 
total recorrida por la onda es Z + v^t. Si v es la velocidad de propagación de la onda, esta distancia es también vt. Entonces 


En el instante í = t la fuente está en S' y la onda emitida en ese instante llegará al observador en un tiempo t', medido desde el 
mismo origen temporal dei caso anterior. La distancia total recorrida por la onda desde el momento en que es emitida en S' hasta 
que es recibida por el observador es (Z - v^t) + v^'. El tiempo real de recorrido de la onda es í' - r y la distancia recorrida v {t' - r). 
Por tanto. 


v{t' — t) = / — üjT -t- Vgt' o t 


, (ü - V,)X 


El intervalo de tiempo, medido por el observador, entre dos ondas emitidas por la fuente en S y es 


V — v. 

X = t — t = - X 

V — v„ 


Ahora, si v es la frecuencia de la fuente, el número de ondas emitidas en el intervalo de tiempo res ví. Como las ondas son 
recibidas por el observador en el intervalo de tiempo t', la frecuencia observada es 


, . V - v„ 

V = — o V = - V 

x' V — V, 


que es la relación dada por la ecuación 28.49. 

Dividiendo numerador y denominador entre v, tenemos 


Tomando los dos primeros términos de la expansión binomial (Ec. B.22), tenemos (1 - vjv)~^ s (1 + vjv), si vjv es mucho 
menor que uno. Entonces podemos escribir 

Cuando multiplicamos ambos parêntesis debemos ser consistentes con nuestra aproximación y tomar en cuenta sólo los dos 
primeros términos. Entonces, despreciando el término v^vjv^, tenemos que la frecuencia medida por el observador se reduce a 


que es la ecuación aproximada 28.50. 




La frecuencia dei sonido producido por una campana es de 500 Hz. La velocidad de la fuente con 
respecto al aire en reposo es de 60 m s~*. Un observador se mueve a 30 m s~^ sobre la misma línea que la 
fuente. Calcular la frecuencia dei sonido medida por el observador. Considerar todos los casos posibles. 


l> Suponga que la velocidad dei sonido es de 340 m s~’ y que la posición relativa de la fuente y el observa¬ 
dor es la de la figura 28.26. 

(i) La fuente y el observador se mueven bacia la derecha. Como la fuente se acerca al 

observador. Ambas velocidades son positivas. Entonces, omitiendo algunas unidades, 


V — v„ 


340 - 30 
340 - 60 


(500 Hz) = 553 Hz 


(ii) La fuente y el observador se mueven bacia la izquierda. Entonces la fuente se aleja dei 
observador y v^y son negativas. Entonces 


340 -(-30) 
340 -(-60) 


(500 Hz) = 462 Hz 


(iii) La fuente se mueve bacia la derecba y el observador bacia la izquierda, de modo que se 
acercan entre sí. En este caso es positiva y negativa y 


/340 -(-30)\ 

v' = - ^^ (500 Hz) = 660 Hz 

V 340- 60 J 

(iv) La fuente se mueve bacia la izquierda y el observador bacia la derecba, de manera que se 
alejan entre sí. En este caso es negativa y positiva y 


/ 340 - 30 \ 

- (500 Hz) = 387 Hz 

\340 -(-60); 


El estudiante deberá repetir el ejemplo suponiendo que inicialmente el observador está a la izquierda de 
la fuente. qué conclusiones se puede llegar a partir de este ejemplo? 


Nota 28.1 Acústica 

Con la excepción de las ondas superficiales en un líquido, todas laS demás analizadas en este capítulo pertenecen a la categoria de 
ondas elásticas, en las que la perturbación, ya sea ésta una deformación, una presión o un desplazamiento en el espacio que 
implica a mucbos átomos, se propaga con una velocidad que depende de las propiedades elásticas dei medio o, en otras palabras, 
de las fuerzas intermoleculares. 

Estas ondas elásticas se conocen también como sonido. En un lenguaje coloquial, el concepto de sonido está relacionado 
con el sentido dei oído. Siempre que una onda elástica se propaga en un gas, líquido o sólido y llega a nuestro oído, produce 
vibraciones en su membrana. Estas vibraciones provocan una respuesta nerviosa que constituye el proceso conocido como oir. 
Nuestro sistema nervioso produce la sensación de sonido sólo para frecuencias que van desde 16 Hz basta 20 000 Hz, aproxima¬ 
damente. El intervalo de frecuencias puede variar de una persona a otra y es diferente para los animales. Fuera de estos limites, el 
sonido no es audible, pero las ondas elásticas se conocen aún como sonido. La física de las ondas elásticas con frecuencias 
mayores a los 20 (X)0 Hz se conoce como ultrasónica. La ultrasónica tiene mucbas aplicaciones en la industria y la medicina. 

La ciência que trata lOs métodos de generación, recepción y propagación dei sonido se conoce como acústica. De becbo 
cubre mucbos campos y está relacionada estrecbamente con varias ramas de la ingenieria. Entre los campos de la acústica tenemos 
el diseno de instrumentos acústicos, donde incluimos a la electroacústica, que trata sobre la producción y el grabado eléctrico dei 
sonido (micrófonos, altavoces, amplificadores, etc.). La acústica arquitectónica se ocupa dei diseno y la construcción de salas 
y edifícios, y dei comportamiento de las ondas sonoras en espacios cerrados. La acústica musical está relacionada más directa- 
mente con la música. 
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Tabla 28.2 Velocidad dei sonido (m s~^) 


Sólidos (20 

°C) 

Líquidos (25 °C) 

Gases (0 °C, 

1 atm) 

Granito 

6(X)0 

Agua dulce 

1493.2 

Aire 

331.45 

Hierro 

5130 

Agua de mar 

1532.8 

Aire (100 atm) 

350.6 

Cobre 

3750 

(3.6% de salinidad) 


Hidrógeno 

1269.5 

Aluminio 

5100 

Queroseno 

1315 

Oxigeno 

317.2 

Plomo 

1230 

Mercúrio 

1450 

Nitrógeno 

339.3 

Lucita 

1840 

Alcohol 

1210 

Vapor (100 °C) 

404.8 


El sonido implica el desplazamiento de átomos y moléculas dei medio por el cual se propaga, pero este desplazamiento es 
un movimiento colectivo ordenado en el que todos los átomos de un pequeno volumen sufren esencialmente el mismo desplaza¬ 
miento. El movimiento colectivo ordenado se superpone a la agitación molecular aleatória o térmica de líquidos y gases. A medida 
que se propaga la onda, parte de su energia se transfiere dei movimiento ondulatorio al térmico, proceso conocido como disipa- 
ción. El resultado neto es la disminución de la intensidad dei sonido o su atenuaclón conforme la onda se propaga y la absorción 
parcial de energia por parte de las moléculas dei medio a través de colisiones. Esto produce un aumento en la energia molecular 
interna, principalmente en las correspondientes a los movimientos de rotación y traslación. En los líquidos, la viscosidad, que es 
en esencia un efecto de las fuerzas intermoleculares sobre el movimiento molecular (recuerde la Sec. 18.6), juega también un 
papel importante en la atenuación dei sonido. 

La velocidad dei sonido en un gas es prácticamente independiente de la frecuencia, en un intervalo muy grande, que se 
extiende hasta a más de 10^ Hz. En la tabla 28.2 se muestra el valor de esta velocidad para diferentes sustancias. Sin embargo, la 
velocidad dei sonido es bastante sensible a los câmbios de temperatura y presión, debido a su dependencia de la densidad. 


28.1 ^Cuánto avanza una onda armónica en un período? 
^Cuánto tarda en desplazarse una longitud de onda? 

28.2 Verifique que ^ = ^ sen k(x + vt) satisface la ecuación 
de onda. 

28.3 Establezca la diferencia entre la tensión normal y el 
esfuerzo transversal. ^Puede un fluido tener esfuerzo transversal? 

28.4 ^Cómo se modifica la velocidad de propagación de una 
onda transversal en una cuerda si el esfuerzo es (a) el doble, 

(b) la mitad? ^De qué manera se debe modificar el esfuerzo para 

(c) duplicar, (d) reducir a la mitad la velocidad de propagación? 

28.5 Una cuerda tiene una sección transversal de radio r y una 
densidad p. Exprese la velocidad de propagación de las ondas 
transversales en la cuerda en términos de r y p. 

28.6 ^Por qué el movimiento ondulatorio en los gases se 
considera como un proceso adiabático? 

28.7 ^Cuál es la diferencia entre velocidad de fase y de 
grupo? ^En qué caso son iguales? ^Cuál de las dos es la 
velocidad de una serial? 

28.8 ^Por qué una onda armónica no es adecuada para 
transmitir un mensaje? 

28.9 se entiende por medio dispersivo? ^De qué manera 
afecta la dispersión (a) a una onda armónica, (b) a una onda 

no armónica? 


28.10 Considere varias superfícies esféricas concêntricas 
con respecto a una misma fuente puntual. ^De qué manera 
varían el área de cada superfície, la energia que fluye por unidad 
de tiempo a través de cada superfície y la intensidad dei 
movimiento ondulatorio en cada superfície, con respecto a la 
distancia a la fuente? 

28.11 ^En qué condiciones el efecto Doppler es el mismo 
cuando la fuente está en reposo con respecto al medio y el 
observador se aproxima a ésta con una cierta velocidad, y 
cuando el observador está en reposo y es la fuente la que se 
aproxima a él con la misma velocidad relativa? 

28.12 Escriba la ecuación para (a) las ondas longitudinales en 
un resorte, (b) las ondas de presión y densidad en un gas; 

indique explícitamente en cada caso la velocidad de propagación. 

28.13 Demuestre que cuando se aplica una fuerza F a un 
extremo de una varilla de longitud L cuyo otro extremo está fíjo, 
la deformación a la distancia x es | = Fx/YA. Represente 
gráfícamente cómo puede utilizarse esta relación para medir el 
módulo de Young de una varilla o de un cable si se mide la 
deformación AL. 

28.14 Exprese una onda armónica en términos de (a) ky v, 

(b) /: y 0 ) y (c) A y F. 

28.15 Demuestre que la expresión sen (o{t ± x/v) 
también satisface la ecuación de onda y es equivalente a las 
ecuaciones 28.5 y 28.9. 
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problemas 


28.1 Al mover un bote en un lago tranquilo se producen 
en éste ondas superficiales. El bote efectúa 12 oscilaciones en 
20 segundos y cada oscilación produce una cresta. Para que una 
cresta llegue a la orilla situada a 12 m dei bote se necesitan 6 s. 

(a) Calcule la longitud de onda de las ondas superficiales. 

(b) Escriba la expresión para las ondas superficiales. 

28.2 La ecuación de una cierta onda es 

^=10 sen 27 í( 2 x - lOOr), donde x está en metros y / en 
segundos. Halle (a) la amplitud, (^) la longitud de onda, 

(c) la frecuencia y (d) la velocidad de propagación de la 
onda. (e) Trace un diagrama de la onda en el que se muestre la 
amplitud y la longitud de onda. 

28.3 Dada la onda | = 2 sen 2;t(0.5jc - lOt), donde t está en 
segundos y x en metros, (a) represente gráficamente ^ en un 
intervalo de varias longitudes de onda para / = 0 y / = 0.025 s. 
(b) Repita el problema para | = 2 sen 2;r(0.5jr + 10/) y compare 
los resultados. 

28.4 Suponiendo que en el problema anterior la onda corresponde 
a una onda elástica transversal, represente gráficamente (a) la 
velocidad á^át y (b) la aceleración SEjàP- en / = 0 y / = ^P. 

28.5 Dada la ecuación para una onda en una cuerda ^ = 0.03 
sen(3x-2/), donde x están en metros y /en segundos, 

(a) en / = 0, ^.cuáles son los valores para el desplazamiento en x 
= 0,0.1,0.2 y 0.3 m? (b) En x = 0.1 m, ^cuáles son los valores 
dei desplazamiento para / = 0,0.1 y 0.2 s? (c) i,Cuál es la 
ecuación para la velocidad de oscilación de las partículas de la 
cuerda? (d) ^Cuál es la velocidad máxima de oscilación? 

(e) ^Cuál es la velocidad de propagación de la onda? 

28.6 Se tienen ondas longitudinales en una varilla 
(Sec. 28.5); suponga que la deformación en cada punto es 

^ sen 2;r(x/A - //P). (a) Mediante la relación 28.16 obtenga 
la expresión para la fuerza a lo largo de la varilla. (b) Muestre 
que las ondas | y F tienen una diferencia de fase de un cuarto 
de longitud de onda. (c) Represente | y F en función de x, en el 
mismo conjunto de ejes a un tiempo dado. 

28.7 Un resorte cuya longitud normal es de 1 m y cuya masa 
es de 0.2 kg es estirado 0.04 m por una fuerza de 10 N. Calcule 
la velocidad de propagación de las ondas longitudinales a lo 
largo dei resorte. 

28.8 Calcule la velocidad de propagación dei sonido en 

(a) hidrógeno, (b) nitrógeno y (c) oxigeno a 0 °C. Compare su 
resultado con los valores experimentales. Suponga, para los tres 
gases, que y = 1.40. 

28.9 Encuentre el cambio en la velocidad dei sonido en el aire 
por unidad de cambio de temperatura a 27 °C. 

28.10 Del valor dado en el ejemplo 28.6 para el coeficiente 
a - LyRIM)^'^ para el aire, obtenga la masa molecular efectiva 
dei aire y compare su resultado con el obtenido por otros médios 
(recuerde el Prob. 2.4). Suponga que para el aire y = 1.40. 


28.11 Una cuerda está atada por un extremo a un punto fijo. 

El otro pasa por una polea que se encuentra a 5 m dei extremo 
fijo y lleva una carga de 2 kg. La masa dei segmento de cuerda 
comprendido entre el extremo fijo y la polea es de 0.6 kg. 

(a) Encuentre la velocidad de propagación de las ondas 
transversales a lo largo de la cuerda. (b) Suponga que una onda 
armónica de 10"^ m de amplitud y 0.3 m de longitud de onda se 
propaga por la cuerda; halle la velocidad transversal máxima de 
cualquier punto de la cuerda. (c) Escriba la ecuación de onda. 

(d) Determine la rapidez media de flujo de energia a través de 
cualquier sección de la cuerda. 

28.12 Un cable de acero de 2 x 10“'* m de diâmetro está sujeto a 
una tensión de 2(X) N. (a) Calcule la velocidad de propagación de 
las ondas transversales en el cable. (b) Escriba la expresión de una 
onda transversal cuya frecuencia es de 400 Hz. 

28.13 Una cuerda de 2 m de longitud y 4 x 10“^ kg de masa 
tiene fijo uno de sus extremos y está en posición horizontal. El 
otro extremo pasa por una polea y tiene una masa de 2 kg. 
Calcule la velocidad de las ondas transversales en la cuerda. 

28.14 El extremo de una cuerda estirada se ve forzado a vibrar 
con un desplazamiento dado por la ecuación ^ = 0.1 sen 6/, 
donde ^ está en metros y / en segundos. La tensión en la cuerda 
es de 4 N y su masa por unidad de longitud de 0.010 kg m“*. 
Calcule (a) la velocidad de las ondas en la cuerda, (b) su 
frecuencia, (c) la longitud de onda y (d) la ecuación dei 
desplazamiento de un punto que se encuentra a 1 m de la 
fuente y de otro a 3 m de la fuente. 

28.15 Un cable de acero de 2 m de longitud y 5 x 10“^ m de 
radio cuelga dei techo. (a) Si se cuelga un cüerpo de 100 kg 
de masa dei extremo libre, calcule el alargamiento dei cable. 

(b) Determine también el desplazamiento y la tracción hacia 
abajo en el punto medio dei cable. (c) Determine la velocidad 
de las ondas longitudinales y transversales en el cable cuando 
se agrega la masa. 

28.16 (a) Verifique que una onda elástica transversal que se 
propaga a lo largo dei eje X, correspondiente a un desplazamiento 
^ cuyas componentes son ^ sen ikx-OM)y = ^ cos 

(kx - ox), está circularmente polarizada, (b) Determine el 
sentido de la rotación de | visto por un observador situado sobre 
el eje X. (c) Escriba la expresión para y para una onda con 
polarización opuesta. 

28.17 (a) Obtenga la velocidad de las ondas transversales en el 
acero, (b) Compare su resultado con el correspondiente a las 
ondas longitudinales dado en el ejemplo 28.3. 

28.18 Considere un canal de sección transversal rectangular 
de 4 m de profundidad. Determine la velocidad de propagación de 
las ondas cuya longitud de onda es (a) 0.01 m, (b) 1 m, (c) 10 m 
y (d) 100 m. En cada caso use la expresión que mejor corresponda 
al orden de magnitud de las cantidades en cuestión. El agua dei 
canal tiene una tensión superficial de 7 x 10“^ N m“*- 
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28.19 (a) Compare la importância relativa de los dos términos 
de la velocidad de las ondas superficiales en agua profunda 
(Ec. 28.31) para las siguientes longitudes de onda: (i) 10~^ m 
(ii) 10“^ m, (iii) 1 m. (b) ^En qué longitud de onda son iguales 
los dos términos? Para el agua, la tensión superficial es de 
alrededor de 7 x 10”^ N m"*, 

28.20 Una varilla delgada de acero está forzada a transmitir 
ondas longitudinales mediante un oscilador acoplado a uno de 
sus extremos. La varilla tiene un diâmetro de 4 x 10“^ m. La 
amplitud de las oscilaciones es de lO^^m y su frecuencia de 10 
oscilaciones por segundo. Halle (a) la ecuación de las ondas en 
la varilla, (b) la energia por unidad de volumen de la onda, 

(c) el flujo medio de energia por unidad de tiempo a través de 
cualquier sección transversal de la varilla y (d) la potência 
necesaria para operar el oscilador. 

28.21 El sonido más débil que se puede percibir tiene una 
amplitud de presión de 2 x 10“^ N m"^ y el más fuerte sin que 
cause dolor tiene una amplitud de presión de 28 N m~^ a 
proximadamente. En cada caso determine (a) la intensidad dei 
sonido en W m~^ y en dB y (b) la amplitud de las oscilaciones, 
si la frecuencia es de 500 Hz. Suponga que la densidad dei aire 
es de 1.29 kg m“^ y la velocidad dei sonido de 345 m s“'. 

28.22 Dos ondas de sonido tienen niveles de intensidad que 
difieren en (a) 10 dB y (b) 20 dB. Encuentre el cociente de sus 
intensidades y amplitudes de presión. 


28.23 (a) ^Cómo varía la intensidad de una onda sonora 
cuando la amplitud de presión se duplica? (b) ^Cómo 

debe variar la amplitud de presión para aumentar la intensidad 
en un factor de 10? 

28.24 Halle la velocidad de grupo de los rizos en agua. Use la 
ecuación 28.33 para la velocidad de fase. 

28.25 El tono de un silbato de una locomotora es de 500 Hz. 
Determine la frecuencia dei sonido escuchado por una persona 
que se encuentra en la estación, si el tren se desplaza con una 
velocidad de 72 km h“* (a) bacia la estación y (b) alejándose de 
ella. Suponga que la velocidad dei sonido en aire tranquilo es 
de 340 m s”*. 

28.26 Una fuente de sonido tiene una frecuencia de 
10^ Hz y se desplaza a 30 m s“' con respecto al aire. 

Suponiendo que la velocidad dei sonido con respecto al aire 
en reposo es de 340 m s“', encuentre la longitud de onda y la 
frecuencia efectivas registradas por un observador en reposo 
con respecto al aire y que ve a la fuente (a) alejándose, 

(b) acercándose a él. 

28.27 Repita el problema 28.26, suponiendo que la fuente está 
en reposo con respecto al aire, pero que el observador se mueve 
a 30 m s“’. Con base en sus resultados, ^concluye usted que 
carece de importância cuál de los dos, la fuente o el observador, 
esté en movimiento? 





Durante el período de 1885 a 1889 
Heinrích Hertz produjo y detectó 
ondas electromagnéticas en su 
laboratório, confirmando de manera 
definitiva la teoría dei 
electromagnetismo de Maxwell, que 
predecía la existência de dichas ondas. 
Hertz efectuó una larga serie de 
experimentos en los que estudió la 
reflexión, la refracción, la polarízación 
y la interferencia de las ondas 
electromagnéticas. Midió también su 
velocidad de propagación, verificando 
que es la misma que la de la luz, y 
estableció la relación entre las ondas 
electromagnéticas y la luz. Los 
descubrímientos de Hertz abríeron el 
camino bacia la comunicación por 
radio, microondas y televisión. 
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29.1 Introducción 

El fenómeno de la inducción electromagnética indica la posibilidad de trasmitir una senal de un 
lugar a otro mediante un campo electromagnético dependiente dei tiempo. Al final dei siglo xix, 
Heinrích Hertz (1857-1894) demostro de manera contundente que un campo electromagnético va- 
ríable se propaga en el vacío con una velocidad igual a la de la luz. Antes de que Hertz efectuara sus 
experimentos, Maxwell ya había predicho la existência de las ondas electromagnéticas, como re¬ 
sultado dei análisis de las ecuaciones dei campo electromagnético (Tabla 27.1) que mostro que los 
campos eléctrico y magnético satisfacen una ecuación de onda de la forma de la ecuación 28.11. 
Nuestro conocimiento sobre la producción, la propagación y la absorción de las ondas electromag¬ 
néticas ha conducido hacia los métodos modernos de comunicación. 

29.2 Ondas eledromagnéficas planas 

Las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético en el vacío (es decir, en una región en 
la que no hay cargas libres o corrientes), admiten como solución especial un campo eléctrico S y 
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Figura 29.1 Orientación de los 
camiK)s eléctrico y magitótico con 
respecto a la dirección de 
propagación de una onda 
electromagnética plana. El vector 
s x^apunta en la dirección 
de propagación. 



uno magnético ^ perpendiculares «ntre sí y que se propagan a lo largo de una dirección perpendi¬ 
cular a ambos (Fig. 29.1). Si colocamos el eje Y paralelamente al campo S’ y orientamos el Z 
paralelamente al campo tenemos, para este caso especial, = 0,(Py = ê, <f^=0,y^j^ = 0,^y=0 
y ^2 = ^. En estas condiciones, como se verá al final de la presente sección, los campos eléctrico 
y magnético satisfacen la ecuación de onda; es decir. 


dí^ áx^ 
que indica que y ^ se 


y -^ ^ 

dí^ dx^ 

propagan en la dirección dei eje X con velocidad c dada por 


(29.1) 


c = -^ 3 X 10® m s ^ (29.2) 

En consecuencia, los campos eléctrico y magnético se pueden expresar como 

i = ê{x — ct), — ^{x — ct) (29.3) 

y corresponden a una onda electromagnética plana. En particular, consideremos el caso de ondas 
armónicas de frecuencia v = o)/2k y longitud de onda A = iTtlk. En tal caso, 

<^ = <^ 0 sen/c(x — cí) y ^ = ^Qsen k{x — ct) (29.4) 

Las amplitudes y no son independientes, sino que, como lo requieren las ecuaciones de 
Maxwell, están relacionadas mediante 

^0 = c^o o ^Q=-êQ (29.5) 

c 

La relación 29.5 entre las amplitudes significa que los valores instantâneos, dados por la ecuación 
29.4, están relacionados también por 


S = o 



(29.6) 


c 

Se puede verificar, mediante las ecuaciones de Maxwell, que el mismo resultado es válido para 
campos definidos de manera más general, ecuación 29.3. 


Figura 29.2 Campos eléctrico 
y magnético de una onda 
electromagnética plana que 
se propaga en la dirección X 
positiva. El plano de polarización 
esXK 


Y 
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Figura 293 Onda electromagnética polarizada Figura 29.4 Onda electromagnética esférica a una 

circularmente hacia la derecha o dextrógira. Los gran distancia de la fuente. 

campos éy ^ giran alrededor de la dirección de 
propagación pero sus magnitudes no cambian. 

En la ecuación 29.6 vemos que los campos Sy ^ están en fase, alcanzando sus valores cero 
y máximo al mismo tiempo. La onda electromagnética descrita por la ecuación 29.4 sê representa 
en la figura 29.2. El campo eléctrico oscila en el plano XY y el magnético en el plano XZ. Esto 
corresponde a una onda plana linealmente polarizada. El plano de polarización está definido 
como el plano en el que oscila el campo eléctrico, en eke caso el XY. Así, una onda electromagné¬ 
tica en realidad consiste en dos ondas acopladas en fase: la onda eléctrica y la magnética. 

Otra solución de onda plana de las ecuaciones de MaxNvell es aquella en que los campos 
eléctrico y magnético permanecen constantes en módulo, pero giran alrededor de la dirección de 
propagación, dando como resultado una onda circularmente polarizada (Fig. 29.3). La polarización 
circular se puede obtener combinando dos soluciones linealmente polarizadas con la misma ampli- 
tud para cada componente y con una diferencia de fase de ±7rl2 (recuerde la Sec. 10.9). La polarización 
circular puede ser hacia la derecha o hacia la izquierda según la diferencia de fase y el sentido de la 
rotación de los campos con respecto a la dirección de propagación. 

Si las amplitudes de las dos componentes rectangulares de cada campo son distintas, tene- 
mos una polarización elíptica. Además de las mencionadas, existen otras soluciones de onda plana 
de las ecuaciones de Maxwell que no corresponden a ningún estado particular de polarización. 

Como la elección de los ejes XYZ es cuestión de conveniência, concluimos que las soluciones 
de onda plana de las ecuaciones de Maxwell que hemos visto son completamente generales y que 

las ondas electromagnéticas planas son transversales, con los campos Sy ^ perpendicula¬ 
res entre sí y ala dirección de propagación de las ondas. 

Esta predicción teórica de las ecuaciones de Maxwell ha sido confirmada ampliamente por los 
experimentos y tiene como resultado vários fenómenos que analizaremos en capítulos posteriores. 

Además de las soluciones de onda plana, existen también ondas electromagnéticas cilíndri¬ 
cas y esféricas. A una distancia grande de la fuente, una porción limitada de una onda cilíndrica o 
esférica puede tomarse como prácticamente plana y, en este caso, los campos eléctrico y magnético 
son también perpendiculares entre sí y a la dirección de propagación (por ejemplo, radial), como se 
indica en la figura 29.4. Nótese que la dirección de propagación coincide con la dirección dei 
vector (f X 


Deducción de las ecuaciones de onda para campos eléctricos y magnéticos 

En la figura 29.5 hemos representado las líneas de fuerza de un campo eléctrico paralelo al eje f y de uno magnético paralelo 
al Z. Aunque sólo dibujamos las líneas en los planos XY y XZ, los campos se extienden a todo el espacio. Consideremos primero el 
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pequeno rectángulo PQRS localizado como se muestra en la figura 29.5(a). Los lados dei rectángulo son QR = PS = dxyPQ = SR = dy. 
Aplicaremos la ley de Faraday-Henry, 


a este rectángulo. Al calcular la circulación dei campo eléctrico alrededor de PQRS, notamos que el campo eléctrico es perpendi¬ 
cular a los lados QR y SP. Por tanto, éstos no contribuyen a la circulación de S. Sean S y i' los valores dei campo eléctrico a lo 
largo de los lados PQ y RS, y podemos escribir 

O ^•dl=é'iSR)-^{PQ) = {^'-i)dy 

JpQRS 

El signo negativo dei segundo término se debe a que el campo eléctrico tiene una dirección opuesta a aquella en la que se recorre 
PQ. Pero (f y son los valores dei campo eléctrico a lo largo de dos líneas separadas por una distancia dx. Por tanto, i' - g- 
di - {dgldx)dx. En consecuencia, la circulación dei campo eléctrico (lado izquierdo de la Ec. 29.7) se puede escribir como 

r dS 

O g' dl = — dx dy 

JpQRS dx 

Ahora dS = dr dy es el área dei rectángulo PQRS. Además, dS es un vector perpendicular al plano XY y, por tanto, paralelo a 
Entonces podemos calcular el lado derecho de la ecuación 29.7 como 

^'dS = âS dx dy 

J PQRS 

Sustituyendo en la ecuación 29.7, después de cancelar el factor comíín dr dy, obtenemos 
dg d^ 

3;=-^ (29.8) 

A continuación aplicamos la ley de Ampère-Maxwell al rectángulo PQRS^ de la figura 29.5(b) notando que no hay corrientes a 
través dei rectángulo. 


^•dl — Bofio — g‘dS 
dt . 


los lados dei rectángulo son dr y dy. Si y J*' son los valores dei campo magnético a lo largo de los lados PQ y RS, podemos escribir 


'•d/= -â§'{RS) + ^(PQ) 


r - m dz 


donde d^ = Nuevamente, como dS (de magnitud duc dz) es un vector perpendicular al plano ZX" y, por consiguiente, 

paralelo a g, tenemos 


g • dS = g dx dz 


Figura 29.5 La aplicación de las 
ecuaciones de Maxwell a 
los rectángulos PQRS da como 
resultado la ecuación de onda para 
los campos electromagnéticos. 

La onda se propaga en la 
dirección positiva de X. 
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Sustituyendo estos resultados en la ecuación 29.9 y cancelando el factor común ck dz, obtenemos 

d^ dé’ 

j-“7“ 

dx dt 


(29.10) 


Las ecuaciones 29.8 y 29.10 acoplan los campos eléctrico y magnético en cada punto dei espacio. Para obtener una ecuación en la 
que sólo aparezca el campo eléctrico, tomamos la derivada de la ecuación 29.8 con respecto a ;r y la de la ecuación 29.10 con 
respecto a t. Los resultados son 


dx^ dxdí’ 


dx dí dr 


Eliminando d^^/dx dt entre estas dos ecuaciones, obtenemos 

d^^ d^tf 

Haciendo = l/e^ q tenemos la primera de las ecuaciones 29.1. Siguiendo el mismo método obtenemos una ecuación semejante 
para el campo magnético. 

Para obtener la relación 29.5, primero vemos en la ecuación 29.4 que 


= k<§Q cos k{x — ct) 


— —kc^Q cos k{x — ct) 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación 29.8 y cancelando el factor común, obtenemos á'o = c^o- 


29.3 Energia y momenfum de una onda electromagnética 

Recordando las ecuaciones 25.40 y 26.25, las densidades de energia asociadas con los campos 
eléctrico y magnético de una onda electromagnética son 


Cuando utilizamos las ecuaciones 29.6, ^ = é'/c, y 29.2, c = la densidad de energia 

magnética se transforma en 

Em = = e. 


Esto significa que las densidades de energia eléctrica y magnética de una onda electromagnética 
son iguales. La densidad de energia total de la onda electromagnética es 


Ep + E,, 


(29.11) 


La intensidad de la onda electromagnética (esto es la energia que pasa por unidad de tiempo a 
través de un área unitaria perpendicular a la dirección de propagación) es, según la ecuación 28.34, 


/ = EC = CSoá'^ 


(29.12) 


La energia y el momentum están intimamente relacionados, de manera que podemos supo- 
ner que una onda electromagnética sea portadora, aparte de su energia, de un cierto momentum. 
Podemos utilizar la relación entre energia y momentum dada por la ecuación 20.3, /? = vE/c\ para 
obtener el momentum por unidad de volumen asociado con una onda electromagnética. Como la 
radiación electromagnética se propaga con velocidad c, hacemos v = cy obtenemos 


c 


(29.13) 
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Podemos escribir la ecuación anterior en forma vectorial como 

E 

P = - « (29.14) 

c 

donde u es el vector unitário en la dirección de propagación, que es la dirección dei vector ^ x^. 
Aunque la relación dada en la ecuación 29.13 se planteó por unidad de volumen, a una cantidad de 
energia cualquiera E de una onda plana corresponde un momentum p = E/c en la dirección de 
propagación. 

Una onda electromagnética posee también un momentum angular intrí'nseco o spin^ pareci¬ 
do al de partículas como electrones y protones (recuerde la sec. 23.7). Para las ondas planas polari¬ 
zadas circulaimente se puede demostrar que el spin tiene una componente a lo largo de la dirección 
de propagación, S = ±EI(ú, que depende de la dirección de polarización (derecha o izquierda). Para 
una onda polarizada linealmente, el valor medio de la componente dei spin a lo largo de la dirección 
de propagación es cero. Esto sucede debido a que una onda plana polarizada se puede considerar 
como la superposición de dos ondas polarizadas circularmente en sentidos opuestos. 

En resumen, concluimos que 

una onda electromagnética porta momentum y momentum angular, así como energia. 

Por tanto, cuando una partícula cargada absorbe o emite radiación electromagnética, no 
sólo cambian su energia y momentum, sino que también cambia su momentum angular, resultado 
que ha sido verificado experimentalmente. 

Por extensión, podemos decir que la interacción electromagnética entre dos cargas eléctri¬ 
cas implica un intercamjjio de energia, momentum y momentum angular entre ellas, a través dei 
campo electromagnético que ellas producen y que es el portador de la energia, el momentum y el 
momentum angular intercambiados. 


EJEfAPLO 29.1 
Presión de radiación. 

o Como las ondas electromagnéticas son portadoras de momentum, producen una cierta presión cuando 
son reflejadas o absorbidas en la superfície de un cuerpo. El principio básico es el mismo que en el caso 
de la presión ejercida por un gas sobre las paredes de un recipiente, según se explicó en el ejemplo 13.5, 

Consideremos primero algunos casos sencillos. Supongamos que la onda electromagnética 
plana incide perpendicularmente sobre una superfície perfectamente absorbente (Fig. 29.6). El 
momentum incidente por unidad de volumen es p y la cantidad de momentum en la radiación que 
llega, por unidad de tiempo, sobre la superfície A se obtiene multiplicando p por el volumen çA; esto 
es vcA. Si la radiación es absorbida por completo por la superfície, esto es también el momentum 
absorbido por unidad de tiempo por la superfície A, es decir, la fuerza sobre A. Dividiendo entre A 
obtenemos la presión debida a la radiación 

í^rad = CP = E = 

Así, para incidência normal, la presión de radiación sobre una superfície absorbente perfecta es igual a 
la densidad de energia en la onda electromagnética. 

Por otro lado, si la superfície es un reflector perfecto, la radiación después de la reflexión tiene 
un momentum igual en módulo pero de dirección opuesta al de la radiación incidente. Para incidência 
perpendicular, el cambio de momentum por unidad de volumen es entonces 2p y la presión de radiación, 
en consecuencia, es 

= 2cp = 2 e = 

Estos resultados se pueden generalizar al caso de incidência oblicua (Fig. 29.7), en el que el 
cambio de momentum de la radiación por unidad de volumen en la superfície perfectamente reflectora es 
2p COS 0y la correspondiente presión de radiación es (recuerde el Ej. 13.5) 
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Figura 29.6 Presión de radiación a Figura 29.7 Presión de radiación a incidência oblicua. 

incidência normal. A la derecha se muestra el diagrama de momentum. 

El momentum incidente es /> y el reflejado p'. 

(El diagrama está dibujado en perspectiva.) 


jP^ad = 2 cp cos^ 0 = 2 e cos^ 9 

El estudiante puede verificar que ésta es idêntica al resultado de la ecuación 13.8, si cp se sustituye por 
nmv^. Si la radiación se propaga en todas direcciones, debemos hacer la suma para todas ellas. El resul¬ 
tado obtenido es 

\ 

Prad = fcP = §E 

Si la superfície es un absorbente perfecto, no se refleja momentum y la presión de radiación es entonces 
|e. La existência de la presión de radiación ha sido comprobada experimentalmente y es responsable de 
vários fenómenos importantes, proporcionando una verificación indirecta de la ecuación 29.13. Por ejem- 
plo, la curvatura de la cola de un cometa se puede explicar en términos de la presión debida a la radiación 
electromagnética dei sol. 

Para estimar la presión sobre la superfície terrestre debida a la radiación solar, debemos conside¬ 
rar que la intensidad de radiación incidente es aproximadamente de 1.4 x 10^ W que corresponde a 
una densidad de energia (cuando dividimos entre c) igual a 4.7 x 10^ J m“^. Suponiendo que la Tierra es 
un absorbente perfecto y que la radiación incide en todas direcciones, la presión de radiación es 

= 1.6x lO-^Nm-2 

En comparación con la presión atmosférica, que es de alrededor de 10^ N m“^, la presión de la radiación 
dei Sol es tan pequena que no afecta al movimiento orbital de la Tierra. 


29.4 Radiación de dipolos oscilantes 

Hasta ahora hemos tomado en cuenta las ondas electromagnéticas sin mencionar cómo se produ- 
cen; en otras palabras, sin explicar cuáles son las fuentes de las ondas electromagnéticas. Al anali- 
zar las ondas elásticas (como el sonido) décimos que la fuente es algún cuerpo vibrante, como el 
cuero de un tambor o la cuerda de un violín. En el caso de las ondas electromagnéticas las fuentes 
son las mismas que producen los campos electromagnéticos, esto es, cargas eléctricas en movi¬ 
miento. Las ecuaciones de Maxwell predicen que las cargas aceleradas emiten ondas electromag¬ 
néticas. Veremos dos casos importantes. En uno las cargas en movimiento constituyen un dipolo 
eléctrico oscilante, en el otro corresponden a un dipolo magnético oscilante. 

(i) Radiación dei dipolo eléctrico. Un dipolo eléctrico oscilante se produce cuando el movi¬ 
miento relativo de cargas positivas y negativas se puede describir de manera colectiva mediante un 
dipolo eléctrico cuyo momento cambia con el tiempo de acuerdo con ^ sen (út. Éste podría ser 
el caso, por ejemplo, de un electrón en un átomo cuyo movimiento normal se ve perturbado, o el de 
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una comente oscilatória en una antena lineal de una estación de radio. Cuando el momento dipolar 
eléctrico es constante, el único campo que se produce es eléctrico; pero cuando está oscilando, el 
eléctrico también oscila y, por tanto, depende dei tiempo. Esto significa que hay también 
un campo magnético, como lo establece la ley de Ampère-Maxwell. Esto se puede ver también por el 
hecho de que un campo eléctrico oscilante es equivalente a una corriente que oscila linealmente, y una 
corriente eléctrica oscilante produce un campo magnético oscilante. 

Podemos utilizar nuestra intuición física para determinar las principales características dei 
campo de un dipolo eléctrico oscilante. En puntos muy cercanos al dipolo eléctrico, el efecto de 
retardo debido a la velocidad de propagación finita de las ondas electromagnéticas es despreciable, 
pues la distancia r es muy pequena. El campo eléctrico oscilante es entonces semejante al creado 
por un dipolo eléctrico estático, calculado en el ejemplo 21.12. A grandes distancias, sin embargo, 
la velocidad de propagación finita de las ondas produce una modificación en el campo. La solucióe 
de la ecuación de onda muestra que los campos eléctrico y magnético están orientados como se 
indica en la figura 29.8, de manera que SS son perpendiculares. La dirección dei vector íy.3, 
que da la dirección dei flujo de momentum y energia, es bacia fuera. 

La amplitud y la dirección de los campos SS dependen dei angulo 0que r forme con el 
eje dei dipolo. Sy ^ son ambos cero para puntos sobre el eje Z. Esto significa que la intensidad 
de la onda electromagnética de un dipolo eléctrico oscilante es cero a lo largo de la dirección de 
oscilación. Por otro lado, i y âS tienen máxima amplitud en puntos sobre el plano XY. Por consi- 
guiente, la onda electromagnética de un dipolo eléctrico oscilante tiene su máxima intensidad en el 
plano ecuatorial. Las ondas están polarizadas linealmente, con el campo eléctrico oscilando en 
un plano meridional y el magnético paralelo al plano Xf. En la figura 29.9 se muestran las líneas de 
fuerza eléctricas en un plano meridiano en un instante dado. Cada espira corresponde a una oscila¬ 
ción completa. Las espiras sucesivas están separadas por una longitud de onda. Las líneas magnéticas 
de fuerza son círculos paralelos al plano XY con su centro sobre el eje Z. 

(ii) Radiadón dei dipolo magnético. En la sección 22.6 definimos un dipolo magnético 
como una carga eléctrica que describe una pequena trayectoria cerrada o, en el caso de muchas car¬ 
gas, como una pequena espira de corriente. Supongamos que la espira está en el plano XY con su 
centro en el origen (Fig. 29.10). Si la corriente varía de acuerdo con / = 4 sen mí, constituye un 
dipolo magnético oscilante con un momento dipolar magnético M = Mq sen cot, donde Ji^ = IqA,A 
es el área de la espira y M está orientado en dirección perpendicular a la espira. Un dipolo magné¬ 
tico estático produce sólo un campo magnético constante. Cuando el dipolo magnético oscila, su 
campo magnético también oscila, es decir, es dependiente dei tiempo. Esto significa que se tiene 
presente un campo eléctrico, de acuerdo con la ley de Faraday-Henry. 

El campo de radiación de un dipolo magnético oscilante es el inverso de los campos eléctri¬ 
co y magnético de un dipolo eléctrico oscilante. Esto significa que a grandes distancias dei dipolo. 


Z Dirección dei flujo 




Figura 29,8 Campos eléctrico y magnético producidos Figura 29.9 Líneas de fuerza eléctricas producidas por 

por un dipolo eléctrico oscilante paralelo al eje Z. un dipolo eléctrico oscilante. 
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Figura 29.10 Campos eléctrico 
y magnético producidos por un 
dipolo magnético oscilante Jí. 


el campo magnético está en el plano meridional, mientras que el campo eléctrico está en una direc¬ 
ción transversal, de modo que las líneas eléctricas de fuerza son círculos concêntricos con el eje Z 
y paralelos al plano XV. En otras palabras, el plano de polarización está girado 90° con respecto a 
las ondas dei dipolo eléctrico. Esto nos da un medio para diferenciar la radiación dei dipolo eléctri¬ 
co de la dei magnético. 

En la figura 29.10 se ilustra la orientación relativa de los campos S y Notemos que el 
vector i X-Sd, que da la dirección dei flujo de energia y momentum, a grandes distancias, está en la 
dirección radial. Como en el caso dei dipolo eléctrico, la radiación dei dipolo magnético tiene su 
máxima intensidad en el plano ecuatorial y es cero^a lo largo dei eje dei dipolo. 

Como los dipolos eléctrico y magnético oscilantes emiten energia, es necesario suministrar- 
les energia en forma continua para mantener sus oscilaciones. La radiación dei dipolo eléctrico y 
dei magnético son dos de las formas más efectivas para producir ondas electromagnéticas y consti- 
tuyen el mecanismo más importante mediante el cual los átomos, moléculas y núcleos emiten y 
absorben radiación electromagnética. 


Nota 29.1 Comparadón de la radiación dei dipolo eléctrico y dei magnético 

El cálculo de la energia radiada por un sistema de cargas oscilantes es un problema práctico muy importante debido a sus muchas 
aplicaciones en la transmisión y recepción de senales electromagnéticas, como en las estaciones de radio, radioteléfonos, emisión 
de senales de radar y microondas, etcétera. Sin embargo, este cálculo requiere un procedimiento matemático bastante complicado, 
más allá dei nivel de este texto, por lo que nos limitaremos a citar los resultados. 

En el caso de un dipolo eléctrico oscilante de amplitud y frecuencia v = (úHn, la energia promedio emitida por unidad 
de tiempo por el dipolo eléctrico está dada por 

^ ^ 0 ^^ ( 29 . 15 ) 
dí J eléc. 127l:^oC^ 

La energia promedio emitida por unidad de tiempo por un dipolo magnético oscilante de amplitud JÍq y frecuencia v= coUn es 
^ (29.16) 

\ dr Lag. 

Por tanto, como Eq/Xq = 1/c^, 

__ 

(d£/dí) 

En el caso de un electrón en un átomo, 0*^ es dei orden de magnitud de ez^, donde Zq es dei orden de las dimensiones atómicas, 
alrededor de 10“’® m. Por tanto ~ 10“^^ m C. También en el caso de un electrón en un átomo tenemos, de la ecuación 23.20, que 
Mq = iellrn^ )L, donde L es el momentum angular orbital dei electrón. La cantidad eílm^ es 1.759 x 10^’ C kg~’ y el momentum 
angular L es dei orden de la constante de Planck, 10"^'* J s~*, de manera que Mq ~ 10“^^ C m^’ y 
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(d£/dí)eléc. 

Por tanto, llegamos a la conclusión de que para átomos ( y también moléculas) el cociente de la intensidad de la radiación dei 
dipolo magnético y la dei dipolo eléctrico es dei orden de 10^. Esto indica que para la misma frecuencia, la radiación dei dipolo 
magnético producida por los átomos es despreciable en comparación con la dei dipolo eléctrico, y sólo debe tomarse en cuenta 
cuando la radiación dei dipolo eléctrico está ausente por alguna causa. Sin embargo, en los núcleos, la radiación dei dipolo 
magnético es relativamente más intensa que en átomos y moléculas porque Zq, que es dei orden de las dimensiones nucleares, es 
aproximadamente 10^ veces menor, mientras que el momento magnético es sólo 10-^ veces menor, debido a la masa mayor dei 
protón. Entonces: 

(d£/dfUg. jq-4 

(d£/dí )eléc. 

En ambos casos, nuclear y atómico, la radiación depende de la frecuencia factor que no se ha tomado en cuenta en nuestras 
expresiones aproximadas. 

El caso de una antena de una estación de radio es distinto debido a que hay un mayor número de electrones implicados en 
la radiación dei dipolo magnético. Un cálculo, que no efectuaremos aqui, muestra que para las antenas emisoras de radio el modo 
magnético de radiación no es mucho más débil que el eléctrico. 


29.5 Radiación de una carga acelerada 

Los campos eléctrico y magnético de una carga en movimiento uniforme, es decir, que se mueve 
con velocidad constante con respecto al observador, se analizaron en la sección 22.6. El campo 
eléctrico es radial y el magnético es transversal, con líneas de fuerza circulares concêntricas con 
respecto a la línea de movimiento. En la figura 29.11 se muestran los campos y en cuatro 
puntos simétricos, Pj, Pj, y P^. La partícula en movimiento lleva consigo al campo electromag¬ 
nético (y por tanto su energia y momentum). En puntos fijos en nuestro sistema de referencia dei 
laboratorio y detrás de la carga en movimiento, el campo electromagnético disminuye. En los pun¬ 
tos que se encuentran adelante de la carga el campo electromagnético aumenta con la misma rapi¬ 
dez. Esto requiere una transferencia de energia en la dirección dei movimiento de la carga con 
respecto al sistema de referencia L. Sin embargo, la energia total dei campo, medida en el sistema 
L, permanece constante. Concluímos entonces que 

una carga en movimiento rectilíneo uniforme no emite energia electromagnética. 

Cuando la carga está en movimiento acelerado, el campo eléctrico ya no es radial y no 
posee la simetria longitudinal que tiene cuando el movimiento es uniforme. Las líneas de fuerza 
tienen una forma semejante a la de la figura 29.12 La razón de la asimetria es que, a medida que la 


Figura 29.11 Campos eléctrico 
y magnético de una carga en 
movimiento uniforme. 
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Figura 29.12 Líneas de fuerza eléctricas dei campo eléctrico 
producido por una carga acelerada. 


partícula se desplaza, el campo detrás y delante de ella cambia como en el caso anterior. Pero, 
debido a la aceleración, el nuevo campo (que corresponde a la nueva velocidad) es diferente dei 
campo que existia con anterioridad (correspondiente a una velocidad anterior). Por esta razón, la 
energia debe transferirse a todo el espacio para ajustarse al campo. Por tanto, 

una carga acelerada emite energia electromagnética. 


Esto significa que, cuando intentamos determinar el movimiento de una partícula cargada 
bajo una fiierza aplicada, debemos tomar en cuenta la radiación de energia. Si la aceleración es peque¬ 
na, la radiación es despreciable. A bajas velocidades, la energia radiada por la carga tiene una intensi- 
dad máxima a lo largo de las direcciones perpendiculares a la aceleración. Tenemos también que la 
energia radiada por unidad de tiempo por una carga acelerada es proporcional al cuadrado de 
la aceleración de la carga. En particular, la tasa de radiación de energia por una carga acelerada 
que se encuentra mornentáneamente en reposo o que se mueve lentamente con respecto al ob¬ 
servador está dada por 

d£ ^ q^a^ (29.17) 

dí ÓTTSoC^ 


donde a es la aceleración de la carga. Este resultado se conoce como fórmula de Larmor. 

Una conclusión importante es que, para una carga en movimiento acelerado, debemos sumi- 
nistrar energia para compensar la energia perdida por radiación. Esto significa que cuando se acelera 
un ion en un acelerador lineal, una fracción de la energia suministrada al ion se pierde en forma de 
radiación electromagnética. La pérdida, sin embargo, es despreciable excepto cuando las aceleracio- 
nes son muy grandes. Esto se puede ver de la manera siguiente. Supongamos que tenemos una partí¬ 
cula cargada de masa m moviéndose en un acelerador de longitud s bajo una fuerza constante F. 
Usando las ecuaciones 9.1 y 9.15, tenemos que a = F/m = E^ms. Por tanto, la ecuación 29.17 da 


áE q^c í Ey, Y 
dí ónsos^ \mc^J 


(29.18) 


Siempre que sea pequena comparada con la energia en reposo de la partícula, la intensidad de la 
radiación electromagnética emitida será muy pequena. Además, para una energia final dada, las 
pérdidas de radiación se pueden reducir aumentando la longitud dei acelerador lineal, reduciendo 
por tanto la aceleración. 

Cuando una partícula es desacelerada también emite energia electromagnética. Esto es lo 
que sucede, por ejemplo, cuando una partícula como un electrón o un protón, golpea con gran 
velocidad un blanco y se desacelera rápidamente. Una parte sustancial de su energia total se emite 


LT/. 
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' Rayos X ó 
radiación de 
desaceleración 
(bremsstrahiung) 


Figura 29.13 Radiación 
emitida fwr una carga que 
desacelera al golpear un 
blanco A en un tubo de rayos X. 
El objetivo debe ser de un 
material de número atómico 
grande y un alto punto de fusión, 
y debe enfriarse continuamente 


en forma de radiación, conocida como radiación de desaceleración o, como se le llama usual¬ 
mente, bremsstrahiung (dei alemán Bremsung, “desaceleración”, y Strahlung, “radiación”) 
(Fig. 29.13). Éste es el mecanismo principal mediante el cual se produce la radiación en los tubos 
de rayos X utilizados en aplicaciones físicas, médicas e industriales. 

Aunque en la figura 29.12 se muestra el caso en que la aceleración está en la misma direc- 
ción que el movimiento, nuestro análisis es válido para cualquier tipo de movimiento acelerado. 
Por ejemplo, una partícula cargada que se mueve en una trayectoria circular tiene una aceleración 
centrípeta y, por tanto, emite radiación. Así, cuando se acelera un ion en un acelerador cíclico, 
como un ciclotrón, un betatrón o un colisionador de alta energia (Nota 20.2), una fracción de la 
energia suministrada a la partícula cargada se pierde en radiación electromagnética, conocida como 
radiación de sincrotrón. Como se puede apreciar de la ecuación 29.18, esta radiación es más 
importante cuanto menor sea la masa de la partícula y, por consiguiente, es más considerable en los 
aceleradores de electrones que en los de protones. 

La intensidad de la radiación de sincrotrón aumenta muy rápidamente con la energia de las 
partículas. Por tanto, en los aceleradores de baja energia, tales como ciclotrones y betatrones, la 
radiación de sincrotrón no es importante. Sin embargo, cuando las partículas alcanzan energias 
muy altas, como en sincrotrones y colisionadores, la radiaciones un factor limitante serio. Como 
la radiación de sincrotrón disminuye a medida que aumenta el radio de la órbita (recuerde que la 
aceleración centrípeta es vVr), una forma de minimizar la radiación de sincrotrón en los aceleradores 
de alta energia es aumentando el radio de la trayectoria de las partículas (recuerde las Figs. 20.9, 
20.10 y 20.11, en las que el radio es de un kilómetro o más). 

Estas propiedades de la radiación de sincrotrón se pueden verificar mediante un simple cálcu¬ 
lo. Dado que para una órbita circular a = vVr = pVm^ r, podemos escribir la ecuación 29.17 como 


dí ônsQC^r^ \mj 

A bajas energias, = p^Hm y podemos escribir 

dí òTUfior \mc J 

Sin embargo, a altas energias, mucho mayores que mc^, podemos usar la ecuación 20.6, E^. = cp, 
de modo que 


dí ôtcSq^ \mc 


{Ey. » mc^) 


que muestra la dependencia crítica de la radiación de sincrotrón respecto a la energia y la masa 
de la partícula. 

Una partícula atrapada en un campo magnético se mueve a lo largo de una espiral, como se 
vio en la sección 22.4. Por tanto, emite radiación de sincrotrón. La radiación emitida por las partí¬ 
culas cargadas atrapadas en el campo magnético terrestre, que a su vez provienen de las manchas 
solares o de cuerpos aún más distantes (como ciertas galaxias) es de este tipo. 


EJEMPLO 29.2 

Un protón es acelerado en un acelerador de van de Graaff a través de una diferencia de potencial de 5 x 10^ V. 
La longitud dei tubo es de 2 m. Determinar la energia radiada y compararia con la energia ganada. 


O Si / es el tiempo que tarda el protón en recorrer la longitud s dei acelerador, tenemos t = Islv, con v - 
(2£j./m)’^^ (donde es la energia cinética de la partícula). La energia total radiada es = (d£/d/)í. 
Con el resultado obtenido anteriormente para la rapidez con que se emite energia en aceleradores linea- 
les, tenemos 

\dí/ otiSqS \mc / 
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y el cociente de energia radiada y energia ganada es 

£rad ^ 

\mc^J 

Introduciendo los valores numéricos, con Ej, = 5 x 10^ eV, tenemos = 1.67 x lO"^®. Las pérdidas 

por radiación son despreciables en este acelerador. 


EJEMPLO 29.3 

Un protón es acelerado en un ciclotrón de 0.92 m de radio. La frecuencia dei potencial aplicado a las des 
es de 1.5 X 10^ Hz y el valor máximo de la diferencia de potencial es de 20 000 V (véase el Ej. 22.4). 
Comparar la energia perdida por radiación en una revolución con la energia cinética ganada. 

[> La energia cinética máxima adquirida por el protón en cada vuelta es Ey. = 2eAV^^, ya que ésta cruza el 
espacio entre des dos veces. La aceleración dei protón es a = (O^r = 4;r y podemos despreciar los 
efectos relativistas. Entonces la ecuación 29.17, con ^ = +e, da 

d£ e^(47r^v^r)^ 

dr ÓTTBoC^ 3 £oC^ 
y la energia radiada en una vuelta (tiempo = l/v) es 

F _ 1 _ SítVvV 

'"““Vd^yv- 3£oC' 

Introduciendo los valores numéricos tenemos E^v= 4.0 xlO"'^- En este caso E^^^ aún es mucho 
menor que Ej., pero es proporcionalmente mayor que en el ejemplo anterior sobre el acelerador lineal, 
confirmando que las pérdidas por radiación son relativamente más importantes en los aceleradores cir¬ 
culares que en los lineales. 


29.6 Propagacíón de ondas electromagnéticas en la matéria: dispersión 

La velocidad de propagación de una onda electromagnética en la matéria es diferente de su veloci- 
dad de propagación en el vacio. La razón es que cuando una onda electromagnética se propaga en 
una sustancia, incluso si no existen cargas libres y corrientes eléctricas, el campo electromagnético 
de la onda induce oscilaciones en las partículas cargadas de los átomos o moléculas, las que, a su 
vez, emiten ondas secundarias o “dispersadas”. Estas ondas se superponen a la onda original, pro- 
duciéndose una onda resultante. La fase de las ondas secundarias por lo general es distinta de la de 
la onda original, puesto que un oscilador forzado no siempre está en fase con la fuerza aplicada 
(Sec. 10.14). Un análisis detallado, que no haremos, indica que esta diferencia de fase afecta a la on¬ 
da resultante de modo que ésta parece tener una velocidad distinta de su velocidad en el vacio. 

Si la sustancia es homogénea e isótropa, se puede demostrar que el efecto neto de la 
polarización y la magnetización dei medio por parte de la onda electromagnética es sustituir las 
constantes Sq y Pq en las ecuaciones de Maxwell por la permitividad eléctrica e y la permeabilidad 
magnética p características dei material. El resto dei análisis de la sección 29.2 es el mismo, excep- 
to que la velocidad de la onda es ahora 

V = -i- (29.19) 

y/êp 

El cociente de la velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio, c, y en una sustancia, v, se 
conoce como índice de refracción de la sustancia, designado con n. Es un concepto útil para la 
descripción de las propiedades de los materiales con respecto a las ondas electromagnéticas. Así, 


c 1 




V^rPr 


(29.20) 
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Figura 29.14 Variación dei 
índice de refracción con la 
frecuencia y la longitud de onda. 



donde y son la permitividad y permeabilidad relativas dei medio, definidas en las secciones 25.9 
y 26.7, En general, difiere muy poco de 1 para la mayoría de las sustancias que transmiten ondas 
electromagnéticas (véase la Tabla 26.1), y podemos escribir, como una aproximación satisfactoria. 


( 29.21 


Esta relación nos permite determinar experimentalmente la permitividad relativa de la sustancia, si 
obtenemos su índice de refracción independientemente (cosa que es posible hacer; véase el Cap. 33). 
La consistência de los valores de obtenidos con este método en relación con los obtenidos con 
otros tipos de mediciones es un fundamento experimental satisfactorio de la teoria. 

En la sección 25.9 dijimos que es una magnitud que depende de la frecuencia dei campo 
electromagnético. Por consiguiente, el índice de refracción depende de la frecuencia de la onda elec¬ 
tromagnética y, en consecuencia, de la longitud de onda, en la forma mostrada en la figura 29.14, 
donde G)j, 0 ) 2 ,... son ciertas frecuencias características de cada sustancia. (El significado de tales 
frecuencias se explicará en la Sec. 30.3.) En consecuencia, la velocidad v = dn de la onda electro¬ 
magnética en la matéria depende también de la frecuencia de la radiación. Por tanto, las ondas 
electromagnéticas sufreh dispersión cuando se propagan por la matéria. Esto es, un pulso electro¬ 
magnético que contiene varias frecuencias se verá distorsionado debido a que cada componente se 
propagará con velocidad distinta. 

Existe la posibilidad de que una partícula cargada, q, que emite ondas electromagnéticas, se 
mueva en un medio con velocidad V mayor que la velocidad v de las ondas electromagnéticas. Esto 
corresponde a la situación representada en la figura 28.27 para las ondas de Mach en un fluido. 
Entonces las ondas electromagnéticas se propagan a lo largo de superfícies cónicas, formando un 
ângulo a con la dirección de propagación dado por sen a=Vfv, de acuerdo con la ecuación 28.51. 
Estas ondas electromagnéticas se conocen como radiación de Cerenkov. Debido a que la dirección 
efectiva de propagación dei frente de onda está relacionada con la velocidad de la partícula cargada, 
la radiación de Cerenkov se puede utilizar para medir la velocidad de la partícula. 


29.7 Efecfo Doppler en ondas electromagnéticas 

El efecto Doppler para ondas electromagnéticas es diferente dei correspondiente a ondas elásticas, 
que consisten en deformaciones de un medio material, y que fue analizado en la sección 28.14. En 
primer lugar, las ondas electromagnéticas no consisten en matéria en movimiento y, por tanto, la velo¬ 
cidad de la fuente con respecto al medio no entra en el análisis, sólo su velocidad v con respecto al 
observador. En segundo lugar, la velocidad de propagación en el vacío es c, y es la misma para todos 
los observadores, independientemente de su velocidad relativa v. Por tales razones, el efecto Doppler 
para ondas electromagnéticas debe calcularse necesariamente mediante la teoría de la relatividad. 

Como veremos en la deducción siguiente, la frecuencia v' (medida por un observador O' 
que se desplaza con velocidad v con respecto a una fuente de frecuencia v medida por un observa¬ 
dor O que está en reposo con respecto a la fuente) es 


1 — 

1 + v/c) 


(29.22) 


En esta expresión, y es positiva si el observador y la fuente se alejan entre sí y negativa si se 
aproximan. Además, el efecto Doppler para ondas electromagnéticas depende sólo de la velocidad 
dei observador con respecto a la fuente. 
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Figura 29.16 Espectros (A = 420 nm a A = 430 nm) de la estrella Arturo, cuya velocidad es constante, tomados aproximadamente 
en un lapso de seis meses, (a) 1 de julio de 1939; velocidad medida +18 km s“‘ con respecto a la Tierra. (b) 19 de enero de 1940; 
velocidad medida -32 km s~*. La diferencia de velocidades de 50 km s“^ se debe completamente al cambio de velocidad orbital de 
la Tierra. El desplazamiento de las líneas espectrales se puede ver al compararlo con los dos espectros de referencia. (Fotografia 
por cortesia de los Observatórios Mount Wilson y Palomar.) 

Suponiendo que O está en reposo en relación con la fuente de la onda electromagnética, 
vemos que si los observadores O y O' se alejan uno dei otro (v positiva), O' observa una fre- 
cuencia menor o una longitud de onda mayor que O. Esto se observa en el espectro de galaxias, 
nebulosas y muchas estrellas, y se conoce como desplazamiento al rojo, ya que el espectro 
visible de la luz que viene de estrellas que se alejan está desplazado bacia longitudes de onda 
correspondientes al rojo (mayores longitudes de onda). Este hecho nos permite estimar la ve¬ 
locidad con que se alejan tales cuerpos. 

En la figura 29.15 se muestra el desplazamiento al rojo de las líneas H y K dei cálcio 
observado en los espeòtros de varias galaxias. El desplazamiento está indicado por la línea horizon¬ 
tal. Nótese que cuanto mayor es el desplazamiento, y por tanto mayor la velocidad relativa, mayor 
es la distancia de la nebulosa. Así, el desplazamiento al rojo de la radiación recibida de galaxias y 
nebulosas distantes apoya la teona dei universo en expansión, de acuerdo con la ley de Hubble 
(recuerde la Nota 3.1). La velocidad relativa de separación de dos galaxias es V=HR, donde 
H = 2.32 X 10"’® s~' es la constante de Hubble y /? es su separación. 

Sin embargo la luz proveniente de la galaxia Andrómeda muestra un desplazamiento 
bacia longitudes de onda menores, o sea un desplazamiento bacia el azul, lo que parece indicar 
que el movimiento actual de nuestro sistema solar dentro de la galaxia, que gira lentamente, es 
bacia Andrómeda. 

En la figura 29.16 se muestra el desplazamiento dei espectro de la estrella Arturo, que 
está a unos 36 anos luz dei Sol. Los dos espectros fueron registrados con un lapso de seis 
meses y vemos que el desplazamiento de uno es bacia el rojo y el dei otro bacia el azul. Este 
desplazamiento se debe a la inversión de la dirección dei movimiento terrestre con respecto a 
Arturo en el periodo de seis meses. 

El universo está lleno de radiación cósmica de baja intensidad (véase el Cap. 31) que, 
en esencia, es homogénea e isótropa. Sin embargo, con respecto a la Tierra, la radiación cósmi¬ 
ca de fondo muestra una ligera anisotropía que se atribuye al efecto Doppler, como resultado 
dei movimiento de nuestra galaxia bacia el centro dei cúmulo de galaxias Virgo, con una velo¬ 
cidad de alrededor de 3 x 10^ m s“f Esto permite pensar que existe un sistema de referencia en 
el que la radiación cósmica de fondo es completamente isótropa y podemos tomarlo como el 
sistema de referencia estándar preferente. 


Deducción dei efecto Doppler para ondas electromagnéticas 

Consideremos dos observadores Oy O' en movimiento relativo entre sí y sea v la velocidad de O' con respecto a O. Para este 
último, una onda electromagnética armónica plana puede ser descrita mediante una función de la forma sen k(x - ct) multipli¬ 
cada por un factor de amplitud adecuado. Para el observador 0\ en un sistema de referencia inercial distinto, las coordenadas 
X y t deben sustituirse por x' y t', relacionadas por la transformación de Lorentz 19.2. Por tanto, O' expresará la función como 


























Efecio Doppler en ondas electromagnéticas 67 < 

sen k'(x' - cí'), donde k' no necesariamente íiene que ser la misma que para el otro observador. Por otro lado, el principio de la 
relatividad requiere que k(x - ct) permanezca invariante para los dos observadores. Por consiguiente, tenemos 

k{x — ct) = k’{x’ — ct') 

Usando la primera y la cuarta ecuaciones de la transformación inversa de Lorentz, dada en la ecuación 19.4, tenemos 

/ x' + Vt' t' + vx'lc'^ \ 

Por tanto, 

k' = k = k( i^Y'" 

(1 — v^/c^)^^^ Vl + v/c) 

Recordando que o) = cky v = co/2n, obtenemos 

\1 + vjcj 

Para v « c, podemos aproximar el numerador y el denominador mediante el teorema binomial, lo cual da 

, ^-livlc) v\ 

l+Ko/c) V cj 

Esta aproximación concuerda con la expresión no relativista dei efecto Doppler. 


EJEMPLO 29.4 

Ensanchamiento de líneas debido al efecto Doppler. 

O En las fuentes de radiación electromagnética, como el caso de un gas caliente, los átomos y moléculas se 
mueven irregularmente con respecto al observador. Esto produce câmbios en la frecuencia de la radia¬ 
ción emitida por los átomos, medida por el observador, debido al efecto Doppler. Como la velocidad de 
los átomos es muy pequena comparada con c, podemos utilizar la ecuación no relativista 29.23, esto es, 
V = Vq (1 - v/c), donde Vq es la frecuencia de la radiación medida en el sistema de referencia de la fuente 
de radiación, v la frecuencia de la radiación medida por el observador y y la velocidad de la fuente con 
respecto al observador, medida a lo largo de la línea que une la fuente con éste, es decir el eje X. La 
velocidad v es positiva si la fuente se aleja dei observador y negativa si se acerca. 

Para átomos cuya velocidad es y, Av =Vq-v =(y/c)vQ, de modo que y = (c/v^)Av. Recordando la 
ley de Maxwell para la distribución de las velocidades moleculares en un gas (Ec. 17.14), podemos 
expresar el número de átomos que se mueven con velocidades entre y y y + Ay como N{v) = Nq 
Sustituyendo la velocidad v por (c/vq)Av en esta expresión y tomando en cuenta que la intensidad de la 
radiación emitida es proporcional al número de átomos, la intensidad de la radiación desplazada una 
frecuencia Ay con respecto a Vq es 

/(v) = /^e-('”cV 2 /crvâ)(Av )2 

que puede representarse mediante la curva de la figura 29.17. El ancho de línea se define como la 
diferencia de las frecuencias correspondientes a la intensidad }/q. Haciendo /(v) = -J-Zq y tomando logaritmos, 
obtenemos para el ancho de línea 

c \ m / 

Por ejemplo, las líneas amarillas dei Na tienen Vq = 5.10 x 10’^ Hz. Para una temperatura de 5(X) K 
obtenemos ô = 1.73 x 10’’ Hz, de modo que Av/vq = 3.39 x 10“^, cantidad que se puede medir en los 
espectroscopios de alta resolución. 



Figura 29.17 Ancho Doppler 
de una línea espectral. 
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29.8 Espectro de la radiación electromagnética 

Las ondas electromagnéticas cubren un amplio intervalo de frecuencias o de longitudes de onda y, 
por conveniência, pueden clasificarse de acuerdo con su fuente principal y su efecto más importan¬ 
te al interactuar con la matéria. La clasificación no posee limites bien definidos, ya que diferentes 
fuentes pueden producir ondas cuyos intervalos se traslapen. Resumimos aqui la clasificación usual 
dei espectro electromagnético. 

(i) Ondas de radiofrecuenda. Tienen longitudes de onda que van desde unos cuantos 
kilómetros hasta 0.3 m. El intervalo o gama de frecuencias va desde unos pocos Hz hasta 10^ Hz. 
Estas ondas, utilizadas en televisión y radio, son generadas por dispositivos electrónicos, principal¬ 
mente circuitos oscilantes. Se utilizan también en técnicas como la creación de imágenes mediante 
resonancia magnética nuclear (NMRI, Nuclear Magnetic Resonance Imaging). 

(ii) Microondas. Las longitudes de onda de las microondas van desde 0.3 m hasta 10“^ m. 
El intervalo de frecuencias es desde 10^ Hz hasta 3x10" Hz. Estas ondas se utilizan en sistemas de 
radar y otros sistemas de comunicaciones, así como en el análisis de detalles muy finos de la 
estructura atómica y molecular; también son generados mediante dispositivos electrónicos. La re- 
gión de las microondas se conoce también como UHF (ultra alta frecuencia con respecto a la 
radiofrecuenda. Ultra High Frecuency). 

(lii) Espectro infrarrojo. Este cubre longitudes de onda que van desde 10“^ m hasta 

7.8 X 10"^ m (780 nm o 7800 Â). El intervalo de frecuencias es de 3 x 10" Hz hasta 4 x IO*'* Hz. 
La región está subdividida en tres: el infrarrojo lejano, de 10“^ m a 3 x 10“^ m; el infrarrojo 
central, de 3 x 10“^ m a 3 x lO"^ m; y el infrarrojo cercano, que se extiende hasta 7.8 x 10~’ m 
aproximadamente. Estas ondas son producidas por moléculas y cuerpos calientes cuyos átomos son 
excitados térmicamente. Tienen mucha aplicación en la industria, la medicina, la astronomia, etcétera. 

(iv) Luz o espectro visible. Ésta es una banda estrecha de longitudes de onda a las cuales es 
sensible nuestra retina. Se extiende desde una longitud de onda de 7.8 x 10"^ m hasta 3.8 x 10"^ m 
(780 nm a 380 nm) y frecuencias de 4 x 10*'^ Hz hasta 8 x 10'"^ Hz. La luz es producida por átomos 
y moléculas como resultado de ajustes internos en el movimiento de sus componentes, principal¬ 
mente de los electrones. No es necesario enfatizar la importância de la luz en nuestro mundo. 

La luz es tan importante que ha dado lugar al desarrollo de una rama especial de la física 
aplicada, la óptica. Esta ciência estudia los fenómenos luminosos y la visión, e incluye el diseno de 
instrumentos ópticos. Las diferentes sensaciones que produce la luz en el ojo, llamadas colores, de- 
penden de la frecuencia (o de la longitud de onda) de la onda electromagnética y corresponden a los 
siguientes intervalos, para una persona normal: 


Color 

A(m) 

v(Hz) 

Violeta 

3.90-4.55 X 10"^ 

7.69-6.59 X IO'-» 

Azul 

4.55^.92 

6.59-6.10 

Verde 

4.92-5.77 

6.10-5.20 

Amarillo 

5.77-5.97 

5.20-5.03 

Anaranjado 

5.97-6.22 

5.03-4.82 

Rojo 

6.22-7.80 

4.82-3.84 


La sensibilidad dei ojo depende también de la longitud de onda de la luz; esta sensibilidad es máxima 
para longitudes de onda de aproximadamente 5.6 x 10"^ m (560 nm). Debido a la relación entre el 
color y la longitud de onda o la frecuencia, una onda electromagnética de longitud de onda o frecuen¬ 
cia bien definidas se conoce también como onda monocromática (jnonos: “uno”; croma: “color”). 

La visión es el resultado de las senales transmitidas al cerebro mediante dos elementos 
presentes en una membrana llamada retina, que está en la parte posterior dei ojo. Estos elementos 
son los conos y los bastones. Los conos son los elementos que se activan con la presencia de luz 
intensa, como la dei día. Los conos son sensibles a la longitud de onda o color. Los bastones son 
elementos capaces de actuar bajo una iluminación muy débil, como en un cuarto oscuro y son menos 
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Figura 29.1§ Sensibilidad dei 
ojo a las visiones fotópica y 
escotópica. 


sensibles al color. La visión debida a los conos se conoce como fotópica y la debida a los bastones 
como escotópica. En la figura 29.18 se muestra la sensibilidad dei ojo a las diferentes longitudes de 
onda, para ambos tipos de visión. 

(v) Rayos ultravioleta. Esta región cubre desde 3.8 x 10“^ m hasta 6 x 10"'® m, con fre- 
cuencias que van desde 8 x 10'^' Hz hasta 3x10'^ Hz, aproximadamente. Estas ondas son produci- 
das por átomos y moléculas excitados, así como por descargas eléctricas. Su energia es dei orden de 
magnitud de la implicada en la ionización de átomos y la disociación molecular, y explica muchos 
de los efectos químicos de la radiación ultravioleta. El Sol es una fuente muy potente de radiación 
ultravioleta, que es la principal responsable de que uno se queme con los rayos solares. La radia¬ 
ción ultravioleta dei Sol actüa también sobre los átomos de las capas superiores de la atmósfera, 
produciendo gran cantidad de iones. Esto explica por qué las capas superiores de la atmósfera, a 
una altura mayor que 90 km, están altamente ionizadas. Por esta razón se les conoce como ionosfera. 
Si algún microorganismo absorbe radiación ultravioleta en exceso, puede ser destruido debido a las 
reacciones químicas producidas por la ionización y disociación de sus moléculas. Por esta razón los 
rayos ultravioleta se utilizan en algunas aplicaciones médicas y en procesos de esterilización. 

(vi) Rayos X. Esta parte dei espectro electromagnético se extiende desde longitudes de 
onda de alrededor de 10"® m hasta longitudes de onda de aproximadamente 6 x 10"'^ m, o frecuen- 
cias entre 3 x 10'^ Hz y 5 x 10'® Hz. Los rayos X, descubiertos en 1895 por Wilhelm Róntgen 
(1845-1923) cuando estudiaba los rayos catódicos, son producidos por los electrones internos (los 
más fuertemente ligados) de los átomos. Otra fuente de rayos X es el bremsstrahlung o radiación de 
desaceleración mencionada en la sección 29.5. De hecho, éste es el modo más común de produc- 
ción de rayos X. 

Los rayos X actúan sobre los átomos y moléculas de las sustancias por las que se propagan, 
produciendo disociación e ionización. Se utilizan en diagnosis médica debido a que huesos y teji- 
dos tienen diferente absorción de rayos X, y esto permite obtener un contraste claramente definido 
sobre una placa fotográfica. También, como resultado de los procesos moleculares que inducen, 
ocasionan graves danos a organismos y tejidos vivientes. Por esta razón los rayos X se utilizan en el 
tratamiento contra el câncer, para destruir el tejido enfermo. Se debe enfatizar que incluso una 
pequena cantidad de este tipo de radiación puede destruir también tejidos sanos; por eso, una expo- 
sición a grandes dosis de rayos X puede ocasionar una destrucción suficiente para producir enfer- 
medad e incluso la muerte. 

(vii) Rayos y. Estas ondas electromagnéticas son de origen nuclear. Sus longitudes de onda 
se traslapan con el limite superior dei espectro de rayos X; van de 10"'® m aproximadamente 
hasta muy por debajo de los 10"''' m, con un intervalo de frecuencias correspondiente que va desde 
3 X 10'^ Hz hasta más de 3 x 10^^ Hz. La energia de estas ondas electromagnéticas es dei mismo 
orden de magnitud que la de las energias implicadas en los procesos nucleares y, por consiguiente, 
la absorción de rayos y puede producir algunos câmbios nucleares. La radiación y se produce en 
muchas sustancias radiactivas y se encuentra en grandes cantidades en los reactores nucleares y 
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Figura 29.19 Espectro electromagnético. (La escala titulada “energia dei fotón” se verá en el capítulo 30.) 

en la radiación cósmica. No es absorbida fácilmente por la mayoría de las sustancias, pero cuando 
un organismo viviente la absorbe, produce en él graves efectos. Aun así, los rayos y se utilizan para 
tratar algunas formas de câncer. 

En la figura 29.19 se relacionan las diferentes partes dei espectro electromagnético en 
términos de frecuencia y longitud de onda; también aparece la energia de los fotones correspon- 
dientes (Sec. 30.6.) 


lEGüNTÁf 


29.1 ^Son las ondas electromagnéticas planas (a) 
longitudinales o transversales, (b) escalares o vectoriales? 

29.2 Considere una onda electromagnética plana linealmente 
polarizada. ^Cuâl es el ângulo que hay entre las direcciones 

de los campos eléctrico y magnético? ^Cuál es la diferencia de 
fase entre los campos? ^Cómo cambia la dirección de los 
campos eléctrico y magnético con el tiempo? ^Como 
lo hacen sus módulos? 

29.3 Repita la pregunta 29.2 para el caso de ondas 
electromagnéticas planas, circularmente polarizadas. 

29.4 Explique por qué la presión de radiación sobre un 
absorbente perfecto es la mitad que sobre un reflector perfecto. 


29.5 Establezca las principales diferencias entre la radiación 
de dipolo eléctrico y dei magnético. 

29.6 Explique por qué una carga en movimiento rectilíneo 
uniforme relativo al observador no emite energia electromagnética. 

29.7 ^Se distorsiona una onda electromagnética armónica 
cuando se propaga en un medio dispersivo? ^Qué sucede con 
una onda no armónica? 

29.S Analice cómo se relaciona el efecto Doppler con la 
dilatación relativista dei tiempo que se vio en la sección 19.5. 

29.9 Explique por qué diferentes regiones dei espectro 
electromagnético mpestran efectos diferentes cuando se 
propagan en una sustancia. 
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29.1® Exprese el momentum por unidad de volumen de una 
onda electromagnética plana en términos dei vector S y. 

29.11 Exprese la ecuación 29.22 en términos de las longitudes 
de onda X y X'. 

29.12 La radiación emitida por un dipolo eléctrico está 
polarizada. Suponiendo que tenemos un gas en el que muchos 
átomos están emitiendo, ^estará la radiación polarizada? 

^Qué sucede si el gas está en un campo eléctrico? 


PROELEMÁS 

29.1 El campo eléctrico de una onda electromagnética plana 
en el vacío está representado por (fx= = 0.5 cos [2;r x 10* 
(í - x/c)] y (^2 = Ò. (a) Determine (i) la longitud de onda, (ii) el 
estado de polarización y (iii) la dirección de propagación. 

(b) Calcule el campo magnético de la onda. (c) Calcule la 
intensidad media o flujo de energia por unidad de área y por 
unidad de tiempo de la onda. 

29.2 Repita el problema anterior para la onda = 0, 

(fj, = 0.5 COS [4/rx 10^ (/-x/c)] y 0-5 sen [4;rx 10^ (t-x/c)]. 
^Cuál es el estado de polarización de la onda? ^ 

29.3 Escriba las ecuaciones de los campos S y âS que 
describen a las siguientes ondas electromagnéticas que se 
propagan a lo largo dei eje X: (a) onda linealmente polarizada 
cuyo plano de oscilación dei campo eléctrico está a 45° con 
respecto al plano XY\ (b) onda linealmente polarizada cuyo 
plano de oscilación dei campo eléctrico está a 120° con respecto 
al plano XY\ (c) onda con polarización circular bacia la derecha; 
(d) onda con polarización circular bacia la izquierda. 

29.4 Una onda electromagnética plana senoidal, polarizada 
linealmente, de longitud de onda A = 5.0 x 10"^ m se desplaza 
en el vacío en la dirección dei eje X. La intensidad media de la 
onda por unidad de área es 0.1 W m“^ y el plano de oscilación dei 
campo eléctrico es paralelo al eje Y. Escriba las ecuaciones que 
describen los campos (a) eléctrico y (b) magnético, de esta onda. 

29.5 El campo eléctrico de una onda electromagnética plana 
tiene una amplitud de 10“^ V m”^ Halle (a) la magnitud dei 
campo magnético y (b) la energia por unidad de volumen de la 
onda. (c) Si la onda es completamente absorbida cuando incide 
en un cuerpo, determine la presión de radiación. (d) ^Cuál es la 
preSión de radiación si el cuerpo es un reflector perfecto? 

29.6 La radiación electromagnética solar incide en la 
superfície terrestre a razón de 1.4 x 10^ W m~^. Suponiendo que 
esta radiación se puede considerar como ondas planas, estime la 
magnitud de las amplitudes dei campo (a) eléctrico y 

(b) magnético de la onda. 

29.7 La potência media de una estación de radio es de 10^ W. 
Suponga que la potência es radiada uniformemente sobre 
cuálquier bemisferio concêntrico a la estación. Para un punto 
situado a 10 km de la fuente, determine la amplitud de los 


29.13 Verifique, mediante la ecuación 29.17, que la radiación 
de sincrotrón en un acelerador cíclico es proporcional a (E/mr)^, 
cuando la energia E de la partícula es pequena. 

29.14 Considere una carga e que oscila con frecuencia 
angular íoy amplitud Zq. Verifique que la ecuación 29.17 se 



campos (a) eléctrico y (b) magnético. Note que a esa distancia la 
onda puede considerarse como plana. 


29.8 Un transmisor de radar emite su energia dentro de un 
cono de ângulo sólido de 10“^ estereorradianes (esterrad). A una 
distancia de 10^ m dei transmisor el campo eléctrico tiene una 
amplitud de 10 V m“'. Calcule (a) la amplitud dei campo 
magnético y (b) la potência dei transmisor. 

29.9 Un sistema de cargas oscilantes alrededor de un cierto 
punto emite energia a razón de 10'* W. Suponiendo que la 
energia es emitida isotrópicamente, baile, para un punto situado 
a 1 m, (a) la amplitud de los campos eléctrico y magnético y 
(b) las densidades de energia y momentum. (Sugerencia: A 1 m 
de la fuente, una pequena porción dei frente de onda se puede 
considerar como plano.) 

29.10 Una fuente gaseosa emite luz de longitud de onda de 
5x10"^ m. Suponga que cada molécula actúa como un dipolo 
eléctrico de carga e y amplitud 10"*® m. (a) Calcule la rapidez 
media de radiación de energia por molécula, (b) Si la tasa total 
de radiación de energia de la fuente es de 1 W, calcule el 
número de moléculas que emiten simultáneamente. 

29.11 Estime el valor de (dE/dOn^dio.como está dado en la 
ecuación 29.15, para un protón en un núcleo. Suponga que Zq es 
dei orden de 10^'^ m y íude cerca de 5 x 10^® rad-s“V para rayos 
y de baja energia. 

29.12 (a) Calcule la potência emitida por un electrón de 
50 keV que se mueve en una trayectoria circular de 1 m. 

0?) Repita el cálculo para un protón de 50 keV que se mueve 
en la misma trayectoria. 

29.13 Considere una placa de vidrio de índice de refracción 

n y grueso Ax que se interpone entre una fuente monocromática 
5 y un observador O, como se muestra en la figura 29.20. 

(a) Verifique que si se desprecia la absorción de la placa, el 
efecto de ésta en la onda recibida por O es la adición de una 
diferencia de fase de -co(n - \)àx/c sin cambiar la amplitud Sq 
de la onda. (b) Si la diferencia de fase es pequena, ya sea porque 
Ax es muy pequena o porque n está muy cerca de uno, verifique 
que la onda recibida en O puede considerarse como una 
superposición, sobre la onda original de amplitud Sq, en la que 
no bay placa presente, de una onda de amplitud So(ú(n- l)Ax/c, 
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Arthur H. Compton observó, en 1922, 
que cuando los rayos X son dispersados 
por electrones, la radiación dispersada 
tiene una longitud de onda niayor que la 
de la radiación incidente, y que el 
aumento depende de la dirección de la 
dispersión. Compton concluyó que 
cuando los rayos X interactúan con los 
electrones, obedecen las leyes de 
conservación de energia y momentum y 
se comportan como partículas con masa 
cero, conocidas ahora como fotones. 
Este proceso confirmó experimental¬ 
mente la cuantización de las ondas 
electromagnéticas cuando éstas 
interactúan con la matéria. La teoria 
correspondiente se conoce como 
electrodinámica cuántica. 



30.1 Introducdón 

Cuando la radiación electromagnética actúa sobre un sistema de cargas eléctricas, como átomos, 
moléculas y núcleos, el sistema absorbe y emite energia de la onda. La absorción y la emisión de 
ondas electromagnéticas por parte de los átomos es un problema complicado que requiere extensos 
cálculos matemáticos y el uso de la mecânica cuántica, pero las ideas fundamentales son fáciles de 
entender. Un aspecto importante es el concepto de fotón o cuanto de radiación. 

30.2 Emisión de radiación por átomos, moléculas y núcleos 

Los átomos, las moléculas y los núcleos normalmente se encuentran en el estado de menor energia 
o estado fundamental. Un átomo, molécula o núcleo puede excitarse a un estado de mayor energia que 
el estado fundamental a través de diferentes médios. Uno de ellos es mediante colisiones inelásticas 
en las que, por ejemplo, una particula rápida (sea un electrón o un protón) choca con un átomo, una 
molécula o un núcleo, o cuando un neutrón es capturado por un núcleo, de modo que, el proyectil 
rápido transfiere parte de su energia cinética al blanco (átomo o núcleo). En el ejemplo 23.2 anali- 
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zamos este tipo de excitación para átomos de Hg mediante colisiones con electrones. Cuando el 
proceso es resultado de la interacción eléctrica de ambos sistemas en colisión, se conoce como 
excitación de Coulomb. Además, aumentando la temperatura de un sólido o de un gas, la energia 
cinética de los átomos o moléculas se puede aumentar lo suficiente para producir colisiones inelásticas 
entre átomos o moléculas. 

Un resultado experimental importante es que los átomos, las moléculas y los núcleos ex¬ 
citados liberan su exceso de energia en forma de radiación electromagnética. Por ejemplo, si en un tubo 
que contiene hidrógeno a baja presión producimos una descarga eléctrica aplicando una diferencia 
de potencial grande entre dos electrodos colocados adecuadamente (Fig. 30,1), observamos que el 
tubo brilla. La explicación es que los electrones emitidos por el electrodo negativo y acelerados por 
el campo eléctrico entre los electrodos chocan inelásticamente con algunas de las moléculas de 
hidrógeno (o átomos), dejándolos en un estado excitado. La radiación observada es emitida por los 
átomos excitados mientras vuelven a su estado de menor energia o estado fundamental. 

La radiación emitida por cada sustancia está compuesía de frecuencias bien definidas, Vj, 
V 2 , V 3 ,..., que son características de la sustancia. 

Al conjunto de frecuencias características de una substancia se le denomina espectro de emislón 
de la sustancia. 

Los espectros de emisión de los átomos, las moléculas, los sólidos y los núcleos tienen 
marcadas diferencias. Los espectros atómicos están en su mayona en las regiones visible y ultravioleta 
y están compuestos de frecuencias suficientemente espaciadas que aparecen como lineas separadas 
en un espectroscopio (Secs. 33.7 y 35.6); por tal razón, a los espectros atómicos también se les 
conoce como espectros de lineas. En la figura 30.2 se muestran las lineas de la parte visible dei 
espectro de algunos átòmos. 

Los espectros moleculares se extienden desde el infrarrojo lejano hasta el ultravioleta, y 
están compuestos por grupos de frecuencias con valores muy semejantes, motivo por el cual apare¬ 
cen como bandas brillantes en un espectroscopio de baja resolución. Por eso a los espectros 
moleculares se les conoce como espectros de banda. En la figura 30,3 se muestra el agnipamiento 
en bandas dei óxido nitroso, NO. Los espectros sólidos son un tanto más complejos. Se les analiza- 
rá en la sección 31.6. Los espectros nucleares caen en las regiones Xy y,y sus frecuencias están 
distribuídas de manera bastante compleja, según se verá en el capitulo 39 . 
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Figura 30.2 Parte dei espectro de 
emisión de lineas de vapor de mercúrio, de 
helio y de neón. (Dibujado a partir de 
registros fotográficos.) (Cortesia de A. B. 
Arons, Development of Concepís of 
Physics. Addison-Wesley, 1965.) 
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Figura 30.3 Espectro molecular simplificado dei óxido 
nitroso (NO), desde 310 nm hasta 210 nm. Los números de 
la parte inferior son las longitudes de onda dei inicio de cada 
banda y los números de la parte superior son los valores 
asignados a los niveles de vibración responsables de la 
transición. (Adaptación libre de una fotografia publicada en 
G. Herzberg, Spectra of diatomic molecules, Nueva York, D. 
Van Nostrand Co., 1950.) 
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30.3 Absorción dt radiación electromagnética por áfomoS/ moléculas y núcleos 

Cuando una onda electromagnética actúa sobre un sistema de cargas, como un átomo, una molécula 
o un núcleo, los campos eléctrico y magnético de la onda perturban el movimiento de las cargas. De 
manera simplificada, podríamos decir que la onda imprime una oscilación forzada sobre el movi¬ 
miento natural de las cargas. Esto tiene como resultado una absorción de energia por parte dei 
sistema de cargas. Un oscilador responde con más facilidad cuando la frecuencia de las oscilacio- 
nes forzadas es igual a su frecuencia natural, en cuyo caso existe resonancla, y la rapidez con la 
cual el oscilador absorbe energia es máxima (recuerde la Sec. 10.14), 

Experimentalmente se ha encontrado que los átomos, las moléculas y los núcleos, y en gene¬ 
ral cualquier conjunto de particulas cargadas, tienen una serie de frecuencias de resonancia a las cuales 
la absorción de radiación electromagnética es apreciable. En todas la demás frecuencias la absorción es 
despreciable. Las frecuencias de resonancia constituyen el espectro de absorción de la sustancia. Cuan¬ 
do un sistema absorbe radiación electromagnética, pasa a otro estado de mayor energia o más excitado. 

Ims frecuencias observadas en el espectro de absorción de un sistema de cargas son las 
mismas observadas en el espectro de emisión dei sistema. 

Por ejemplo, en la figura 30.4 se han comparado los espectros de emisión y absorción dei sodio. Se 
puede ver que todas las lineas que aparecen en el espectro de absor ción están presentes en el de 
emisión (aunque lo contrario no es necesariamente cierto; véase la Sec. 31.4). 

Los espectros de absorción fueron descubiertos en 1802 por William Wollaston (1766-1828), 
cuando analizaba la luz solar con un espectroscopio. Wollaston observó siete lineas oscuras contra 
un fondo de color continuo. Unos anos después Joseph von Fraunhofer (1787-1826), con un mejor 
instrumento, identificó muchas más de estas lineas, a las que llamó A, B, C,... En la actualidad se 
han observado más de 15 000 lineas, conocidas como lineas de Fraunhofer, en el espectro de la 
radiación solar, y se extienden desde el infrarrojo hasta el ultravioleta. En la figura 30.5 se muestran 
algunas lineas de la región visible. 

Como sugirió Gustav Kirchhoff, las lineas de Fraunhofer son resultado de la absorción por 
parte de los átomos y moléculas de las correspondientes frecuencias en las atmósferas dei Sol y de 
la Tierra por las que tiene que pasar la radiación. Se han observado lineas de absorción semejantes 
en la radiación proveniente de otras estrellas, lo que nos proporciona una clave de la composición 
de sus atmósferas. Es interesante que la existência dei helio se sospechara, aun antes de que se le 
descubriera en la Tierra, con base en las correspondientes lineas de Fraunhofer dei espectro solar, 
las cuales no podian ser atribuidas a ningún elemento terrestre conocido. 
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Figura 30.4 Comparación de 
los espectros de lineas tanto 
de absorción como de emisión 
dei vapor de sodio. (Cortesia de 
A. B. Arons, Development of 
Concepts ofPhysics, Addison- 
Wesley, 1965.) 
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30.4 Dispersión de ondas electromagnéticas por electrones ligados 

Otro proceso que ocurre cuando una onda electromagnética pasa por un átomo (o molécula) es la 
dispersión. Los átomos (o moléculas) cuyos electrones son perturbados por la onda incidente ab- 
sorben energia de la radiación electromagnética. Posteriormente, mediante el proceso contrario, los 
electrones ligados dei átomo excitado emiten la radiación electromagnética que fue absorbida de la 
onda incidente. La radiación emitida se conoce como onda dispersada (Fig. 30.6). 
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Figura 30.6 Dispersión de 
radiación electromagnética por 
un electrón ligado en un átomo 

La dispersión disminuye la intensidad de la onda incidente porque la energia absorbida de 
la onda es reemitida en todas direcciones, lo que produce una remoción efectiva de energia de la 
radiación primaria. 

La intensidad de las ondas dispersadas depende de la frecuencia de la onda primaria y dei 
ângulo de dispersión. 

Las ondas dispersadas son más intensas cuando la frecuencia de la radiación incidente es 

igual a una de las frecuencias dei espectro dei átomo (o molécula). 

Esto sucede porque la dispersión es más intensa a aquellas frecuencias a las que la absorción de 
energia de la onda incidente es mayor, y éstas son las mismas frecuencias que las dei espectro de emi- 
sión dei átomo. Sin embargo, a frecuencias distintas de las dei espectro de emisión, la dispersión 
aún puede ser apreciable. 

Para gases cuyas moléculas tienen un espectro de emisión en la región dei ultravioleta, la 
dispersión de onda? electromagnéticas que caen en el visible aumenta con su frecuencia ya que 
cuanto mayor sea la frecuencia en la región dei visible, más cerca se está de las frecuencias de 
resonancia ultravioleta de las moléculas. A manera de ejemplo, el brillo y el color azul dei cielo se 
atribuyen a la dispersión de la luz solar por las moléculas dei aire. En particular, el color azul es 
resultado de la dispersión más intensa de las frecuencias mayores (o longitudes de onda más peque¬ 
nas). El mismo proceso explica los brillantes tonos rojizos que se observan al amanecer y al ano- 
checer: cuando los rayos directos dei sol atraviesan una gran extensión de aire antes de alcanzar la 
superfície terrestre, ocurre una fuerte atenuación de las altas frecuencias (o longitudes de onda 
cortas) debido a la dispersión, de modo que sólo se reciben las frecuencias próximas al rojo. 

Las partículas pequenas (como el humo o el polvo) y las gotas de agua (como en las nubes) 
suspendidas en el aire pueden producir también dispersión. La neblina que se genera en muchas 
ciudades industriales se debe a la dispersión de la luz por las partículas dei aire. Los líquidos que tie¬ 
nen partículas en suspensión, como en los coloides, muestran una fuerte dispersión; ésta se conoce 
como efecto T^ndall. En estos casos, la dispersión se debe a la reflexión de la luz por las partículas 
en suspensión, y no al mecanismo de absorción y emisión de la dispersión atómica y molecular. 

Cuando la radiación primaria está polarizada linealmente, las oscilaciones dei dipolo eléc¬ 
trico de los átomos, como el caso de S (Fig. 30.7), están en la dirección fija dei campo eléctrico de la 
onda y la radiación dispersada, como SA, SB, SC, etc., y tiene la polarización caractenstica de la ra¬ 
diación de dipolo eléctrico (Fig. 30.7(a)). Aun cuando la radiación incidente no esté polarizada, la 
radiación dispersada siempre está parcialmente polarizada. Cuando una onda incidente no está 
polarizada (Fig. 30.7(b)), las oscilaciones dei dipolo eléctrico inducidas en un átomo S son parale¬ 
las al campo eléctrico de la onda incidente; por tanto, todas están en el plano P perpendicular a la 
dirección de propagación IA de la onda incidente. La polarización de la radiación dispersada en 
cada dirección depende de la dirección de las oscilaciones dei dipolo y, por consiguiente, no siempre 
es la misma, si la onda incidente no está polarizada. Pero para cualquier dirección SB perpendicu¬ 
lar a IA, la radiación dispersada está polarizada linealmente paralela al plano P, perpendicular a 
IA, pues para estas direcciones los dipolos siempre oscilan en ese plano. Para otras direcciones el 
grado de polarización de la radiación dispersada depende dei ângulo que la dirección de dispersión 
forma con IA. A lo largo de IA, si la radiación incidente no está polarizada, la radiación de disper¬ 
sión tampoco lo está. 


Onda Electrón 
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Figura 30.7 Polarización de 
la radiación dispersada. Radia¬ 
ción incidente (a) linealmente 
polarizada y (b) no polarizada. 


30.5 Dispersión de radiación electromagnéfica por un electrón libre: efecto 
Compton 


La dispersión de la radiación electromagnética por un electrón libre requiere que el electrón absor- 
ba energia de una onda electromagnética y la emita como radiación dispersada. Una onda electromag¬ 
nética posee energia y momentum, relacionados por/7 = (Elc)u, según explicamos en la sección 29.3, 
que es la misma relación válida para una particula de masa cero (recuerde la Sec. 20.2). Por tanto, si 
se retira de la onda una energia E, se debe retirar también de la onda una cantidad correspondiente de 
momentum p = Elc. 

Ahora un electrón libre no puede absorber una cantidad de energia £ y al mismo tiempo 
aumentar su momentum en la cantidad p - Elc, pues la relación entre energia cinética y momentum 
para un electrón. 



no es compatible con la relación p - Elc si £" = Ey, como lo requiere la conservación de la energia, 
suponiendo que el electrón se hallaba inicialmente en reposo con respecto al observador. Debere- 
mos concluir, entonces, que un electrón libre no puede absorber energia electromagnética sin 
violar el principio de conservación de energia o el de momentum. 

En la dispersión y la absorción de ondas electromagnéticas por electrones ligados a átomos 
o moléculas, la conservación de momentum y energia es posible debido a que la energia y momentum 
absorbidos son compartidos por el electrón y el ion correspondiente a la parte restante dei átomo y 
siempre es posible dividir energia y momentum absorbidos de la radiación en las proporciones 
correctas. Sin embargo, el ion, con una masa mucho mayor, se lleva (junto con algo de momentum) 
sólo una pequena fracción de la energia disponible y, por consiguiente, no se le suele considerar. En 
el caso de un electrón libre, no hay otra particula con la cual el electrón pueda compartir la energia 
y el momentum absorbidos de la radiación y no será posible absorción ni dispersión alguna sin 
violar las leyes de conservación. 

Sin embargo, cuando la radiación electromagnética pasa por una región en la que hay electro¬ 
nes libres, además de la radiación incidente, se observa otra radiación de frecuencia distinta. Esta 
nueva radiación se interpreta como la radiación dispersada por los electrones libres. La frecuencia de 
la radiación dispersada es menor que la de la incidente y, en consecuencia, su longitud de onda es ma¬ 
yor que la de la radiación incidente (Fig. 30.8). La longitud de onda de la radiación dispersada es 
también diferente para cada dirección de dispersión. Este fenómeno se conoce como efecto Compton, 
en honor a Arthur H. Compton (1892-1962), quien fue el primero que lo observó y analizó en 1922. 

Siendo Â la longitud de onda de la radiación incidente y X' la de la dispersada, Compton 
encontró que X' está determinada solamente por la dirección de dispersión. Esto es, si 0es el ângulo 
entre las ondas incidentes y la dirección en que son observadas las ondas dispersadas (Fig. 30.9), la 
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Figura 30.8 Distribución de la 
intensidad de la radiación disper¬ 
sada por un electrón libre para 
diferentes ângulos de dispersión. 



Radiación 

dispersada 


Radiación incidente 


Figura 30.9 Dispersión de 
Compton. 


longitud de onda de la radiación dispersada X está determinada solamente por el ângulo 0. La 
relación experimental es 

A' — A = Ac(l — COS 0) (30.1) 

donde es una constante cuyo valor, si medimos X y X en metros, es Xç, = 2.4262 x m. Se 
conoce como longitud de onda de Compton para electrones. 

Recordando que X = c/v, donde v es la frecuencia de la onda, podemos escribir la ecuación 
30.1 de la forma 


1 1 Ar 


(1 — COS 6 ) 


La dispersión de una onda electromagnética por un electrón puede considerarse como una “coli- 
sión” entre la onda y el electrón, ya que comprende un intercâmbio de energia y momentum. Ade¬ 
rnas, como la onda se propaga con velocidad c y su relación energía-momentum, E = cp, es similar 
a la relación para una partícula de masa cero, esta dispersión debe semejarse a una colisión en la que 
una de las partículas tiene masa cero y se mueve con velocidad c. Se puede demostrar (véase la 
Nota 30.1) que si JE y £' son las energias de la partícula de masa cero antes y después de la colisión, 

111 

- =- -(1-COS0) (30.3) 


donde es la masa de la otra partícula implicada en la colisión, en este caso un electrón, inicialmente 
en reposo con respecto al observador. La semejanza entre las ecuaciones 30.2 y 30.3 es soiprendente 
y va más allá de un simple parecido algebraico. Ambas se aplican a procesos de colisión, y la relación 
energía-momentum, E =cp, para una onda electromagnética es la misma que para una partícula de masa 
cero. Una conclusión razonable es relacionar la frecuencia v de la onda y la energia E absorbida de la 
radiación mediante 
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donde h es una constante universal que describe la proporcionalidad entre la frecuencia de una 
onda electromagnética y la energia asociada con el proceso de “colisión”. Entonces la ecuación 
30.3 queda 


hv' hv 


(1 — COS 9) 


que se puede escribir como 
1 1 h 

-=--(1-COS0) (30.5) 

v' V 

y es parecida a la ecuación 30.2. Entonces, por comparación, la longitud de onda de Compton para un 
electrón se relaciona con la masa dei electrón dispersante por medio de 


A partir de los valores conocidos de y c podemos obtener el valor h = 6.6261 x 10“^"* J s o 
m^kg s~’. Éstees el valor de la constante de Planck, introducido en la sección 23.4en relación con 
la cuantización dei momentum angular de un electrón y con la energia de oscilación y rotación 
de las moléculas (Secs. 10.11 y 14.7). 

Un protón, que tiene una masa mayor que la dei electrón, tiene una longitud de onda de 
Compton (usando el valor anterior de h) de 




1.3214 X 10 


Este resultado ha sido confirmado experimentalmente al analizar la dispersión de rayos ypor protones 
libres, lo que nos asegura la validez general de nuestra suposición, ecuación 30.4. Sin embargo, 
debido a que la longitud de onda de Compton dei protón es mucho menor que la dei electrón, el 
efecto Compton es mucho menos apreciable con los protones, a menos que la radiación tenga una 
longitud de onda muy corta, como en el caso de los rayos y. 

Podemos entonces concluir que es posible “explicar” la dispersión de la radiación electro¬ 
magnética por un electrón libre como si se tratara de una colisión dei electrón y una particula de 
masa cero, a la que llamaremos fotón, nombre propuesto por G. N. Lewis en 1926. 


Nota 30.1 Colisiones que implican una partícula de masa cero 

Sean £" y E' las energias de la particula de masa cero antes y después de la colisión; entonces p = Ele y p' = E'/c son los valores 
correspondientes dei momentum. Suponemos que la otra particula (electrón) está inicialmente en reposo con respecto al observa¬ 
dor. Dado que p^ es el momentum dei electrón después de la colisión, los principios de conservación de energia y momentum dan 

p = p’ + Pe (30.8) 

E + = £' + c{mlc^ + (30.9) 

De la ecuación 30.8 obtenemos p^=p- p'. Elevando al cuadrado obtenemos 

pI = p2 + p'2 = -Í(£2 + e'2 _ 2EFCOS0) 

donde Q es el ângulo en que fue desviada o dispersada la partícula de masa cero. Despejando p"^ de la ecuación 30.9 tenemos 


[E + — E')^ — mlc^ 


[£2 + £'2 + 2 (£ - E ') m , c ^ - 2 ££'] 


Igualando los dos resultados para p^ y cancelando términos comunes, obtenemos 
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- COS 6) 


Dividiendo ambos lados entre ff^tenemos la ecuación 30.3, 
1 1 1 


E' E 


(1 — COS 0 ) 


30.6 Fofones 

Nuestra “explicación” dei efecto Compton implica las siguientes suposiciones: (a) la dispersión dé 
radiación electromagnética por un electrón libre se puede considerar como una colisión entre el 
electrón y una partícula de masa cero; (b) la radiación electromagnética juega el papel de la partícu¬ 
la de masa cero que, por brevedad, de ahora en adelante llamaremos fotón; y (c) la energia y el 
momentum de la partícula de masa cero (o fotón) están relacionados con la frecuencia y la longitud 
de onda de la radiación electromagnética mediante 


E = hv 


y 



(30.10) 


La segunda relación se debe a que p = Ele = hvie y v/c = 1/A. Así, podemos “visualizar” el efecto 
Compton como la colisión ilustrada en la figura 30.10, en la que un fotón de frecuencia v choca con 
un electrón en reposo, transfiriéndole cierta energia y momentum. Como resultado de la interacción, 
la energia dei fotón dispersado es menor, con una frecuencia correspondiente menor v'. Una prueba 
adicional consiste en verificar si el electrón, después de la dispersión, tiene un momentum igual a la 
diferencia entre el momentum dei fotón incidente y dei dispersado. Es un experimento difícil, pero sé 
ha llevado a cabo y el resultado es positivo. 

En lugar de là sencilla colisión de la figura 30.10, el efecto Compton es más bien un proceso 
que ocurre en dos pasos, como en la figura 30.11. Podemos interpretar la energia, E = hv, y el 
momentum, p = h/X, dei fotón como la energia y el momentum absorbidos por el electrón libre de 
la onda electromagnética incidente. Esto viola, momentáneamente, la conservación de energia y mo¬ 
mentum, La energia E' = hv'y el momentum p' = hlX dei fotón corresponden a la energia y momentum 
de un fotón reemitido por el electrón hacia la radiación dispersada. El electrón adquiere una energia 
E-E' y gana un momentum p -p',y se mantiene la conservación de energia y momentum. 

De manera parecida, en la dispersión de radiación electromagnética, analizada en la sec- 
ción 30.4, los fotones provenientes de la onda incidente son absorbidos por el átomo, la molécula o 
el núcleo que, posteriormente, emite otro fotón con igual o diferente energia (o frecuencia) en la 
dirección de incidência o en cualquier otra dirección. Mediante el concepto de fotón, la dispersión 


Fotón Electrón 



E' = hv' 



Figura 30.10 Relaciones de momentum y 
energia en la dispersión de Compton. 


Figura 30.11 La dispersión de un fotón 
por un electrón es un procesò de dos pasos 
con + r y +p =p\ +p'. 
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se puede expresar como A + hvr A* -h hv(^, donde ^4 y A* se refieren al átomo antes y después de 
la dispersión. 

El significado físico dei concepto de fotón y de las felaciones que lo defmen, 30.10, no es 
necesariamente que la radiación electromagnética sea una corriente de fotones. Más bien, el fotón 
es el “cuanto” de energia y momentum electromagnéticos absorbido o emitido en un solo proceso 
por una partícula cargada. Está completamente determinado por la frecuencia de la radiación y por 
la dirección de propagación. El concepto de fotón se aplica a las interacciones entre radiación 
electromagnética y partículas cargadas, libres o ligadas, y no sólo con electrones libres. Por tanto, 
podemos establecer que: 

cuando una onda electromagnética interactúa con un electrón (o cualquier otra partícula 
cargada), las cantidades de energia y momentum que se piieden intercambiar en el proceso 
son las correspondientes a un fotón. 

El principio que acabamos de establecer es una de las leyes fundamentales de la física. Es aplicable 
a todos los procesos radiativos que implican partículas cargadas y campos electromagnéticos. 

El concepto de fotón sugiere una sencilla representación gráfica de la interacción electro¬ 
magnética entre dos partículas cargadas, como se muestra en la figura 30.12. La interacción corres¬ 
ponde a un intercâmbio de momentum y energia entre las dos partículas. Los momenta iniciales 
y Pj de las partículas se transforman en p\ y p '2 después de la interacción. Aunque no se localiza la 
interacción en un instante en particular, por simplicidad la hemos indicado en un tiempo dado y en 
las posiciones A y B. La partícula 1 interactúa con la partícula 2 por medio de su campo electromag¬ 
nético, lo que provoca que la partícula 2 tome cierta energia y momentum dei campo, equivalente a 
un fotón, con el consiguiente cambio en su movimiento. El movimiento de la partícula 1 debe 
entonces ajustarse para que corresponda al nuevo campo, que es el original menos un fotón. Desde 
luego, el proceso inverso también es posible, y la partícula 1 absorbe un fotón dei campo de la partí¬ 
cula 2. Podemos decir, entonces, que entre las partículas 1 y 2 ha habido un intercâmbio de fotones. 
Nótese que la energia y el momentum no se conservan en A y B, pero se conservan si se toman 
juntos, ya que la violación en A se ve cancelada por la violación en B. 

En la sección 29.3 indicamos que la radiación polarizada circularmente tiene momentum 
angular = ±E/cú a lo largo de la dirección de propagación. Recordando que co= 2my E-hv para 
un fotón, tenemos = ±]íl2n=±fi. Así, se puede suponer también que un fotón es portador de spin 
en la dirección de propagación con m^ = ±1, o sea que los fotones portan una unidad de spin en la 
misma dirección que su momentum (Fig. 30.13) o en la opuesta. Por tanto, 

las interacciones electromagnéticas se pueden describir como el resultado dei intercâmbio 
de fotones entre las partículas que interactúan; los fotones transportan energia, momentum 
y momentum angular entre las partículas. 

En la figura 29.19 representamos la energia de los fotones asociados con las diferentes 
regiones dei espectro electromagnético. El comportamiento de los fotones cuando interactúan con 
la matéria depende de su energia. Cuando observamos el espectro de la radiación electromagnética, 
podemos entender fácilmente por qué sus diferentes partes se comportan de manera distinta cuando 
se propagan en la matéria. Por ejemplo, las ondas electromagnéticas que poseen fotones con ener¬ 
gia comparable a las energias de excitación de átomos y moléculas interactúan más intensamente 
con la matéria. Éste es el caso de las radiaciones infrarroja, visible y ultravioleta. En particular, la 
luz “visible” corresponde a frecuencias cuyas energias fotónicas son adecuadas para excitar las 
moléculas de las células de la retina y producir una respuesta nerviosa. La radiación con longitud 
de onda mayor, con fotones de menor energia, en general interactúa débilmente con lá matéria. Este 
es el caso de las ondas de radiofrecuencia. Sin embargo, estas ondas pueden interactuar con los 
electrones de los sólidos que tienen energias de excitación menores. Las ondas con fotones de alta 
energia o longitud de onda muy corta, como los rayos Xy y, son muy poco absorbidos por átomos 
y moléculas, pero pueden excitar a los núcleos; sin embargo, sus efectos en la matéria son más 
profundos, y no sólo producen ionización atómica y molecular o disociación, sino también en 
muchos casos ruptura nuclear. 



Después p í 
Interacción 
Antes p 1 



Figura 30.12 Interacción 
electromagnética considerada 
como un intercâmbio de fotones. 
Los fotones transfieren energia y 
momentum de una partícula 
cargada a otra. 



(a) Polarización derecha 



(b) Polarización izquierda 

Figura 30.13 Momentum y 
spin de (a) polarización derecha 
y (b) polarización izquierda. 
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EJEMPLO 30J 

Energia de un fotón en electronvolts cuando se da la longitud de onda en metros. Aplicar el resultado 
para obtener la longitud de onda de los rayos X en términos dei voltaje de aceleración aplicado a un tubo 
de rayos X. 

o A partir de las relaciones E = hvy vÀ = c podemos escribir E = hdX. Pero 

/jc = (6.6256 X 10“^^ Js)(2.9979 x 10®ms“') = 1.9863 x lO^^^Jm 

Recordando que 1 eV = 1.6021 x 10“^^ J, tenemos que hc = 1.2397 x 10"^ eV m. Por tanto, cuando E se 
expresa en electronvolts y A en metros, 

1.2397 X 10"^ 


Como explicamos en relación con la figura 29.13, los rayos X se producen por el impacto de 
electrones rápidos contra el material dei ânodo de un tubo de rayos X. La energia de un electrón puede 
ser emitida como resultado de colisiones sucesivas (lo que produce vários fotones) o puede ser emitida 
toda en una sola colisión. Por consiguiente, los fotones con más energia que salen dei tubo de rayos X 
serán los emitidos en el último proceso y corresponden a la longitud de onda más pequena. En otras 
palabras, dado que V es el voltaje de aceleración, las longitudes de onda de los rayos X producidos son 
iguales o mayores que la longitud de onda umbral, satisfaciéndose la relación 

1.2397 x 10-^ 1.24x10"^ 

2 -~- 

V ' V 

ya que en este caso la energia E dei fotón es igual a la energia cinética dei electrón, que a su vez es igual 
a V expresado en electronvolts. Por ejemplo, consideremos un tubo de televisión en el que los electrones 
son acelerados por una diferencia de potencial de 10 000 V. Cuando los electrones llegan a la pantalla dei 
tubo son detenidos abruptamente, emitiendo rayos X, por la misma razón que en un tubo de rayos X. La 
intensidad, sin embargo, es bastante baja debido a que la corriente de electrones es pequena. La longitud 
de onda minima de los rayos X producidos al detenerse los electrones en la pantalla es A = 1.24 x 10“*’^ m. 


30.7 Más acerca de los fotones; efecto fotoeléctrico en metales 

El efecto fotoeléctrico es la emisión de electrones de metales y otras sustancias cuando absorben 
energia de una onda electromagnética. En 1887, Heinrich Hertz observo que al iluminar con luz 
ultravioleta los electrodos entre los cuales se produce una descarga eléctrica podia aumentarse la 
intensidad de la descarga. Esto sugirió la disponibilidad de más particulas cargadas, identificadas 
más tarde como electrones. Un ano después, Wilhelm Hallwachs (1859-1922) observo una emisión 
de electrones cuando iluminaba la superficie de ciertos metales, como Zn, Rb, K, Na, etc. Estos 
electrones se conocen como fotoelectrones, debido al método de producción. 

La emisión electrónica aumenta con la intensidad de la radiación incidente en la superficie 
metálica, puesto que hay más energia disponible para liberar electrones, pero se observa también 
una dependencia con la frecuencia característica de Ia radiación. Para cada sustancia existe una 
frecuencia minima Vq de radiación electromagnética tal que, para una radiación de frecuencia me¬ 
nor que Vq, no hay producción de fotoelectrones, sin importar la intensidad de la radiación. Además, 
la energia cinética máxima de los fotoelectrones varia linealmente con la frecuencia de la radiación 
electromagnética y es independiente de la intensidad de la radiación. 

El efecto fotoeléctrico puede explicarse de manera sencilla si usamos el concepto de fotón. 
Hemos visto (Sec. 23.11) que en un metal los electrones de la banda superior o de conducción son 
más o menos libres de moverse por la red cristalina. Estos electrones están confinados en el metal 
mediante una barrera de potencial situada en la superficie. A menos que los electrones tengan 
suficiente energia para sobrepasar esta barrera, no pueden escapar dei metal (Fig. 30.14). En la 
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sección 23.11 explicamos que una manera de aumentar la energia de los electrones es aumentando 
la temperatura dei metal. Otra forma de liberar electrones de un metal es mediante la absorción de 
energia de la radiación electromagnética. 

Sea (j) la energia necesaria para que un electrón escape de un metal dado. Entonces, si el 
electrón absorbe una energia E mayor que 0, la diferencia £ - 0 es la energia cinética dei electrón al 
escaparse y podemos escribir 


Estados 
electrónicos f 
ocupados 


y^Barrera de 
^ potencial 



Figura 30.14 Función de 
trabajo de un metal. 


= E — (f) 


(30.11) 


De acuerdo con el concepto de fotón, la energia de una onda electromagnética absorbida por un 
electrón debe ser la de un fotón. Por tanto, si v es la frecuencia de la radiación, entonces E = hv, 
según la ecuación 30.10, y podemos escribir la ecuación 30.11 como 

= hv~(p (30.12) 

Esta ecuación fue propuesta por primera vez por Albert Einstein en 1905, antes de que se introdu- 
jera el concepto de fotón, con el fm de ajustar los datos experimentales. La gran contribución de 
Einstein fue proponer que los electrones absorben energia electromagnética en caníidades o cuan- 
tos iguales a hv, siguiendo una teona desarrollada por Max Planck para explicar la radiación de cuer- 
po negro (Sec. 31.9). Sin embargo, Einstein no aceptó el concepto de fotón durante muchos anos. 

No todos los electrones requieren la misma energia para escapar de un metal. Los que 
ocupan los estados superiores de la banda de conducción, cercanos al nivel de Fermi, necesitan 
menos energia. A la energia minima la llamamos función de trabajo dei metal (Fig. 30.14). 
Entonces la máxima energia cinética de los electrones es 

V 

^k.má.= (30.13) 

A partir de esta ecuación vemos que la energia cinética dei electrón es cero para la frecuen¬ 
cia Vq = (pç/h. Por tanto, Vq es la frecuencia umbral o frecuencia minima a la cual hay emisión 
fotoeléctrica. Para frecuencias menores que Vq no hay emisión. La función de trabajo se puede 
calcular en términos de Vq y /i y el valor obtenido concuerda con el calculado por otros métodos, 
confirmándose la validez de la ecuación 30.13. 

No hay necesidad de tener en cuenta la conservación dei momentum en el efecto fotoeléc- 
trico pues el electrón que absorbe radiación electromagnética está ligado a la red cristalina dei 
metal y el momentum dei fotón absorbido es compartido por el electrón y la red. Sin embargo, 
debido a la masa relativamente grande de la red, su energia cinética es despreciable y podemos 
suponer (sin incurrir en un error considerable) que toda la energia dei fotón pasa al electrón. 

El efecto fotoeléctrico es importante no sólo porque es uno de los fundamentos experimen¬ 
tales de la teoria cuántica, sino también debido a sus múltiples aplicaciones prácticas, como las 
fotoceldas y los fotómetros que se usan en diferentes dispositivos, como en câmaras fotográficas y 
de video, para determinar la intensidad de la iluminación. 


Nota 30.2 Verificación experimental de la ecuación de Einstein 

La máxima energia cinética Eç. de los fotoelectrones se puede medir con el método indicado en la figura 30.15. Aplicando una 
diferencia de potencial V entfè las placas Ay C, podemos retardar el movimiento de los fotoelectrones emitidos por A cuando 
incide en ella radiación electromagnética de frecuencia v. A un voltaje dado Vq la corriente indicada por el electrómetro E, cae 
subitamente a cero, indicando que no hay electrones quellegen a C, ni siquiera los más rápidos. Entonces, mediante la ecuación 
21.30, tenemos = ^Vq y la ecuación 30.13 se transforma en 

eVQ = hv — (pQ (30.14) 

Cambiando la frecuencia v, podemos obtener una serie de valores para el potencial de frenado Vq. Si la ecuación 30.14 es correcta, 
la gráfica Vq en función de v debe ser una línea recta, como se muestra en la figura 30.16. La pendiente de la recta es tan a = hle. 
Midiendo a, y utilizando el valor conocido de e, podemos calcular la constante de Planck, h, obteniéndose el mismo resultado hallado 
para el efecto Compton, o viceversa. Esta concordância se puede considerar como una justificación más dei concepto de fotón. 
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eléctrico 



Figura 30.15 Dispositivo experimental para Ia 
observación dei efecto fotoeléctrieo. 



Figura 30.16 Relación entre el potencial de frenado y 
la frecuenc ia en el efecto fotoeléctrieo. Las cruces (X) 
indican puntos experimentales. Nótese que tan a = híe. 


PREGUNTÁS 


30.1 Justifique, haciendo consideraciones de energia, por qué 
en el efecto Compton la radiación dispersada tiene una longitud 
de onda mayor que la radiación incidente. 

30.2 Analice las principales diferencias entre la dispersión 
de radiación electromagnética por electrones ligados y por 
electrones libres. 

30.3 ^Podemos cambiar el momentum de un fotón sin 
cambiar su energia? ^Podemos cambiar la energia de un fotón 
sin cambiar su momentum? En cada caso ilustre su respuesta 
con un ejemplo. (Sugerencia: Note que el momentum es una 
magnitud Vectorial.) 

30.4 Haga una lista de los dispositivos que le sean familiares 
que funcionen mediante el efecto fotoeléctrieo. 


30.5 Explique, mediante el concepto de fotón, la dispersión 
de fotones por electrones ligados. 

30.6 fenómeno revela completamente las propiedades 
dei fotón: el efecto Compton o el fotoeléctrieo? 

30.7 ^Por qué el concepto de fotón nos permite explicar la 
existência de una frecuencia umbral para la emisión 
fotoelectrónica? 

30.8 Mediante el concepto de fotón, explique lo que le 
sucede a la energia de un átomo cuando la frecuencia de la 
radiación dispersada es (a) la misma, (b) menor, (c) mayor que 
la radiación incidente. 

30.9 Describa la interacción electromagnética mediante el uso 
de fotones. 


PROBLEMAS 


30.1 Encuentre la energia y la longitud de onda de un fotón 
que tiene el mismo momentum que (a) un protón, (b) un 
electrón, de 40 MeV. Identifique la región dei espectro en la cual 
se encuentra. (Sugerencia: Note que el protón puede tratarse 
como particula no relativista, pero para el electrón se necesita 
una mecânica relativista.) 

30.2 Un fotón con una energia de 10“* eV choca con un 
electrón libre en reposo y es dispersado en un ângulo de 60°. 

Halle (a) el cambio en energia, frecuencia y longitud de onda 
dei fotón y (b) la energia cinética, momentum y dirección dei 
electrón en retroceso. 

30.3 Cierta radiación con longitud de onda de 10~'® m (o 0.1 nm) 
sufre una dispersión de Compton. La radiación dispersada 

se observa en una dirección perpendicular a la de incidência. 
Encuentre (a) la longitud de onda de la radiación dispersada y 
(b) la energia cinética y la dirección dei movimiento dei electrón 
en retroceso. 

30.4 Remitase al problema anterior. Si los electrones 
retroceden con un angulo de 60° con respecto a la radiación de 
incidência, halle (a) (i) la longitud de onda y (ii) la dirección de 
la radiación dispersada y (b) la energia cinética dei electrón. 


30.5 Cuando la superfície de cierto metal es iluminada con 
luz de diferentes longitudes de onda, los potenciales de frenado 
de los fotoelectrones son los siguientes: 


B 

\ 

O 

X 

^o(V) 

3.66 

1.48 

4.05 

1.15 

4.36 

0.93 

4.92 

0.62 

5.46 

0.36 

5.79 

0.24 


Haga una gráfica dei potencial de frenado (ordenadas) contra la 
frecuencia de la luz (abscisas). Determine de la gráfica (a) la 
frecuencia umbral, (b) la función de trabajo fotoeléctrieo dei 
metal y (c) el cociente hie. 

30.6 La función de trabajo fotoeléctrieo dei potasio es de 2.0 
eV. Cuando una luz de longitud de onda de 3.6 x 10~^ m incide 
sobre el potasio, determine (a) el potencial de frena- do de los 
fotoelectrones y (b) la energia cinética y la velo-cidad de los 
electrones más rápidos expulsados. 
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30.7 Una radiación electromagnética de 10~^ m de longitud de 
onda incide normalmente en una muestra metálica de 10"* kg 

de masa, y un electrón es expulsado en dirección opuesta a la 
radiación incidente. Mediante las leyes de conservación de 
energia y momentum obtenga (a) la energia dei electrón y 
(b) la energia de retroceso de la muestra de metal. Suponga que 
la función de trabajo es despreciable. (c) ^Justifica el resultado 
no tomar en consideración la conservación dei momentum en el 
cálculo dei efecto fotoeléctrico? 

30.8 Á menudo se utiliza el reciproco de la longitud de onda, 
1/A, para describir la energia asociada con dicha longitud de 
onda. Verifique que para un fotón podemos usar las 
equivalências 1 eV = 8065.8 cnr* y 1 cm"* = 1.2398 x 10"^ eV. 

30.9 La minima intensidad luminosa que puede percibir el ojo 
es de alrededor de 10"*** W m"^. Calcule el número de fotones 
por segundo (longitud de onda de 5,6 x 10"’ m) que penetran en 
la pupila dei ojo con esta intensidad. Se puede suponer que el 
área de la pupila es de 4 x 10"^ m’. 

30.10 (a) Compare la longitud de onda de un fotón de 2 eV en 
la región visible dei espectro con las dimensiones de un átomo, 
(b) Repita el ejercicio para un fotón de rayo yde 1 MeV y las 
dimensiones nucleares. 


30.11 Un haz monocromático de radiación electromagnética 
tiene una intensidad de 1 W m"’. Calcule el número medio de 
fotones por m^ para (a) ondas de radio de 1 kHz y (b) rayos y de 
10 MeV. 

30.12 Un haz monocromático de luz de 4.0 x 10"’ m de 
longitud de onda incide sobre un material que tiene una función 
de trabajo de 2.0 eV. El haz tiene una intensidad de 3.0 x 

10"^ W m"’. Calcule (a) el número de electrones emitidos por 
m’ y por segundo, (b) la energia absorbida por m’ y por segundo 
y (c) la energia cinética de los fotoelectrones. 

30.13 Halle (a) la energia y (b) la longitud de onda de un fotón 
que puede impartir una energia cinética máxima de 60 keV a un 
electrón libre. 

30.14 Verifique que cuando un electrón libre es dispersado en 
una dirección que forma un ângulo 0 con el fotón incidente en 
una dispersión de Compton, la energia cinética dei electrón es 

= hv(2a cos^^yil + a)^-o7 cos’0], donde a = hvlm^. 

30.15 Verifique que, en la dispersión de Compton, la relación 
entre los ângulos que definen las direcciones dei fotón 
dispersado y el electrón en retroceso es cot ^ = (1 + a) tan 
donde a = hvlm^c^. 



Max K. Planck fue el fundador de la 
teoria cuántica con la publicación, en 
1900, de una expresión que reproduce 
fielmente la distribución de energia en el 
cuerpo negro. En su deducción, Planck 
introdujo la idea revolucionaria de la 
cuantización de los niveles de energia de 
un oscilador. La teoria de Planck fue 
utilizada más tarde por Einstein (1905) 
para explicar el efecto fotoeléctrico y por 
Bohr (1913) para explicar la estructura 
atómica. La teoria de Planck fue el 
primer paso en la gran revolución 
conceptual dei siglo xx; la mecânica 
cuántica. Planck efectuó también 
extensos estúdios de termodinâmica y 
aclaró el concepto de entropia. 



31.1 

Introducción 

699 

31.2 

Estados estacionários 

699 

31.3 

Interacción de la radiación con la matéria 

703 

31.4 

Espectros atómicos 

705 

31.5 

Espectros moleculares 

708 

31.6 

Transiciones radiativas en sólidos 

711 

31.7 

Transiciones radiativas espontâneas y estimuladas 

713 

31.8 

lóseres y móseres 

714 

31.9 

Radiación de cuerpo negro 

719 

Mõtu 

31.1 

Sintonización de un lóser 

718 

31.2 

Anólisis de las transiciones espontâneas y estimuladas 

721 


3I.I Introducción 

Hemos visto que en la interacción de la radiación electromagnética con la matéria, los fotones 
tienen una función crítica. Vimos que en la dispersión por parte de electrones, ya sea ligados o 
libres, se absorbe un fotón y se emite otro con la misma energia o con una distinta. En otros casos 
se absorbe por completo el fotón, como en el efecto fotoeléctrico. Como consecuencia, el sistema 
pasa a un estado de mayor energia o más excitado. Al contrario, un sistema que está en un estado 
excitado puede liberar el exceso de energia en forma de fotón y pasar a un estado de menor energia. 
En este capitulo veremos cómo se explican los espectros de emisión y absorción vistos en las 
secciones 30.2 y 30.3, haciendo uso dei concepto de fotón. 

312 istadoi estacionários 

La existência de los espectros de emisión y de absorción compuestos de frecuencias bien definidas 
o características fue un problema que intrigó a los físicos de fines dei siglo xex y de principios dei 
XX. Para resolver este problema, Niels Bohr (1885-1962) propuso una idea nueva y revolucionaria 
en 1913. Supongamos que un átomo que está en el estado de energia E absorbe radiación de fre- 
cuencia v y, por tanto, pasa a otro estado de energia mayor E'. El cambio de energia dei átomo es 
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E'-E. Por otro lado, la energia absorbida de la radiación en un solo proceso debe ser la de un fotón, 
hv. La conservación de la energia requiere que ambas cantidades sean iguales. Asi 


expresión que se conoce como fórmula de Bohr. Del mismo modo, si el átomo pasa de un estado 
de energia a otro de menor energia E, la frecuencia de la radiación emitida debe estar dada por la 
ecuación 31.1. 

El hecho de que sólo ciertas frecuencias, Vj, V 2 , V 3 ,..., son observadas en la absorción y en la 
emisión de radiación se puede explicar si suponemos que la energia dei átomo sólo puede tener 
ciertos valores £j, E 2 , Ey..., hipótesis que introdujimos en la sección 23.4 y que se conoce como 
cuantización de la energia. Se recordará que cada valor permitido de la energia se conoce como ni“ 
vel de energia. Entonces, las únicas frecuencias posibles en la emisión o absorción de radiación 
son las correspondientes a las transiciones entre los niveles de energia permitidos; esto es, 

E’ -E ÁE 


donde E y Ef son las energias de los dos estados implicados. Por tanto, podemos decir que los 
espectros atómicos son una pnieba indirecta de la cuantización de la energia y de la existência de 
niveles de energia. La suposición de Bohr se puede plantear ahora como; 

La energia de un sistema ligado de cargas -ya sea un átomo, una molécula o un núcleo- 
puede tener sólo ciertos valores Ey Ey ...; esto significa que la energia está cuantizada. 
Los estados correspondientes a tales energias se conocen como estados estacionários y los 
valores posibles de la energia, como niveles de energia. 

La absorción de radiación electromagnética (o de cualquier otro tipo de energia) da como 
resultado una transición en un átomo, molécula o núcleo, de un estado estacionário a otro de 
mayor energia; la emisión de radiación electromagnética tiene como resultado el proceso inverso. 
La frecuencia de la radiación implicada en cualquiera de estos procesos está dada por la ecuación 
31.2. En la figura 31.1 se muestran algunas transiciones de absorción y emisión de manera esque- 



(a) Absorción 



(b) Emisión 


Figura 31.1 Transiciones entre estados estacionários. El 
espaciamiento relativo de los niveles de energia y las posibles 
transiciones dependen de la naturaleza dei sistema. En cada 
transición se absorbe o emite un fotón cuya frecuencia está 
dada por la ecuación 31.2. 


Espectro 
continuo 
de energia 


Espectro 
discreto 
de energia 



h 

í T 



Figura 31.2 Espectros discreto y continuo de 
energia de un sistema protón-electrón. El espectro 
discreto corresponde a los estados estacionários dei 
átomo de hidrógeno. 








mática. El proceso en el que un átomo que está en el estado fundamental (representado por A) 
absorbe un fotón y pasa a un estado excitado se representa mediante 

A + hv 

El proceso inverso, o sea, la emisión de un fotón por un átomo en un estado excitado, se puede 
expresar mediante 

A* A + hv 

También se puede excitar un átomo a un estado estacionário de energia mayor mediante colisiones 
inelásticas (recuerde el Ej. 23.2). Por ejemplo, si algunos electrones rápidos pasan por un gas, 
muchos átomos de éste son excitados a causa de las colisiones inelásticas, esto es, 

A -f e(rápido) A* 4- e(lento) 

Los átomos excitados regresan al estado fundamental con la emisión de un fotón. Éste es el 
principio sobre el cual funcionan las lámparas de mercúrio y es también la razón de que una descar¬ 
ga eléctrica en un gas esté acompanada por emisión de luz, como en los relâmpagos. Así pues, 
podemos establecer que 

cuando un sistema ligado de cargas (un átomo, una molécula, un sólido o un núcleo) absor¬ 
be o emite energia en forma de fotón, o en otra forma, pasa de un estado estacionário a otro. 

La idea de los estados estacionários planteauna seria difícultad a la teoria electromagnética 
de Maxwell. Cuando un electrón se mueve alrededor de un núcleo en un átomo, su movimiento 
tiene aceleración tangencial y centrípeta; es decir, su movimiento es acelerado. Por tanto, se podria 
pensar que el electrón estaria emitiendo energia de manera continua (recuerde la Sec. 29.5). En 
consecuencia, la energia dei electrón disminuiria continuamente y su órbita se estaria reduciendo, 
lo que haria imposible la existência de estados estacionários. Sin embargo, no se ha observado esta 
contracción de la matéria ni la radiación continua de energia asociada con ella. Como no se cum- 
plen las predicciones de la electrodinámica formulada por Maxwell, podemos concluir que un 
electrón (o una partícula cargada) que se mueve en un estado estacionário está gobemado por 
principios adicionales que aún no hemos tomado en cuenta. Tales principios constituyen la rama de 
la física conocida como mecânica cuántica, que analizaremos en los capítulos 36 a 38. 

En muchos casos, todos los valores de la energia en cierto intervalo de energias están per¬ 
mitidos y se tiene un espectro continuo de energia. Por ejemplo, consideremos el caso de un 
electrón y un protón y tomemos el cero de energia cuando ambas partículas están en reposo y 
separadas por una distancia muy grande. Entonces, como lo explicamos en la sección 23.4, todos 
los estados estacionários discretos tienen energia negativa y corresponden a estados ligados en los 
que el electrón se mueve alrededor dei protón formando un átomo de hidrógeno. La energia de tales 
estados sólo puede tener ciertos valores E^,, E^, Ej^... (Fig. 31.2) dados por la ecuación 23.8. Déci¬ 
mos que su energia está cuantizada. Por otro lado, los estados de energia positiva no están ligados 
y su energia no está cuantizada. Corresponden a la situación en la que un electrón es lanzado desde 
una distancia muy grande, con cierta energia cinética inicial, contra un protón; el electrón, después 
de pasar cerca dei protón, es desviado de la dirección original de su movimiento y se aleja hasta el 
infinito sin la formación de un sistema ligado, dando como resultado una dispersión. La energia dei 
sistema, en este caso, está determinada por la energia cinética inicial dei electrón, la cual se puede 
escoger arbitrariamente y, por tanto, no está cuantizada. Es posible que en el proceso el electrón 
emita un fotón, disminuyendo su energia. Si la energia dei fotón no es muy grande, la energia dei 
electrón sigue siendo positiva. Sin embargo, si la energia dei fotón es muy grande, el electrón puede 
ser capturado en uno de los niveles de energia negativa correspondiente a un átomo de hidrógeno. 

Por tanto, las transiciones pueden ocurrir entre dos estados dei espectro discreto de energia, 
como ab y cd en la figura 31.2, entre un estado dei espectro discreto y uno dei continuo, como ef o 
entre dos estados dei espectro continuo, como gh. 
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Figura 313 Efectos de 
retroceso en la emisión y 
absorción de radiación. 


Estado inicial 


Átomo excitado en 
reposo. Energia E' 




Fotón (energia hv 
y momentum p) 


Estado final 




Átomo en retroceso en Fotón (energia h v 

estado fundamental. y momentum p) 

Energia E 

(a) Emisión 

O ^ 

Átomo en reposo en Átomo excitado en 

estado fundamental. movimiento. Energia E' 

Energia E 

(b) Absorción 




Cuando un átomo que se encuentra en el estado excitado Ef (Fig. 31.3(a)) y en reposo en el 
sistema L emite un fotón de energia hv, éste tiene también un momentum p = hvic. La conservación 
dei momentum requiere que el átomo retroceda con un momentum igual a /? y, por consiguiente, 
con energia cinética De aqui que en la emisión tengamos que escribir 

V 

A£ = hv + (energia cinética de retroceso dei átomo) 

Por otro lado, si un átomo, en su estado fundamental £ y en reposo en el sistema L (Fig. 31.3(b)) 
absorbe un fotón de energia hv y momentum p = hv/c, el átomo no sólo es excitado al estado E', 
sino que es puesto en movimiento con momentum p. Por tanto, en la absorción debemos escribir 

hv = AE + (energia cinética de retroceso dei átomo) 

Concluimos entonces que la ecuación de Bohr, 31.1, debe corregirse pues 

en la emisión, la energia dei fotón es menor (y en la absorción debe ser mayor) que la 

diferencia de energias de los dos estados estacionários implicados, en una cantidad igual a 

la energia de retroceso dei sistema. 

Lo mismo se aplica a moléculas y núcleos. En general, la energia de retroceso es desprecia- 
ble y se puede ignorar en muchos casos, especialmente en las transiciones atómicas y moleculares. 
Sin embargo, en las transiciones nucleares los efectos de retroceso son relativamente más impor¬ 
tantes debido a la mayor energia de los fotones. Una manera de minimizar el efecto de retroceso es 
introducir el átomo en una red cristalina. La energia de retroceso es entonces y, como 

'"cristal grande, la energia de retroceso se hace muy pequena y se puede ignorar. 

Otro factor que afecta a la ecuación 31.2 es un efecto cuántico llamado ensanchamiento 
dei nivel de energia. Este efecto será analizado en el ejemplo 36.5, pero diremos aqui que está 
relacionado con lo que se conoce como probabilidad de transición de un nivel de energia a otro 
de menor energia. La consecuencia es que la energia de los estados estacionados no está defini¬ 
da de manera precisa, sino que se extiende sobre un intervalo que va de E- £ hasta E+ a, donde s es 
muy pequena en comparación con E, y es dei orden de 10“^ eV para niveles de energia atómicos. El 
resultado es que la frecuencia de la transición entre dos niveles de energia no está bien definida y 
las lineas espectrales aparecen un poco borrosas en un espectroscopio de alta resolución. Se dice 
que la linea espectral tiene un ancho natural, que se debe agregar al ancho de Doppler, analizado 
en el ejemplo 29.4. 
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EJEMPLO 311 

Energia de retroceso de un átomo de mercúrio cuando emite un fotón con una energia de 4.86 eV (región 
visible) y de un núcleo de cuando emite un fotón de rayo gamma de 1.33 MeV. 

o EI momentum de un fotón de 4.86 eV es 2.59 x kg m s"^ La masa de un átomo de mercúrio es de 
3.34 X 10"^^ kg. Por tanto, la energia de retroceso dei átomo de mercúrio es 

= 1.008 X 10“29 j = 6.3 X 10-“ eV 

2mHg 

que es despreciable en comparación con la energia dei fotón y resulta muy dificil de detectar. En conse- 
cuencia, podemos ignorar los efectos de retroceso y aplicar la ecuación 31.1. 

El momentum de un fotón con una energia de 1.33 MeV es 7.10 x 10"^^ kg m s"*. La masa de un 
átomo de Ni es de 9.7 x 10“^^ kg. Por tanto, la energia de retroceso es 

jp 

-^ = 2.60 X 10-i« J = 16.2eV 
2wkí 

cantidad que, aunque es todavia muy pequena en comparación con la energia dei fotón, es relativamente 
más importante que en el caso atómico y es bastante grande para ser detectada. Por cierto, la energia de 
retroceso en la emisión o absorción y es dei orden de la energia de enlace de un átomo en una molécula y 
puede producir la separación de los átomos en una molécula, proceso que se ha observado experimental¬ 
mente. Ésta es una de las razones por las que un material expuesto a rayos y puede sufrir un dano severo. 


313 Interacclón de la radiación con la matéria 

La interacción de la radiación con la matéria es uno de los procesos fundamentales responsables de 
muchos de los fenómenos que ocurren en el universo. Por ejemplo, la Tierra está sujeta a un flujo 
continuo de radiación electromagnética proveniente dei Sol, que hace que la vida sea posible en la 
Tierra mediante el proceso de fotosíntesis, que consiste en la formación de nuevos componentes, 
principalmente carbohidratos, a partir de la sintesis de dióxido de carbono y agua como resultado 
de la absorción de fotones. El compuesto llamado clorofila es de la mayor importância en esta 
reacción. El proceso se puede expresar de manera simplificada como 

6 CO 2 + 6 H 2 O -H nhv ^ C 6 H 12 O 6 + 6 O 2 

El número n de fotones implicados no es fijo; su energia se encuentra principalmente en la región 
visible dei espectro. El proceso es mucho más complicado de lo que la ecuación anterior puede 
sugerir, y aún se investiga activamente. La fotosíntesis es importante no sólo porque produce 
carbohidratos, que es la principal fuente de alimento (y por tanto de energia) de la mayoría de los 
organismos vivos, sino porque, al liberar oxigeno, controla la cantidad de este elemento en la at- 
mósfera. El oxigeno, por otro lado, se consume rápidamente en los muchos procesos de oxidación 
que ocurren en la Tierra, como la combustión y la respiración. La fotosíntesis es sólo un ejemplo de 
muchas reacciones que se inician con la absorción de fotones de una cierta energia; el estúdio de ta¬ 
les reacciones se conoce como fotoquímica. 

Otro proceso debido a la absorción de radiación es la disociación de una molécula por la 
absorción de un fotón, proceso conocido como foíodisociación. Esto es, 

AB + hv A + B 

Una de tales reacciones, de gran importância geofísica y biológica, es la disociación dei oxigeno de 
la atmósfera mediante la absorción de radiación ultravioleta cuya longitud de onda está entre 
160 nmy240nm(es decir, fotones con energia entre 7.8 eV y 5.2 eV). Podemos expresar este 
proceso mediante la ecuación 
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O 2 + hv 0 + 0 

El oxigeno atómico que se produce se combina con el oxigeno molecular para formar ozono, O 3 , 
que a su vez sufre disociación fotoquimica por la absorción de radiación ultravioleta cuya longitud 
de onda está entre 240 nm y 3^ nm (es decir, fotones de energia entre 5.2 eV y 3.4 eV). La reacción es 

O 3 + hv —^ O + O 2 

Estas dos reacciones absorben radiación ultravioleta tan intensamente que eliminan casi toda la 
radiación ultravioleta proveniente dei Sol antes de que alcance la superfície terrestre. Si la radia¬ 
ción ultravioleta llegara a la superfície, destruiria muchos organismos mediante reacciones 
fotoquimicas con los componentes celulares, enzimas, etcétera. Ésta es la razón por la cual es muy 
importante no destruir irreversiblemente la capa de ozono de la parte superior de la atmósfera. 

El proceso fotográfico es una reacción fotoquimica. Debido a la acción de la radiación, las 
moléculas dei bromuro de plata se descomponen y los átomos de plata forman la llamada imagen 
latente sobre una pelicula sensible. En el proceso posterior, la pelicula es tratada para fijar los iones 
de plata en ella y asi formar una imagen permanente. 

Cuando un fotón tiene energia suficiente, su absorción por un átomo o una molécula puede 
producir la expulsión de un electrón, lo que provoca la ionización dei átomo o molécula. Podemos 
expresar el proceso como 

A + hv -> A'^ + e~ 

Este proceso, conocido como fotoionización, es el equivalente dei efecto fotoeléctrico en metales 
que analizamos en la sección 30.7. Por tal razón también se le llama efecto fotoeléctrico atómico. 
Como resultado de la fotoionización, cuando un haz de radiación X, ultravioleta o y pasa a través 
de la matéria, produce ionización a lo largo de su trayectoria. La medición de tal ionización es uno dc 
los métodos para detectar radiación X y La fotoionización se da, por ejemplo, cerca de las 
máquinas de rayos X. 

La energia necesaria para extraer un electrón de un átomo o molécula, denotada con /, se 
conoce como potencial de ionización. Entonces la energia cinética dei fotoelectrón está dada por 

= liv - / 

expresión análoga a la ecuación 30.12. (Al escribir esta ecuación, hemos despreciado la energia de 
retroceso dei ion.) Para producir fotoionización, la energia dei fotón debe ser igual o mayor que /. 
El valor de I depende dei estado estacionário ínicíalmente ocupado por los electrones expulsados. 
Es igual en valor a la energia de enlace dei electrón correspondiente al nivel de energia. Por ejem¬ 
plo, si se va a expulsar un electrón dei estado fundamental de un átomo de hidrógeno, la energia 
minima dei fotón debe ser de 13.6 eV. Pero si el electrón está en el primer estado excitado, sólo se 
necesitan 3.4 eV. 

En la región superior de la atmósfera, conocida como ionosfera, la gran concentración de 
iones y electrones libres (alrededor de 10 ” por m^) se debe principalmente al efecto fotoeléctrico 
en átomos y moléculas producido por las radiaciones X y ultravioleta dei Sol. Algunas de las reac¬ 
ciones que se dan con más frecuencia son 


NO + hv NO"^ + e" 

(5.3 eV) 

N 2 + hv -*■ N 2 + e“ 

(7.4 eV) 

O 2 + hv O 2 + e~ 

(5.1 eV) 

He + /iv He'^ + e“ 

(24.6 eV) 


Las energias de ionización se dan en parêntesis. En la atmósfera ocurren muchas otras reacciones 
secundarias como resultado de tales ionizaciones. 
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La fotoionización y la fotodisociación tienen algunas aplicaciones biológicas importantes. 
Por ejemplo, los rayos X y y se utilizan en el tratamiento dei câncer y para la esíerilización de ali¬ 
mentos y bebidas dado que, por la ionización que generan estas radiaciones, producen danos en 
células y microorganismos. En consecuencia, la exposición a fotones de alta energia (más de 5 eV o 
5.4 X 10^® Hz o longitud de onda menor que A = 5.5 x lO"^ m) debe evitarse siempre que sea posible. 

El proceso inverso a la fotoionización es la captura radiativa. En ella un electrón libre con 
energia cinética es capturado por un ion y confinado en un estado ligado, y en este proceso se 
emite un fotón. Esto es 

A + hv 

Si despreciamos los efectos de reíroceso, la energia dei fotón es hv = Ey^-¥ /. 

Si la energia de los fotones es lo suficientemente alta, éstos pueden interactuar con los 
núcleos atómicos, dando como resultado reacciones fotonecleares. Por ejemplo, la 
fotodesintegración dei deuterón, que es un sistema compuesto por un neutrón ligado a un protón 
(Sec. 39.6), ocurre según la ecuación /iv d n -i- p. Para que el proceso se lleve a cabo, el fotón 
debe tener una energia de al menos 2.224 MeV, que es la energia de enlace dei deuterón. 

Entre otros procesos que implican la interacción de la radiación electromagnética con la 
matéria tenemos la dispersión (como la dispersión de Compton, Sec. 30.5) y la producción de pares 
(véase la Fig. 22.5), que se puede expresar como hv-^ e'*' -f e“. 


Al analizar los espectros atómicos es conveniente èxaminar el caso de los átomos con un electrón, 
llamados hidrogenoides, independientemente dei caso de átomos con muchos electrones. 

(i) Átomos con un electrón. La energia de los estados estacionários de los átomos 
hidrogenoides está dada por la ecuación 23.13: 

2(47t£o)^^^n^ 

que, por razones prácticas, se escribe de la forma 


donde, recordando que h = iKâ, 

4 

R = - ^ ^ ^. = 1.0974 X 10^ m~^ 

4n{4nSo)^h^c 

se conoce como constante de Rydberg. Teniendo en cuenta los valores de las constantes en la 
ecuación 23.8, se tiene E^ = -13.598 Z^/rí^ eV. Como la energia de los estados estacionários es 
negativa, aumenta con el número cuántico n. La diferencia de energia entre los estados correspon- 
dientes a nj y «2 («2 > Mj) para un átomo hidrogenoide es 


E2~E,= 


RhcZ^ 


RhcZ^ 


que se reduce a 


1 1 



Si aplicamos la condición de Bohr^ v = (£'2 - E^lh, y despreciamos los efectos de retroceso, la 
freciiencia de la radiación electromagnética emitida o absorbida por el átomo en una transición 
entre los estados estacionados correspondientes a «j y n 2 

v = RcZ^Í^-^] (31.5) 

niJ 

o, con el valor numérico de R y c, 

V = 3.2898 X 4 1 Hz (31.6) 

Wi n\) 

Esta expresión se conoce como fórmula de Balmer y es aplicable solamente a átomos e iones 
hidrogenoides. 

Como en un espectroscopio, ya sea de prisma o de rejilla (véanse las Secs. 33.7 y 35.6), la 
radiación de una frecuencia dada aparece como una línea (que es la imagen de la ranura), el espec¬ 
tro se conoce como espectro de líneas. 

El espectro dei hidrógeno (Z = 1) (y de forma parecida para los espectros de otros átomos) 
se clasifica en términos de series, donde cada serie está formada por transiciones que tienen en 
común al estado de la menor energia. En la figura 31.4 se representan las siguientes series dei 
hidrógeno; 

1. Serie de Lyman: /ij = 1, ^2 = 2, 3, 4,... 

2. Serie de Balmer: = 2, «2 = 3,4,... 

3. Serie de Paschen: = 3, «2 = 4,5,... 

4. Serie de Brackett: = 4 , «2 = 5, 6,... 

5. Serie de Pfund; n, = 5, n 2 = 6,7,... 

La serie de Balmer, que en su mayoría está en la región visible, se observa fácilmente con un 
espectroscopio común. La serie de Lyman cae en la región dei ultravioleta y las demás en la dei 
infrarrojo. Las transiciones indicadas en la figura 31.4 correspondeu al espectro de emisión; las 
transiciones inversas correspondeu al espectro de absorción. 

(ii) Átomos con muchos eiectrones. Los niveles de energia de un átomo con vários elec- 
trones son mucho más complejos que los de los átomos con un electrón. Los espectros resultantes 
son, por tanto, bastante complicados y contienen mucho más lineas. Asi, sólo mencionaremos algu- 
nas de sus características más importantes. En primer lugar, en los átomos con muchos eiectrones 
es necesario diferenciar las transiciones de los eiectrones exteriores o de valência de las transicio¬ 
nes de eiectrones de las capas internas o kernel. 

Las transiciones que implican eiectrones de valência producen lo que normalmente se co- 
noee como espectro óptico, debido a que la mayoría de las lineas están en la región visible, aunque 
muchas se encuentran en la región ultravioleta. El espectro de los átomos que sólo tienen un elec¬ 
trón de valência, como el caso dei Li, Na, K, etc., es bastante parecido al de los átomos hidrogenoides; 
pero cuando el número de eiectrones de valência es mayor, el espectro se hace bastante complejo. 
Esta cuestión se analizará con más detalle en las secciones 38.4 y 38.5. 

(lii) Espectro de rayos X. Las transiciones en las que participan los eiectrones de las 
capas internas dan lugar al espectro característico de rayos X. Supongamos que se produce un 
estado vacío (o hueco) en una capa interna de un átomo, digamos la capa K. Otro electrón de un ni- 
vel de mayor energia (incluso un electrón libre) puede pasar al estado vacante de la capa K. Como 
la energia dei proceso es bastante grande, la radiación emitida por el electrón que pasa al estado 
vacante tiene una frecuencia muy grande o longitud de onda muy pequena, y cae en la región de 
los rayos X dei espectro. El electrón que ocupa el estado vacío puede venir de las capas L, M, etc. 
y, por tanto, tenemos una serie de líneas de rayos X, designados como K^,K^, K^, etc. Si el estado 
vacío está en la capa L, los eiectrones pueden provenir de las capas superiores, M, N, etc., lo que 
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Energia, eV 


Continuo 


Serie de 
Lyman 


Serie de Pfund 


Serie de Brackett 


Serie de 
Paschen 


Serie de 
Balmer 




4 (capa N) 


3 (capa M) 


2 (capa L) 


Figura 31.4 Transiciones radiativas en hidrógeno. 


-í—i —Í-J-:-1 (capa K) 

Figura 31J Transiciones de rayos X en un 

átomo con número atómico Z ~ 36. 


daría lugar a las líneas L^, etc., y así sucesivamente. En la figura 31.5 se ilustra esquemá¬ 

ticamente el espectro de rayos X de un átomo con Z = 36. El espectro real es más complicado ya 
que, como se recordará de la sección 23.9, cada capa interna está compuesta de vários niveles de 
energia próximos. 

Nótese que la emisión de rayos X es posible sólo si se produce una vacante en una capa 
interna, pues el principio de exclusión prohíbe una transición de un nivel de mayor energia a uno 
menor ocupado en su totalidad. El espacio vacante en una capa interna se puede producir mediante 
la absorción de radiación, teniendo como resultado un efecto fotoeléctrico para electrones de las 
capas K, L, M, etc. Otra forma de producir un estado vacio en una capa interna es mediante el impacto 
con electrones de alta energia. Por ejemplo, cuando los electrones de un tubo de rayos X chocan con 
el ânodo, su energia puede ser suficiente para expulsar uno de los electrones de los átomos dei 
blanco. Entonces, en un tubo de rayos X, además dei bremsstrahlung de rayos X (véase la Sec. 
29.5), se observa el espectro característico de rayos X dei material que compone el ânodo. 

La explicación de las lineas de los espectros dei hidrógeno y de otros elementos fue la 
primera aplicación de la teoria cuántica al átomo. En 1885, mucho antes dei advenimiento de la 
teoria cuántica, el matemático Johan Balmer (1825-1898) obtuvo de manera empirica la fórmula 
31.5, sin tener ninguna explicación teórica relacionada con la estructura dei átomo. Anos más tarde, 
en 1913, Bohr derivó la ecuación 31.5 al introducir, por vez primera, el concepto de estados esta¬ 
cionários y la cuantización de la energia y dei momentum angular, según lo explicamos en la 
sección 32.4. 
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Primer potência! de excitación y energia de ionización dei hidrógeno. 

t> El primer potencial de excitación es la energia necesaria para pasar a un átomo de su estado fundamen¬ 
tal a su primer estado excitado. En los átomos hidrogenoides estos estados correspondeu resj^ctivamen- 
te a Uj = 1 (estado fundamental) y = 2 (primer estado excitado). Haciendo Wj = 1 y Wj = 2 en la 
ecuación 31.4, con Z = 1, la energia requerida para excitar al átomo dei estado fundamental al primer 
estado excitado es 10.2 eV. Si un átomo de hidrógeno es llevado a su primer estado excitado 

mediante una colisión inelástica, como sucede en un tubo de descarga eléctrica, regresa al estado funda¬ 
mental al emitir radiación de frecuencia v = (Ej - E^lh = 2.47 x 10’^ Hz y longitud de onda A = c/v = 
1.216 X 10“^ m, que en este caso cae en la región dei ultravioleta. 

La energia de ionización es la energia requerida para pasar al electrón dei estado fundamental 
(Wj = 1) al de cero energia («2 =co) y. por consiguiente, es / = -£j = 13.6 eV. La ionización puede ser 
resultado de una colisión inelástica dei átomo de hidrógeno con un electrón, otra partícula cargada o 
átomo, o de la absorción, por parte dei átomo, de un fotón de frecuencia igual o mayor que Uh = 3.29 x 
10^^ Hz o longitud de onda igual o menor que 9.12 x ICH m. 


Figura 31.6 Rotación de una 
molécula diatómica alrededor de 
su centro de masa. 



Figura 31.7 Niveles de 
energia de rotación de una 
molécula diatómica. 


Al analizar los espectros moleculares debemos tomar en cuenta tres efectos por separado, asocia- 
dos respectivamente con la rotación de la molécula como un todo, la vibración de los núcleos 
alrededor de sus posiciones de equilíbrio y las transiciones electrónicas. Las energias de rotación y 
vibración de una molécula se vieron en los capítulos 10 y 14 y las repasaremos aqui, en el contexto 
de los espectros moleculares. 

(i) Espectros de rotación. En una primera aproximación es posible considerar una molé¬ 
cula como un cuerpo rígido, cuya forma está determinada por las posiciones de equilibrio de los 
núcleos. El movimiento nuclear más sencillo es el de la rotación de la molécula alrededor de su 
centro de masa. Podemos estudiar el movimiento de rotación de una molécula con más fácilidad si 
consideramos la rotación alrededor de los ejes principales de inércia. En una molécula diatómica 
(Fig. 31.6), los ejes principales son la recta que une a los dos núcleos, y A/j, o eje Zq y cualquier 
recta perpendicular a éste que pase por el centro de masa. Debido a que la masa de los electrones 
es muy pequena, podemos suponer que el momentum angular de la molécula con respecto a Zq es 
cero. Así, el momentum angular de la molécula es perpendicular al eje molecular. Si Tq es la sepa- 
ración de equilibrio de los núcleos y /t la masa reducida de la molécula, el momento de inércia 
alrededor de un eje perpendicular a Zq y que pase por el centro de masa de la molécula ps (véase el 
Ej. 13.8) / = iir^. Podemos entonces escribir la energia cinética de rotación de la molécula como 
(Sec. 14.7 y Ej. 15.5) 

£=^ = -^ 

21 Ifirl 

Debido a la cuantización dei momentum angular tenemos, según la ecuación 23.16, =;! ^ /(/ + 1), 

donde / = 0, 1, 2, 3,... (es decir, un entero positivo). Así, la energia cinética de rotación de la 
molécula es 

E, = ~Hl+l) (31.7) 

Esta expresión ya se mencionó en la sección 14.7. La cantidad ã '^HI (en eV) para varias moléculas 
se da en la tabla 31.1. Los niveles de energia de rotación de la molécula se encuentran dando 
valores sucesivos a / (Fig. 31.7). Los niveles de energia sucesivos, correspondientes a/y/' = /+ !, 
están separados por la cantidad 

= — (/ + 1) (3P) 












Las frecuencias asociadas con las transiciones entre estos estados adyacentes son 


AE, 

IT 


h 

2nl 


a + 1) 


expresión que describe fielmente los espectros de rotación de las moléculas diatómicas. Las transi¬ 
ciones de rotación permitidas son aquellas para las que Al = ±1 (véase la Sec. 38.3). Esta restricción 
se conoce como regia de selecclón. Entonces, las únicas transiciones de rotación posibles son 
aquellas entre niveles adyacentes. En la figura 31.7 se presentan algunas de las transiciones de 
rotación correspondientes a la absorción. Los espectros de rotación pura caen en la región de las 
microondas o en la dei infrarrojo, y poseen frecuencias dei orden de 10*^ Hz o energias de ICH eV. 

(ii) Espectros de vibradón. Los núcleos de una molécula no están fijos entre sí, sino que 
poseen movimiento vibratório relativo, según vimos en la sección 10.11. Si la energia potencial 
fuera la de un oscilador armónico simple, el movimiento de oscilación relativo de los dos núcleos 
seria armónico simple con frecuencia v^. Entonces se puede demostrar, usando los métodos de la 
mecânica cuántica (Sec. 37.8), que los niveles de energia de vibración para una molécula diatónúca 
están dados por 


E^ = {n + i)/zvo 


(31.9) 


donde n = 1, 2, 3,... (entero positivo), correspondientes a los niveles de energia cuantizada de un 
oscilador armónico. Esta expresión se mencionó en la sección 10.11 y se analizará con más detalle en 
la sección 37.8. Si o)q = Itivq es la frecuencia angular correspondiente, tenemos que hv = Âco, pues Â = 
hlln. La ecuación 31.9 se puede escribir entonces'como 

Ev = (« + i)ftcOo 

Por consiguiente, los niveles de energia de vibración de la molécula están igualmente espadados 
por una cantidad üíOq (Fig. 31.8) y la molécula tiene una energia de vibración de punto cero igual 
a En la tabla 31.1 se dan algunos valores de hv^. 

La diferencia de energia entre los niveles de vibración adyacentes « y « + 1 es AE^ = hv^ y, 
por tanto, la frecuencia de la radiación emitida o absorbida en una transición entre estos dos estados 
de vibración es Vq = AE^Ih. Ésta es la única frecuencia de vibración observada experimentalmente. 
Esto significa que las únicas transiciones de vibración permitidas ocurren entre niveles de energia 
vecinos y que la regia de selección para transiciones entre estados de vibración es An = ±1. Asi, la 
única frecuencia absorbida o emitida en una transición de vibración es igual a la frecuencia natural 
clásica Vq, que es dei orden de 10*'* Hz, correspondiente a una energia de alrededor de 0.1 eV. 

Las frecuencias de vibración de la mayoria de las moléculas diatómicas caen en la región 
dei infrarrojo dei espectro. Para que se dé una transición de vibración, en emisión o absorción, la 


Tabla 31.1 


Molécula 


Constantes de rotación y de vibración para algunas 
moléculas diatómicas 


Ã2/2/(eV) 


K(eV) 


Hl 

8.0 xlO-3 

0.543 

Cli 

3.1 xlO-5 

0.0698 

^2 

2.48 X 10-^ 

0.292 

Lii 

8.3 xlO-^ 

0.0434 

O 2 

1.78x10-^ 

0.194 

CO 

2.38 X 10-^ 

0.268 

HF 

2.48 X 10-3 

0.510 

HCl 

1.31 X 10-3 

0.369 

HBr 

1.05x10-3 

0.326 

BeF 

1.84x10^ 

0.151 
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Al = -l ‘ Al = +1 


A/ = 0 



■^0.# 


Figura 31.9 Transiciones de 
rotación-vibración en una 
molécula diatómica. 


Niveles de vibración 
E^ = (n-i-i)à (úQ 
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Niveles de rotación 
Er = 17 ^/ + !) 


/ 

4 
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Figura 31.8 Niveles de energia de rotación 
y de vibración de una molécula diatómica. 

molécula diatómica debe tener un momento dipolar eléctrico permanente, de modo que se compor¬ 
te como un dipolo eléctrico en vibración. Así pues, Jas moléculas homonucleares como N 2 y H 2 , 
que no poseen dipolos eléctricos permanentes, no muestran transiciones de vibración puras. Pero 
las moléculas polares, como la dei HCl, muestran fuertes transiciones de vibración. 

La energia molecular total debida a vibraciones y rotaciones se obtiene combinando las 
ecuaciones 31.7 y 31.9. En general, la energia de rotación es mucho menor (= 10"'* eV) que la 
de vibración (= 10"^ eV), y podemos decir que para cada nivel de vibración corresponden vá¬ 
rios niveles de rotación, según se muestra en la figura 31.9. Cuando se toman en cuenta las regias 
de selección. 


An = ± 1 y A/ = ± 1 „ (31.10) 

para una transición entre dos niveles de rotación que pertenecen a dos niveles adyacentes de vibra¬ 
ción, se tiene el espectro de rotación-vibración. En la figura 31.9 se muestran algunas de las transicio¬ 
nes. Para moléculas poliatómicas los espectros de rotación y de vibración son mucho más complejos. 

(iii) Espectros electrónicos. Una molécula puede tener varias configuraciones electróni¬ 
cas o estados estacionários, cada uno con su propia energia. La energia requerida para excitar el 
movimiento electrónico en las moléculas es dei mismo orden que en los átomos, de 1 a 10 eV. Asi, 
cuando una molécula experimenta una transición electrónica, pasando de una configuración elec¬ 
trónica a otra, la radiación implicada cae en la región visible o en la ultravioleta dei espectro. 

A un estado electrónico dado corresponden muchos estados de vibración y a cada estado de 
vibración corresponden vários estados de rotación. Como primera aproximación, podemos expre- 
sar la energia de la molécula en la forma 


E = E^ + E^ + Er (31.11) 

donde E^ se refiere a la energia electrónica. Ya utilizamos esta expresión en la sección 15.7, al 
analizar la energia molecular de gases poliatómicos. En una transición electrónica las tres energias 
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pueden cambiar, por lo que debemos escribir el cambio de energia de la transición electrónica como 
AE = AEg -i- ACy -f AE^, donde AE^ es el cambio de energia electrónica, AE^ el cambio de energia de 
vibración y AE^ el cambio de energia de rotación. La frecuencia de la radiación emitida o absorbida 
en una transición electrónica es, entonces, la suma de tres términos, 

AE 

V = —- = Vg + + Vr 

h 

donde = AEJh se debe al cambio de energia electrónica; = AEJh y v^ = AEJh corresponden a 
los câmbios de energia de vibración y rotación, respectivamente. La frecuencia es la más grande. 
Para una transición electrónica dada, los espectros consisten en una serie de bandas; cada banda 
corresponde a un valor dado de v y todos los valores posibles de v^. (véase la Fig. 30.3). 

El espectro de una molécula es una fuente importante de información acerca de sus propie- 
dades y estructura. 

3lé Transiciônes radíotivas @n §ó!ído§ 

La teoria de bandas de los sólidos, analizada en el capitulo 23, explica muchas de las propiedades 
de los sólidos de manera consistente. Pero ^hay pruebas directas de la existência de bandas y de 
intervalos de energia? ^Es posible medir la energia de Fermi? La respuesta a estas preguntas es 
afirmativa. Una de las pruebas más directas viene de las transiciones radiativas en los sólidos. 
Analizaremos primero la emisión de rayos X y despúes los procesos de absorción. 

La emisión de rayos X en átomos ocurre cuando un electrón que ocupa una de las capas 
exteriores pasa a un estado vacante de una de las capas internas o inferiores. Según la teoria de 
bandas, podemos decir que la emisión de rayos X en sólidos se produce cuando, por ejemplo, un 
electrón de la banda superior sufre una transición hacia una banda inferior o a un nivel de energia 
atómico interno, en donde hay un estado vacante, como en la figura 31.10. Estos estados vacíos son 
producidos mediante bombardeo de electrones o absorción de radiación. 

En el caso atómico, una transición dada corresponde a los niveles inicial y final de energia 
bien definida, lo que produce un fotón de una cierta energia o una linea bien definida con una 
longitud de onda dada. La teoría de bandas sugiere una situación distinta en los sólidos. El electrón 
que sufre la transición puede empezar desde cualquiera de los niveles posibles de energia de la 
banda superior y, por tanto, la energia de los fotones emitidos tienen una dispersión de energias dei 
orden de la energia de Fermi, Cp (es decir, tienen energias entre E^y Eq + ep). En el caso de un 
aislante, la dispersión de energia es igual al ancho de la banda. Asi pues, en lugar de una sola linea 
de rayos X, el espectro consiste en una banda de longitudes de onda. Esto es, lo que se observa 
experimentalmente. 

En la figura 31.11 se ilustran algunas situaciones usuales de absorción. En (a) tenemos un 
conductor con la banda superior B parcialmente llena y separada de la banda vacía B' por una banda 
prohibida de energia. Los electrones de B pueden excitarse y pasar a estados cercanos que están en 
la misma banda cuando absorben fotones cuya energia va desde cero hasta la necesaria para alcan- 
zar la cima de la banda. Los otros fotones que pueden ser absorbidos son aquellos que hacen que un 
electrón de B pase a la banda vacía B\ Por tànto, el espectro de absorción consiste en dos grupos de 
fotones, con una banda prohibida de energia en la cual no hay absorción de fotones. Si las bandas B 


Figura 31.10 Transición 
electrónica de la banda superior 
a un estado atómico interno 
vacante; (a) conductor, 

(b) aislante. 
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Figura 31.11 Transiciones de 
absorción en un sólido, (a) y 
(b) son conductores, (c) es un 
aislante y (d) es un aislante con 
impurezas. 



(a) 




(b) 



y B' se traslapan, como en la fígura 31.11(b), no existe banda prohibida de energia y se tiene un 
espectro de absorción continuo. En el caso de un aislante (Fig. 31.1 l(c)), sólo son posibles las 
transiciones de la banda de valência B a la de conducción B'. Por consiguiente, para inducir transi¬ 
ciones electrónicas, los fotones deben tener una energia minima de unos cuantos eV. En la figura 
31.11(c) se muestra el espectro de absorción resultante que seria también el caso de los 
semiconductores, sólo que, debido a lo pequeno de su banda prohibida de energia, algunos electro- 
nes ocupan la banda B' en condiciones normales; asi, el espectro de absorción se parece a la situa- 
ción ilustrada para el caso (b). Los defectos de red o impurezas, como en los semiconductores tipo 
n y p, tienen importantes consecuencias, pues introducen nuevos niveles de energia, que pueden 
estar en la banda prohibida de energia (Fig. 31.11 (d)). Las transiciones de electrones a estos niveles 
permiten la absorción de fotones de energias mucho menores que las necesarias para pasar de B a 
B', y la absorción es como se muestra en la figura. 

Los fotones de la región visible dei espectro electromagnético tienen energias que van de 
1.6 eV hasta 3.2 eV. Un sólido puede ser transparente u opaco dependiendo de sus propiedades 
de absorción en ese intervalo de energias. Los conductores y semiconductores son opacos y sus 
curvas de absorción son parecidas a las dadas en las figuras 31.11 (a) y (b). Los aislantes puros son 
transparentes si Eq, figura 31.1 l(c), es mayor que 3.2 eV aproximadamente. Pero si, como conse- 
cuencia de las impurezas, los picos E. de la figura 31.11 (d) caen en la región visible, el aislante 
tiene color (e incluso puede ser opaco). Por esta razón, tales impurezas se conocen como centros 
de color o centros F (dei alemán Farben: “color”). Por ejemplo, el corindón puro (AI 2 O 3 ) debe ser 
transparente, pero el rubi (que es AI 2 O 3 con una pequena impureza de cromo) tiene un fuerte color 
rojo. Esto es asi debido a que los átomos de cromo inducen una fuerte absorción en la región verde 
dei espectro, lo que produce un sólido de color rojo cuando se le ilumina con luz blanca. 

Otra importante propiedad radiativa de los sólidos es la luminiscencia. En general, cuando 
los electrones de átomos, moléculas o sólidos son excitados por algún medio (por ejemplo absor¬ 
ción de radiación o bombardeo con electrones), ocurren vários procesos que compiten para volver 
al átomo a su condición inicial (por ejemplo, transiciones radiativas y colisiones inelásticas). En 
algunos casos, el proceso dominante es una transición radiativa, y la sustancia brilla cuando se 
ilumina con radiación de la longitud de onda apropiada o es excitada por algún otro medio. Las 
sustancias con esta propiedad se llaman luminiscentes. 

La luminiscencia en sólidos está estrechamente relacionada con las impurezas y los defec¬ 
tos en la red cristalina. En la figura 31.12 se muestran algunos procesos que se presentan en los 
sólidos luminiscentes. Cuando un electrón de la banda de valência es transferido a la banda de 
conducción, en la primera queda un hueco (Fig. 31.12(a)). En una red cristalina perfectamente 
regular y pura, el electrón normalmente regresa a la banda de valência, aunque le tome un tiempo 
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Figura 31.12 Mecanismo de 
luminiscencia. 


hacerlo, pues el electrón y el hueco tienen una gran movilidad y puede derivar en direcciones 
distintas. Sin embargo, si la red tiene algunas impurezas que introducen niveles de energia en la 
región prohibida, un electrón que se encuentre en un nivel de impureza inferior puede llenar el 
hueco de la banda de valência, mientras que el electrón de la banda de conducción puede pasar a 
uno de los niveles de impureza (por lo general vacíos) de alta energia, según se muestra en la figura 
31.12(b). Normalmente, estas transiciones implican fotones de pequena energia que no caen en el 
visible. Finalmente, un electrón puede pasar dei nivel de impureza de alta energia a uno de baja 
energia que esté vacio, emitiendo radiación de energia menor (o longitud de onda mayor) que la de 
la radiación incidente; esto constituye la luminiscencia (Fig. 31.12(c)). 

En ciertos casos, en lugar de pasar por el proceso mostrado en la figura 31.12(b), el electrón 
de la banda de conducción puede pasar a un nivd de energia llamado trampa, desde el cual no 
puede pasar por una transición radiativa al nivel de la energia fundamental de la impureza (Fig. 
31.12(d)). En tal caso, el electrón se encuentra en un estado parecido al de un átomo o molécula en 
estado metaestable: queda atrapado hasta que, mediante algún mecanismo, regrese a la banda de 
conducción, después de lo cual pasa por las etapas (b) y (c), como se muestra en la figura 31.12(e). 
Debido al tiempo empleado, que puede ser hasta de muchos segundos, el proceso se llama fosfo¬ 
rescência, y las sustancias se conocen como fosforescentes; una de tales sustancias es el sulfato 
de zinc. Los materiales fosforescentes se utilízan en la pantalla de los tubos de rayos catódicos y de 
televisión. En los detectores de centelleo que se usan para detectar rayos y, el material fosforescen¬ 
te es NaI activado con tantalio. 

317 Transiciones radiativas espontâneas y estimuladas 

Un sistema ligado de cargas eléctricas, como es el caso de átomos, moléculas, sólidos o núcleos, 
que se halle en un nivel de energia excitado, puede pasar a un nivel de menor energia de manera 
espontânea (Fig. 31.13(a)), pero si se encuentra presente radiación de la frecuencia apropiada, el 
sistema puede ser inducido o estimulado a pasar al nivel inferior (Fig. 31.13(b)). En cualquier caso, 
el sistema èmite radiación (un fotón) cuya frecuencia está dada por la condición de Bohr, AE - hv, 
donde AE ^E^-E^ es la diferencia de energia entre los dos niveles. 

La transición de un sistema de un nivel de energia menor a uno mayor con la absorción de 
energia (Fig. 31.13(c)) es también una transición inducida ya que puede darse sólo en presencia de 
radiación electromagnética de la frecuencia apropiada, de manera que el sistema pueda absorber la 
energia de un fotón de frecuencia dada por la condición de Bohr. Las transiciones de absorción 
pueden producirse también en colisiones inelásticas, como se explica en el ejemplo 23.2 y en la 
sección 31.2. Esta forma de excitación ocurre, por ejemplo, cuando particulas cargadas, como elec- 
trones rápidos, pasan por un gas, como en una descarga eléctrica o en los rayos cósmicos que llegan 
a la atmósfera terrestre. 

La probabilidad de emisión espontânea de radiación depende únicamente de la estructura 
interna dei sistema. Por otro lado, la emisión o absorción inducida de radiación es producida por el 
campo electromagnético de la radiación que incide sobre el sistema. Por tanto, la probabilidad de 
una transición inducida depende de la intensidad de la radiación, además de la estructura interna dei 
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Figura 31.13 Transiciones 
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sistema. Algimas transiciones pueden estar restringidas o prohibidas debido a las regias de selec- 

ción, que analizaremos en el capítulo 38. Los estados excitados cuyas transiciones a estados de 
menor energia están restringidas se conocen como metaestables porque el sistema puede permane¬ 
cer en el estado excitado durante algún íiempo. 

Hasta cierto punto, las transiciones inducidas pueden considerarse como oscilaciones for- 
zadas dei sistema y, por consiguieníe, pueden tener una diferencia de fase fija con respecto a la 
radiación incidente. Esto significa que en el caso de la emisión inducida, todos los sistemas emiten 
en fase con la radiación incidente, produciendo una radiación monocromática cohereníe. Por oiro 
lado, las transiciones de emisión espontâneas ocurren al azar, dando como resultado una radiación 
que, aunqüe monocromática, es incoherente. 

En general, cuando vapas fuentes emiten en fase radiación coherente, la intensidad de la 
radiación es mucho mayor que en el caso en que las fases están distribuídas al azar y la radiación es 
incoherente. Esto se debe a que en el caso de la radiación coherente la amplitud resultante dei 
campo electromagnético es la suma de las amplitudes individuales; es decir, 

Amplitud resultante coherente = Nx amplitud de la fuente 

donde es el número de fuentes. Como la intensidad de la radiación es proporcional al cpadrado de 
la amplitud, tenemos que 

Intensidad coherente resultante = N^x intensidad de la fuente 

Por otro lado, si las fuentes emiten radiación incoherente, son las intensidades individuales las que 
se suman linealmente, e.s decir, 

Intensidad incoherente resultante = Nx intensidad de la fuente 

Por tanto, si el número de fuentes es grande, como sucede con los átomos y las moléculas de un gas, 
la radiación coherente estimulada puede ser mucho más intensa que la incoherente espontânea. 
Éste es el principio sobre el que funcionan los láseres y los máseres, así como diferentes tipos de 
interferencia que se verán en los capítulos 34 y 35. 

318 Láseres y máseres 

Cuando la matéria está en presencia de radiación de la frecuencia apropiada, todos los procesos 
descritos en la sección anterior ocurren a medida que los átomos en estado fundamental son excita¬ 
dos y los átomos en estados excitados regresan al estado fundamental. La importância de los proce¬ 
sos depende de la intensidad de la radiación y de si la matéria está o no en equilibrio térmico. Si está 
en equilibrio térmico, el número N 2 de átomos en un estado excitado de energia E 2 es mucho menor 
que el número de átomos en el estado fundamental o en un estado de menor energia E^, esto es 
N 2 Ny (recuerde el Ej. 17.4). Por tanto, la absorción predomina sobre la emisión de radiación. 

Pero si, por algún medio, la ocupación de un nivel excitado en un material se aumenta 
apreciablemente a expensas de la población dei nivel fundamental, de modo que N 2 se vuelva 
mucho mayor que su valor en equilibrio térmico (situación conocida como inverslón de pobia- 
ción), la intensidad total de emisión puede hacerse mayor que la de absorción. En otras palabras, si 
pasa radiación por el material, la radiación que sale como resultado de la emisióp inducida tiene 
más fotones de frecuencia v = (E 2 - E^)/h que la radiación incidente, produciendo una ampllflca- 
clón coherente de la radiación de esa frecuencia. 

Como más átpmps son desexçitados por transiciones de emisión que excitados por radia- 
ciones de absorción, el nivel superior de energia se vacía rápidamente, de modo que la amplifica- 
ción de radiación disminuye hasta que se restablece I 3 distribución de equilibrio térmico. Para 
mantener una amplificación de radiación constante es necesario repoblar continuamente los áto¬ 
mos en el nivel superior o remover átomos de los niveles inferiores por algún medio. Los disposi¬ 
tivos con los que se hace esto se conocen como máseres y láseres. Son palabras compuestas por las 
siglas de su nombre en inglês (Microwave Amplification by Stimulated Emission ofRadiation y 








Light Amplification by Stimulated Emission ofRadiation), según !a región dei espectro electromag¬ 
nético en que fiincíonen. Láseres y máseres utilizan una cavidad de resonancia para atrapar parte de 
la radiación y la usan para producir más transiciones de emisión estimuladas. 

Los haces de radiación en máseres y láseres tienen varias características que los hacen úni¬ 
cos: (i) producen intensa radiación inducida monocromática y coherente; (ii) la componente de la 
radiación espontânea e incoherente, conocida como ruido, es despreciable; (iii) los haces se pue- 
den dirigir y colimar con bastante facilidad, y su dispersiôn angular es mínima; (iv) los haces se 
pueden enfwar con bastante précisión. Estas características son muy útiles para muchas aplicaciones. 

Los haces máser y láser se utilizan siempre que se requiere un bajo ruido y una alta 
direccionalidad para el procesamiento de imágenes, como en la espectrometría de microondas, 
comunicaciones vía satélite y radioastronomía. Por ejemplo, la distancia de la Tierra a la Luna fue 
medida con gran précisión al mandar un pulso láser a ésta y medir el tiempo que se tardó en recibir 
el pulso reflejado. Por las mismas razones, los láseres son útiles para reproducir información digital 
codificada, como en el caso de discos de audio y vídeo. 

Los haces láser también se utilizan cuando se necesita un haz bien enfocado e intenso de 
radiación coherente. Ésta es la razón por la que los láseres se utilizan en la metalurgia (para grabar, 
perforar y cortar metales) y en medicina (en procesos de mínima intervención, como en la cirugía 
ocular). Seleccionando de manera apropiada el ancho dei haz, duración de pulso, frecuencia, inten- 
sidad y otros parâmetros, se puede utilizar un haz láser para unir, cortar, sellar, extirpar y coagular 
tejidos. Entre las aplicaciones biomédicas de los láseres tenemos la desobstrucción de artérias, la 
destrucción de cálculos renales, clarificación de cataratas e incluso se puede alterar el material 
genético. À 1 igualar la frecuencia de la radiación láser con la banda de absorción de la estructura dei 
blanco, éste puede absorber un intenso pulso de radiación láser de manera selectiva y ser destruido 
con mínimo dano para los tejidos circundantes. Esta técnica se conoce como fototermólisis selecti¬ 
va. En combinación con fibras ópticas, los haces láser se pueden dirigir hacia casi cualquier parte 
dei cuerpo humano o utilizarse para transmisión a larga distancia de senales de comunicación. 
Otras aplicaciones de los haces láser son en la medición precisa de distancias e intervalos de tiem¬ 
po. De esta manera ha sido posible analizar con gran detalle procesos químicos que se efectúan en 
menos de 10 "*^ s y que implican colisiones moleculares, la formación de un estado intermédio y la 
producción de nuevas moléculas. Por último, pero no menos importante, la tecnologia láser se ha 
aplicado a la restauración de obras de arte. 

Se han disenado vários médios para sobrepoblar un nivel superior o excitado de energia de 
manera estable. Todos los métodos requieren gasto de energia, y la eficiência de un máser o un láser 
es el cociente entre la energia-producida y la suministrada. Dos métodos que se utilizan a menudo 
son el bombeo óptico y la transferencia de energia por colisión. 


EJEMPIO 314 

Inversión de población mediante bombeo óptico. Láser de mbí. 

En el bòmbeo óptico, la energia de radiación es suministrada continuamente o en pulsos para excitar 
átomos dei estado fundamental Ej (Fig. 31.14) a un estado de mayor energia E^ Algunos átomos excita¬ 
dos pasan posteriormente a un estado intermédio de energia £2 Qne es metaestable; es decir, la probabi- 
lidad de una transición al estado fundamental es muy baja. Por tanto, tal estado intermédio se puede 
poblar bastante con respecto al estado fundamental. La radiación de frecuencia v = (£2 - £ 1 )/^ estimulará 
transiciones de £2 a £j, produciendo una amplificación coherente. 

Un láser sencillò que opera sobre el principio dei bombeo óptico es el láser de rubi. Como se 
indica en la sección 31.6, el rubi es una variedad de un mineral müy duro conocido como corindón, que 
es una forma cristalina dei óxido de aluminio (AI 2 O 3 ) que contiene una pequena cantidad de cromo. En 
la figura 31.15 se muestra de manera simplificada la estructura de los niveles de energia del rubi. Cuando 
se ilumina con luz blanca, absorbe fotones de energia que corresponden a las regiones verde y azul 
del espectro. Por tanto, los electrones son excitados a las bandas de energia £3 y E^. Es por esto que el 
rubi aparece de un color rojo brillante. Algunos de los electrones excitados liberan parte de su energia a 
la red cristalina y pasar al nivel de energia £ 2 , relativamente metaestable y bien definido. Por tanto, el 
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Figura 31.14 Láser de tres niveles. 


Figura 31.15 Diagrama de niveles de energia de los 
iones de cromo en el rubi. Las bandas de absorción y 
son excitadas mediante transiciones por bombeo óptico dei 
estado fundamental E^. 


nivel E 2 se sobrepuebla. Cuando se expone el rubi a radiación de frecuencia v = (£2 - = 4.326 x 

10 *'* Hz o de longitud depnda X = 6.934 x 10 "^^ m (693.4 nm), se producen transiciones estimuladas dei 
estado £2 fundamental £,. 

En la figura 31.16 se ilustra esquemáticamente el diseno de un láser de rubi pulsante. Una lám- 
para pulsante de alta densidad en forma de tubo se enrolla alrededor de una barra de rubi. Los extremos 
de la barra están pulidos y recubiertos con plata, formando un par de espejos paralelos. Un extremo es un 
reflector perfecto mientras que el otro sólo refleja parcialmente. Cuando se activa la lámpara y emite 
pulsos de luz, algunos electrones son excitados a las bandas £3 y £4 mediante la absorción de fotones dei 
pulso. Muchos de los electrones excitados sufren una transición al nivel £ 2 , aumentando su población. A 
su vez, los electrones dei nivel £2 sufren transiciones inducidas al estado fundamental £j, lo que provoca 
un pulso de luz coherente. Si la longitud de la barra se ajusta apropiadamente de modo que constituya 
una cavidad óptica resonante, parecida a la resonancia acústica en un tubo de un órgano (véase la Sec. 
34.4), sintonizada con la frecuencia o la longitud de onda láser, el pulso de luz se desplaza en ambas 
direcciones entre los extremos de la barra induciendo muchas más transiciones de emisión de £2 a £ 1 - El 
resultado es una rápida amplificación de luz coherente de frecuencia 4.326 x 10*'* Hz. Cuando la rapidez 
con que se induce la emisión es igual a la rapidez de excitación, determinada por la potência suministra- 
da, el láser alcanza una amplificación y una potência máximas, produciendo un haz láser intenso y 
altamente colimado. 
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Figura 31.16 Diagrama esquemático de un láser de rubi. 
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EJEMPLO 315 

Inversión de población por transferencia de energia por colisiones. Láser de helio-neón. 

t> La transferencia de energia por collsión consiste en sobrepoblar un nivel de energia excitado mediante 
colisiones inelásticas. Es el método que se utiliza para producir inversión de población en el láser de 
helio-neón. En la figura 31.17 se muestran de manera simplificada algunos niveles de energia de los 
átomos de He y Ne. Recordando la tabla 23.3, un átomo de He en su estado fundamental tiene dos 
electrones en el nivel Is. Para transferir uno de los electrones al nivel 2s, que es metaestable, se requiere 
la absorción de 20.16 eV. Esto se puede efectuar, por ejemplo, mediante colisiones inelásticas de electro¬ 
nes rápidos con los electrones dei He dei nivel 1 j. Un átomo de Ne tiene seis electrones en el nivel 2p, 
que pueden excitarse a los niveles cercanos. En particular, la energia necesaria para excitar un electrón 
dei nivel 2p al 5s es de 20.66 eV, que prácticamente es la misma que la energia de excitación dei He. Por 
consiguiente, si un átomo excitado de He choca con uno de Ne, puede transferir su energia de excitación 
a un electrón 2p dei Ne y pasarlo al nivel 5^. Los electrones 5^ no pueden pasar a los niveles 3^ y 4^ 
debido a las regias de selección de las que hablamos en la sección 31.5. Sin embargo, la transición al 
nivel 3p si es posible con la emisión de un fotón de 1.96 eV o de longitud de onda de 6.328 x 10“^ m 
(632.8 nm), que puede utilizarse para hacer funcionar un láser. 

En la figura 31.18 se muestran de manera esquemática los componentes de un láser de He-Ne. 
Una mezcla de He y Ne a una presión dei orden de 10^ Pa (o 0.001 atm) se coloca dentro de un tubo en 
el que un extremo es un reflector perfecto y el otro sólo refleja parcialmente, como en el caso dei láser de 
rubi. La distancia entre los espejos se fija de modo que se conforme una cavidad resonante sintonizada 
con la longitud de onda dei láser. Guando se produce una descarga eléctrica a lo largo dei tubo, los 
electrones de alta energia de la descarga excitan a los á,tomos de He mediante colisiones inelásticas. Los 
átomos de He rápidamente transfieren su energia de excitación a los átomos de Ne, mediante colisiones. 
Posteriormente, los átomos excitados de Ne pasan dei nivel 5s al 3p emitiendo luz de longitud de onda de 
6.328 X 10"^ m. Esto induce más transiciones de los átomos excitados de Ne dei nivel 5.y al 3p, lo que 
provoca una amplificación coherente de luz. Parte de esta luz sale dei tubo en forma de un haz láser. 
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Figura 31.17 Niveles de energia de un láser de helio-neón. 
Sólo se muestran los niveles de energia relevantes. 


Figura 31.18 Diagrama esquemático 
de un láser de helio-neón. 



















Nota 31ol Sintoiilzacióii de un láser 


Hemos indicado que el medio activo de un láser debe estar encerrado en una cavidad de resonancia óptica dei tamaião adecuado 
para optimar la radiación de frecuencia igual a la dei láser, lo que produce un intenso haz de luz monocromática. Las cavidades 
resonantes se analizarán en la sección 34.4, pero podemos decir que la frecuencia de las ondas estacionarias que se propagan con 
velocidad c en un tuíx) de longitud L mucho mayor que su sección transversal y con extremos perfectamente reflectores está dada por 

nc 

donde n es un entero. En nuestro caso, c es la velocidad de la luz, 3 x 10® m s”* y L es dei orden de unos cuantos centímetros, de 
manera que n es dei orden de 10® para frecuencias ópticas (~10*® Hz). 

Para el funcionamiento adecuado de un láser, la longitud de L debe ajustarse de manera que una de las frecuencias de 
resonancia v coincida con la frecuencia Vq dei láser o esté muy cercana a ella, operación llamada sintonización de un láser. Es 
parecida a la afinación de instrumentos musicales. Es importante determinar la precisión con que debe ajustarse L para sintonizar 
un láser. Si la longitud L es conocida con un margen de error AL, entonces diferenciando la ecuación anterior para v, el error en la 
frecuencia de resonancia es 


Av ~ —r AL o 

2L" 


Av AL 


Se debe recordar que las líneas espectrales no son muy nítidas, sino que poseen una distribución de intensidades en el centro de la 
línea, como se muestra en la figura 31.19. El ancho de línea 5 es la diferencia entre las frecuencias que tienen la mitad de la in- 
tensidad en el centro de la línea. Se debe a vários factorqs, como la probabilidad de transición (Ej. 36.5) y el efecto Doppler (Sec. 
29.7). En la región óptica, para la cual la frecuencia láser es dei orden de 10*® Hz, el ancho de línea 5es dei orden de.lO® a 10^ Hz. 
Por tanto, como para el funcionamiento dei láser la frecuencia de resonancia ydebe ser lo más parecida posible a la dei láser Vq, 
la diferencia Av = v - Vq debe ser menor que o de 10® Hz, aproximadamente. Entonces Av/v < 10“’ o AL < 10“’ L, que da la 
precisión con que debe construirse la cavidad. 

Un segundo requisito para obtener un haz láser altamente monocromático es que sólo la frecuencia de resonancia v caiga 
lo suficientemente cerca de la frecuencia láser Vq. Esto implica que la separación de frecuencias de resonancia consecutivas debe 
ser mayor que el ancho natural ô. La diferencia entre frecuencias de resonancia consecutivas es 


^ (n + l)c nc c 
V 2L 2L~2Í 

y, por consiguiente, cl2L > ôoL< c/25(Fig. 31.20). Por ejemplo, para 6 entre 10® y 10^ Hz, aproximadamente, L debe ser menor 
que un metro. En general, L es de unos cuantos centímetros. 




Figura 31.19 La frecuencia de láser es Vq, el Figura 31.20 Guando la separación c/2L es mayor que 

ancho dei haz láser es 5 y la frecuencia de ô, sólo una frecuencia de resonancia cae dentro dei ancho 

resonancia de la cavidad láser es v. Para el de línea de la frecuencia láser. Guando dlL es menor que 

funcionamiento dei láser, Av < } 5. 5, más de una frecuencia de resonancia caen dentro dei 

ancho de línea. 
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Consideremos una cavidad cuyas paredes están a cierta temperatura. Los átomos dei material que 
compone las paredes emiten radiación electromagnética y al mismo tiempo absorben la emitida por 
otros átomos de la pared. El campo de radiación electromagnética ocupa la cavidad entera. Cuando 
la radiación atrapada dentro de la cavidad alcanza el equilibrio con los átomos de las paredes, la 
cantidad de energia que emiten los átomos por unidad de tiempo es la misma que la absorbida por 
ellos. En consecuencia, cuando la radiación de la cavidad está en equilibrio con las paredes, la 
densidad de energia dei campo electromagnético es constante. 

Los experimentos muestran que, en el equilibrio, la radiación electromagnética atrapada 
tiene una distribución de energias bien definida; es decir, a cada frecuencia corresponde una densi¬ 
dad de energia que sólo depende de la temperatura de las paredes y es independiente de su material. 
La densidad de energia correspondiente a una radiación cuya frecuencia está entre v y v -f dv se 
escribe como E(v) dv, donde E(v) es la densidad de energia por unidad de intervalo de frecuencia, en 
ocasiones llamada densidad de energia monocromática. En la figura 31.21 se muestra la varia- 
ción observada de E(v) con la frecuencia, para dos temperaturas. En las curvas se puede ver que 
para cada temperatura la densidad de energia muestra un máximo pronunciado a una cierta fre¬ 
cuencia o longitud de onda. La frecuencia a la que la densidad de energia es máxima aumenta (o la 
longitud de onda disminuye) a medida que aumenta la temperatura. Esto explica el cambio de color 
de un cuerpo radiante conforme cambia su temperatura. 

Si se abre un pequeno agujero en una de las paredes de la cavidad, algo de la radiación 
escapa y puede ser analizada sin perturbar el equilibrio térmico de la cavidad. El agujero aparece 
muy brillante cuando el cuerpo está a altas temperaturas y la intensidad de la radiación de equili¬ 
brio dentro de la cavidad es alta, pero aparece completamente negro a bajas temperaturas, cuando 
la intensidad de la radiación de equilibrio es despreciable en la región visible dei espectro. Por tal 
razón la radiación que sale de la cavidad fue llamada radiación de cuerpo negro por los primeros 
científicos que la analizaron en el siglo xix. 

El problema de explicar cómo los átomos producen la distribución de energia observada de 
la radiación de cuerpo negro condujo a la formulación de la teoria cuántica. A fines dei siglo xix, 
todos los intentos por explicar la distribución de energia de cuerpo negro mediante los conceptos 
aceptables en la época fallaron por completo. Max Planck (1858-1947) sugirió que si la radiación 
de la cavidad estaba en equilibrio con los átomos de las paredes, deberia existir una correspondên¬ 
cia entre la distribución de energia de la radiación y las energias de los átomos de la cavidad. Como 
modelo de los átomos radiantes, Planck supuso que 

los átomos se comportan como osciladores armónicos que absorben o emiten energia de 

radiación solamente en cantidades proporcionales a su frecuencia v. 

Si AE es la energia absorbida o emitida en un solo proceso de interacción de un oscilador 
con la radiación electromagnética, entonces, según la suposición de Planck, AE = hv, donde h es 

E{y) 


Figura 31.21 Densidad de 
energia monocromática de 
radiación de cuerpo negro a 
diferentes temperaturas como 
función de la frecuencia. 
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una constante de proporcionalidad, igual para todos los osciladores sin importar su frecuencia. Así, 
cuando un oscilador absorbe o emite radiación electromagnética, su energia aumenta o disminuye 
en la cantidad hv. La sugerencia de Planck implica que 

la energia de los osciladores atómicos está cuantizada. 


Esto es, la energia de un oscilador de frecuencia v puede tener sólo ciertos valores; 0, hv, 
2hv, 3hv, ... (suponiendo que la minima energia dei oscilador es cero). Asi, en general, los valores 
posibles de la energia de un oscilador de frecuencia v son 

E = nhv (31.12) 

donde n es un entero positivo. Como ya sabemos, la energia de un oscilador es proporcional al 
cuadrado de su amplitud (Sec. 10.4) y, a priori, ajustando la amplitud de las oscilaciones, podemos 
hacer que un oscilador de una frecuencia dada tenga cualquier energia deseada. Por tanto, la idea de 
Planck fue una suposición ad hoc que podia justificarse sólo porque “funcionaba” y porque en 
aquella época (19ÍX)) no habia una mejor explicación. En la actualidad se reconoce que la cuantización 
de algunas cantidades físicas es un hecho fundamental de la naturaleza. 

Aplicando algunas consideraciones de naturaleza estadistica, y usando la ley de distribu- 
ción de Maxwell-Boltzmann, (Ec. 17.10), junto con = nhv, Planck obtuvo la densi- 

dad de energia de la radiación de cuerpo negro como 


£(v) 


Snhv^ 1 

_ \ _ 

^3 g/iv/fcT _ j 


(31.13) 


Esta expresión, que concuerda sorprendentemente bien con los valores experimentales de E(v) a 
diferentes temperaturas, ha sido aceptada como la expresión correcta para la radiación de cuerpo 
negro. Se conoce como ley de radiación de Planck. 

Como la constante h en la ecuación 31.13 fue introducida por Planck, se llania constante de 
Planck. Al hacer que la ecuación 31.13 concordara con los valores experimentales para E(v), Planck 
obtuvo primero el valor d&h = 6.6256 x 10“^'* J s, que concuerda con los valores obtenidos anos 
más tarde a partir de los efectos fotoeléctrico y Compton y de los espectros atómicos y moleculares. 

En realidad, Planck obtuvo la ecuación 31.13 de manera empirica, como la expresión mate¬ 
mática que mejor se adaptaba a la distribución experimental de energia que se muestra en la figura 
31.21, y después buscó una explicación teórica basada en la cuantización de la energia. Más ade- 
lante, Einstein y otros perfeccionaron la derivación de Planck (Nota 31.2). 


EJEMPLO 316 

Radiación cósmica de fondo. 

l> Una aplicación interesante de la expresión de Planck para la radiación de cuerpo negro es en el análisis 
de lo que se conoce como radiación cósmica de fondo. La existência de dicha radiación fue propuesta 
por Ralph Alpher y Robert Herman en 1948. En 1961, Amo Penzias y Robert Wilson, que se hallaban 
probando un detector de microondas muy sensible en Bell Telephone Laboratories, en Estados Unidos, 
hicieron un descubrimiento inesperado. Encontraron que, sin importar la dirección en la que orientaran 
el detector, aparecia una radiación de fondo que siempre tenia la misma intensidad y distribución espec¬ 
tral. Incluso, la radiación era la misma si las mediciones se hacian de dia o de noche, y durante todo el ano. 
Esto demostró que la radiación es independiente de la rotación y movimiento orbital terrestre y que, por 
consiguiente, debe provenir de fuera dei sistema solar, e incluso de fuera de la galaxia. La distribución 
espectral se parece bastante a la radiación de cuerpo negro a una temperatura de 2.7 K aproximadamen¬ 
te. Gracias al trabajo de Robert Dicke, James Peebles y muchos otros, ahora se acepta que la radiación 
de 2.7 K se extiende por todo el universo y es un residuo de la radiación electromagnética que se produjo 
poco después de la Gran Explosión, cuando el universo estaba a una temperatura extremadamente alta 
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Figura 31.22 Espectro de Ia 
radiación cósmica de fondo 
medido por el Far Infrared 
Âbsolute Spectrometer (FIRAS) 
que se encuentra a bordo dei 
satélite Cosmic Background 
Explorer (COBE). Los datos se 
han ajustado a la curva de 
radiación de cuerpo negro a una 
temperatura de 2.726 K. 


(véase la Nota 41,4). Debido a la expansión dei universo y su correspondiente enfriamiento, la radiación 
electromagnética original se ha desplazado hacia el rojo o longitudes de onda más grandes, o lo que es 
equivalente, a temperaturas más bajas. 

Hasta hace poco había sido difícil medir, con precisión, el espectro completo de la radiación 
cósmica de fondo, en particular a longitudes de onda cortas (es decir, altas frecuencias), debido a la 
dispersión de la radiación por la atmósfera, Sin embargo, con instrumentos a bordo de satélites, ha sido 
posible eliminar los fefectos de la atmósfera. En lá figura 31.22 se muestra el espectro de la radiación 
cósmica de fondo medida por el espectrómetro absoluto dei infrarrojo lejano (Far Infrared Âbsolute 
Spectrometer, FIRAS), a bordo dei satélite explorador de la radiación cósmica de fondo (Cosmic Back¬ 
ground Explorer, COBE), lanzado en noviembre de 1989. FIRAS tardó sólo 9 minutos de observación, 
en dirección cercana al polo norte galáctico, para obtener los datos, los cuales han sido ajustados a un 
espectro de radiación de cuerpo negro de Planck correspondiente a 2.726 ± 0.005 K. La concordância es 
excelente en todas las longitudes de onda (o frecuencias). Éste es un ejemplo de la importância de la 
investigación espacial. 

En realidad la radiación cósmica de fondo no es exactamente isótropa, sino que muestra una 
ligera asimetría en la dirección dei cúmulo de galaxias Virgo; ésta se atribuye a un efecto Doppler debido 
al movimiento de nuestra galaxia en esa dirección, con velocidad de 3 x 10^ m s~^ A este respecto es 
posible definir un sistema de referencia “preferente”, en el cual la radiación cósmica de fondo sea exac¬ 
tamente isótropa. 


Nota 31.2 Análisis de las transiciones espontâneas y estimuladas 

Consideremos una sustancia cuyos átomos o moléculas pueden estar en los estados de energia E^ y £ 2 - Por ejemplo, puede 
corresponder al estado fundamental y £"2 ^ excitado. Supongamos que incide radiación de frecuencia v = (£"2 - E^)/h sobre la 
sustancia. Como se explicó en la sección 31.7, los átomos en el estado £j pueden absorber fotones de energia hv y pasar al estado 
de mayor energia Ej. También, los átomos en el estado £2 pueden emitir fotones de energia hv y pasar al estado £p ya sea de 
manera espontânea o estimulados por la radiación. Si y N 2 son el número de átomos en los estados E^ y £2 en un instante dado, 
podemos escribir 


( 

( 


Rapidez de absorción 
de energia 

Rapidez de emisión \ 
de energia I 


( Probabilidad de 
absorción estimulada 

( Probabilidad de 
emisión espontânea 




Probabilidad de 
emisión estimulada 


(31.14) 


Las probabilidades de absorción y emisión estimuladas son proporcionales a la intensidad de la radiación. Por otro lado, 
la probabilidad de emisión espontânea es independiente de la presencia de radiación. Si la sustancia está en equilibrio térmico, el 
número de ocupación Nj es mucho menor que N^. Por tanto, a menos que la intensidad de la radiación sea muy alta o la población 
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dei estado de mayor energia se incremente por algún medio, como se vio en la sección 31.8, la absorción predomina sobre la 
emisión de radiación. Hay una intensidad de radiación particular para la cual es posible que la absorción iguale a la emisión sin 
perturbar el equilibrio térmico. 

Cuando matéria y radiación están en equilibrio térmico no se produce absorción o emisión neta de radiación porque, en 
promedio, el número total de transiciones de absorción y emisión es el mismo. Esto significa que si un fotón de la radiación 
incidente es absorbido por un átomo que pasa a un estado de mayor energia, otro átomo en el mismo estado excitado pronto 
emitirá un fotón de la misma energia, como resultado de una transición de emisión espontânea o estimulada. Asi, en promedio, los 
números de ocupación IV^ y N 2 permanecen constantes. Combinando la expresión 31.14 para la rapidez de absorción y de enüsión, 
el equilibrio térmico entre matéria y radiación se puede expresar mediante la siguiente relación; 


NiX 


( Probabilidad de \ / Probabilidad de \1 = x íProbabilidad de 

emisión espontáneay \ emisión estimuladayj * ^absorción estimulada 


(31,15) 


Si la sustancia está en equilibrio térmico, los números de ocupación y N 2 están determinados por la ley de distribución de Ma- 
well-Boltzmann, ecuación 17.10. Como la frecuencia de la radiación emitida o absorbida está dada por hv = (E 2 - E^, tenemos 

^2 _ Q-(Ei-Ei)/kT _ Q-hvikT 

iVx 

Insertando esta relación en la ecuación 31.15, obtenemos 


:.-hv/kT - 


í Probabilidad de \ + ( Probabilidad de \ 1 _ /Probabilidad de \ 
[^emisión espontáneay 1 emisión estimuladayj ^absorción estimuladay 


que expresa la condición de equilibrio entre matéria y radiación de frecuencia v a la temperatura T. Mediante las técnicas de la 
mecânica cuántica (Cap. 36), es posible demostrar que las probabilidades de emisión y de absorción estimuladas son iguales, 
hecho reconocido por primera vez por Einstein en 1916. Entonces la ecuación anterior se puede escribir como 


Probabilidad de enúsión espontânea 
Probabilidad de emisión estimulada 


_ g/iv/Jtr. 


1 


(31.16) 


Esta relación muestra que en el extremo de alta frecuencia dei espectro de radiación de cuerpo negro, para el cual la energia dei 
fotón hv es mucho mayor que la energia térmica kT {hvlkT':$> 1), la emisión espontânea es más importante que la estimulada, 
mientras que ocurre lo contrario en el extremo de bajas frecuencias dei espectro, para el cual hvtkT C 1. 

La relación 31.16 fue utilizada por Einstein para deducir la distribución de energia de la radiación en equilibrio térmico 
con la matéria a temperatura T, sin hacer ninguna suposición especifica acerca de los osciladores atómicos, como lo hizo original¬ 
mente Planck. Para simplificar la escritura designaremos con A j 2 la probabilidad de emisión espontânea entre los estados 1 y 2. La 
probabilidad de emisión estimulada es proporcional a la densidad de energia E{v) de la radiación correspondiente a las frecuencias 
entre v y v + dv. Entonces podemos designaria con fíjj E{v) y la ecuación 31.16 queda 


B,^E{v) 


= - 1 o E{v) = 


çhv/kT _ 2 


(31.17) 


Calculando el cociente A j2/i5j2, lo cual es algo complejo para hacerlo aijui, Einstein obtuvo la ley de radiación de Planck, 
ecuación 31.13, para la distribución de energia en la radiación de cuerpo negro; esto es 


E{v) = 


Snhv~ 


^hv/kT 


1 


(31.18) 


De la ecuación 31.18 es posible verificar que la máxima densidad de energia se da a una longitud de onda tal que 


A„T= 2.8978 X 10-3 mK. 

Este resultado se conoce como ley de Wien. Asi, midiendo se puede estimar la temperatura dei cuerpo negro. 
A propósito, la energia total de la radiación de cuerpo negro está dada por 

871/1 v^dv 


(31.19) 


U= \ E{v)dv = 
'0 


^hv/kT 









Haciendo x = hv/kT podemos escribir 

U = aT^ 


/ J íi ^ <;*>■' 


il3ü0íEGA>a ] 


Problemas 723 


(31.20) 



7.5643 X 


La ecuación 31.20 muestra que la energia de la radiación de cuerpo negro aumenta rapidamente con la temperatura. La expresión 
31.20 constituye la ley de Stefan-Boltzmann, que ha sido confirmada extensamente por mediciones de la radiación emitida por 
cuerpos calientes. Esta ley nos permite también estimar la temperatura de los cuerpos calientes (un homo, el Sol o una estrella), 
aproximando su radiación a la de un cuerpo negro. 


PiEGUNTÁS 


31.1 iQué leyes de conservación deben cumplirse en una 
transición en la que un átomo, una molécula o un núcleo 
absorbe o emite radiación electromagnética? 

31.2 Explique por qué la energia de un fotón emitido o 

absorbido por un sistema (átomo, molécula o núcleo) no es 
exactamente igual a la diferencia de energia que hay entre los 
dos estados estacionários implicados. ^ 

31.3 Un haz de electrones pasa a través de un gas 
monoatómico. ^Existe una energia umbral para las colisiones 
inelásticas electrón-átomo? 

31.4 Analice los procesos posibles, como función dei tiempo, 
que pueden ocurrir cuando (a) un átomo, (b) una molécula, 

(c) un núcleo interactúa con un fotón. 

31.5 6Qué procesos requieren el concepto de estados 
estacionários para su explicación? 

31.6 ^De qué manera afectan las impurezas el color de un 
sólido? 

31.7 Analice los posibles mecanismos para la transición de 
un sistema a un estado de mayor energia. ^Qué condición se 
debe satisfacer? 


31.8 Explique las diferencias entre emisión espontânea y 
emisión estimulada de radiación. 

31.9 ^Por qué Ia radiación mediante emisión estimulada es 
coherente mientras que la espontânea es incoherente? 

31.10 ^Cuál es el propósito de la cavidad resonante en un 
láser? 

31.11 Analice las características principales de los láseres que 
los hacen de utilidad. Investigue algunas de sus aplicaciones en 
medicina. 

31.12 Explique cómo debe cambiar el color de un cuerpo 
caliente a medida que aumenta la temperatura. 

31.13 ^Por qué puede servir la radiación cósmica de fondo 
para definir un sistema de referencia “preferente”? 

31.14 Repita el diagrama de la figura 31.20 cuando dlL < Vq. 
^De qué manera afecta esto a la calidad dei haz láser? 

31.15 ^Qué suposiciones especiales hizo Planck para explicar 
la distribución de energia de la radiación de cuerpo negro? 


PROBLEMAS 


31.1 Se necesita un mínimo de energia de 11 eV para separar 
los átomos de oxigeno y carbono de la molécula CO (monóxido 
de carbono). Calcule la frecuencia mínima y la longitud de onda 
máxima de la radiación electromagnética requerida para disociar 
la molécula. 

31.2 Determine la frecuencia y la longitud de onda de los 
fotones absorbidos por los siguientes sistemas: (a) un núcleo 
que absorbe 10^ eV, (b) un átomo que absorbe 1 eV, (c) una 
molécula que absorbe 10"^ eV. 

31.3 Los átomos de sodio absorben o emiten radiación 
electromagnética de 5.9 x 10"^ m, correspondiente a la región 


amarilla dei espectro visible. Determine la energia y el 
momentum de los fotones absorbidos o emitidos. 

31.4 Un fotón de lO'* eV de energia es absorbido por un 
átomo de hidrógeno en reposo, y como resultado el electrón es 
expulsado en la misma dirección que la radiación incidente. 
Despreciando la energia necesaria para separar el electrón (13.6 
eV aproximadamente), encuentre el momentum y la energia de 
(a) el electrón y (b) el protón. 

31.5 Calcule la diferencia de longitud de onda entre las líneas 
(n = 3 n = 2) dei hidrógeno, el deuterio y el tritio que 

resulta de la diferencia de masa entre tales átomos. 
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31.6 (a) ^Cuáles líneas dei espectro dei hidrógeno caen en la 

región visible (entre 4(X) nm y 700 nm)? (b) ^Cuáles líneas dei 
He^ caen en la misma región? (c) ^Cómo podría usted saber si 
hay hidrógeno mezclado en una muestra de helio? 


31.7 En las capas superiores de la atmósfera, el oxigeno 
molecular es disociado en dos átomos de oxigeno por fotones 
provenientes dei Sol. La máxima longitud de onda de fotón que 
ocasiona este proceso es 1.75 x 10~^ m. Calcule la energia de 
enlace dei Oj. 

31.8 La energia de enlace de un electrón interno de un átomo 
de plomo es de 9 x lO'* eV. Cuando se irradia plomo con una 
cierta radiación electromagnética y los fotoelectrones entran en 
un campo magnético de 10“^ T, describen un círculo de 0.25 m 
de radio. Calcule (a) el momentum y la energia de los electrones 
y (b) la energia de los fotones absorbidos. 


31.9 Se midieron las siguientes líneas K^: 


magnésio: 

azufre: 

cálcio: 

cromo: 


0.987 nm 
0.536 nm 
0.335 nm 
0.229 nm 


cobalto: 

cobre: 

rubidio: 

tungsteno: 


0.179 nm 
0.154 nm 
0.093 nm 
0.021 nm 


(a) Represente la raiz cuadrada de la frecuencia en función 
dei número atómico dei elemento. H. G. Moseley, en 1912, 
encontró una relación empírica de la forma = A(Z - c). 

(b) De la gráfica obtenida en (a) verifique esta relación y estime 
los valores de A y c. 


31.10 Calcule la longitud de onda y la energia de las líneas 
de rayos X dei aluminio, el potasio, el hierro, el níquel, el 
cinc, el molibdeno y la plata. Use la relación de Moseley dei 
problema anterior. Compare su resultado con los valores 
observados. 


31.11 La línea para el cobalto es de 0.1785 nm. (a) Calcule 
la diferencia de energia entre las órbitas Isylp dei cobalto. 

(b) Compare el resultado con la diferencia de energia entre las 
órbitas Isylp dei hidrógeno (es decir, la primera línea de la 
serie de Lyman). (c) ^Por qué la diferencia es mucho màyor para 
el cobalto que para el hidrógeno? 

31.12 (a) Calcule la energia y la longitud de onda dei fotón 
absorbido cuando la molécula ^^‘^g^^Cl hace las transiciones de 
rotación / = 0 ->/=ly/=l-^/ = 2. (b) ^En qué región dei 
espectro electromagnético se encuentran tales líneas? 

31.13 Las líneas adyacentes dei espectro puramente de 
rotación dei ^^Cf éstán separadas por una frecuencia de 

1.12 X 10*® Hz. Calcule la distancia interatómica de la molécula. 
(Sugerencia: Recuerde el Ej. 13.9.) 

31.14 (a) Calcule la energia de los tres niveles de vibración 
más bajos dei HF, dado que la constante de fuerza es 

9.7 X 10^ N m"*. (b) Calcule el número de onda de la radiación 
absorbida en la transición n = 0^n= 1. 


31.15 El espectro infrarrojo dei CO, a baja resolución, muestra 
una banda de absorción centrada en una longitud de onda de 


4.608 X 1(H m. (a) Encuentre la constante de fuerza en CO. 

(b) Represente gráficamente, a escala, la curva de energia potencial. 

31.16 i,Cuál es la constante de fuerza para la molécula de HCl, 
dado que la frecuencia de vibración es de 9 x 10*^ Hz? Halle 
también la energia dei punto cero. 

31.17 Las tres frecuencias de vibración dei COj son 
2.002 X 10*3 Hz, 4 165 ^ ioi3 Hz y 7.048 x 10*3 Hz. Haga un 
diagrama de los primeros niveles de energia de vibración de 
esta molécula. 

31.18 Encuentre la energia y la velocidad de retroceso de un 
átomo de hidrógeno cuando sufre una transición dei estado n = 4 
al n = 1, en la que emite un fotón. A partir de este resultado 
justifique la validez de la aseveración (párrafo en cursivas) 
acerca de la energia de retroceso hecha cerca dei final de la 
sección 31.2. 

31.19 Estime el orden de magnitud de las ondas estacionarias 
de un láser cuando la longitud de la cavidad de resonancia es de 
alrededor de 1 m y la longitud de onda es (a) 3.30 x 10“^ m 
(infrarrojo; láser de Ne), (b) 3.371 x 10“^ m (ultravioleta; láser 
de Nj), (c) 6.328 x 10"^ m (visible; láser de He). 

31.20 Un láser tiene sus espejos separados por 20 cm. El 
ancho natural de la línea de emisión láser es de 10® Hz. Calcule 
el número de frecuencias de resonancia que feSponden a esta 
acción láser. 

31.21 El ancho natural de la línea de Ne cuya longitud de onda 
es de 6.328 x 10"^ m, es de 6 x 10“** m. La cavidad resonante de 
un láser de He-Ne tiene una longitud de 30 cm. (a) Determine 
las frecuencias de resonancia de la cavidad que responderán a la 
acción láser. (b) Calcule el valor óptimo de n para este láser. 
(Recuerde que Av/v = -AÀJX.) 

31.22 Suponiendo que el Sol es un cuerpo negro esférico con 
un radio de 7 x 10® m, calcule su temperatura y la densidad de 
radiación dentro de él. La intensidad de la radiación solar en la 
superfície terrestre (que está a 1.5 x 10** m dei Sol) es de 

1.4 X 103 W m“^. ^Son realistas estas cifras? Dé una explicación. 

31.23 Exprese la forma asintótica de la ley de radiación de 
Planck (Ec. 31.12) para el caso (a) en que la frecuencia es muy 
alta (hv » kT) y (b) en que es muy baja (hv C kT). La primera 
relación se conoce como ley de radiación de Wien y la segunda 
como ley de radiación de Rayleigh-Jeans. 

31.24 Verifique que cuando se toma en cuenta la energia de 
retroceso dei átomo, la ecuación 31.1 debe sustituirse por la 
siguiente relación: E^-Ej = hv(í ± hv/lMc^), donde M es 

la masa dei átomo y el signo positivo se aplica en la emisión 
de un fotón de energia hv, mientras que el signo negativo se 
aplica a la absorción. Verifique también que cuando 
hv C. 2Mc^ y AE = E.^-E^ la ecuación anterior se puede 
escribir como hv = A£(l ± AEIlMc^). 

31.25 Calcule la longitud de onda de bremsstráhlung más 
corta que se observa cuando un electrón acelerado a través de 
una diferencia de potencial de 40 kV es frenado súbitamente en 
el ânodo de un tubo de rayos X. 
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Cuando la luz se propaga en una fibra 
delgada transparente, sufre 
muchas reflexiones internas en la 
superfície de la fibra hasta que sale por 
el otro extremo. Las fibras ópticas 
permiten la transmisión de luz a 
grandes distancias, siguiendo 
trayectorias curvas con poca 
absorción de energia. Al combinar 
fibras ópticas en racimos, es posible 
la transmisión de una imagen. 
(Fotografia por cortesia de 
ISA/SPEX Industries, Inc.) 
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32.1 Iníroducción 

La velocidad de propagación de las ondas depende de ciertas propiedades físicas dei medio a través 
dei cual se propagan. Por ejemplo, la velocidad de las ondas elásticas depende de la permitividad y 
la permeabilidad de la sustancia por la que avanzan. 

El hecho de que la velocidad de propagación de una onda dependa de las propiedades dei 
medio en el cual se propaga da lugar a los fenómenos de reflexión y refracción, que ocurren 
cuando una onda encuentra la superfície que separa dos médios en los que la onda se propaga con 
velocidad distinta. La onda reflejada es una onda nueva que regresa por el medio a través dei cual 
se propagó la onda incidente. La onda refractada es la que se transmite al segundo medio. La 
energia de la onda incidente se divide entre las ondas reflejada y refractada. En muchos casos la onda 
reflejada recibe la mayor parte de la energia, como en el caso de la reflexión en un espejo. En otras 
ocasiones, la onda refractada se lleva la mayor parte de la energia. 

32.2 Rayos y superfícies de onda 

En la figura 32.1 vemos que podemos dibujar una serie de líneas L, L', L",... perpendiculares a las 
superfícies de onda S, S', S",.... Estas líneas se conocen como rayos y corresponden a las líneas de 
propagación de la energia y el momentum de la onda. Debemos observar que la relación geométrica 
entre los rayos y las superfícies de onda es parecida a la relación entre líneas de fuerza y superfícies 
equipotenciales. A los puntos de onda de superfícies distintas unidos por un mismo rayo, como a, 
a', a", o b, b\ b" se les conoce como puntos correspondientes. El tiempo que tarda la onda para ir 
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Figura 32.1 Rayos y 
superfícies (k onda. 



Figura 32.2 Ondas planas, 
esféricas y de forma arbitraria, 
con algunos de sus rayos. 5: 
superfície de onda. R: rayos. 



de la superfície Sa la 5" debe ser el mismo a lo largo de cualquier rayo. Por tanto, las distancias 
aa", bb", cc”, etc., deben depender de la velocidad dei movimiento ondulatorio en cada punto. 

En un medio homogéneo e isótropo, en el que la velocidad es la misma en todos los puntos 
y todas las direcciones, la separación entre dos superfícies de onda debe ser la misma para todos los 
puntos correspondientes. Otro hecho importante es que 

en un medio homogéneo e isótropo, los rayos son líneas rectas, 

debido a que la simetna requiere que no haya razón para que los rayos se desvíen en una dirección o la 
otra. Hemos ilustrado este hecho para ondas planas y esféricas en los incisos (a) y (b) de la figura 32.2. 

Consideremos ahora el caso en que una onda se propaga por una sucesión de médios homo¬ 
géneos isótropos distintos. Al cruzar la frontera entre cada dos médios, la dirección de propagación 
puede cambiar (esto es, los rayos pueden cambiar de dirección) como resultado de uná‘ modifíca- 
ción de las superfícies de onda; pero mientras se desplazan por un medio dado, los rayos seguirán 
siendo líneas rectas perpendiculares a las superfícies de onda. Sea S (Fig. 32.3) una superfície de 
onda que está en el primer medio. Entonces podemos trazar dos rayos /?, y /?2 perpendiculares a S. 
Las superfícies de onda sucesivas en ese mismo medio deben ser perpendiculares a R^y /? 2 - Si 
después de que la onda pasa por todos los médios diferentes observamos una nueva superfície de 
onda S', tenemos que los rayos R'iy Rj, que son continuación de i?, y Rj, son también perpendiculares 
a S'. En otras palabras, la relación de ortogonalidad entre rayos y superfícies de onda se conserva a 
través de todo el proceso de propagación de las ondas. 


Figura 32.3 Rayos 
correspondientes en ondas 
incidentes y emergentes. 
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313 Keflexión y refracción de ondas planas 

Consideremos una onda plana que se propaga en el medio (1) en la dirección dei vector unitário u. 
(Fig. 32.4). La experiencia indica que, cuando la onda alcanza la superfície plana que separa al 
medio (1) dei (2), se transmite una onda al medio (2) y otra onda es reflejada en el medio (1). Éstas 
son las ondas refractada y reflejada, respectivamente. Cuando la dirección de incidência no es 
perpendicular a la superfície AB, la observación muestra que las ondas refractadas se propagan en 
la dirección indicada por el vector unitário u^, que es distinto de m j, y las ondas reflejadas se propa¬ 
gan en la dirección indicada por u\, que es simétrico a con respecto a la superfície AB. En la 
fígura 32.5 se indica la situación correspondiente para los rayos incidente, refractado y reflejado. 
Los ângulos 6^ y d\ que forman los rayos con respecto a la normal a la superfície están 
relacionados mediante las siguientes leyes comprobadas experimentalmente: 

1. Las direcciones de incidência, refracción y reflexión se encuentran en un mismo plano, 
normal a la superfície de separación y que, por tanto, contiene a la normal N a /a superfície. 

2. El angulo de incidência es igual al de reflexión. Esto es, 

6; = d[ (32.1) 


3. El cociente dei seno dei ângulo de incidência entre el seno dei ângulo de refracción es 
constante (ley de Snell). Esto es 


sen Q. 
sen e. 


= n2i 


(32.2) 


A la constante «21 se le conoce como índice de refracción dei medio (2) con respecto al medio (1). 
Su valor numérico depende de la naturaleza de la onda y de las propiedades de los dos médios. 

Estas leyes son válidas aun cuando las ondas y la superfície de separación no sean planas, 
debido a que en cada punto existe una sección limitada de la superfície que se puede considerar 
como plana y los rayos en ese punto se comportan segün las ecuaciones 32.1 y 32.2. 

Cuando n 2 i > 1, sen 0j > sen 0^ y, por tanto, 0.^ > 9^, lo que indica que el rayo refractado está 
más próximo a la normal que el incidente (Fig. 32.6(a)), mientras que si n 2 i >1, entonces < 0, y 
el rayo refractado está más alejado de la normal que el rayo incidente (Fig. 32.6(b)). 

Cuando «21 < 1’ ângulo de incidência para el cual sen 0j = n 2 j. Entonces la ecuación 
32.2 da sen 6^=10 0^.= rdl, lo que indica que el rayo refractado es paralelo a la superfície (Fig. 32.7). 
El ângulo se conoce entonces como ángulo crítico y se designa con A. Por consiguiente 


sen X — n2i («21 < 1 ) 


(32.3) 


Ondas 

incidentes 


Ondas 

reflejadas 


( 1 ) 







\ 


/% / /\/\ ^ ^r'\ 


( 2 ) 



Ondas refractadas 



Figura 32.4 Ondas planas incidente, reflejada y refractada. 


Figura 32.5 Rayos incidente, reflejado y refractado. 
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I I 

I I 



(a) (b) 


Figura 32.6 Rayos refractados para Uji > 1 y ”21 Figura 32.7 La reflexión total ocurre cuando 

Hj, < 1 y 6, es mayor que el ângulo crítico X. 


Si 0j > A O sen > «21» entonces sen > 1, lo cual es imposible. Por tanto, cuando «21 > 1 y ©1 
ângulo de incidência es mayor que el ângulo crítico no hay rayo refractado, sólo reflejado. Décimos 
entonces que hay una reflexión total. Esta situación se puede producir, por ejemplo, cuando la luz 
pasa dei agua o dei vidrio al aire. Estrictamente hablando, existe una onda que se propaga en el 
segundo medio paralela a su superfície, pero la amplitud de la onda disminuye rapidamente con la 
distancia y la onda se ve confínada en una capa muy delgada a lo largo de la superfície. 

La reflexión total tiene varias aplicaciones en el diseno de instrumentos ópticos, pero 
quizá la más importante es en la transmisión de sehales en flbras ópticas, las cuales se analiza- 
rán en la sección 34.8. 

Si Pj y Ü 2 son las velocidades de propagación de la onda en las sustancias, se demuestra más 
adelante que el índice relativo de refracción está dado por 

n2i=- (32.4) 

Tomemos un medio como referencia y sea c la velocidad de propagación de la onda en dicho 
medio. El índice absoluto de refracción de cualquier medio se define como 

n = - (32.5) 

V 

Para ondas electromagnéticas, el medio de referencia es el vacío y, por tanto, c « 3 x 10^ m s“^ 
según se vio en la sección 29.6, de modo que n = (e^^)'^' 

Considerando dos sustancias cualesquiera, tenemos entonces que 


rh 

«1 


c Pi 


(32.6) 


de manera que el índice de refracción relativo de dos sustancias es igual al cociente de sus índices 
absoluto de refracción. Por tanto, resulta suficiente medir los índices absoluto de las sustancias más 
importantes ya que, por combinación, podemos obtener todos los otros índices de refracción posibles. 

Mediante la relación 32.6 podemos escribir la ley de Snell, ecuación 32.2, de la manera más 
simétrica y conveniente 


n^sen 6-^ = «2 sen 6^ 


(32.7) 


que sólo necesita índices absoluto de refracción. 


Demostración de las leyes de reflexión y refracción 

Las tres leyes de reflexión y refracción se pueden justificar también de manera teórica, mediante los conceptos de propagación de 
onda y rayos. Como el rayo incidente y la normal determinan un plano, y no existe una razón a priori para que los rayos reflejado 
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Figura 32.8 Verificación de 
las leyes de reflexión y 
refracción. 


y refractado se salgan de este plano, concluimos que todos los rayos deben estar en el mismo plano que incluye a la normal, como 
lo requiere la primera ley. 

Para demostrar las leyes segunda y tercera, tomemos dos rayos incidentes y /?2 (Fig. 32.8) que son paralelos, pues las 
ondas incidentes S son planas. El rayo incide en la interfaz en A y el rayo /?2 en B'. Como la situación geométrica es la misma 
en A y B', concluimos que los rayos refractados /?í y R 2 , así como los reflejados /?í y R 2 , son también paralelos. Puesto que R^ y i ?2 
se escogieron de manera arbitraria, tenemos que las ondas refractada y reflejada S' y S" son también planas porque deben ser 
perpendiculares aí conjunto correspondiente de rayos paralelos, como lo exigen los requisitos de ortogonalidad. 

Consideremos ahora las siguientes superfícies de onda: AB en la onda incidente, A'B' en la onda refractada y A''B' en la 
reflejada. Los rayos entre puntos correspondientes de las superfícies de onda deben recorrerse en tiempos iguales. Sea t el tiempo 
que toma la onda incidente S para pasar de JB a a lo largo dei rayo R 2 con velocidad v^. En el mismo tiempo, la onda refractada 
S' se mueve a lo largo de /?" de A a A' con velocidad V 2 , y la onda reflejada S" se mueve a lo largo de R\' de A a A" con velocidad 
yj. Entonces BB" = v^t, AA' = y AA" = y, dela geometria de la figura, 


sen 6i = 


BB' _ Ují 

ÃÍ'~ÃB'’ 


sen 6^ = 


AA' 

ÃB' 


V2t 

ÃF’ 


sen 0 '^ = 


A A" 


Vit 

ÃF 


Comparando la primera y tercera relaciones, sen 0j = sen Ô^= que es la ley para la reflexión, ecuación 32.1. Dividiendo 
la primera relación entre ia segunda tenemos 


sen 0. V]_ 

- “- ^21 

sen 0^ V 2 

que es la ley de Snell, ecuación 32.2, en concordância con la ecuación 32.4. 


EJEMPLO 32.1 

Transmisión de una onda a través de un medio limitado por dos planos paralelos. 

I> Consideremos una placa de grosor a y un rayo AB (Fig. 32.9) cuyo ângulo de incidência es 6^. En este 
caso no es necesario tomar en cuenta el rayo reflejado. El ângulo de refracción es 0^, correspondiente al 
rayo refractado BC. Mediante la relación 32.7, tenemos que n j sen 6^ = n 2 sen 6^. En C la refracción es dei 
medio (2) al medio (1) con un angulo de incidência 0^, de manera que la ecuación 32.7 da n 2 sen 0^ = 
sen 0[. Comparando ambas relaciones obtenemos sen 9.^ = sen o 9-^ =9\, que demuestra que el rayo 


n\ 



Figura 32.9 Propagación de 
un rayo a través de una placa 
paralela. 
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emergente CD es paralelo al incidente AB, pero el rayo sufre un desplazamiento lateral. De la figura 32.9 
se puede verificar también que el desplazamiento lateral dei rayo es 

sen(0i-0J 
d = a -- 


Se puede comprobar que, si en lugar de una, hay varias placas paralelas de diferentes máteriales, los 
rayos incidente y emergente siguen siendo paralelos. 



32.4 ieflexiôn y rifracclén de @ndas esféricas 


Cuando las ondas esféricas generadas en una fuente puntual O inciden sobre una superfície plana S, 
se producen dos nuevos conjuntos de ondas: las reflejadas y las refractadas o transrhitidas, como se 
muestra en la figura 32.10. Para seguir el rastro de las ondas reflejadas y refractadas es necesario 
dibujar muchos rayos. Las superfícies de onda correspondientes son perpendiculares a los rayos. 
En la figura 32.10 dibujamos un conjunto de tales rayos en B, suponiendo n^>l. Según las leyes (2) 
y (3) para reflexión y refracción, tenemos 


Cuando se extiende hacia atrás hasta el medio (2), el rayo reflejado BD intersecta a la normal 
extendida AO en el punto I'. Como VAB y OAB son triângulos rectángulos y los ângulos en O e / 
son iguales, tenemos'que AO = Aí. Como B es un punto arbitrário, concluimos que 

todos los rayos reflejados pasan por un punto í simétrico a O con respecto a la superfície plana. 


El punto í se conoce como imagen de O debida a la reflexión. 

Por consiguiente, cuando las ondas esféricas inciden en una superfície plana, las ondas 
reflejadas son esféricas y simétricas con respecto a las ondas incidentes. Esta simetria era de 
esperarse en vista dei hecho de que las ondas reflejadas se propagan con la misma velocidad que las 
ondas incidentes. 

En cuanto al rayo refractado BC, vemos que cuando lo extendemos al medio (1) interseca a 
la normal O A en el punto 7, de tal modo que tan 9^ = ABIAI y tan = ABIAO. Así pues, 



Figura 32.10 Ondas esféricas incidentes, reflejadas y refractadas. 


Figura 32.11 ' Refracción de los rayos que provienen de 
una fuente puntual. Los rayos refractados, cuando se 
extienden hacia atrás, no se intersectan en un solo punto. 
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donde se utilizo la ley de Snell en la última relación. El cociente cos 0j/cos no es constante, de 
forma que la distancia Aí depende dei ângulo de incidência 0j. Por consiguiente, no todos los rayos 
refractados pasan por el mismo punto. Concluimos entonces que cuando las ondas esféricas inci- 
den en una superfície plana, las ondas refractadas no son esféricas. 

Como los rayos refractados no pasan por un solo punto, no forman una imagen puntual de O 
como lo hacen los rayos reflejados. Los rayos refractados se intersectan en vários puntos a lo largo 
de la normal OA, así como en una superfície cónica llamada cáustica, mostrada en la fígura 32.11. 

El punto a, formado ppr la intersección de los rayos menos inclinados, puede encontrarse fácilmen¬ 
te, pues en tal caso los ângulos 0j y 9^ de la fígura 32.10 son muy pequenos y podemos sustituir los 
cosenos por la unidad en la ecuación 32.8; entonces 


AI ^ n2i(AO) 

que sólo es válida para ângulos de refracción pequenos. 


(32.9) 


32.5 Reflexión y transmisión d@ ondas fransversoles en una cuerda 

Cuando una onda llega a la superfície que separa dos médios diferentes, la energia de la onda se 
divide entre las ondas reflejada y refractada. El análisis dei caso general es bastante complejo. Por 
tanto, para ilustrar los puntos principales, analizaremos el caso sencillo de ondas que se propagan a 
lo largo de dos cuerdas diferentes que tienen un extremo común y están sujetas a la tensión T. 

Consideremos dos cuerdas (1) y (2) (Fig. 32.12), unidas en un punto que será nuestro 
origen de coordenadas. Supongamos que una onda armónica incidente se propaga desde la iz- 
quierda con la forma ^ 


( X 

Çj = Al sen coi t - 

V 

que es equivalente a la expresión 28.5 (véase la Preg. 28.15). La onda transmitida, que se propa¬ 
ga por la cuerda (2), es 

í ^ 

(^t = At senco t - 

\ V2 

La onda reflejada, que se propaga de regreso por la cuerda (1), es 



= A^ sen CO 



Notemos que usamos Oj para las ondas incidente y reflejada porque se propagan en el mismo 
medio, cuerda (1). 

Analizando el movimiento dei punto en el cual están unidas las cuerdas, es posible mostrar 
(véanse los cálculos al final de la sección) que las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida 
están dadas por 


At 


2V2 
Vz + 


Ai 


A.= 


^^i:^Ai 
Vz + 


(32.10) 



Figura 32.12 Ondas 
transversales en dos cuerdas 
unidas por un extremo y con 
diferentes densidades lineales. 
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Figura 32.13 Ondas 
incidente, transmitida y reflejada 
en dos cuerdas unidas y con 
diferentes densidades líneales. En 
(b) la cuerda portadora de la onda 
incidente es más densa; en (c) la 
cuerda portadora de la onda 
incidente es menos densa. 


(a) (1): 

(b) mi>m2 (1)' 

(c) mi<m 2 (1): 


Incidente 

ír 


Reflejada 

í/ 

Reflejada 


Transmitida 

Transmitida 


1 ( 2 ) 

i(2) 

i(2) 


La velocidad de propagación de las ondas transversales en una cuerda es v = según la 

ecuación 28.26, donde m es la masa por unidad de longitud, así que podemos escribir también 




2(m,)^/^ 






A. 


— (m2y^^ 
(m^y^^ + (m2) 


1/2 


A, 


(32.11) 


Los cocientes AJA.^ y AJA.^ se conocen como coeficientes de transmisión y de reflexión, respecti¬ 
vamente, y se les denota con T y R. Así 


2(mi) 


1/2 




{my^ + (m2)^^^ 


(32.12) 


Notamos que T siempre es positivo, de modo que siempre tiene el mismo signo que Aj y la onda 
transmitida siempre está en fasocon la incidente. Pero R puede ser positivo o negativo dependiendo 
de si wíj es mayor o menor que W 2 , de manera que la onda reflejada puede estar en fase o en 
oposición a la onda incidente. El segundo caso equivale a agregar un desfase (o desplazamiento de 
fase) ;r a la onda incidente. Las dos situaciones se ilustran en la figura 32.13, donde la onda inciden¬ 
te es un pulso. 


Reflexión y transmisión de ondas a lo largo de dos cuerdas unidas 

En la figura 32.12 notamos que a la izquierda de O el desplazamiento es el resultado de combinar las ondas incidente y reflejada 
o + (^. A la derecha de O el desplazamiento sólo se debe a la onda transmitida o (^. En O, o j: = 0, donde las dos cuerdas están 
unidas, el desplazamiento se puede calcular de cualquiera de las dos formas. Por tanto, + ^^ = ^^enx = 0. Usando las expresiones 
dadas para «^j, y obtenemos 


/4j + — y4( 


Si T es la tensión en las cuerdas, la fuerza bacia arriba en cualquier punto está dada por T sen a. Pero si a es pequena podemos 
sustituir sen a por tan a, que es lo mismo que T á^àx. Entonces la fuerza ejercida bacia arriba es Tdí^djc. 

Por tanto, a la izquierda de O la fuerza vertical es Tià^Jàx + di^dbc), mientras que a la derecba de O es Tá^àx. De nuevo, en 
O la fuerza bacia arriba debe ser la misma independientemente dei método de cálculo. Por tanto, como el factor T es común, tenemos 


dx 


+ 


dx 


dx 


at X = 0 


que da como resultado 


1 1 

-iA;-A,) = ~A, 

Vi V2 
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Combinando las dos relaciones entre las amplitudes obtenemos 


V2 + t^i 


, r- - ' 'fy 

\J, C ^ p < 


315ÍJOTECAÍ: 


que son las relaciones dadas en la ecuación 32.10. 

Debemos insistir en que la relación entre las tres amplitudes se obtuvo imponiendo ciertas condiciones físicas en el punto 
en el que hay un cambio abrupto o una discontinuidad en las propiedades de la cuerda, que en este caso es la masa por unidad de 
longitud. Éste es un ejemplo sencillo de un procedimiento general que se aplica siempre que hay una discontinuidad en las 
propiedades dei medio en el cual se propaga una onda. 


(32.13) 


32.6 Reflexión y refrocclón de ondas electromagnéticas 

La reflexión y la refracción de ondas electromagnéticas requieren especial atención debido a que 
implican las componentes eléctrica y magnética de la onda. Ambos campos, eléctrico y magnético, 
son perpendiculares a la dirección de propagación de cada onda, pero, además de eso, pueden tener 
cualquier orientación alrededor de ella. Denominaremos a la componente paralela al plano de 
incidência con el subíndice ny a la componente perpendicular al plano de incidência con el subíndice 
cr. Debido a la perpendicularidad de ^ y tenemos una componente asociada con una una 

asociada con una Como lo indicamos en el capítulo 29, debido a que la polarización de una 
onda electromagnética está determinada convencionalmente por la dirección dei campo eléctrico, 
hemos indicado las componentes de y en la figura 32.14 para el caso de polarización en el plano 
de incidência, y en la figura 32.15 para el caso de p^olarización perpendicular al plano de incidên¬ 
cia. Las flechas en cada caso indican las direcciones consideradas positivas para las componen¬ 
tes El caso general es una combinación de ambas polarizaciones. 

Las ecuaciones de Maxwell proporcionan ciertas relaciones entre las componentes paralela 
y perpendicular de los campos eléctrico y magnético, a ambos lados de la interfaz (o superfície de 
separación) de dos médios. Estas relaciones, a su vez, dan lugar a relaciones entre las componentes 
dei campo eléctrico de las ondas incidente, reflejada y transmitida, de manera parecida al caso de 
una cuerda. A partir de ellas es posible calcular los coeficientes de reflexión y transmisión, que depen¬ 
deu de si la onda incidente está polarizada paralela o perpendicularmente al plano de incidência. 

Existe un caso importante en que, independientemente de la polarización de la onda inci¬ 
dente, la onda reflejada está totalmente polarizada con el campo eléctrico perpendicular al plano de 
incidência, fenómeno conocido como polarización por reflexión. Esta situación se ilustra en la 


Interfase 


Plano de incidência 



Interl 



Figura 32.14 Campos eléctrico y magnético de Ias 
ondas electromagnéticas incidente, reflejada y refractada, 
para polarización paralela al plano de incidência. 


Figura 32.15 Campos eléctrico y magnético de las 
ondas electromagnéticas incidente, reflejada y refractada, 
para polarización perpendicular al plano de incidência. 
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Figura 32.16 Polarización por reflexión de una 
onda electromagnética. 


Rayos reflejados 



Figura 32.17 Polarización de una onda 
electromagnética mediante refracciones sucesivas. 


figura 32.16, en donde sólo se indican las componentes dei campo eléctrico; por simplicidad, he¬ 
mos omitido las correspondientes componentes dei campo magnético. 

Se puede demostrar que la polarización por reflexión se presenta cuando los rayos reflejado 
y refractado son perpendiculares. Esta afirmación se conoce como ley de Brewster. Al correspon- 
diente ângulo de incidenpia, se le llama ângulo de polarización. 

En la figura 32.16 vemos que, en este caso, 0^ + nll + 0' = 0^ + 0' = 7 íI2. Así, sen 

= COS 0' = COS 0j, pues 0' = 0j. En consecuencia, la ley de Snell, sen 0j/sen 0- = «21 queda 
como sen 0/cos 0j = «21 o 

tan0i = n2i (32.14) 

que expresa el ângulo de polarización en términos dei índice de refracción relativo, resultado que se 
ha confirmado experimentalmente. 

Se puede demostrar también que la onda refractada nunca se puede polarizar completamen¬ 
te. Sin embargo, si una onda electromagnética se transmite por un conjunto de placas paralelas 
adyacentes (Fig. 32.17), con un ângulo de incidência igual al de polarización, la componente per¬ 
pendicular dei campo eléctrico tiende a irse con la onda reflejada cada vez que la onda cniza de una 
placa a la siguiente. Por tanto, la onda refractada está polarizada parcialmente y el campo eléctrico 
oscila en el plano de incidência. 

Además, la onda transmitida está siempre en fase con la incidente. Sin embargo, la onda 
reflejada puede estar en fase con la incidente o tener un desfase k con respecto a ella. 

32.7 Propagacíón de ondas electromagnéticas en un medio anisótropo 

Cuando una onda transversal se propaga en un medio anisótropo, la velocidad de propagación de la 
onda puede depender de las direcciones de polarización y de propagación de la onda. Esto es parti¬ 
cularmente cierto en el caso de las ondas electromagnéticas (que son las únicas que veremos en esta 
sección). La tendencia a la polarización (o polarizabilidad) de la mayoría de las moléculas no es la 
misma en todas las direcciones. Como las moléculas de los gases y de los líquidos están orientadas 
al azar, esta dependencia respecto de la polarizabilidad a la dirección no da lugar a ningún efecto 
observable. Por tanto, el medio se comporta a nivel macroscópico, como si fuera isótropo, a menos 
que se apliquen intensos campos eléctricos y magnéticos estáticos que tiendan a orientar a las 
moléculas en una dirección fija. En un sólido cristalino, la orientación de las moléculas está más o 
menos “congelada” por la acción de los campos eléctricos locales de la red cristalina; esto es, no 
son libres de girar alrededor de su posición de equilibrio dentro de la red cristalina. Así, en general, 
las propiedades dei cristal dependen de la dirección en la que se miden. Dependiendo de su estruc- 
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íura y distribución molecular, los sólidos cristalinos se pueden comportar ópticamente como mé¬ 
dios isótropos o anisótropos. 

El hecho de que la polarizabilidad dei medio no sea la misma en todas las direcciones 
significa que, en general, el campo de polarización ^ no tiene la misma dirección que el campo 
eléctrico ê. Sin embargo, existe al menos un conjunto de tres direcciones perpendiculares, conoci- 
das como ejes principales, característicos de cada sustancia, a lo largo de los cuales ^ y son 
paralelos. Al orientar los ejes coordenados XYL paralelamente a los ejes principales, tenemos que 
cada uno de éstos corresponde a una permitividad diferente y, por tanto, a un índice de refracción 
diferente, que se conocen como índices principales y se denotan con «j, n^, riy 

Tanto la experimentación como la teoría (basada en las ecuaciones de Maxwell) muestran 
que, cuando una onda electromagnética penetra en una sustancia anisótropa, se divide en dos 
ondas polarizadas perpendicularmente entre sí que se propagan con diferente velocidad de fase y, 
por tanto, tienen diferentes índices de refracción. Esta situación da lugar al fenómeno de dobie 
refracción o birrefringencia. Cuando un haz de luz incide en un material anisótropo, el rayo 
incidente se divide en dos rayos refractados, cada uno a lo largo de una diferente dirección y con 
polarizaciones distintas. Si la luz transmitida incide en una pantalla, se observan dos imágenes 
en lugar de una (Fig. 32.18). 

En médios isótropos los tres índices principales de refracción son iguales: «j = «2 “ 
índice de refracción es el mismo en todas direcciones y no se presenta la doble refracción. Los 
cristales cúbicos, así como la mayoría de los sólidos no cristalinos, se comportan de este modo. 

Cuando dos índices principales son iguales, pongamos « 2 =dirección correspondiente 
al otro índice, «j, se conoce como eje óptico; es un eje de simetria dei cristal. Por tal razón, a estas 
sustancias se les llama cristales uniaxiales. Aeste gi;upo pertenecen los sistemas cristalinos trigonal, 
hexagonal y tetragonal. 

En este caso podemos definir dos ondas: la ordinaria y la extraordinária. La onda ordinaria 
está polarizada linealmente en dirección perpendicular al plano determinado por la dirección de 
propagación y el eje óptico, y se propaga en todas direcciones con la misma velocidad - dn^ 

Así, se comporta como una onda en un medio isótropo y por ello se le llama ordinaria. La onda 
extraordinária está polarizada linealmente en el plano determinado por la dirección de propaga¬ 
ción y el eje óptico; pero su velocidad depende de la dirección de propagación y varía entre y 
(correspondiente a un índice de refracción entre /ij y «])• A lo largo dei eje óptico, las ondas ordina¬ 
ria y extrordinaria se propagan con la misma velocidad V 2 . Esto puede considerarse como otra 
definición dei eje óptico: es aquella dirección a lo largo de la cual sólo hay una velocidad de propaga¬ 
ción sin importar la polarización de la onda. 

En el caso general en que los tres índices son diferentes, hay dos direcciones para las que la 
velocidad de propagación de las dos ondas polarizadas son iguales, y se conocen también como ejes 
ópticos. Estas sustancias se conocen como biaxiales y a ellas pertenecen los sistemas cristalinos 


Figura 32.18 Un haz estrecho 
de luz no polarizada puede 
dividirse en dos al pasar por un 
cristal birrefringente. Si se hace 
girar el cristal, el haz extraor 
dinario gira alrededor dei haz 
ordinário. Los dos haces están 
polarizados linealmente en 
direcciones perpendiculares. 
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Sustancia 

"1 

"2 

^3 

Uniaxial 

Apatita 

1.6417 

1.6461 


Calcita 

1.4864 

1.6583 


Cuarzo 

1.5533 

1.5422 


Zirconio 

1.9682 

1.9239 


Biaxial 

Aragonita 

1.5301 

1.6816 

1.6859 

Yeso 

1.5206 

1.5227 

1.5297 

Mica 

1.5692 

1.6049 

1.6117 

Topacio 

1.6155 

1.6181 

1.6250 


*Para luz de sodio, A = 5.893 x 10*’ m. 


ortorrómbico, monoclínico y triclínico. En la tabla 32.1 aparece una lista de los índices de refrac- 
ción de algunos materiales uniaxiales y biaxiales. 

Muchas sustancias que normalmente son isótropas se vuelven anisótropas cuando se les so- 
mete a tensiones o presiones o a intensos campos eléctricos y magnéticos estáticos. En todos los casos la 
anisotropía de las sustancias se debe a la orientación parcial de las moléculas, resultado de las tensiones 
o de la acción de los campos. La anisotropía inducida es útil para analizar el comportamiento de mate¬ 
riales bajo tensión o cqmpresión. 


EJEMPLO 32.2 

Cálculo de la diferencia de fase entre las ondas ordinaria y extraordinária y el estado de polarización de 
la onda emergente cuando una onda polarizada linealmente incide perpendicularmente sobre una placa 
delgada de material uniaxial (cuarzo, por ejemplo), cuyas caras están cortadas paralelas al eje óptico. 


En la figura 32.19 se muestra el dispositivo experimental. La placa de cristal se coloca con su eje óptico 
horizontal y su dirección se ha designado con Y. La dirección perpendicular Z corresponde a la polariza¬ 
ción dei rayo ordinário. Supongamos que una onda polarizada linealmente, con el campo eléctrico for¬ 
mando un angulo a con respecto al eje Y, incide normalmente sobre la placa. Entonces podemos escribir 
ê = sen(íüí - kx) para el campo eléctrico de la onda incidente. 

Cuando la onda incidente polarizada linealmente penetra en el cristal, se divide en dos ondas 
cuyos campos eléctricos están paralelos a los ejes Y y Z,y que correspondeu a las ondas ordinaria y 
extraordinária. Como sus velocidades de propagación son y, = c/«j y tonemos que 


k 


(O 

1 ~ 


COfli 

c 



y 


kl 


ü) corii ^ 
______ m 


donde k = (olc = litlX y A es la longitud de onda en el vacío. Por tanto, después de que las ondas han 
recorrido el grosor d, los respectivos campos eléctricos están representados por las expresiones 


iy = ÍQyScn{wt — kid) y ^2 = (fozSen(cüí —/c 2 íi) 


dando como resultado una diferencia de fase entre las dos ondas de 
ô = (/ci -/cjjíí =/c(«i - «aJa =-j- 

A ■ 

Después de cruzar la placa anisótropa las dos ondas se recombinan y forman una sola. De acuerdo con 
nuestro análisis de la sección 10.9, concluimos que, debido a la diferencia de fase, la onda transmitida en 
general estará polarizada elípticamente. Los ejes de la elipse serán paralelos a los ejes K y Z, si 5 es un 
múltiplo impar de nH o si 
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(«1 — « 2 )^ =entero impar x 


La onda transmitida estará polarizada linealmente si 5 es múltiplo de ;ro si 


(rii — n 2 )d = entero x 


Ã 


En este caso, si el entero es par, la onda transmitida está polarizada linealmente en el mismo plano que la 
onda incidente, pero si el entero es impar, está polarizada en un plano simétrico con respecto al plano XZ. 
Las placas correspondientes a las dos condiciones recién senaladas se conocen como placa de cuarto de 
onda y placa de media onda, respectivamente. Estos tipos de placas se utilizan en el análisis de luz 
polarizada. 


EJEMPLO 32.3 

Un rayo de luz incide en un cristal de calcita cortado de tal manera que su superfície es paralela al eje 
óptico. Calcular la separación angular entre los rayos ordinário y extraordinário, suponiendo que el 
plano de incidência es perpendicular al eje óptico y que el ângulo de incidência es de 50°. 

O Cuando la onda se propaga en dirección perpendicular al eje óptico, los rayos ordinários se propagan con 
velocidad V 2 , que corresponde al índice de refracción n 2 , y los extraordinários con velocidad Uj que 
corresponde al índice de refracción n^. Por tanto, según la ley de Snell y usando los índices principales 
de refracción, dados en la tabla 32.1, tenemos 


sen Oi 
sen Oq 


1.6583 


sen 0. 


sen 6 


i = = 1.4864 


Dado que 0. = 50°, obtenemos 0^ = 27° 30’ y 0^ = 31° 5'. La separación angular de los dos rayos es, 
entonces, 0.-0^ = 3° 35'. 


EJEMPLO 32.4 

Variación en la intensidad cuando las ondas electromagnéticas polarizadas linealmente son observadas 
por el dispositivo de polarización conocido como analizador. 

Consideremos la figura 32.20. El analizador es un dispositivo que sólo transmite una onda cuyo campo 
eléctrico es paralelo a su &'}eAA'. Cuando el cjcAA' dei analizador forma un ângulo Ocon el cam¬ 
po eléctrico de una onda incidente polarizada linealmente, transmite sólo la componente êS cos 0. 
Por tanto, como la intensidad de la onda es proporcional al cuadrado dei campo eléctrico, tenemos la 
relación / = /q cos^ 0, en la que es la intensidad de la onda incidente e / la de la transmitida. Cuando 


Figura 32.19 Cambio de 
polarización de una onda 
electromagnética después de 
cruzar una placa paralela 
de un cristal uniaxial. 
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Figura 32.20 Cambio en la 
intensidad de la luz polarizada 
linealmente al cambiar la 
orientación dei analizador. 



0 = 0 O ;r, la intensidad de la luz transmitida es máxima; cuando d=7d2o ItúI, la intensidad es cero. Por 
consiguiente, al girar el analizador la intensidad de la onda transmitida fluctúa entre 0 e 1^. 

Esta fluctuación en la intensidad proporciona un medio para determinar si una onda electromag¬ 
nética está polarizada o no. Para ondas no polarizadas o de polarización circular, no se observa fluctua¬ 
ción en la intensidad al girar el analizador. Para ondas polarizadas elípticamente, la onda transmitida 
fluctúa entre un valor mínimo y uno máximo. Estos dos extremos se obtienen cuando el analizador es 
paralelo al eje mayor o menor de la elipse. 


32.8 R 


en 


Cuando una onda electromagnética penetra en un conductor, tal como un metal o un gas ionizado, 
se atenda rápidamente y se hace prácticamente cero después de penetrar una corta distancia. La 
atenuación es resultado de la disipación de la energia de la onda al poner en movimiento a los 
electrones de la banda de conducción. 

Esta situación explica dos hechos importantes concemientes a los conductores. Uno es su 
opacidad, que es resultado de la intensa absorción de las ondas electromagnéticas, de modo que no 
se transmite ninguna onda por el conductor, a menos que sea una capa muy delgada. Por tanto, los 
conductores son excelentes para aislar una región de ondas electromagnéticas externas. (Esto se 
hace, por ejemplo, rodeando una región con una red metálica.) El otro hecho es la gran reflectancia 
de los conductores, debida a que sólo una pequena fracción de la energia de la onda incidente 
penetra en el conductor y la mayoria de la energia se va con la onda reflejada. 

Una capa ionizada de gas puede actuar también como conductor y reflejar las ondas electro¬ 
magnéticas que inciden sobre ella. Este principio se utiliza, por ejemplo, en la comunicación por 
radio, para transmitir una senal de radio alrededor de la Tierra. La senal se refleja de regreso a la 
Tierra cuando alcanza una capa altamente ionizada de la atmósfera, conocida como ionosfera, que 
está a aproximadamente 100 km sobre la superfície terrestre. De esta forma es posible la comunica¬ 
ción entre los puntos Ay B, algo que no puede lograr una onda que se propaga en linea recta entre 
los dos puntos (Fig. 32.21). Sin embargo, los sistemas de comunicación moderna dependen más de 
una red de satélites geoestacionarios que reciben y transmiten las ondas que vienen de tierra, como 
lo mencionamos en el capitulo 12. 


, 1 


Figura 32.21 Reflexión de 
ondas de radio en Ia ionosfera. 


Ionosfera 

k ' 
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PREGUNTÂS 

32.1 ^Puede un medio ser (a) homogéneo e isótropo, 

(b) homogéneo y anisótropo, (c) heterogéneo e isótropo, 

(d) heterogéneo y anisótropo? Dé ejemplos de sus respuestas. 

32.2 ^Cuál es la condición para la reflexión total en una 
superfície de separación entre dos médios? 

32.3 ^Cuál es la condición para la polarización total por 
reflexión? Defina la polarización por reflexión. 

32.4 Dado un medio anisótropo, ^por qué el vector de 
polarización no es necesariamente paralelo al campo eléctrico? 

32.5 ^Cuáles de las siguientes propiedades de una onda 
varían y cuáles no en la refracción? (a) Frecuencia, (b) longitud 
de onda, (c) velocidad de fase, (d) estado de polarización, 

(e) dirección de propagación. Explique la respuesta en cada caso. 

32.6 Represente gráficamente las fluctuaciones de la 
intensidad de la luz polarizada linealmente que se transmite por 
un analizador, como función dei ângulo de rotación dei 
analizador. 

32.7 ^Cómo se puede saber si un haz de luz está 

(a) polarizado linealmente, (b) polarizado circularmen^e, 

(c) polarizado elípticamente y (d) no polarizado? 

32.8 Un haz de luz está polarizado circularmente. Si se le 
observa por un analizador, ^cómo varfa la intensidad de la luz 
transmitida con respecto al angulo de rotación? ^Qué tipo de 
polarización tiene la luz transmitida? 


PROBLEMAS 

32.1 Se ha propuesto la siguiente regia para construir el rayo 
refractado (Fig. 32.22); en el punto de incidência se dibujan dos 
círculos de radio 1 y n (usando unidades arbitrarias). El rayo 
incidente se extiende hasta que interseca al círculo de radio 1. 
Por el punto de intersección se dibuja una perpendicular a la 
superfície y se encuentra la intersección de ésta con el círculo de 
radio n. El rayo refractado pasa por este último punto. 

(a) Justifique la regia, (b) Dibuje el caso en que n = 1.5 y el 
ângulo de incidência í es de 60°. (c) Repita el ejercicio para 
n = 0.80 con un ângulo de incidência de 30°, y para 60°. 
Compruebe sus resultados mediante la ley de Snell. 



32.9 Responda la pregunta 32.8 para luz polarizada ehpticamente. 

32.10 Dos dispositivos de polarización se coiocan con sus ejes 
perpendiculares entre sí. ^Se transmite alguna luz? Un tercer 
dispositivo de polarización se inserta entre los dos primeros. 
Describa la variación de la intensidad de la luz transmitida como 
función de la orientación angular dei dispositivo intermédio 
cuando el sistema se ilumina con luz no polarizada. 

32.11 Investigue el uso de la fotoelasticidad en el análisis de la 
deformación elástica de materiales con distintas formas 
sometido a tensiones o presiones. 

32.12 Investigue algunas de las aplicaciones prácticas de la 
luz polarizada. 

32.13 Algunas sustancias, conocidas como ©ptlcamente 
activas, giran el plano de polarización de la luz plana polarizada. 
Algunas giran el plano hacia la derecha (dextro) y otras hacia la 
izquierda (levo). Haga una lista de sustancias dextro y levo 
activas. El ângulo de rotación es proporcional a la distancia 
recorrida por la luz a través de la sustancia. Investigue, mediante 
un polarizador y un analizador, cómo se puede determinar el 
ângulo de rotación. El dispositivo se conoce como polarímetro. 

32.14 Renaítase a la pregunta anterior. Una solución que 
contiene azúcar es ópticamente activa. El ângulo de rotación 
para una distancia dada es proporcional a la concentración de 
azúcar. Investigue cómo, midiendo el ângulo de rotación, se 
puede determinar la concentración de azúcar. 


32.2 Una placa de vidrio (n = 1.6) con lados paralelos tiene 

8 cm de grueso. (a) Calcule el desplazamiento lateral de un rayo 
de luz cuyo ângulo de incidência es de 45°. (b) Use el método 
dei problema 32.1 para dibujar la trayectoria dei rayo. 

32.3 Un rayo de luz forma un ângulo de incidência 

de 35° sobre una placa de vidrio cuyo índice de refracción 
es 1.3 y que tiene 6 Cm de grueso. Directamente por 
debajo de ésta se encuentra otra placa cuyo índice de refracción 
es 1.5. (a) ^Cuáles son los ângulos de incidência y 
de refracción en la frontera entre las dos placas y a la 
salida de la segunda? (b) Si la segunda placa tiene 
5 cm de grueso, determine el desplazamiento lateral 
total dei rayo después de que emerge dei sistema. 

32.4 Un rayo de luz incide sobre una cuna de vidrio 
con n = 1.6. (Véase la Fig. 32.23.) Calcule el ângulo 
mínimo a, de modo que haya una reflexión total en la 
segunda superfície. 


Figura 32.22 
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Figura 32.23 

32.5 Para la situación analizada en la sección 32.5, verifique 
que la suma de la intensidad de la onda transmitida y la de la 
onda reflejada es igual a la intensidad de la onda incidente. 
^Cuál es el significado físico de este resultado? 

32.6 Se unen dos cables de cobre y acero dei mismo radio, 

formando un cable más largo. Halle T y R en la unión para 
ondas que se propagan por el cable. Haga el radio igual a 1 mm. 
Suponiendo que la onda incidente tiene una frecuencia de 10 
Hz, que la amplitud es de 2 cm y que la tensión es de 50 N, 
escriba las ecuaciones para las ondas incidente, reflejada y 
transmitida. (La densidad dei cobre es de 8.89 x 10^ kg m“^ y 
dei acero de 7.80 x 10^ kg m“ ^.) ^ 

32.7 El índice de refracción de una pieza de vidrio es de 1.50. 
Calcule los ângulos de incidência y de refracción cuando la luz 
reflejada por el vidrio está completamente polarizada. 

32.8 El ângulo crítico de la luz en cierta sustancia es de 45°. 
^Cuál es el ângulo de polarización? 

32.9 (a) Calcule el ângulo al cual debe estar el Sol por 
encima de la horizontal para que la luz reflejada por la 
superfície de un lago en calma esté totalmente polarizada. 

(b) ^Cuál es el plano dei vector en la luz reflejada? 

32.10 Un haz paralelo de luz polarizada linealmente de 
5.90 X 10"’ m de longitud de onda (en el vacío) incide en un 
cristal de calcita como en la figura 32.19. (a) Calcule la longitud 
de onda de las ondas ordinaria y extraordinária dei cristal. 

(b) Calcule también la frecuencia de cada rayo. 

32.11 Encuentre el grosor de una placa de calcita necesario 
para producir una diferencia de fase de (a) A/4, (b) A/2 y (c) A 
entre los rayos ordinário y extraordinário para una longitud de 
onda 6 x 10“^ m. 

32.12 Determine el estado de polarización de la luz 
transmitida por una placa de un cuarto de onda cuando el vector 
eléctrico de la luz incidente, linealmente polarizada, forma un 
ângulo de 30° con el eje óptico. 

32.13 Un polarizador y un analizador están orientados de tal 
forma que se transmite la máxima cantidad de luz. lA qué 
fracción de su valor máximo se reduce la iptensidad de la luz 
transmitida cuando el analizador gira (a) 30°, (b) 45°, (c) 60°, 

(d) 90°, (e) 120°, (f) 135°, (g) 150°, (h) 180°? Grafique ///^ 
para una vuelta completa dei analizador. 


32.14 Un haz de luz blanca polarizada linealmente incide 
perpendicularmente en una placa de cuarzo de 0.865 mm de 
grosor, cortada de tal modo que sus superfícies son paralelas al 
eje óptico. La distribución es parecida a la de la figura 32.19. 

El plano dei campo eléctrico forma un ângulo de 45° con el eje 
V. Los índices principales de refracción dei cuarzo para luz de 
sodio se dan en la tabla 32.1. No tome en cuenta la variación 
de Mj - /ij con la longitud de onda. (a) i,Qué longitudes de onda 
entre 6.0 x 10"^ m y 7.0 x 10“^ m salen de la placa linealmente 
polarizadas? (b) ^Cuáles salen circularmenté polarizadas? 

(c) Suponga que el haz que sale de la placa pasa por un 
analizador cuyo eje de transmisión es perpendicular al plano dei 
campo eléctrico incidente (es decir a 135° con el eje -f F). 6Qué 
longitudes de onda no se encuentran en el haz transmitido? 

32.15 Un haz de luz, después de pasar por un polarizador Pj, 
cruza por una celda que contiene un medio dispersivo. La celda 
se observa a 90° con otro polarizador, P 2 . Originalmente, los 
polarizadores están orientados de modo que la brillantez dei 
campo visto por el observador sea máxima, (a) El polarizador 
P 2 gira un ângulo de 90°. ^Se produce una extinción? (b) El 
polarizador Pj gira ahora un ângulo de 90°. ^E1 campo que pasa 
por P 2 es brillante u oscuro? (c) El polarizador P 2 se vuelve, 
entonces, a su posición original. ^E1 campo que pasa por P 2 es 
brillante u oscuro? 

32.16 Sle sabe por los experimentos que por cada gramo de 
azúcar disuelto en un cm^ de agua la rotación dei plano 

de polarización de una onda electromagnética linealmente 
polarizada es de +66.5° por cm de trayectoria (véase la Preg. 
32.13). Un tubo de 30 cm de longitud contiene una solución con 
15 g de azúcar por 100 cm^ de solución. Encuentre el ângulo de 
giro de la luz polarizada. 

32.17 Encuentre la cantidad de azúcar en un tubo cilíndrico de 30 
cm de largo y 2 cm^ de sección transversal, si el plano de polarización 
está girado 39.7°. {Sugerencia: Vea el problema anterior.) 

32.18 La actividad óptica dei azúcar se puede usar para 
determinar la cantidad de azúcar en una muestra de orina. Si 
una muestra normal es de 100 cm^, ^un tubo de urinálisis de 
30 cm de largo será lo suficientemente sensible para detectar 
una diferencia en la concentración de azúcar de 1 miligramo por 
cm^ ? (Suponga que el instrumento se puede leer con una 
precisión de 0.1°.) 

32.19 Cuando una onda electromagnética plana incide 
perpendicularmente en una superfície plana que separa a un medio 
de índice de otro de índice 1 X 2 , se puede demostrar que los 
coeficientes de reflexión y refracción son R = (/ij - n 2 )/(nj + n 2 ) y 
T = 2nj/(nj + n.^). Analice lo que se podría decir acerca de la 
intensidad y la fase de las ondas reflejada y trans-mitida (refractada) 
para los casos /ij > 1 X 2 , nj < n 2 y /ij = n 2 . 

32.20 (a) Un haz de luz incide perpendicularmente sobre una 
placa de vidrio (n = 1.5). Halle los coeficientes de reflexión y 
transmisión. (b) Repita el cálculo si la luz pasa dei vidrio al aire. 
(c) Analice en cada caso el cambio de fase. (Sugerencia: Vea el 
problema anterior.) 









Radiotelescopio de reflexión en 
Paikes, Nueva Gales dei Sur, Australia. 
El reflector tiene un diâmetro de 64 m 
y puede girar alrededor de la vertical 
así como cambiar el ângulo cenital; se 
le puede dirigir bacia la mayor parte 
dei cielo visible. El telescópio está 
disenado para una operación óptima en 
la longitud de onda de 21 cm dei 
hidrógeno, aunque es sensible a 
longitudes de onda de vários cm. Su 
localización, a 330 km de Sidney, fue 
escogida de modo que hubiera un 
mínimo de interferencia eléctrica. 
(Fotografia por cortesia dei Australian 
News and Info. Bureau; © CSIRO 
Division of Radiophysics.) 
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La reflexión y la refracción de ondas que se dan en superfícies de discontinuidad pueden analizarse 
geométricamente mediante el concepto de rayo, siempre que no ocurra ningún otro cambio en la 
superfície. Este método se conoce como geometria de las ondas o trazado de rayos. En particular, 
para ondas electromagnéticas en las regiones dei visible y cercana al visible, el método constituye la 
óptica geométrica, que es una aplicación muy importante de la física. 

Este tratamiento geométrico es adecuado cuando las superfícies y demás discontinuidades 
que encuentra la onda en su propagación son muy grandes en comparación con la longitud de onda. 
Siempre que se cumpla esta condición, el tratamiento se aplica a cualquier tipo de ondas electromag¬ 
néticas, acústicas (en especial ultrasónicas), sísmicas, etc.; sin embargo, en la mayoría de nuestros 
ejemplos usaremos ondas electromagnéticas, ya que éstas son quizá las más familiares e importantes 
desde este punto de vista y, por tal razón, este capítulo trata principalmente sobre óptica geométrica. 

Un ejemplo simple dei uso de rayos es en la imagen producida por una câmara de cajón 
(Fig. 33.1), que consiste en una caja con un orifício muy pequeno en uno de sus lados. Si ün objeto 
emisor de ondas AB se coloca enfrente dei orifício, los rayos Bb y Aa formarán una imagen ab en el 
lado opuesto. Esta imagen está bien definida si el orifício es muy pequeno, de modo que sólo pasa 


Tabla 33.1 Convención de signos en espejos esféricos 



+ ■ . 

.- 

Radio r 

Côncavo 

Convexo 

Foco/ 

Convergente 

Divergente 

Objeto p 

Real 

Virtual 

Imagen q 

Real 

Virtual 
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Figura 33.1 Formación de 
imagen en una câmara de cajón. 
Las líneas trazadas ilustran las 
trayectorias de los rayos. La serie 
de fotografias muestra el cambio 
en la definición de la imagen a 
medida que el diâmetro dei 
orifício disminuye. Nótese que 
hay un diâmetro óptimo para la 
definición de la imagen. 
(Fotografia por cortesia dei 
Dr. N. Joel, Proyecto Piloto de 
la UNESCO para la ensenanza 
de física.) 




una pequena fracción dei frente de onda y, por tanto, para cada punto dei objeto existe un punto 
correspondiente en la imagen. Si el orificio es muy grande, la imagen aparece borrosa porque a cada 
punto dei objeto le corresponde una mancha en la imagen. Pero el orificio no debe ser tan pequeno 
que su radio sea comparable a la longitud de onda, porque entonces comienzan a aparecer efectos de 
difracción y la imagen ab aparece de nuevo borrosa (la difracción se analiza en el capítulo 35). 

33.2 Reflexíón en una superfície esférica 

Para analizar la reflexión de ondas en una superficie esférica debemos establecer ciertas definiciones 
y convenciones de signos. El centro de curvatura C es el centro de la superficie esférica (Fig. 33.2) y 
el punto O es el polo dei casquete esférico. La línea que pasa por O y C se conoce como eje princi¬ 
pal. Si tomamos nuestro origen de coordenadas en O, todas las cantidades medidas a la derecha de O 
son positivas, y a la izquierda son negativas. En la tabla 33.1 aparece una lista de la convención de 
signos utilizada en este texto. 

(i) Fórmula de Descartes. Supongamos que el punto P de la figura 33.2 es una fuente de 
ondas esféricas. El rayo incidente PA es reflejado como el rayo AQ, que intersecta el eje principal en 
Q. Haciendo OP = py OQ - q,y si los ângulos «j y «2 pequenos (es decir, los rayos son pa- 
raxiales), estas dos cantidades están relacionadas como se muestra más adelante, por la expresión 

112 

- + - = - (33.1) 

p q r 





Figura 33.2 Trayectoria de 
un rayo reflejado en una 
superfície esférica. 


-P 
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(a) 



que es la fórmula de Descartes para Ia reflexión en una superfície esférica. Como en esta expre- 
sión no hay referencia al punto A, concluímos que, con las aproximaciones hechas, todos los rayos 
incidentes que pasan por P pasarán por Q, después de ser reflejados en la superfície. Décimos que Q 

es la Imagen dei objeto P. 

(ii) Punto focal. Para el caso especial en que el rayo incidente es paralelo al eje principal, 
que es equivalente a colocar el objeto a una distancia muy grande dei espejo, tenemos p=oo. Desig¬ 
nando con/la distancia dei espejo a la imagen, la ecuación 33.1 queda 


j__ 2 
f~~r 


f- 


y la imagen se forma en el punto F a una distancia dei espejo dada por/= r/2. El punto F se conoce 
como foco dei espejo esférico y su distancia al espejo es la distancia focal. Entonces la ecuación 
33.1 puede escribirse como 


1 + 1-i 

p q f 


(33.2) 


Esta ecuación relaciona la posición dei objeto, dada por p, con la de la imagen, dada por q, y la dei 
foco dei espejo,/ Como/se puede determinar experimentalmente observando el punto de conver¬ 
gência de los rayos paralelos al eje principal, no es necesario conocer el radio r para poder aplicar la 
ecuación 33.3. Nótese que si ^ = oo, entonces p =f, de manera que todos los rayos incidentes que 
pasan por el foco F son reflejados paralelamente al eje principal. 

Debido a nuestra convención de signos, las superfícies côncavas tienen un radio positivo, 
mientras que las convexas tienen radio negativo. Por tanto, los signos de las correspondientes distan¬ 
cias focales son positivo y negativo, respectivamente. 

(üi) Construcción de imágenes. En la figura 33.3 se muestran los llamados rayos princi- 
pales para una superfície côncava y una convexa. El rayo 1 es paralelo al eje, el 2 es un rayo focal y 
el 3 es central, normal al espejo. En la figura 33.4 se han utilizado estos rayos para ilustrar la formación 
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Figura 33 J Rayos principales 

en espejos esféricos. 

(a) Côncavo, (b) convexo. 


(a) 


(b) 


Figura 33.4 Construcción de 
la imagen en espejos esféricos, 
(a) Côncavo, (b) convexo. 
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Figura 33 J Aberración 

esférica y cáustíca en un espejo 
côncavo. 


Figura 33.6 (a) Espejo 

elíptico, (b) Espejo parabólico. 



de una imagen por una superfície reflectora esférica. El objeto es AB y la imagen ab. En la figura 
33.4(a) la imagen es real, ya que los rayos reflejados se cortan, y en la 33.4(b) es virtual porque sólo 
parece que los rayos se cortan detrás dei espejo. 

(iv) Aberración esférica. Cuando la apertura de un espejo es grande, de manera que acepta 
rayos con gran inclinación, la ecuación 33.2 ya no es una buena aproximación. En tal caso, no existe 
un punto imagen bien definido correspondiente a un objeto puntual, sino un número infinito de puntos; 
en consecuencia, la imagen de un objeto aparece borrosa. En la figura 33.5 se muestran los rayos que 
llegan dei punto P y son reflejados por el espejo. Vemos que los rayos no se intersectan en el mismo 
punto, sino en un segmento QQ', a lo largo dei eje, efecto llamado aberración esférica. Ê1 punto Q, que 
corresponde a los rayos que forman un ângulo muy pequeno con el eje, está determinado por la ecuación 
33.2; Q' corresponde a los rayos de máxima inclinación. Los rayos reflejados se intersectan también a 
lo largo de una superfície cónica, indicada con la línea gruesa QS, llamada cáustica por reflexión. 

La aberración esférica no se puede eliminar por completo, pero, mediante un diseno adecua- 
do de la superfície, se puede suprimir para ciertas posiciones, llamadas anastigmáticas. Las posicio¬ 
nes anastigmáticas se pueden modificar cambiando la forma de la superfície. Por ejemplo, un espejo 
elíptico es anastigmático para un objeto colocado en un foco de la elipse cuya imagen cae exacta- 
mente en el otro foco (Fig. 33.6(a)). De manera semejante, como un espejo parabólico no produce 
aberración alguna para rayos incidentes paralelos al eje principal, sus rayos reflejados deben pasar 
por el foco de la parábola (Fig. 33.6(b)), que es el punto anastigmático. Ésta es la razón por la cual se 
utilizan espejos parabólicos en los telescópios, no sólo para la región visible sino también para la 
región de radiofrecuencia, como en los radiotelescopios. 

Además de la aberración esférica, existen otros defectos en las imágenes producidas por 
reflexión (o refracción) en superfícies esféricas, pero no los analizaremos ya que pertenecen a ramas 
especializadas de la óptica. 




(a) 


(b) 






Deducción de la fórmula de Descartes para la reflexión en una superfície esférica 

Con referencia a la figura 33.7, sea P un objeto puntual sobre el eje principal. Un rayo incidente como PA que pasa por P es reflejado 
como el rayo AQ y, puesto que los ângulos de incidência y reflexión son iguales, tenemos de la figura que p= 0-¥ a^y a 2 = 6, 

lo que da como resultado 

oci + «2 = 2j3 (33.3) 


Suponiendo que los ângulos Uj, Uj Y ^ só*’* pequenos (es decir, son rayos paraxiales) y designando la distancia AB de A al eje 
principal mediante el símbolo h, podemos escribir con buena aproximación 




h 

r 


Sustituyendo en la ecuación 33.3 y cancelando h, obtenemos 


1 1 _2 

p q r 


Se debe recalcar que esta relación es válida sólo para valores pequenos de los ângulos Uj, «2 y ji. Para valores mayores los 
rayos reflejados pasan por diferentes puntos dei eje. Una primera corrección a esta ecuación es 


1 

p q r r\rpj 

que muestra que q depende de la distancia h y, por tanto, no hay un punto imagen único. 



Figura 33.7 Trayectoria de un 
rayo reflejado por una superfície 
esférica. 


EJEMPIO 33.1 

Aumento producido por un espejo esférico. . 

El aumento M de un sistema óptico se define como el cociente dei tamano de la imagen entre el dei objeto. 
Esto es (Fig. 33.8), 



e = e' 


Figura 33.8 Cálculo dei 
aumento de un espejo esférico. 
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imagen 


El aumento puede ser positivo o negativo, dependiendo de si la imagen está derecha o invertida con respec- 
to al objeto. De la figura 33.8 vemos que 

AB AB 


donde el signo menos se debe al hecho de que ab es negativa, puesto que la imagen está invertida. Así, 
considerando que 0 = 6\ tenemos entonces que 

M = - - Í33.4' 


EJEMPLO 33.2 

Un espejo esférico tiene pn radio de 0.40 m. Un objeto está situado frente al espejo a una distancia de 
0.30 m. Encuentre la posición de la imagen y el aumento si el espejo es (i) côncavo, (ii) convexo. 

[> (i) Espejo côncavo. Usando la convención de signos de la tabla 33.1, tenemos que r=+0.40 m y 
/= r/2 = +0.20 m son cantidades positivas. También p = +0.30 m. Aplicando la ecuación 33.2, 


1 1 _ 1 
ã3Õ’^g“ã^ 


o q = + 0.60 m 


El signo positivo indica que la imagen es real. El aumento es 


= - 2.0 


que indica que la imagen es el doble de grande que el objeto y está invertida. 

(ii) Espejo convexo. En este caso la distancia focal es/= -0.20 m, pero p sigue siendo +0.30 m. 
Por tanto, la ecuación 33.2 da 


1 1 _ 1 
ÕM^q~ - 0.20 


q — —0.12 m 


El signo negativo indica una imagen virtual. El aumento es 


M = -- 
P 


= +-0.40 


e indica que la imagen es menor que el objeto y está derecha. 


33.3 Reíracción en una superfície esférica 

Consideremos ahora la refracción en una superfície esférica que separa dos médios cuyos índices de 
refracción son y rij (Fig. 33.9). Los elementos geométricos fundamentales son los mismos que se 
definieron en la sección anterior. En la tabla 33.2 se indica la convención de signos usada, que es 
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Cl Q\ 


igual que en el caso de los espejos esféricos de la tabla 33.1, excepto que una imagen real cae en el 
medio 2 o a la izquierda de O, dando un signo liegativo para q, y lo contrario si la imagen es virtual, 
como en la figura 33.9. 

(i) Fórmula de Descartes. Un rayo incidente como PA es refractado a lo largo de AD que, 
cuando se extiende hacia atrás en el primer medio, intersecta el òje principal en Q. Si todos los rayos 
refractados pasan por Q, décimos que éste es la imagen de P. Haciendo OP=py OQ = q, se muestra 
más adelante que cuando los rayos incidentes son paraxiales, estas dos cantidades están relacionadas 
por la expresión 

n, n-, «1 — n. 


que es la fórmula de Descartes para la refracción en una superfície esférica. Para rayos inciden¬ 
tes que fòrman ângulos grandes con respecto al eje principal, la expresión que relaciona a p con q es 
más compleja. 

Tabla 33.2 Convención de signos para una superfície 
refractora esférica 


+ — 

Radio r 

Côncavo 

Convexo 

Foco/ 

Convergente 

Divergente 

Objeto p 

Real 

Virtual 

Imagen q 

Virtual 

Real 


(ii) Puntos focales. El foco objeto F^, llamado también primer punío focal, es la posición 
de un objeto puntual colocado sobre el eje principal de tal modo que los rayos refractados son para¬ 
lelos al eje principal, lo que explica que se tenga la imagen dei punto en el infinito o ^ = c». La 
distancia dei objeto a la superfície esférica se conoce como distancia focal objeto y está representa¬ 
da por/. Haciendo p =/y ç =oo en la ecuación 33.5, tenemos 


De mariera parecida, cuando los rayos incidentes son paralelos al eje principal, lo que es equivalente 
a tener el objeto a una distancia muy grande de la superfície esférica (p = oo), los rayos refractados 
pasan por un punto Fj situado sobre el eje principal y conocido como foco imagen o segundo punto 
focal. En este caso, la distancia de la imagen a la superfície esférica se conoce como distancia focal 
imagen, designada por/'. Haciendo p = oo y ^ =/' en la ecuación 33.5, tenemos 


Figura 33.9 Trayectoria de un 
rayo refractado en una superfície 
esférica. 
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Figura 33.10 Rayos principales para una 
superfície refractora esférica. Suponemos 
quer>0y n, >n^- 


A 




Figura 33.11 Formación de la imagen mediante la 
refracción en una superfície esférica côncava. 
Suponemos r > 0 y «j > « 2 . 


Yin n, — n- 


Nótese que/ + /' = r. Combinando las ecuaciones 33.5 y 33.6 podemos escribir la fórmula 
Descartes como 


Cuando/es positiva el sistema es convergente, y cuando es negativa el sistema es divergente. 

(iil) Consírucción de imágenes. En la figura 33.10 se han trazado los rayos principales 
para el caso en que r > 0 y «j > « 2 » Que corresponde a una superfície refractora convergente côncava. 
La construcción de la imagen de un objeto se muestra en la figura 33.11. El estudiante puede cons¬ 
truir figuras semej antes para los demás casos, es decir, para r> 0 ynj<rt 2 . y^< 0 y”i^W 2 - 

La ecuacióri 33.5 indica también que, para cada objeto puntuál, existe un punto imagen único. 
Esto es cierto siempre que la superfície esférica sea de apertura pequena, es decir, que admita solamente 
rayos paraxiales de inclinación muy pequena, de modo que nuestras aproximaciones sean válidas. Para 
superfícies refractoras de gran apertura, la situación es parecida a la que encontramos en la figura 33.6 
para un espejo esférico y da como resultado el mismo fenómeno de aberración esférica. 


Remítase a la figura 33.9 y considere un rayo PA cuyo rayo refractado es ÂD. De los triângulos PAC y QAC, observamos que P=d 
4- y = 0' -f « 2 - Ahora, de la ley de Snell, sen Ô = n 2 sen 9'. Suponemos, como lo hicimos en la sección anterior, que los rayos 
tienen una inclinación muy pequena y podemos escribir sen 0 « 0y sen 9' w 0',de modo que la ley de Snell queda nj0= o 


niiP-0Ci) = n2{P-oí2) 

De la figura 33.9, tenemos, como en el caso de un espejo esférico, aj « h/p, 
la ecuación 33.6, cancelando el factor común h y reordenando, tenemos 


h/qy P ^ h/r, así que cuando sustituimos esto en 


n, n-, n, -- n. 


que es la fórmula de Descartes 33.5. Cuando la apertura de la superfície refractora es grande, la expresión que relaciona a p con q es 
más complicada y depende de la distancia h. 
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EJEMPLO 33.3 

Aumento producido por una superfície refractora esférica. 

O Este problema es parecido al dei ejemplo 33.1. Consideremos la figura 33.12, en la que AB es un objeto y 
ab es su imagen (virtual). Entonces M = ablAB y 


AB _ AB 

04 “ 7 ”’ 


ab ab 
Oa q 


de modo que AB = p tan 6 y ab = q tan 0'; por consiguiente, 

q tan 9' qsen9' 

M ^ 1 ^ ~ - 

p tan d psen0 




, / 




donde la última aproximación es válida siempre que los ângulos sean pequenos y podamos sustituir tan¬ 
gentes por senos. Usando la ley de Snell, «j sen 0 = «2 sen 0', tenemos 


EJEMPLO 33.4 

Determinación de las distancias focales, la posición de la imagen y el aumento para una superfície cônca¬ 
va, cuyo radio es de 0.50 m y que separa un medio de índice de refracción 1.20 de otro de índice de 
refracción 1.60. El objeto está colocado en el primer medio a 0.80 m de la superfície. 

> En este caso r = +50 m, n. - 1.20 y =1.60. Por tanto, mediante las ecuaciones 33.6 y 33.7, obtenemos 


/ =-—= -1.50m 

«1 - «2 


r = - 


+ 2.00 m 


El sistema es, pues, divergente. Mediante la ecuación 33.5 encontramos que 


1.20 1.60 1.20 - 1.60 


o q = +0.69 m 


El signo positivo indica que la imagen es virtual. Para el aumento utilizamos la ecuación 33.10, 
M = (1.20 X 0.69)7(1.60 x 0.80) = 0.65. Como M es positiva, la imagen está derecha; es decir, en la 
misma dirección que el objeto. 


Figura 33.12 Aumento por 
refracción en una superfície 
esférica. 
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Una lente es un medio transparente limitado íx)r dos superfícies curvas (por lo general esféricas o 
cilíndricas), aunque una puede ser plana. Por tanto, una onda incidente sufre dos refracciones al pasar 
por una lente. Por simplicidad, supondremos que el medio a ambos lados de la lente es el mismo y su. 
índice de refracción es uno (lo cual es aproximadamente cierto para el aire), mientras que el índice de 
refracción de la lente es n. Sólo consideraremos lentes delgadas, es decir, lentes en las que el grosor 
es muy pequeno en comparacióe con los rádios de las caras. La convención de signos para lentes es 
la misma de la íabla 33.2 para una superfície refractora esférica. 

(i) Fórmula de Descartes. El eje principal de una lente es la línea determinada por los dos 
centros Cj y C 2 (Fig. 33.13). Consideremos el rayo incidente PA que pasa por P. En la primera 
superficie el rayo incidente es refractado a lo largo dei rayo AB. Si lo extendemos, éste pasará por 
Q' que es, por consiguiente, la imageii de P producida por la primera superficie refractora. La distan¬ 
cia g' de Q' ã Oj se obtiene aplicando la ecuación 32.5, con 1 en lugar den^y n en lugar de « 2 » esto es 

1 n I — n . 


En B, el rayo sufre una segunda refracción y se convierte en el rayo BQ. Entonces décimos que Q 
es la imagen final de P producida por el sistema de dos superfícies refractoras que constituyen una 
lente. Considerando la refracción en B, el objeto (virtual) es Q' y la imagen es Q, a una distancia g 
de la lente. Por tanto, aplicando de nuevo la ecuación 33.5, donde p ha sido sustituida por g', por 
ny por 1, tenemos 




El orden de los índices de refracción ha sido invertido debido a que el rayo pasa de la lente al 
aire. Estrictamente hablando, las distancias que aparecen en ias ecuaciones 33.11 y 33.12 deben 
medirse desde y O 2 en cada caso, de manera que en la ecuación 33.12 deberíamos escribir ? en 
lugar de g\ donde t - es el grueso de la lente. Pero como la lente es muy delgada podemos 
despreciar í, que viene siendo equivalente a medir todas las distancias desde un origen común O. 
Combinando las ecuaciones 33.11 y 33.12 para eliminar q[, encontramos que 


--- = («-l)(--- 
p q Vi 


(33.13) 


que es la fórmula de Descartes para una lente delgada. En esta ecuación g es negativa si la imagen 
es real porque está a la izquierda de la lente, y lo opuesto si la imagen es virtual. Ahora bien, para una 
lente de diâmetro grande que admite rayos que forman ângulos grandes con el eje, la relación entre p 
y g es más compleja. 

(ii) Puntos focales. Como en el caso de una sola superfície refractora, el foco objeto o 
primer punto focal de una lente es la posición dei objeto para la cual los rayos emergen paralelos al 
eje principal (g =00) después de haber atravesado la lente. La distancia de a la lente se conoce 
como distancia focal objeto y se representa con/. Entonces, haciendo p =/y ^ = ooen la ecuación 
33.13, tenemos que la distancia focal objeto es 


[n — l) 


1 1 


que también se conoce como ecuación dei 
y 33.14 tenemos 

1 1 _ 1 

P Q f 


(33.14) 


lentes. Combinando las ecuaciones 33.13 


(33.15) 
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Figura 33.13 Trayectoria de un rayo al pasar por una lente. 



Si determinamos/experimentalmente, podemos utilizar la ecuación 33.15 para relacionar la posi- 
ción de un objeto y la de su imagen sin necesariamente conocer el índice de refracción o los rádios 
de la lente. 

Para un rayo incidente paralelo al eje principal (p = oo), el rayo emergente pasa por el punto 
F-, con q = -f,y conocido como foco imagen o segundo punto focal. Por tanto, en una lente delgada 
los dos focos están localizados simétricamente a ambos lados. Si/es positiva, la lente es convergen¬ 
te y si es negativa, la lente es divergente. 

(iii) Centro óptico. El punto O de la figura 33.13 se escoge de modo que coincida con el 
centro óptico de la lente. Éste es un punto definido vde modo que cualquier rayo que pase por él emer¬ 
ge en dirección paralela al rayo incidente. Para ver que tal punto existe, consideremos, en la lente de 
la figura 33.14, dos rádios paralelos CjAj y Los correspondientes planos tangentes y son 
también paralelos. Para el rayo cuya dirección es tal que el rayo refractado es AjA 2 , el rayo 
A 2 R 2 es paralelo a Aji?j. De los triângulos semejantes CjAjO y vemos que la posición dei 

punto O es tal que 


C^Ai 

ri 


C-,0 C.A, 


por lo que la posición de O es independiente dei rayo particular escogido. Así, todos los rayos inci¬ 
dentes cuyo rayo interno pase por O salen sin sufrir desviación angular. 

(iv) Construcción de imágenes. Para el trazado de rayos podemos representar una lente 
delgada mediante un plano perpendicular al eje principal y que pasa por O. En la figura 33.15 se 
muestran los rayos principales para lentes convergente y divergente y en la figura 33.16 se utilizan 
estos rayos para la construcción de la imagen de un objeto en ambos casos. 

(v) Aberración esférica. La teoria que hemos desarrollado es correcta siempre que los rayos 
tengan una inclinación muy pequena, de modo que la aberración esférica sea despreciable. Para 
lentes que tienen un diâmetro grande, la imagen de un punto no es un punto sino un segmento de 
línea. En particular, los rayos incidentes paralelos al eje principal se intersecan en puntos diferentes. 



(a) 



Figura 33.15 Rayos 
principales para lentes 

(a) convergentes y 

(b) divergentes. La lente se puede 
reducir a la línea punteada que 
pasa por O. 




Figura 33.16 Fomiación 
de imágenes en una lente. 

(a) Convergente y (b) divergente. 


V 

(a) 


(b) 


dependiendo de su distancia al eje. La aberración esférica se mide entonces mediante la diferencia 
f'-f entre las distancias focales para un rayo marginal y uno axial (Fig. 33.17). Los rayos refractados 
se intersectan en una superfície cónica llamada cáusílca de refracclón. 


Figura 33.17 Aberración 
esférica y cáustica de una lente. 



EJEMPLO 33.5 

Aumento producido por una lente. 


Como en los casos anteriores, el aumento se define (Fig. 33.18) como M = ab/AB. Si O es el centro óptico 
de la lente, tenemos que tan ot = AB/OA y tan a = ablOa. Ambas relaciones son algebraicamente correctas, 
esto es, en magnitud y signo. Por tanto. 


ab Oa 
'ÃB~'ÕÃ 



que nos da el aumento en términos de las distancias al objeto y a la imagen. 


(33.16) 

















Las dos superfícies convexas de una lente esférica íienen rádios de 0.80 m y 1.20 m. El índice de 
refracción de la lente es n = 1.50. Hallar su distancia focal y la posición de la imagen de un punto 
situado a 2.00 m de la lente. 

[> Según la convención de signos de la tabla 33.2, como la primera superfície es convexa y la segunda 
côncava, vista desde el lado derecho en que está el objeto (Fig. 33.13), debemos escribir rj = OjCj = 
-0.80 na, = O 2 C 2 = +1.20 m. Por tanto, usando la ecuación 33.14, tenemos 


(1.50- 1) 


f — + 0.96 m 


El hecho de que / sea positivo indica que la lente es convergente. Para hallar la posición de la imagen, 
utilizamos la ecuación 33.15 con p = 2.00 m y el valor anterior de/, lo cual da 


El signo negativo de q indica que la imagen aparecerá en el lado izquierdo de la lente y, entonces, es real. 
Finalmente, el aumento es M = qlp = -0.905. En vista dei signo negativo, la imagen debe estar invertida y, 
como M es menor que uno, debe ser menor que el objeto. 


Posición de los focos de un sistema de dos lentes delgadas separadas por una distancia t. 

\> En la figura 33.19 se ilustra un sistema de lentes delgadas; en (a) tenemos la trayectoria de un rayo que 
pasa por el punto P. La imagen de P producida por la primera lente es Q'. Llamemos p a la distancia dei 
objeto a la primera lente. Entonces la posición de ^ está determinada por 

1 1 1 


p q' /i 





giFO-r—^ -, 

q=-fi 


Figura 33.19 Sistema de dos 
lentes delgadas. 
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F 


El punto ô' actóa como objeto con respecto a Ia segunda lente, que produce una imagen final en Q. Como 
la distancia de g' a la segunda lente es a' + /, tenemos que 


I 


donde g es la distancia de la imagen final a la segunda lente. El conjunto anterior de ecuaciones nos 
permite obtener la posición de la imagen correspondiente a cualquier posición dei objeto. 

El foco objeto (Fig. 33.19(b)) dei sistema de lentes es la posición dei objeto para la cual la 
imagen Q está en el infinito. De manera parecida, el foco imagen F- corresponde al punto sobre el eje 
principal por el cual pasa el rayo final cuando el incidente es paralelo al eje (Fig. 33.19(c)). 

Una situación importante ocurre cuando las dos lentes están en contacto, de manera que í se puede 
despreciar. Entonces la ecuación que relaciona a q' con q queda 


1 1 1 


q' q fj 

que, combinada con la primera, es 


1 1 

- 1 - 

/i fi 


Esto muestra que un conjunto de lentes delgadas en contacto es equivalente a una sola lente de distancia 
focal F dada por 


1 _ 1 1 


Esta relación es muy importante en el diseno de instrumentos ópticos, que por lo general emplean vários 
sistemas de lentes. 


lnsfrumenf©s óptic©i 


El trazado de rayos en sistemas de lentes y espejos es especialmente importante en el diseno de 
instrumentos ópticos. Analizaremos dos de ellos: el microscopio y el telescópio. 

(i) El microscopio. Un microscopio es un sistema de lentes que produce una imagen virtual 
ampliada de un objeto pequeno. El más simple de ellos es una lente convergente, normalmente cono- 
cida como lupa. El objeto AB (Fig. 33.20) está colocado entre la lente y el foco Fq, de modo que la 
imagen es virtual y cae a una distancia q igual a la distancia mínima 6 de visión clara, que para una 
persona normal es de alrededor de 25 cm. Como p es casi igual a/, podemos escribir para el aumento 


f 


El microscopio compuesío (Fig. 33.21) consiste en dos lentes convergentes llamadas objeti¬ 
vo y ocular. La distancia focal / dei objetivo es mucho menor que la distancia focal/' dei ocular. Pero 
fyf' son mucho menores que la distancia entre el objetivo y el ocular. El objeto AB está colocado a 
una distancia dei objetivo ligeramente mayor que/. El objetivo forma una primera imagen real a'b' 
a una distancia L dei objetivo. Esta imagen actúa como objeto para el ocular. La imagen a'b' debe 
estar a una distancia dei ocular ligeramente menor que/'. La imagen final ab es virtual, invertida y 
mucho mayor que el objeto. El objeto AB está colocado de modo tal que ab está a una distancia dei 
ocular igual a la distancia mínima de visión clara, ô, (alrededor de 25 cm). Esta condición se obtiene 
mediante la operación conocida como enfoque, que consiste en movWel microscopio completo con 
respecto al objeto. Los aumentos respectivos son 


a'b' L 


AB f 


Mp = 


a'b' f 






Figura 33 

en una lupa. 


Por consiguiente, el aumento total es 


M = MqMe 


ab ÔL 


(33.18) 


En un microscopio real, L es prácticamente igual a la distancia entre objetivo y ocular. Como ôy L 
están fíjos, el aumento depende únicamente de las distancias focales dei objetivo y dei ocular. 

El aumento útil de un microscopio está limitado por su poder separador o resolvení®, es 
decir, la mínima distancia entre dos puntos en el objeto que pueden verse como puntos diferentes en 
la imagen. El poder resolvente está determinado, a su vez, por la difracción dei objetivo. Un cálculo 
detallado da el poder resolvente como 


2n sen 9 


(33.19) 


donde X es la longitud de onda de la luz utilizada, n el índice de refracción dei medio en el cual se 
encuentra el objeto y 0 el ângulo que un rayo marginal forma con el eje dei microscopio. Para la 
mayoría de las lentes 2n es aproximadamente tres, así que R x }X. Por otro lado, el poder separador 
dei ojo humano, determinado por la estructura de la retina, es de alrededor de 10"^ cm para un objeto 
que está aproximadamente a 25 cm (Fig. 33.22). Por consiguiente, el máximo aumento útil es 

10“^ cm 3 X 10“^ cm 



F' F, 


lObjetivo 


! ! 


V, 


Figura 33.21 Trazado de 
rayos en un microscopio 
compuesto. 
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Figura 33.22 Poder 
resolvente dei ojo. 


Figura 33.23 Trazado 
de rayos en un telescópio de 
refracción. 



Por ejemplo, para luz con A = 5 x 10"^ m, o aproximadamente en el centro de la regióe visible dei 
espectro, M es de alrededor de 600. El poder separador y resolvente de los sistemas ópticos se 
analizan con más detalle en el capítulo 35. Para minimizar las aberraciones esférica y cromática en 
un microscopio, el ocular y el objetivo son a su vez sistemas complejos de lentes compuestas por 
varias lentes de diferentes materiales y formas. 

(II) El telescópio. Un telescópio es un sistema óptico disenado para producir una imagen 
cercana de un objeto lejano. En el telescópio de refracción el objetivo (Fig. 33.23) es una lente 
convergente con distancia focal/muy grande, que puede ser hasta de vários metros. Como el objeto 
AB está muy distante, su imagen ú'b', producida por el objetivo, se forma en su foco F^. Hemos 
indicado sólo los rayos centrales Bò' y Aa', pues es todo lo que se necesita porque sabemos la posi- 
ción de la imagen. El ocular es también una lente convergente, pero de distancia focal /' mecho 
menor. Está colocado de modo que la imagen intermedia a'ò' caiga entre O' y FJ, y la imagen final 
caiga a la mínima distancia de visión clara. El enfoque se efectúa moviendo el ocular con respecío 
a la imagen a'b'. 

El telescópio de refracción más grande se encuentra en el observatório Yerkes de la University 
of Chicago. El objetivo tiene una distancia focal de 19.8 m, mientras que la distancia focal dei ocular 
es de 2.8 cm. El diâmetro dei objetivo es de 1.02 m. Ésta es casi la lente más grande que se puede 
construir libre de aberración en el foco, así como con esfuerzos elásticos aceptables. 

En el telescópio de reflexióii, el objetivo es un espejo côncavo disenado de modo que forme 
en su foco libre una imagen de aberración esférica. En este tipo de aparatos se uíilizan dos métodos 
para la observación de la imagen. En el montaje de Newtora (Fig. 33.24(a)), un pequeno espejo 
colocado sobre el eje desvia la luz hacia el ocular, que está montado en un costadò. En el montaje de 
Cassegrain (Fig. 33.24(b)), un pequeno espejo convexo colocado sobre el eje envia la luz reflejada 
de regreso hacia el objetivo, que tiene un orifício en el centro donde está montado el ocular. Los dos 
mayores telescópios de reflexión de un solo espejo son el Hale, en Monte Palomar, Califórnia, cuyo 
espejo tiene un diâmetro de aproximadamente 5 m, y el de Monte Pastrekhov, en el Cáucaso, Rusia, 
que tiene un diâmetro de 6 m. 

Existen tres parâmetros que determinan el funcionamiento de un telescópio. Son el aumento, el 
poder separador y la abertura dei objetivo. El aumento producido por un telescópio no es lineal, sino 
angular, puesto que la imagen siempre es menor que el objeto. El aumento angular se define como el 
cociente entre el ângulo subtendido por la imagen y el ângulo a subtendido por el objeto; esto es. 














(33.20) 


Debido a la proximidad de la imagen, el ângulo ^ es mucho mayor que a y esto es lo que crea la 
sensación de aumento. De la figura 33.23, considerando que los ângulos ay p son pequenos, pode¬ 
mos escribir a «tan a = a'b'/f y ^ tan ^ » a'b'/f', porque la distancia de a'b' a O es prácticamente 
f'. Sustituyendo en la ecuación 33.20 obtenemos 

/ 

M = — (33.21) 

r 

La misma relación se aplica a un telescópio de reflexión. Por tanto, para obtener una gran amplifica- 


del observador. Para una lente objetivo cuyo diâmetro es D, el poder resolvente (es decir, el máximo 
ângulo subtendido por dos puntos dei objeto que aparecen diferenciados o distintos en la imagen) es, 
según se verá en el capítulo 35, 


a ^1.22— radian es 

D 


(33.22) 


Por otro lado, como vimos en relación con el microscopio, el poder resolvente dei ojo humano 
(Fig. 33.22), expresado en términos de un ângulo, 

R = = 4 X 10"'^ radianes = 1.36" 

^ 25 cm 

Por tanto, el máximo aumento útil de un telescópio es 

B 4 X 

M = - =- 3.3x10'^- (33.23) 

a 1.222 Á 


No se gana nada con aumentar el cociente///' para obtener un aumento mayor que el dado en la 
ecuación 33.23, sin mejorar el poder separador aumentando D. Un aumento mayor obtenido al sólo 
aumentar/da como resultado una imagen intermedia mayor a'b' sin revelar más detalles. Y disminuir 
/' para producir una imagen final mayor no aporta detalles que no estuvieran presentes en la imagen 
intermedia. Por ejemplo, para luz de A = 5 x 10"^ m tenemos M ^ 660D, con D en metros. En el caso 
dei telescópio de Yerkes, D es de 1 m aproximadamente, lo que produce un aumento de alrededor de 
660 diâmetros y un poder resolvente de 1.22(5 x 10"^) rad o de alrededor de 10"^ segundo de arco. 
Para el telescópio Hale el aumento es aproximadamente cinco veces mayor, 3 6(X). 

El aumento de un telescópio está limitado por el tamano de la lente o espejo objetivo que se 
puede construir libre de imperfecciones. Otro factor en los telescópios de refracción es la aberración 
cromática, que se analizará en la sección 33.8. Ésta es una razón por la que los telescópios más 
grandes son de reflexión y no de refracción. 
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Trazado de 


Nota 33ol Neevas técnicas para la construcclón de telescópios 

La construcción de telescópios de reflexión con espejos de diâmetros mayores que 6 m presenta vários problemas. El espejo de Hale 
de 5 m tiene un grueso de 0.5 m y pesa 1.3 x 10^ N, por lo cual requiere un apoyo muy fuerte para evitar que se deforme por su 
enorme peso, lo que distorsionaría su curvatura y cambiaria su foco. Además, cuanto más grande y pesado sea el espejo, más 
susceptible será de deformarse debido a las fluctuaciones de temperatura entre día y noche. 

Se han desarrollado varias técnicas nuevas para mejorar los telescópios de reflexión. Una de ellas es constmir un espejo 
grande a partir de piezas más pequenas y ligeras; éste es el principio de los telescópios con espejos múltiples (MMT, Multiple 
Mirror Telescope) (Fig. 33.25(a)). El telescópio Keck, ubicado a 4 200 m sobre el nivel dei mar en la cima dei Mauna Kea, en Hawaii 
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(terminado en 1992), tiene un objetivo con un diâmetro de 10 m, pero está compuesío de 36 espejos hexagonales côncavos, cada uno 
de 1.8 m de ancho y 7.6 cm de gnieso, que se ajusían como las losas dei piso para formar una sola superfície refiectora. Los 
hexágonos se insertan en un marco metálico y se mantienen en su sitio mediante pisíones móviles. Esto permite el ajuste de cada 
hexágono para mejorar el enfoque general, una vez que el telescópio ha sido orientado en una dirección dada. 

Otra nueva técnica es utilizar un espejo delgado, conocido como menisco, con un apoyo múltiple (Fig. 33.25(b)). Esta 
técnica ha sido utilizada en el Telescópio de Nueva Tecnologia (NTT, New Technology Telescope) en La Silla, Chile (terminado en 
1990). Utiliza un solo espejo, relativamente pequeno, de 3.56 m de diâmetro. El espejo sólo tiene 24 cm de grueso, lo que lo hace un 
tanto flexible, y está colocado sobre 75 soportes móviles controlados por computador, lo que permite hacer câmbios en su forma 
para compensar la distorsión por pandeo y câmbios de temperatura. Cuando el telescópio apunta en una dirección dada, la forma dei 
espejo se ajusta hasta obtener una imagen lo más nítida posible. Algunas de las tomas más nítidas que se han producido con un 
telescópio se han tomado en La Silla. Se están constrayendo dos telescópios parecidos pero mayores, con diâmetros de alrededor de 
8 m (1992), en La Silla y en Japón. 

Una tercera técnica de construcción de un espejo es el diseno de “panai” (Fig. 33.25(c)), que consiste en dos piezas delgadas 
curvas de vidrio unidas entre sí mediante una estractura hueca. Tal diseno se escogió para los dos espejos de 4.8 m de diâmetro dei 
telescópio doble de Colümbus, en construcción en Monte Graham, Arizona (1992), con una distancia focal de 9.7 m. 

Incluso si el espejo de un telescópio está libre de aberración, pueden ser necesarias otras correcciones para producir una 
imagen nítida. Por ejemplo, las rápidas fluctuaciones en la temperatura atmosférica, debido a peiturbaciones climáticas, disíorsionan 
de manera continua el frente de onda de la luz de las estrellas. Ei resultado es una imagen borrosa. Para corregir el frente de onda se 
ha desarrollado una técnica, llamada óptica adapílva, que combina espejos deformables auxiliares y computadores. Otra técnica 
utiliza un espejo hecho de material piezoeléctrico, que semeja la goma, que cambia de forma cuando pasa una corriente eléctrica por 
él. Un sensor de luz controlado por computador hace que el espejo cambie de forma hasta 100 veces por segundo, para corregir 
continuamente las distorsiones dei frente de onda. 

Además de los nuevos disenos de espejos, se utilizan nuevos maíeriales para su construcción, como cerâmicas vidriadas y 
cuarzo fundido, dopado con óxido de titânio, los cu^les reducen el coeficiente de expansión térmica. Ahora bien, más que una 
observación visual de la imagen producida por un telescópio, se utilizan placas fotográficas y, recientemente, dispositivos de carga 
acoplada (CCD, charge coupled devices), como los que se utilizan en las câmaras de vídeo para grabar la imagen. 

Como se puede ver en las ecuaciones 33.22 y 33.23, el aumento y el poder resolvente de un telescópio pueden incrementarse 
aumentando el diâmetro dei objetivo. Además, cuanto más grande sea el diâmetro, más luz llegará al foco, permitiendo la observa¬ 
ción de objetos pálidos lejanos. Esta luz está dentro de un cono cuya abertura está dada aproximadamente por D/f. (Lo mismo es 
válido para microscopios y câmaras fotográficas y de vídeo.) Sin embargo, en un telescópio de reflexión, cuanto más grande sea el 
diâmetro con respecto a/, más tiene que desviarse el espejo de su forma esférica (o menos esférico debe ser el espejo), haciendo que 
sea más costosa su construcción. Por tal motivo, los antiguos telescópios de reflexión tienen diâmetros entre 2.2 y 5 veces menores 
que la distancia focal (o número/de^2.2-^5). Esto hace que el telescópio sea bastante largo, lo que provoca sérios problemas 
estructurales y la construcción de grandes edifícios. Las nuevas técnicas permiíen construir grandes espejos no esféricos con una 
relación f/n o número/cercana a uno, y también disenar telescópios menos costosos de construir y albergar y más fáciles de 
manipular. El número /dei telescópio Keck es de f/1.15, el dei NTT es de f/Í.S, y el dei telescópio de Columbus será defll.lA. Las 
nuevas técnicas para la construcción de telescópios nos permiten observar fuentes luminosas débiles alejadas hasta 12 x 10^ anos luz. 


Figura 33.25 Nuevos espejos 
para telescópio, (a) Espejo 
múltiple; (b) menisco; (c) panai. 
Tomado de “Mirroring the 
Cosmos” de Corey S. Powell. 
©1991 por Scientific American, 
Inc. Derechos reservados. 
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to a la dirección incidente. En la figura resulta fácil ver que 

se cumplan las siguieníes relaciones: 

sen i = n sen r 

(33.24) 

sen i' = n senr' 

(33.25) 

r + r' = A 

(33.26) 

<:y> 

II 

+ 

1 

(33.27) 

Las ecuaciones primera y segunda son simplemeníe la ley de Snell aplicada a la refracción enQy R. 
La íercera se, obtiene cuando se usa el triângulo QTR y la cuarta con el triângulo QRU. Las primeras 
tres ecuaciones sirven para trazar la trayectoria dei rayo y la última nos permite bailar su desviación. 


por tanto, r = r. De acuerdo con las ecuaciones 33.26 y 33.27, esto requiere que 


(33.28) 


Notemos que en este caso la trayectoria dei rayo es simétrica con respecto a las dos caras dei prisma. 
Introduciendo la ecuación 33.28 en la 33.24, obtenemos 


senl^ 


(33.29] 


que es una fórmula útil para medir el índice de refracción de una sustancia, si encontramos ^mín 
experimentalmente en un prisma de ângulo A conocido. 

En ciertos casos es posible que el rayo interno sufra una reflexión total en la segunda superfí¬ 
cie y regrese al prisma. Esto ocurre cuando el ângulo r' es mayor que el ângulo crítico dei cristal X. 
En la figura 33.27 se muestran dos de tales casos. En (a) los rayos se desvían 90® y en (b) la posición 
relativa de los rayos está invertida. Esta clase de prismas tienen varias aplicaciones importantes. 


fN' \s 


T 





Figura 33.26 Trayectoria de un rayo que pasa 
por un prisma. 


Figura 33.27 Prismas de reflexión total. 


.ã desviación mínima se obtiene haciendo d&di = 0. De la ecuación 33.27 tenemos dá^di = 1 -f d/7di y para dá^d/ = 0 tenemos 
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De las ecoaciones 33.24, 25 y 26, tenemos cos i ài = n cos r dr, cos.f áí' = n cos r' dr' y dr = -dr'. Por consiguiente, 


d/' 

di 


cos I cos r 


cos I cos r 


(33.31) 


Como los cuatro ângulos i, r, i' y r' son menores que y satisfacen las condiciones simétricas 33.24 y 33.25, las ecuaciones 33. 
y 33.31 se pueden satísfacer a! mismo íiempo sólo si i = i' y r= r'. 


Cuando una onda es refractada hacia un medio dispersivo cuyo índice de refracción depende de la 
frecuencia (o longitud de onda), el ângulo de refracción dependerá tambiée de la frecuencia o de 
la longitud de onda. Si la onda incidente, en lugar de ser monocromática, está compuesta de varias 
frecuencias o longitudes de onda, cada longitud de onda componente será refractada un ángulo dis¬ 
tinto, fenómeno llamado dlsperslón. 

En la figura 33.28 se muestran, en el caso particular de las ondas electromagnéticas, los 
índices de refracción en función de la longitud de onda en la región visible dei espectro para algunos 
materiales. Recordamos que los colores están asociados con longitudes de onda. Por tanto, la luz 
blanca se descompone en colores cuando es refractada al pasar dei aire a otra sustancia, como agua o 
vidrio. Si una pieza de vidrio tiene la forma de una placa con lados paralelos, los rayos que emergen 
son paralelos, los diferentes colores se superponen de nuevo y no se observa dispersión, excepto 
en los bordes de la imagen. Aun así, normalmente este efecto no se nota. 

Pero si la luz pasa por un prisma (Fig. 33.29(b)), los rayos que salen no son paralelos para los 
diferentes colores y la dispersión se puede observar fácilmente, en especial en los bordes de la ima¬ 
gen. Por tal razón los prismas se utilizan para el análisis de luz en los instrumentos conocidos como 


1.7 


Figura 33.28 Variación dei 
índice de refracción con la 
longitud de onda, en la región 
visible, para algunos materiales. 
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yidrio de piedra de borato 

Vidrio de corona de silicato 
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Figura 33.29 Dispersión 
cuando la luz pasa por (a) una 
placa de lados paralelos. Los 
rayos de diferente longitud de 
onda salen paralelos y no se 
observan colores; (b) un prisma. 
Los rayos de diferente longitud 
de onda salen en direcciones 
distintas y los colores se separan. 















Pantalla, 



C / í Violeta 


espectroscopios. En la figura 33.30 se muestra un tipo sencillo de espectroscopio. La luz emitida por 
una fuente S y limitada por una ranura es transformada en rayos paralelos mediante la lente L. Des- 
pués de ser dispersada por el prisma, los rayos de diferente color pasan por otra lente Ü. Como todos 
los rayos dei mismo color (o longitud de onda) son paralelos, son enfocados en el mismo punto de la 
pantalla. Pero los rayos de diferente color (o longitud de onda) no son paralelos; por tanto, los colores 
diferentes son enfocados en puntos distintos de la pantalla. Los diferentes colores o longitudes de 
onda de la luz emitida por la fuente S aparecen espârcidos en la pantalla, distribuídos en lo que se 
denomina especíro de la luz proveniente de S. Si la desviación varia rápidameníe con la longitud 
de onda X, los colores aparecen separados en la pantalla. Por cada longitud de onda aparece una línea 
en la pantalla, que es la imagen de la ranura para esa longitud de onda, Éste es el origen dei término 
“espectros de líneas”. 


Cuando la luz compuesta de varias frecuencias o longitudes de onda (como la luz blanca) pasa por 
una lente, sufre dispersión y los bordes de la imagen producida aparecen coloreados. Este efecto se 
llama aberración cromática. Es fácil entender la razón de este efecto, si reconocemos que una 
lente se puede comparar con dos prismas unidos por su base (lente convergente) o por su vértice 
(lente divergente). 

De la ecuación 33.14, 


vemos que/está determinada por el índice de refracción n, que a su vez depende de la longitud de onda. 
Por tanto, una lente tiene un foco para cada color o longitud de onda, Para sustancias transparentes cuyo 




Figura 33.3® Espectroscopio 
de prisma. 


Figura 33.31 Aberración 
cromática en lentes, (a) Lente 
convergente y (b) lente 
divergente. 
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Figura 33.32 Aberración 
cromática longitudinal y 
transversal en una lente. 




Tabla 33.3 índices de refracción y poder dispersivo 


Línea de Fraunhofer 

C 

D 

F 


Longitud de onda (10~^ m) 

6.563 

5.890 

4.862 

Poder dispersivo, co 

Vidrio óptico 

1.514 

1.517 

1.524 

0.0193 

Cristal 

1.622 

1.627 

1.639 

0.0271 

Alcohol 

1.361 

1.363 

1.367 

0.0165 

Benceno 

1.497 

1.503 

1.514 

0.0338 

Agua 

1.332 

1.334 

1.338 

0.0180 


índice de refracción disminuye al aumentar la longitud de onda en el visible (Fig. 33.28), el violeta 
tiene una distancia focal menor que el rojo. En la figura 33.31 se muestra la aberración cromática de 
una lente convergente y de una divergente, para tales materiales. 

La aberración cromática de una lente se mide mediante la diferencia/(, -fp entre las distan¬ 
cias focales correspondientes a las longitudes de onda 6.563 x 10"^ m y 4.862 x 10"^ m, emitidas por 
el hidrógeno y conocidas como líneas C y F de Fraunhofer. Se puede demostrar que la aberración 
cromática longitudinal de la lente es 


^ — /c ■“ /f — 


»F - «C 
Ud — 1 


/d 


donde/p es la distancia focal correspondiente a la línea D de Fraunhofer. La cantidad 


CO = 


/c ~ /f 
/d 


^F ~ ric 
«D - 1 


(33.33) 


se conoce como poder dispersivo dei material de la lente. En la tabla 33.3 se muestran los índices 
de refracción de algunos materiales transparentes para las líneas C, D y F de Fraunhofer, así como 
su poder dispersivo. 

El tipo de aberración cromática que hemos visto se conoce como longitudinal, pues se mide 
a lo largo dei eje principal de la lente. Existe también una aberración cromática transversal. Consi¬ 
deremos un objeto AB enfrente de la lente (Fig. 33.32). A menos que la luz proveniente dei objeto sea 
monocromática, será dispersada conforme pase por lá lente y, en lugar de una imagen, se formará una 
serie de imágenes de diferente tamano, una para cada longitud de onda o color. En la figura sólo se 
muestran las imágenes extremas correspondientes al rojo y al violeta, y su separación ha sido exage¬ 
rada. Debido a esta dispersión lateral, los bordes de las imágenes aparecen coloreados. 


V L 



Figura 33.33 Sistema 
acromático de lentes. 
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la atmósfera, la luz, y en general cualquier radiación electromagnética, es modificada por la absorción y la dispersión por las 
moléculas dei aire y las partículas de polvo. Las fluctuaciones en las propiedades de la atmósfera (temperatura y presión), así como 
otros factores climáticos disminuyen la brilianíez y nitidez de las imágenes producidas por los telescópios terrestres. Para reducir 
tales efectos, la mayoría de los observaíorios astronómicos están colocados en las cimas de montanas y alejados de los centros 
urbanos. Sin embargo, la forma más efectiva de eliminar estos efectos de disíorsión es colocar un telescópio fuera de la Tierra, en 
una órbita mucho más allá de la atmósfera. Éste es el concepto dei Telescópio Espacial Hubble (HST, Hubble Space Telescope), 
lanzado en 1990 desde Cabo Canaveral, Florida, que se encuentra en una órbita a 613 km por encima de la superfície terrestre, con 
un período de casi 90 min y velocidad orbital con respecto a la Tierra de aproximadamente 28 000 km h“'- 

El HST está formado por el Conjunto dei Telescoplo Óptico (OTA, Optic Telescope Assembly), los Insírunientos Cien¬ 
tíficos (SI, Scientific Instruments) y el Módulo de Sistemas de Apoyo (SSM, Support Systems Module). El OTA es un telescópio 
de reflexión Casegrain que consiste en un espejo côncavo primário de 2.4 m de diâmetro y uno secundário convexo de 0.30 m de 
diâmetro, separados por 4.8 m. La luz reflejada por el espejo secundário pasa por un orifício de 0.6 m de diâmetro, practicado en el 
espejo primário, y converge en el plano focal, 1.5 m detrás (Fig. 33.34). Es importante mantener los espejos a una temperatura 
constante de 21 ° para reducir las distorsiones en la imagen por deformación térmica de los espejos. Para aumentar la nitidez de la 
imagen, el telescópio posee vários deflectores que disminuyen el efecto de la luz difusa. La luz en el plano focal es desviada a los 
diferentes instrumentos ópticos, en los que se procesa la irnagen electrónicamente. 

Uno de los instrumentos científicos es la câmara planeíaria de campo anclio, disenada para obtener información sobre 
galaxias, estrellas, planetas y cometas, sensible a longitudes de onda desde el infrarrojo hasta el ultravioleta, entre 1.30 x 10“^ m y 
ll.CK) X 10“^ m. Otro instrumento es la câmara de objetos tenues, construida por la Agencia Espacial Europea, sensible a longitu¬ 
des de onda en las regiones UV y visibles, entre 1.15 x 10"^ m y 6.50 x 10"^ m. La câmara está disenada para observar objetos 
tenues, como los cúmulos globulares, sistemas de estrellas binarias y planetas extrasolares, con exposiciones de hasta 10 horas. 

El HST lleva dos espectrógrafos. El espectrógrafo de objetos tenues está disenado para obtener el espectro de objetos lumi¬ 
nosos muy tenues en la región comprendida entre 1.05 x 10~^ m y 8.50 x 10“^ m, correspondiente a las regiones dei visible y ultravioleta. 
Puede obtener información acerca de la abundancia de los elementos en galaxias, cuasares, cometas, y otros cuerpos celestes. 

El espectrógrafo de alta resolucàón opera en la región dei ultravioleta, entre las longitudes de onda 1.05 x 10“^ m y 3.20 x 10“^ 
m; tiene una alta resolución. Este espectrógrafo detecta las radiaciones provenientes de fuentes luminosas extremadamente débiles 
que no llegan a la superfície terrestre y permite la investigación, por ejemplo, dei intercâmbio de masa en las estrellas binarias, 
atmósferas planetarias y nubes de gas cósmico. 

Finalmente, el foíómeíro de alta velocidad está disenado para proporcionar una observación precisa dei espectro electromag¬ 
nético total emitido por un objeto radiante en el espacio en el intervalo de longitudes de onda que va de 1.2 x 10“’ m a 7.CK) x 10"’ m. 


Figura 33.34 La luz 
proveniente de objetes distantes 
entra en el Telescópio Espacial 
Hubble (HST) e incide en el 
espejo primário de 2.4 m, y es 
reflejada al espejo secundário de 
0.30 m. El segundo espejo dirige 
Ia luz concentrada por un orifício 
de 0.6 m practicado en el espejo 
primário bacia el plano focal y 
los instrumentos científicos se 
encuentran detrás de este espejo. 
(Cortesia de Ia NASA.) 
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Figura 3335 La telemetría 
proveniente dei Telescópio 
Espacial Hubble se envia primero 
a los Satélites de Rastreo y 
Transmisión de Datos (TDRS) de 
la NASA, los que transmiten los 
datos a White Sands, Nuevo 
México. Este centro envia la Observación 

senal dei HST a un satélite de desde el teles 
comunicaciones doméstico espacial 

(DOMSAT), el cual transmite la 
información electrónica al Centro 
de Control de Operaciones de 
Telescópios Espaciales situado 
en el Centro de Vuelos Espacia¬ 
les Goddard. De ahi se dirigen 
los datos científicos al Instituto 
Cientifico de Telescópios 
Espaciales, en la Johns Hopkins 
University. (Cortesia de la NASA.) 

correspondiente a las regiones dei visible y el ultravioleta. Puede hacer mediciones precisas de objetos que pulsan rápidamente y de 
sistemas binários, así como medir la luz zodiacal dei Sol y la luz difusa de las galaxias. 

El módulo de sistemas de apoyo (SSM) proporciona a los instrumentos dei HST la energia, comunicación, control de 
dirección y otros apoyos electrónicos necesarios para su operación. Debido a la alta resolución dei telescópio óptico (OTA) es 
necesario apuntar el telescópio de manera precisa y mantener su orientación durante la exposición, a medida que el HST gira en 
órbita. Esto se lleva a cabo mediante la acción de los sensores de guia fina. Cuatro giróscopos de gran masa y rapidez variable, que 
funcionan sobre el principio de conservación dei mornentum angular (Sec. 13.10), sirven para cambiar la orientación dei vehículo 
espacial, ajustándola con una precisión superior a 10“^ segundos de arco. El sistema permite también la medición precisa de la 
posición de los planetas, estrellas y galaxias. 

El sistema procesador de datos (DMS, Data Management System) procesa la información recopilada por los instru¬ 
mentos científicos y la transmite a la Tierra vía antenas de alta ganancia, a una rapidez de 10*^ bits por segundo. El DMS también 
recibe instrucciones de la Tierra, transmitiéndolas a los instrumentos mediante el sistema de control de instrumentos científi¬ 
cos. La comunicación se efectúa como se indica en la figura 33.35. Las instrucciones que llegan desde el Space Telescope 
Science Institute (Instituto Científico de Telescópios Espaciales), situado en la Johns Hopkins University, en Maryland, son 
traducidas en órdenes para el HST en el Goddard Space Flight Center (Centro de Vuelos Espaciales Goddard) y de ahí son trans¬ 
mitidos a la estación de White Sands en Nuevo México a través de un satélite comercial. La estación de White Sands envia 
entonces una senal al Satélite de Rastreo y Transmisión de Datos (TDRS, Tracking and Data Relay Satellite), de la NASA. El 
TDRS, que está sincronizado con la Tierra, transmite las órdenes al HST. La información proveniente dei HST llega a la Tierra 
siguiendo la misma ruta, pero en sentido inverso. 

La energia eléctrica para el telescópio es proporcionada por dos paneles que contienen 48 ÇKX) celdas solares. La construc- 
ción dei HST es modular, de manera que sus partes pueden cambiarse y se les puede dar servicio según sea necesario, mediante el 
transbordador espacial. El HST tiene una masa de 12 000 kg, una longitud de 13 m y su diâmetro, en su punto más ancho, çs de 4.3 
m. Esta disenado para funcionar durante aproximadamente 15 anos. 

Aunque el espejo primário fue construido con una precisión de alrededor de 3 x 10“^ mm, se cometió un pequeno error en 
algunos puntos dei borde dei espejo. La aberración resultante limitó la nitidez de las imágenes producidas por OTA. Para corregir este 
defecto, en una misión llevada a cabo en 1994, se instalaron lentes de corrección en la trayectoria de la luz reflejada antes de que llegue 
a los instrumentos científicos. EI HST ha proporcionado información muy útil acerca de objetos distantes, en particular de las galaxias. 


Nota 33,3 Óptica sin formaclón de imágenes 

Aunque normalmente se utilizan espejos y lentes para formar una imagen nítida de un objeto, para el cual se deben corregir las 
aberraciones, también es posible usarlos para canalizar rayos de luz en ciertas direcciones o a ciertos lugares, sin la formación de 
una imagen, en cuyo caso no importa la aberración. Esta aplicación se conoce como óptica sin formación d© imágenes. Por 
ejemplo, los espejos côncavos se pueden utilizar para concentrar luz o radiación electromagnética en una pequena región. La 
concentración se mejora mediante el uso de un cristal cónico de índice de refracción alto, como el zafiro. Este dispositivo se co¬ 
noce como concentrador. Se coloca en la región focal dei espejo con el extremo de diâmetro màyor hacia éste. La luz reflejada por 
el espejo entra en el concentrador y se propaga hacia el extremo de menor diâmetro, con la ayuda de las reflexiones totales que 
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Figura 33^5 En un iáser que i 

funciona con energia solar, la luz ! 
dei Sol es reflejada por un esoejo 
côncavo hacia un concentrador I 
ds zaflro. La luz solar ! 

concentrada entra en un cristal 
láser e induce Ia emisión de luz, 
por parte de los átomos, de una 
cierta frecuencia o frecuencias. 

La luz entitida rebota entre dos 


la luz se “fuga” por el espejo de la 
derecha, formando un haz láser. 

ocurren en las superfícies laterales. De esta forma se puede aumentar la intensidad de la luz vários miles de veces con respecto a la 
de la luz proveniente de la fueníe. En la figura 33.36 se ilustra el uso de un concentrador en un láser operado por luz solar. Las 
técnicas que no requieren formación de imágenes se utilizan también para detectar fuentes de radiación muy débiles, como la radia- 
ción cósmica de fondo medida por COBE (recuerde el Ej. 31.6), en experimentos con partículas de alta energia para detectar la 
radiación emitida por partículas de alta velocidad y en ciertos sistemas de iluminación que utilizan lámparas fluorescentes para 
concentrar la luz en una dirección específica. 

PREGUNTÂS 

\ 

33.1 Establezca las diferencias entre (a) una imagen real y 
una virtual, (b) un objeto real y uno virtual. 

33.2 Indique cuáles imágenes son reales y cuáles virtuales: 

(a) nuestra propia imagen vista en un espejo plano; (b) la imagen 
de un objeto visto a través de una lupa; (c) la imagen proyectada 
en una pantalla por un proyector de cine o de diapositivas; 

(d) la imagen de un objeto proyectada por la lente dei ojo en la 
retina; (e) la imagen producida en una película por la lente 
objetivo de una câmara; (f) la imagen de un objeto vista a través 
de un microscopio o un telescópio. 

33.3 Establezca la relación de la imagen con el objeto cuando 
el aumento es (a) mayor que uno; (b) uno; (c) menor que uno; 

(d) positivo; y (e) negativo. 

33.4 Considere una superfície refractora que separa dos 
médios con «j > « 2 - Dé el signo dei radio e indique si la 
superfície es côncava o convexa cuando ésta es (a) convergente, 

(b) divergente. Repita el ejercicio para < nj. 

33.5 Explique qué significa (a) aberración esférica y 
(b) aberración cromática. 

33.6 ^Cuáles de los siguientes sistemas presentan 
aberración esférica? (a) Un espejo esférico; (b) una superfície 
refractora esférica; (c) una lente esférica. ^Cuáles de éstos 
muestran aberración cromática? 

33.7 Analice los médios para reducir o eliminar 
(a) la aberración esférica, (b) la aberración cromática. 


33.S í,Qué quiere decir el término “enfoque” de un 
instrumento óptico? Analice la forma en que se efectúa el enfoque 
en (a) un microscopio, (b) un telescópio, (c) un proyector de 
diapositivas y (d) una câmara fotográfica o de vídeo. 

33.9 Represente la trayectoria de los rayos y la formación 
de imagen en (a) una câmara fotográfica y (b) un 
proyector de diapositivas. 

33.1® ^Cuál es el principio sobre el que funciona un 
espectrógrafo de prisma? 

33.11 ^Se observa dispersión cuando una luz monocromática 
atraviesa un prisma? 

33.12 ^Puede una sustancia, cuyo índice de refracción no vana 
de manera apreciable con la longitud de onda, ser utilizada como 
prisma en un espectroscopio? 

33.13 Investigue el uso de los prismas de reflexión total en 
instrumentos ópticos. 

33.14 Explique la diferencia entre el aumento de un telescópio 
y de un microscopio. 

33.15 Explique la manera en que el poder de resolución dei ojo 
limita el aumento de (a) un telescópio, (b) un microscopio. 

33.16 Explique el significado dei número /en un instrumento 
óptico. ^De qué forma puede uno cambiar el número/de una 
câmara fotográfica para una distancia focal determinada, a 
medida que disminuye la intensidad de la luz? 


Luz solar 















7ÓÓ Geometria de las ondas 

PROBLEMAS 

33.1 Verifique que cuando un espejo plano gira un ângulo a, 
los rayos reflejados giran un ângulo dei doble de a; esto es, 
P=2aen la figura 33.37. 



Figura 33.37 

33.2 Verifique que si un espejo plano es desplazado 
paralelamente a sí mismo una distancia x en dirección de la 
normal, la imagen se mueve una distancia 2x. 

33.3 Un espejo côncavo tiene un radio de 1.00 m. Calcule la 
posición de la imagen de un objeto y su aumento si el objeto está 
a una distancia dei espejo igual a (a) 1.40 m, (b) 1.00 m, (c) 0.80 
m, (d) 0.50 m y (e) 0.30 m. 

33.4 Un espejo convexo tiene un radio de 1.00 m. (a) Calcule 
la posición de lá imagen de un objeto y el aümèntò si la distancia 
dei objeto al espejo es de 0.60 m. Considere también un objeto 
virtual a una distancia de (b) 0.30 m y (c) 0.80 m. 

33.5 Un espejo de afeitar côncavo tiene una distancia focal de 
15 cm. (a) Encuentre la distancia óptima a la que una persona 
debe estar dei espejo si la distancia de visión clara es de 25 cm. 
(b) Calcule el aumento. 

33.6 Un espejo côncavo produce una imagen real e invertida 
tres veces mayor que el objeto, a 28 cm dei objeto. Calcule la 
distancia focal dei espejo. 

33.7 Cuando un objeto, inicialmente a 60 cm de un espejo 
côncavo, se acerca 10 cm a ésíe, la separación entre objeto e imagen 
se hace 2.5 veces mayor. Determine la distancia focal dei espejo. 

33.8 La aberración esférica de un espejo (esférico) se 
define como la diferencia entre la distancia focal/de un rayo 
cercano al eje dei espejo y la distancia focal f' para un rayo que 
está en el borde. Verifique que/-/' =Jisec a - 1), donde a es el 
ângulo de incidência para un rayo paralelo al eje que incide 

en el borde de la lente. 

33.9 Aplique el resultado dei problema 33.8 a un espejo 
côncavo de 10 cm de radio. La base dei espejo tiene un radio de 
8 cm. Encuentre la aberración esférica dei espejo y compárela 
con su distancia focal. 

33.10 Si Xj y ^2 son las distancias dei objeto y la imagen al foco 
de un espejo esférico, verifique que la ecuación 33.2 da x^X 2 = 
Esta se conoce como ecuación de Newton de un espejo. 



i,Se puede llegar a la conclusión de que el objeto y su imagen 
están siempre dei mismo lado dei foco? {Sugerencia: Note 
que x^ = FP=- OP - OF y lo mismo para X 2 Ò 

33.11 Dada la distancia focal/de un espejo esférico y 

el aumento M de cieito objeto, verifique que las posiciones 
de objeto e imagen pueden escribirse como 
p =j{M - 1)/M y ^ = -j{M - 1). 

33.12 Una sustancia transparente está limitada por una 
superfície esférica côncava de radio igual a 0.60 m. Su índice 
de refracción es de 1.5. (a) Calcule las distancias focales. 

(b) Determine la posición de la imagen y el aumento de un objeto 
coItKado a (i) 2.40 m, (ii) 1.60 m y (iii) 0.60 m de la superfície. 
Repita los cálculos para una superfície convexa. 

33.13 Una varilla de 40 cm de largo tiene un extremo plano y el 
otro en forma de superfície esférica convexa de 12 cm de radio. 
Se coloca un objeto en el eje de la varilla a 10 cm dei extremo 
redondeado. (a) ^Cuál es la posición de la imagen final? 

(b) ^Cuál es su aumento? Suponga que el índice de 
refracción es de 1.50. 

33.14 Haga un bosquejo de las diferentes lentes delgadas 
posibles que se pueden obtener al combinar dos superfícies con 
rádios de curvatura de 10 cm y 20 cm. ^Cuáles son convergentes 
y cuáles divergentes? Encuentre la distancia focal en cada caso. 
Suponga que w = 1.5. 

33.15 Una lente biconvexa tiene un índice de refracción de 
1.5 y sus rádios son de 0.20 m y 0.30 m. (a) Calcule la distancia 
focal, (b) Determine la posición de la imagen y el aumento de un 
objeto que está a una distancia de (i) 0.80 m, (ii) 0.48 m, 

(iii) 0.40 m (iv) 0.24 y (v) 0.20 m de la lente. 

33.16 Utilizando la lente dei problema anterior, considere el 
caso de un objeto virtual que está a 0.20 m detrás de la lente. 

33.17 Una lente bicóncava tiene un índice de refracción de 1.5, 
y rádios de 0.20 m y 0.30 m. (a) Halle la distancia focal. 

(b) Determine la posición de la imagen y el aumento de un objeto 
que está a 0.20 m de la lente. 

33.18 Mediante la lente dei problema anterior, considere un 
objeto virtual que está a una distancia de (a) 0.40 m y (b) 0.20 m. 

33.19 Un sistema de lentes está compuesto por dos lentes 
convergentes en contacto entre sí, con longitudes focales de 30 
cm y 60 cm. (a) Calcule la posición de la imagen y el aumento de 
un objeto colocado a 0.20 m dei sistema, (b) Considere también un 
objeto virtual colocado a una distancia de 0.40 m dei sistema. 

33.20 Una lente convergente tiene distancia focal de 0.60 m. 
Calcule la posición dei objeto en la que se produce una imagen 
(a) real y tres veces mayor, (b) real y de un tercio dei objeto, 

(c) virtual y dos veces mayor. 

33.21 Un objeto está colocado a 1.20 m de una lente. 

Determine la distancia focal y la naturaleza de la lente que 
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produce una imagen (a) real y a 0.80 m, (b) virtual y a 3.20 m, 

(c) virtual y a 0.60 m de la lente y (d) real y dos veces mayor. 

33.22 El ocular de un instrumento óptico está compuesío por 
dos lentes convergentes idênticas de 5 cm de distancia focal cada 
una y separadas 2.5 cm entre sí. Encuentre la posición de los 
focos dei sistema medida a partir de la lente más cercana. 

33.23 El objetivo de un microscopio íiene una distancia focal de 
4 mm. La imagen formada por éste está a 180 mm de su segundo 
punto focal. El ocular tiene una distancia focal de 31.25 mm. 

(a) Calcule el aumento dei microscopio. (b) El ojo humano puede 
distinguir la diferencia entre dos puntos si éstos se hallan 
separados aproximadamente 0.1 mm. ^Cuál es la separación 
mínima que se puede percibir con la ayuda de este microscopio? 

33.24 El diâmetro de la Luna es de 3.5 x 10^ km y su distancia 
a la Tierra es de 3.8 x 10^ km. Encuentre el diâmetro angular de 
la imagen de la Luna formada por un telescópio, si Ia distancia 
focal dei objetivo es de 4 m y la dei ocular es de 10 cm. 

33.25 Un prisma tiene un índice de refracción de 1.5 y un 
ângulo de 60°. (a) Determine la desviación de un rayo que incide 
a un ângulo de 40°. (b) Encuentre la desviación mínima y el 
correspondiente ângulo de incidência. 

33.26 La desviación mínima de un prisma es de 30° > El ângulo 
dei prisma es de 50°. Encuentre (a) su índice de refracción y 

(b) el ângulo de incidência para Ia mínima desviación. 

33.27 Demuestre que si el ângulo de un prisma es muy pequeno 
y los rayos incidentes llegan casi perpendiculares a una de las 
caras, la desviación es 5= (n - 1)A. 

33,2B Si un rayo llega a la segunda superfície de un prisma con 
un ângulo mayor que el crítico, se presenta una reflexión total y 
el rayo retoma en lugar de pasar a través dei prisma. 


■ Este principio se utiliza en muchos instrumentos ópticos. 

(a) Demuestre que si w > 1, la condición de que al menos un rayo 
emeqa es que Á ^ 2Â, donde 1 es el ângulo crítico, (b) Ânalice el 
intervalo de valores dei ângulo de incidência si el rayo debe salir 
por el otro lado. Este intervalo está dado por el ângulo a que se 
muestra en la figura 33.38. Verifique que está dado por cos a = n 
sen(A - A), (c) Analice la variación de a con respecto a A. 


A 



Figura 3338 

33.29 Aplique el análisis dei problema anterior al caso de un 
prisma que tiene un ângulo de refracción de 45° e índice de 
refracción de 1.5. (a) Obtenga el valor de a. (b) Analice la 
trayectoria de un rayo que incide perpendicularmente a una de las 
caras, (c) Considere el caso en que el ângulo dei prisma es de 35°. 

33.3® Un sistema de lentes está compuesto por dos lentes que 
se encuentran en contacto. Una lente es planoconvexa de cristal 
y la otra bicóncava de vidrio para instrumentos ópticos. El radio 
de la cara común es de 0.20 m y el radio de la otra cara de la 
lente de vidrio para instramentos ópticos es de 0.12 m. Calcule 
(a) la distancia focal dei sistema y (b) la aberración cromática. 
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34.1 Introducclén 


Albert A. Michelson disenó un 
interferómetro con el cual hizo vários 
experimentos cruciales y precisos, a 
partir de 1887, para medir cómo el 
movimiento orbital de la Tierra afectaba 
la velocidad de la luz. En aquel 
entonces se creia que el espacio estaba 
lleno de un medio llamado éter. 
Michelson no fue capaz de detectar 
cambio alguno en la velocidad de la luz, 
independientementè de su dirección de 
propagación con respecto a la Tierra. El 
resultado negativo de los experimentos 
de Michelson dio a Einstein una de las 
justificaciones sobre las que basó su 
teoria especial de la relatividad. El 
interferómetro de Michelson tiene 
muchas otras aplicaciones, como en 
espectroscopia y en la medición de 
pequenos câmbios de longitud. 


Cuando dos o más ondas coinciden en el espacio y el tiempo existe una interferenda. En el capí¬ 
tulo 10 analizamos la superposición de dos movimientos armónicos simples; la teoria desarrollada 
en él se puede aplicar directamente a este problema, para el caso de ondas armónicas o 
monocromáticas. La interferencia se da, por ejemplo, en la región en que las ondas reflejadas e 
incidentes coinciden. De hecho, éste es uno de los métodos más comunes para producir interferen¬ 
cia. Cuando se confina el movimiento ondulatorio a una región limitada dei espacio, como una 
cuerda en la que sus extremos están fijos, un líquido en un canal o una onda electromagnética en 
una cavidad metálica, la interferencia produce ondas estacionarias. 

Con el fin de aplicar las fórmulas desarrolladas en el capítulo 10, escribiremos, para una 
onda armónica que se mueve en la dirección X positiva, 


y para una que se mueve en la dirección -X, 
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Figura 34.1 Líneas nodales 
y ventrales que resultan de 
la interferencia de las ondas 
producidas por dos fuentes 
idênticas. 


(^ = Aq sen(cot + kx) (342) 

(recuerde la Sec. 28.3). La teoria que desarrollaremos en este capítulo es aplicable a cualquier tipo 
de movimiento ondulatorio, pero nuestros ejemplos y aplicaciones se referirán en su mayor parte a 
ondas acústicas y electromagnéticas. 

34»2 Infirferincia de ondas prodycidss por dos fwentes sincroniiadas 

Consideremos dos fuentes puntuales y S 2 (Fig. 34.1), que oscilan en fase con la misma frecuen- 
cia angular í 2 >y amplitudes A^yA 2 . Sus respectivas ondas esféricas son 

sen(cüí —/crj) (34.3) 

y 

(^2 = Aj sen(cot — /crj) (34.4) 

donde y r 2 son las distancias de cualquier punto dei medio a .Çj y S 2 , respectivamente. Nótese 
que, aunque las dos fuentes pueden ser idênticas, no producen la misma amplitud en P si Tj y r 2 son 
diferentes, porque, como vimos en la sección 28.12, la amplitud de una onda esférica varía con l/r. 
Sin embargo, en nuestro análisis no consideraremos explícitamente la variación de la amplitud de 
las ondas esféricas con respecto a su distancia a la fuente. Esta es una aproximación válida para 
puntos para los que y r 2 no son demasiado diferentes. 

(i) Condicióffi de fase. Supongamos que ^ es una propiedad escalar, como una perturba- 
ción en la presión. Si ^ corresponde a una cantidad vectorial, como un desplazamiento o un campo 
eléctrico, supondremos que y ^2 ®stán en la misma dirección, de modo que la combinación de las 
dos ondas se puede tratar como si fuera escalar. Cuando comparamos las ecuaciones 34.3 y 34.4 
con la 10.1, ^ = A sen(íUí + a), las cantidades kr^ y kr 2 desempenan el mismo papel que las fases 
iniciales, excepto por un cambio de signo, que es irrelevante para nuestro análisis. Entonces la 
diferencia de fase entre las dos ondas en cualquier punto P (si recordamos que k = Iti/X) es 
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Cuando utilizamos la técnica de fasores, explicada en la sección 10.3, los dos movimientos 
en interferencia se pueden representar mediante fasores de longitudes Aj y A 2 , respectivamente, 
que forman ângulos a, = kr^ y «2 “ ^^2 respecto a un eje de referencia denotado con OX en la 
figura 34.2. La amplitud A y la fase a dei movimiento ondulatorio resultante están dadas por su 
vector resultante. Por consiguiente, podemos expresar la amplitud de la perturbación resultante en 
Fcomo 

Á — -^JA\ “h A 2 “f" 2.ÁÁ 2 COS ô (34.6) 


Vemos que A puede estar entre los valores (A j -f Aj) y (A j - A 2 ), dependiendo de si cos 5= -f 1 o -1, 
o si 5= 2n7to (2n + l);r, donde n es un entero positivo o negativo. En el primer caso tenemos un 
refuerzo máximo de los dos movimientos o interferencia construcíiva, y en el segundo una ate- 
nuación máxima o interferencia destructiva. Esto es 


{2n + 1 )n 


interferencia constructiva 
interferencia destructiva 


Usando la ecuación 34.5, tenemos 


271 í 2/771 

- ^2) = i 

/ ((2/1 + 1 )7r 

que puede escribirse como 
inX 

^ y } 2 

|(2/i+l)- 


interferencia constructiva 
interferencia destructiva 


interferencia constructiva 


interferencia destructiva 


Pero Tj - r 2 = const. define una hipérbola cuyos focos son 5j y o, como en realidad el problema 
es en el espacio, esta ecuación define superfícies de revolución hiperbólicas, como las que se mues- 
tran en la figura 34.3. Por tanto, de la ecuación 34.8 concluimos que en las superfícies hiperbólicas 
cuyas ecuaciones son ^1 - ^2 = 0, ±A, ±27, ±3A..., los dos movimientos ondulatorios interfíeren 
constructivamente. A estas superfícies se les conoce como superfícies veoírales. En las superfí¬ 
cies hiperbólicas cuyas ecuaciones son = ±7 A, ± |A,..., las dos ondas interfíeren 

destructivamente. A estas superfícies se les conoce como superfícies oodales. El patrón total es 
entonces una sucesión alternada de superfícies ventrales y nodales. Las intersecciones son las 
hipérbolas que se ilustran en la figura 34.1, para las cuales la línea común es el eje X. 

(il) Coherencia. La situación descrita es tal que, en cada punto dei espacio, el movimiento 
ondulatorio resultante tiene una amplitud caractenstica dada poria ecuación 34.6, de modo que ^ = 
A sen(cot-a), en la que a se indica en la figura 34.2. Así, el resultado de la interferencia no tiene la 
apariencia de una onda progresiva, sino de una situación estacionaria en la que, en cada punto dei 
espacio, el movimiento oscilatorio tiene amplitud y fase fíjas. La razón de esto es que las dos 






Figura 34.2 Amplitud resultante de dos ondas 
en interferencia. La recta OX se tomó como el eje 
de referencia. 


Figura 34.3 Superfícies de diferencia de fase 
constante producidas por dos fuentes puntuales 
coherentes S, y Sj. 
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fuentes oscilan con la misma frecuencia y mantienen una diferencia de fase constante; por tanto, se 
dice que son coherentes. 

Si la diferencia de fase de las fuentes cambia erráticamente con el tiempo, incluso si las 
fuentes tienen la misma frecuencia, se observa un patrón de interferencia no estacionado y se dice 
que las fuentes son incoliereetes. Esto es lo que sucede con las fuentes de luz compuestas por un 
gran número de átomos de la misma clase, que emiten luz de la misma frecuencia. Como existen 
muchos átomos implicados en cada fuente y no oscilan en fase, no se observa un patrón de interfe¬ 
rencia definido. Por esa razón no observamos interferencia de dos bombillas. 

Se han disenado diferentes dispositivos para superar esta dificultad y producir dos haces 
coherentes de luz. Una forma efectiva es dividiendo un haz luminoso en dos y recombinando los 
haces en un cierto punto. Una manera de dividir un haz de luz es mediante un biprlsma de Fresnel, 
que está compuesto por dos prismas, Fj y F 2 , unidos por su base Fig. 34.4. La luz que proviene de 
la fuente S es refractada en cada prisma y separada en dos haces coherentes que parecen provenir 
de dos fuentes coherentes y S 2 . Éstas son las imágenes de S producidas por cada prisma. La 
coherencia se asegura, en este caso, porque los haces provienen de la misma fuente luminosa. Los 
haces interfieren en la región sombreada. Para diferencias de fase grandes, la coherencia se destra- 
ye, debido a que los haces que interfieren son producidos por la fuente en tiempos muy separados, 
de modo que, microscopicamente, la fuente no es la misma en ambos instantes y las diferencias de 
fase no son constantes. 

Otro método para producir interferencia luminosa es con el interferómetro de Michelson 
analizado en la sección 19.2. Un aparato aún más sencillo es el que usó Thomas Young (1773- 
1829), quien con sus primeros experimentos sobre interferencia de luz demostró concluyentemente 
que la luz es un fenómeno ondulatorio. Su dispositivo (Fig. 34.5) consistia en dos pequenos orifí¬ 
cios o ranuras S, y S 2 separadas por una distancia muy corta en una pantalla, y una fuente luminosa 
S colocada detrás de la pantalla. Las ranuras se comportan como un par de fuentes coherentes cqyas 
ondas interfieren delante de la pantalla. 

En el caso de la luz, el patrón de interferencia es observado en una segunda pantalla coloca¬ 
da paralelamente a las fuentes y S 2 . En esta pantalla aparece una serie de franjas oscuras y 
brillantes alternadas (Fig. 34.6), debidas a la intersección de la pantalla con las superfícies ventrales 


Figura 34.4 Biprisma de 
Fresnel. 


S I 



Figura 34.S Interferencia de 
dos fuentes coherentes. 
Experimento de la ranura doble 
de Young. 






















Pantalla 


Figura 34.7 Diagrama esquemático para 
determinar en una pantalla la intensidad dei 
movimiento ondulatorio resultante debido a la 
interferencia de dos fuentes coherentes. 


Figura 34,6 Fotografia de las franjas de interferencia producidas 
sobre una pantalla por un par de ranuras iluminadas por una fuente 
puntual de luz monocromática. Nótese que las franjas se van 
diluyendo cerca de los extremos, debido a la pérdida de coherencia. 


y nodales. Para otras regiones dei espectro electromagnético, se utilizan tipos diferentes de detecto¬ 
res para observar el patrón de interferencia. 

(iâi) Patrones de mterffereeda. De la geometría de la figura 34.7, y considerando que 0es 
un angulo pequeno, tenemos r^-r 2 ^ S^B = a sen 9. En consecuencia. 


Por consiguiente, según la ecuación 34,7, los puntos de máxima intensidad corresponden a 5 = 2nn:o 


donde n es un entero positivo o negativo. La distribución de intensidades en el patrón de interferen¬ 
cia se muestra en la figura 34.8, como función dei ângulo 9. Los máximos corresponden a (a sen 9)/ 
X = n (entero). Cuando 9 es pequeno sen 0 = tan 9 = xlD y la ecuación 34.10 queda 


que nos da la posición de las franjas brillantes en la pantalla. La separación entre dos franjas bri- 
llantes sucesivas es Ax = (D/a)A. Así, al medir Ax, Dy a, podemos obtener la longitud de onda X. 
Éste es, de hecho, uno de los métodos usados para medir longitudes de onda. 


Figura 34.8 Distribución de 
intensidades en el patrón de 
interferencia producido por dos 
fuentes coherentes. 
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Figura 34.9 Método 
interferométrico para analizar la 
textura de una superfície. 


EJEMPLO 34.? 

En un experimento parecido al de Young, las dos ranuras están separadas por una distancia de 0,8 mm y 

están iluminadas con luz monocromática de 5.9 x 10“^ m de longitud de onda. El patrón de interferencia 
se observa en una segunda paníalla colocada a 0.50 m de las ranuras. Determine la separación entre 
franjas brillantes y oscuras sucesivas. 


t> En este caso, las cantidades que aparecen en la ecuación 34,11 son a = 0.8 mm = 8 x 10“'^ m, D = 5 x 
10"* m y 1 = 5,9 X 10"^ m. Por tanto, la posición de las franjas brillantes es 


X = n 



= 3.7 X 


10 '^nm = 0.37nmm 


En general, las franjas tienen que observarse con una lupa o un microscopio. La separación entre franjas 
brillantes sucesivas es de 0.37 mm, que es la misma que la separación entre las oscuras. 


EJEMPLO 34.2 

Análisis de superfícies mediante interferometría óptica. 

O Existen muchos dispositivos, como las cintas de vídeo, las películas fotográficas, discos de computador 
y cojinetes de bola (bali bearings), que requieren una superfície lisa en extremo y cuidadosamente 
formada para funcionar de manera adecuada, La interferometría óptica que utiliza haces láser ofrece la 
posibilidad de un análisis de alta precisión de texturas superficiales sin que haya contacto ni destrucción, 
Existen vários sistemaà de interferometría disenados para este fin, de los cuales describiremos uno que 
utiliza el interferómetro de Michelson. Un haz láser (1) (Fig. 34.9) es dividido en dos por un espejo 
semiplateado. Uno de los haces (2) es enviado a un espejo de referencia, donde se refleja. El otro (3) se 
envia hacia la superfície en estúdio, en la cual también se refleja. Los dos haces se recombinan y produ- 
cen interferencia (4). Una câmara de vídeo registra la intensidad dei haz recombinado. 

La intensidad dei haz recombinado (4) depende de la diferencia de fase ô entre los haces (2) y 
(3), según la ecuación 34.8. A medida que la superfície analizada se mueve lateralmente, la trayectoria 
dei haz (3) cambia, dependiendo de las rugosidades de la superfície en la que se refleja. Esto, a su vez, 
afecía la diferencia de fase entre (2) y (3) y, por consiguiente, la intensidad dei haz (4). 

El barrido de la superfície se examina tres veces, y cada vez se varía ligeramente la distancia dei 
espejo de referencia con respecto al espejo divisor. De este modo se obtienen tres registros dei haz (4) (o 
Interferogramas) con diferentes conjuntos de diferencias de fase. Los datos de los tres interferogramas 
son alimentados a un computador, equipado con el software adecuado, que permite obtener una repre- 
sentación tridimensional de la superfície. Así se pueden detectar variaciones en la textura de una super¬ 
fície dei orden de algunos nanómetros (10~^ m), 

Esta técnica se conoce como interferometría óptica computarizada. Como los haces láser pue¬ 
den ser muy delgados, la resolución de la superfície es muy alta. 
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Consideremos ahora el caso de varias {N) fuentes sincronizadas e idênticas, distribuidas linealmente 
según la figura 34.10. Para simplificar el tratamiento, supongamos que el movimiento ondulatorio 
resultante se observa a una distancia muy grande comparada con la separación de las fuentes, de 
modo que los rayos que interfieren son, efectivamente, paralelos. Entre rayos sucesivos existe una 
diferencia de fase constante dada por la ecuación 34.9, 

In 

ô = —fl sen 0 (34.12) 

X 

Para obtener la amplitud resultante para la dirección de observación, dada por el ângulo 0, debemos 
evaluar la suma vectorial de los fasores correspondientes a cada fuente. Si todas las fuentes son 
idênticas, sus fasores tienen la misma longitud Aj y los vectores sucesivos están desviados un mis- 
mo ângulo Ô, como se indica en la figura 34.11 (a). La máxima amplitud resultante ocurre cuando to¬ 
dos los fasores son colineales, como se muestra en la figura 34.11(b). Esto requiere que 8=2nno 


donde n es un entero negativo o positivo. Este resultado se puede entender fácilmente porque cuan¬ 
do la ecuación 34.13 es válida, los rayos que vienen de cualesquiera dos fuentes adyacentes están 
en fase y su interferencia es constructiva. La amplitud resultante, en este caso, es A = NA^, donde N 
es el número de fuentes; por consiguiente, la intensidad total es / = La intensidad total puede 
ser bastante grande si el número de fuentes es gránde. 

La intensidad es cero cuando la suma vectorial (Fig. 34.12) es un polígono cerrado. Esto 
requiere que N8 = 2n'7t o 


•>2 í 




a 

* ^ 





\\ 

a sen 9 


Recta de referencia 




Figura 34.10 Serie lineal de 
cinco fuentes coherentes 
igualmente espaciadas. 


Figura 34.11 Amplitud 
resultante en un punto arbitrário 
debida a la interferencia de las 
ondas generadas por cinco fuentes 
coherentes lineales igualmente 
espaciadas. (a) Diferencia de fase 
arbitraria; (b) diferencia de fase 
cero. OX es el eje de referencia 
para medir las fases. 
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Figura 34.12 Ceros de 
amplitud para cuatro fuentes 
sincronizadas de amplitud/Ij. 


Figura 34.13 Intensidad dei 
patrón de interferencia para dos, 
cuatro, ocho y muchas fuentes, 
cada una de intensidad /q. El 
espadado entre fuentes es 
constante. Las ordenadas dan el 
cociente de 


donde n' es un entero que va de 1 a (M- 1), de (// + 1) a QM -1), etc. Los valores = 0, 
están excluídos, porque en íai caso la ecuación 34.14 se transformaria en la 34.13, que da la 
máxima intensidad. En la figura 34.12 se muesíra la situación para ^ = 4. 

La ecuación 34.14 implica que entre cada dos máximos principales dados por la ecuación 

34.13, existen {N-Y) ceros. Entre dos mínimos debe haber siempre un máximo. Portanto, conclui- 
mos que existen además {N - 2) máximos secundários entre los máximos principales dados por la 
ecuación 34.13. Sus amplitudes son, sin embargo, relativamente mucho menores, en especial si N 
es grande. 

En la figura 34.13 se muesíra la gráfica de ///q en términos de a sen para ^ = 4,8 y muy 

grande. Se ha agregado el caso ^/=2 para poder comparar. Vemos que cuando aumenta Aí el sistema 
se hace alíamente dirigido, ya que el movimiento ondulatorio resultante es de importância sólo para 
ciertos rangos de valores de «5 o dei ângulo 0. 

Estos resultados se utilizan en estaciones emisoras o receptoras de radio, cuando se desea 
tener un efecto direccional. En este caso, se colocan varias antenas de manera que la intensidad de la 
radiación emitida (o recibida) sea máxima sólo en ciertas direcciones, dadas por la ecuación 34.13. 
Por ejemplo, para cuatro antenas lineales separadas por una distancia a - A/2, la ecuación 34.13 da 
sen 6 = 2n. Entonces sólo es posible n = 0 para los máximos principales, lo que nos da únicamente 
6 = 0 y K Para los ceros, o planos nodales, la ecuación 34.14 da sen 0 = }n, que se permite los 
valores n =±í y ±2 o 6 = ±7c/6 y ±7t/2. La situación se ilustra en el diagrama polar de la figura 

34.14, en el que se representa la intensidad con respecto al ângulo. Esta combinación de antenas 
transmite y recibe preferentemente en una dirección perpendicular a la línea que las une, y se 
conoce como disíribucióe lateral. El mismo efecto de dirección se utiliza en los radiotelescopios. 
A distancias iguales a lo largo de una línea recta, se colocan varias antenas parabólicas con sus ejes 
paralelos. Para un cierto^espaciado y una orientación de los ejes dada, la longitud de onda de las 
ondas de radio recibidas con máxima intensidad está determinada por la ecuación 34.13. En este 
caso se obtiene también una resolución mucho mayor. 
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EJEMPLO 34.3 

Interferencia por reflexión o transmisión en películas delgadas. 

t> Consideremos (Fig. 34.15) una película delgada de espesor a en la que inciden ondas planas con un 
angulo de incidência 6^. Un rayo incidente, como AB, se refleja parcialmente a lo largo de BG y se 
transmite parcialmente a lo largo de BC. El rayo BC, a su vez, es reflejado parcialmente en C a lo largo 
de CD y transmitido parcialmente a lo largo de CH. El rayo CD también es reflejado en parte en D a lo 
largo de DK, superponiéndose al rayo refractado de FD, y es transmitido parcialmente a lo largo de DE, 
donde se superpone con el rayo reflejado de FD. De manera parecida, el rayo reflejado BG también tiene 
contribuciones de vários rayos provenientes de la izquierda en la figura. Por consiguiente, se producen 
interferências a lo largo de los rayos reflejados y transmitidos. La situación es semejante al caso ilustra¬ 
do en la figura 34.10, con N muy grande, pero con una importante diferencia: no todos los rayos que 
interfieren tienen la misma intensidad, porque en cada reflexión o refracción disminuye su intensidad. 

Aparte de esta variación en intensidad, los máximos para la interferencia por reflexión o trans¬ 
misión dependen de la diferencia de fase dentre los rayos que interfieren, como ABCDE y FDE. Para un 
ângulo de incidência 9^ dado, el valor dei desfase ô es diferente dependiendo de si consideramos los 
rayos reflejados o transmitidos. Un cálculo, que omitiremos, muestra que, si n es el índice de refracción 
de la película, la condición para una máxima intensidad de la onda reflejada es 

lan COS = \{2N — l)/l' (máxima reflexión, mínima transmisión) (34.15) 

donde N es un entero. La condición para una intensidad máxima de la onda transmitida es 


lan COS = NX (máxima transmisión, mínima reflexión) (34.16) 



Figura 34.14 Distribución 
angular de la intensidad en 
el patrón de interferencia de 
las ondas generadas por 
cuatro fuentes lineales 
coherentes espaciadas media 
longitud de onda. 



(b) 


Figuira 34.15 Interferencia por reflexión o 
refracción en una película delgada. 


Figura 34.16 Anillos de Newton fonnados por la interferencia en la película de aire 
que se encuentra entre una superfície plana y una convexa, (a) Diagrama esquemático, 
(b) Fotografia de los anillos. (Cortesia de Bausch & Lomb Optical Co.) 











transmisión, que están determinados, en cada caso, por las longitudes de onda que satisfacen las ecuaciones 
34.15 0 34.16. 

Si la luz incidente no es monocromática, las ecuaciones 34.15 y 34.16 dan valores diferentes de 
8 ^, y por tanto también de 0j, para cada longiíud de onda A. También, si la película es de grosor variable, 
no se cumplen las condiciones 34.15 y 34.16 en todos los puntos para una longitud de onda dada; en el 
caso de luz monocromática, esto produce una sucesión de bandas brillantes y oscuras, y en el caso de luz 
blanca da como resultado una sucesión de bandas de colores. Esto explica los colores que se observan en 
películas delgadas de aceite que flotan en la superfície dei agua. El patrón de interferência se puede ver 
también con facilidad al colocar una lente planoconvexa sobre una placa plana de vidrio, como se mues- 
tra en la figura 34.16(a). El espacio entre la lente y la placa de vidrio es una capa de aire de espesor 
variable. El patrón de interferência que se obtiene consiste en una serie de anillos concêntricos de colo¬ 
res diferentes, conocidos como anillos de Newton, mostrados en la figura 34.16(b). 



Las interferências que ocurren cuando una onda sólo puede propagarse en una región limitada es un pro¬ 
blema de gran aplicación práctica. Por simplicidad consideraremos primero ondas en una dimensión. 

(i) Ondas estacionarias en nna cuerda. Tomemos la cuerda OX que tiene el extremo O 
fijo, como se indica en la figura 34.17. Una onda transversal incidente que se propaga hacia la 
izquierda, expresada por ^ = A sen{0M -f kx), es reflejada en O, produciéndose una nueva onda que 
se propaga hacia la derecha, expresada por ^ = A' sen(ú)t - kx). Escribimos una amplitud diferente 
para las ondas incidente y reflejada, con el fm de tomar en cuenta un posible cambio de amplitud en 
la reflexión. 

El desplazamiento en cualquier punto de la cuerda es el resultado de la interferência o 
superposición de las dos ondas, esto es, 

^ = A sen{cot + kx) + A' sen(cuí — kx) (34.17) 

En O íenemos x = 0, de modo que 

C(.v = o) - {A + A') sen cot 

Pero O está fijo, lo que significa que = 0 en todo momento. Esto requiere que A' = -A. En 
otras palabras, al reflejarse en el punto fijo, la sufre un cambio de fase de 7ü sin cambiar su 
amplitud. El cambio de fase puede verse en la serie de fotografias de la figura 34.17, donde se 
muestra un pulso incidente en vez de una onda continua. Entonces la ecuación 34.17 queda 

ç = /4[sen(cor -1- kx) — sen(cor — kx)'] 


Figura 34.17 Cambio de fase 
de una onda reflejada sobre una 
cuerda que tiene un extremo fijo. 
(Tomado de Ph\sics. Boston, 
D.C. Heath, 1960.) 



Onda incidente 






















Esia ümpiiiua esia represeniaaa por la imea punieaaa en la iigura ô^.h. ampiiiua es cero para 
kx = nn, doede n es un entero. Como k = InIX, el resultado se puede expresar íambién como 

X = \nX (3420) 

Estos puntos se llaman nodos. Los nodos sucesivos están separados por la distancia jX. La longitud 
de onda X, sin embargo, está determinada por la frecuencia y la velocidad de propagación, de 

acuerdo con Â = y/v. 

Supongamos ahora que imponemos una segunda condición: el punto x = L, que puede ser el 
otro extremo de la cuerda, también está fijo. Esto significa que x = L es un nodo y debe satisfacer la 
condición = lo cual requiere que 

sen /cL = 0 o kL = rni (3421) 

Si utilizamos la ecuación 34.20, teneraos que 

L = jnX (3422) 

que indica que la longitud de la cuerda debe ser un múltiplo de Por tanto, la segunda condición 
automáticamente limita las longitudes de onda que son admitidas en la cuerda a los valores dados 
por la ecuación 34.22; esto es, 

, 2L ^ 2L 2L 

A = — = 2L, , —, ■ ■ • (3423) 

n 2 3 

y, a su vez, las frecuencias de oscilación están limitadas íambién a los valores 


V nv 


^ X 2L 


(3424) 


Recordando la expresión 28.26, v= para la velocidad de propagación de las ondas en una 

cuerda sujeta a una tensión T y con una masa m por unidad de longitud, las posibles frecuencias están 
determinadas por 


donde 


n 

2L 


IT 

-= vi,2vi,3vi,... 
m 


(3425) 



se conoce como frecuencia fundamental. Así, las posibles frecuencias de oscilación (llamadas 
armónicos) son múltiplos de la fundamental. Podemos decir que las frecuencias y longitudes de 
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Figura 34.18 Ondas 
transversales estacionarias en 
una cuerda que tiene ambos 
extremos fijos. 


onda esíán ciiantigadas y que la cuantizacióe es resultado de las condiciones de contorno impues- 
tas en ambos extremos de la cuerda. Esta es una situación que aparece en muchos problemas físicos. 

En la figura 34.18 se indica la disíribución de amplitudes para los ires primeros modos de 
vibración (n = 1,2, 3). Los nodos o puntos de amplitud cero se determinan mediante la ecuación 
34.20. Los puntos de máxima amplitud son los antinodos. La distancia entre antinodos sucesivos 
íambién es Â/2. Obviameníe, la separación entre un nodo y un antinodo es de A/4. Observemos que 
mientras ^ = 0 en el nodo, â^àx = 0 en los antinodos, pues la amplitud es máxima. 

Si, en lugar de imponer la condición ^ = 0 en los extremos de la cuerda, imponemos otras 
condiciones porque la situación física en los extremos es distinta, como el caso de una cuerda con 
extremos “suaves” ilustrado en la figura 34.19, obtenemos un conjunto de longitudes de onda y 
frecuencias distinto dei dado por las ecuaciones 34.22 y 34.24. 

(II) Ondas estacionarias en un tubo. Resulta instracíivo examinar oiros dos ejemplos 
sencillos relacionados con ondas estacionarias en un tubo, como los de los órganos. Consideremos 
primero un tubo abierío en ambos extremos (Fig. 34.20). Si soplamos aire en un extremo mediante 
una boquilla, se producen ondas estacionarias debido a la reflexión que ocurre en el otro extremo. 
La diferencia fundamental entre este caso y el de la cuerda con extremos fijos es que en el tubo 
ambos extremos están libres y, por consiguiente, ^ tiene un valor máximo en los extremos; en otras 
palabras, existe un antinodo en cada extremo. Así, en un tubo abierto los nodos y antinodos están 
intercambiados, si los comparamos con su posición en una cuerda. Esto se ilustra en la figura 34.20 
mediante las líneas punteadas. Podemos concluir, entonces, que como en el caso de una cuerda con 
extremos fijos, la longitud dei tubo debe ser un múltiplo de jA; esto es, L = \nX o 


2L ^ 2L 2L 
— = 2L, —, —, 
n 2 3 


Las frecuencias permitidas de las ondas estacionarias son 



Vi,2vi, 3vi,... 
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Figura 34.19 (a) Cuerda con 

un extremo “suave”, (b) Cuerda 
con ambos extremos “suaves”. 
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Figura 34.20 Onda estacionaria de presión en una 
columna de aire con ambos extremos abiertos. 


Figura 34.21 Onda estacionaria de presión en 
una columna de aire con un extremo cerrado. 


donde n = 1,2,3,... y, por tanto, las frecuencias permitidas comprenden todos los armónicos corres- 
pondientes a un tono fundamental de frecuencia Vj = vUL. 

A continuación consideremos un tubo cuyo extremo opuesto a la boquilla está cerrado (Fig. 
34.21). Las condiciones físicas en el extremo cerrado son distintas que en el caso anterior, mientras 
que en el extremo con la boquilla son las mismas. Por tanto, en la boquilla tendremos un antinodo, 
pero en el extremo cerrado (x = L) tendremos un nodo. La distribución de nodos y antinodos en un 
tubo cerrado se muestra con las líneas punteadas en la figura 34.21. Queda claro de la figura que la 
longitud dei tubo está relacionada con la longitud de onda mediante la expresión L = jnX + o 


4L , 4L 4L 

^ =-= 4L, —, —, 

2n + 1 3 5 

Las frecuencias permitidas de las ondas estacionarias son 


(34.28) 


V = - = (2n + 1).— 
/ 4L 


vi,3vi,5vi,... 


(34.29) 


Los modos de vibración son ahora diferentes de los correspondientes a un tubo abierto en los dos 
extremos. La caractenstica más importante es que un tubo cerrado en un extremo vibra únicamente 
con armónicos impares de la frecuencia fundamental Vj = vIAL. Para longitudes iguales, la frecuen¬ 
cia fundamental de un tubo cerrado es la mitad de la dei tubo abierto. Un tubo es un ejemplo de 
cavidad resonante. 
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EJEMPLO 24.4 

Una cuerda de acero tiene una longitud de 40 cm y un diâmetro de 1 mm. Su vibración fundamental es de 
440 Hz, correspondiente al tono musical La de la escala diatónica, clave de Do; hallar su tensión. Supo- 
ner que la densidad de la cuerda es p = 7.86 x ICP kg m~^. 

[> La masa por unidad de longitud es m = m^p. Con r = 5 x 10"'^ m y p = 7.86 x 10^ kg m"^, obíenemos 
m = 6.15 X10“^ kg m“^. Despejando T de la ecuación 34.25, con n = 1, pues queremos el tono fundamental, 
obtenemos T = Al}mv^. Tomando L = 40 cm = 0.40 m, Vj = 440 Hz e introduciendo el valor calculado de 
m, finalmente obtenemos T = 762.0 N. EI estudiante puede ahora darse cuenta de por qué los instrumen¬ 
tos musicales se afman ajustando Ia tensión o la longitud de sus cuerdas. Para el caso de un tubo de 
órgano, los tonos se seleccionan ajustando la longitud de los tubos. 


34o5 Ondas ©lectromagnétlcai tslacionaries 

Los fenómenos de interferencia son tan característicos de las ondas que su presencia ha sido acep- 
tada siempre como una prueba concluyente de que un proceso puede interpretarse como fenómeno 
ondulatorio. Por tal razón, cuando Young, Fresnel, Fraunhofer y otros, en el siglo xix, observaron la 
interferencia de la luz (y fenómenos de difracción), la teoria ondulatória de la luz fue aceptada 
generalmente. En aquella época no se conocían las ondas electromagnéticas y se supuso que la luz 
era una onda elástica que se desplazaba en un medio hipotético, llamado éter, que impregnaba todo 
el espacio, inclusive la matéria. Fue hasta fines dei siglo xix cuando Maxwell predijo la existência 
de las ondas electromagnéticas (Cap. 29) y Hertz logró producir experimentalmente ondas electro¬ 
magnéticas estacionarias, confirmando la existência de tales ondas en el intervalo de radiofrecuencia. 
Más tarde midió su velocidad y encontro que era igual a la de la luz. La reflexión, refracción y 
polarización de ondas electromagnéticas también son semejantes a las de la luz. La conclusión fue 
identificar a la luz con ondas electromagnéticas de ciertas frecuencias. 

Consideremos una onda electromagnética plana polarizada que incide perpendicularmente 
en la superfície plana de un buen conductor. Situaremos el plano YZ (Fig. 34.22) en la superfície dei 
conductor, el eje X en la dirección de propagación de la onda y los ejes YyZ paralelos a los campos 
eléctrico y magnético, respectivamente. Entonces el campo eléctrico oscilante de la onda incidente 
es paralelo a la superfície dei conductor. Pero en ésta el campo eléctrico debe ser perpendicular al 
conductor; es decir, el campo no puede tener una componente tangencial. La única manera de hacer 
que esta condición sea compatible con la orientación dei campo eléctrico de la onda incidente es 
hacer que el campo eléctrico resultante sea siempre cero en la superfície dei conductor. Esto signi¬ 
fica que el campo eléctrico de la onda reflejada por la superfície en todo instante debe ser igual y 
opuesto al de la onda incidente, o sea para x = 0. Esta condición es matemáticamen- 

Y 


Figura 34.22 Ondas 
electromagnéticas estacionarias 
producidas mediante reflexión en 
una superfície conductora que 
coincide con el plano YZ. La 
onda incidente se propaga de X a 
O y la reflejada de D a X. 
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íe equivalente a la condición de reflexión de ondas en una cuerda con un extremo fijo, analizada en 
la sección anterior. Como la matemática es la misma, podemos usar la ecuación 34.18 para escribir 
una expresión para el campo eléctrico resultante, 

é’ = 2éo sen kx cos ojt 

El campo magnético oscila en el plano XZ. Mediante la ecuación 29.8, encontramos que el campo 
magnético está expresado por 

^ = 2^q cos kx sen coí 

donde = S’q Ic. Por consiguiente, existe una diferencia de fase (desfase) de en las variaciones 
espaciales y de en las dei tiempo, para los dos campos. En la expresión matemática de J* se 
observa que el campo magnético tiene máxima amplitud en la superfície (x = 0). Así, aunque los 
campos eléctricos de la onda interfieren destructivamente en la superfície, los campos magnéticos 
interfíeren constructivamente. 

Las amplitudes de los campos eléctrico y magnético de la onda resultante a una distancia x 
de la superfície son 2S‘q sen kxy 2 cos kx. Están indicadas en la figura 34.22. En los puntos en 
que kx = n7tox= jnX, el campo eléctrico es cero y el campo magnético es máximo. En los puntos 
en que kx=(n-¥ ^)7t o x = {2n + l)A/4 el campo eléctrico es máximo y el magnético es cero. 


El sencillo dispositivo experimental de Hertz se muestra en la parte izquierda de la figura 34.23. El transformador T carga las 
placas metálicas Cy C. Éstas se descargan a través dei espacio P que se comporta como un dipolo oscilante. A lo largo de la recta 
PX, la dirección dei campo eléctrico es paralela al eje F y la dei magnético lo es al eje Z. Para observar las ondas. Hertz utilizó un 
cable corto en forma de círculo, pero con un pequeno espacio entre sus extremos. Este simple dispositivo se conoce como resonador. 
El diâmetro dei resonador usado en este tipo de experimentos debe ser pequeno en comparación con la longitud de onda de las 
ondas. Si se coloca el resonador de modo que su plano quede perpendicular al campo magnético de la onda, éste induce una fem 
en el resonador, lo que produce chispas entre sus extremos. Por otro lado, si el plano dei resonador es paralelo al campo magnético, 
no se induce fem alguna y no se observan chispas en el espacio entre los extremos dei resonador. 

Para producir ondas electromagnéticas estacionarias, Hertz colocó una superfície reflectora (hecha con un buen conduc- 
tor) en Q. En tal caso, cuando el resonador esté en un nodo dei campo magnético, no habrá fem inducida (o chispas), cualquiera que 
sea su orientación. En un antinodo dei campo magnético, sin embargo, la producción de chispas es más alta cuando el resonador 
se orienta de modo perpendicular al campo magnético. Al mover el resonador a lo largo de la recta PQ, Hertz encontró la posición 
de los nodos y antinodos y la dirección dei campo magnético. El resultado obtenido por Hertz coincidió con el análisis teórico que 
hemos presentado. Al medir la distancia entre nodos sucesivos. Hertz pudo calcular la longitud de onda X y, como conocía la 
frecuencia v dei oscilador, pudo calcular la velocidad c de las ondas electromagnéticas mediante la ecuación c = Xv. Fue así como 
Hertz obtuvo experimentalmente por primera vez, en 1988, el valor de la velocidad de propagación de las ondas electromagnéticas. 


Figura 34.23 Experimento de Hertz sobre 
interferencia de ondas electromagnéticas. 



Superfície reflectora 







Figura 34.24 Ondas 
estacionarias en una membrana 
rectangular. Las líneas nodales 
son continuas y Ias antinodales 
son punteadas. 


Consideremos una membrana rectangular estirada sobre un marco, de modo que sus bordes estén 
fijos. Si la superfície de la membrana es perturbada, se producen ondas que se propagan en todas 
direcciones y son reflejadas en los bordes, dando como resultado una interferencia. Consideremos 
el caso especial en que se generan en la membrana ondas planas de una sola frecuencia. Suponga- 
mos además que las ondas se propagan paralelas a uno de los lados de la membrana, como se indica 
en la figura 34.24. En lugar de nodos y antinodos obtenemos líneas nodales y antinodales, repre¬ 
sentadas por las líneas continuas y punteadas en la figura 34.24. En la parte (a), la membrana está 
fya en los bordes izquierdo (jc = 0) y derecho (x = a), pero los otros dos lados están libres y las ondas 
se propagan paralelamente al eje X bacia la izquierda y la derecha, lo que produce un sistema de 
líneas nodales y antinodales paralelas al eje F. En = 0 y a: = a, debemos tener líneas nodales. Por 
tanto, la condición para ondas estacionarias es parecida a la ecuación 34.21; esto es. 


ka = rni o 



Las correspondientes frecuencias son 


V kv 
X 2n 



(3431) 


(34.32) 


donde v es la velocidad de propagación de las ondas en la superfície de la membrana y k = 2nlX. 

En la figura 34.24(b) la membrana está fija en su extremo inferior (y = 0) y en la superior 
(y = b). Para ondas que se propagan paralelamente al eje F, las líneas nodales y antinodales son 
paralelas al eje X. La condición para ondas estacionarias es semejante a la ecuación 34.31, con b en 
lugar de a: 


kb = riTC o 



con frecuencias 



A continuación consideremos una membrana con sus cuatro lados fijos y ondas planas que 
se desplazan en una dirección arbitraria en su superfície. Haciendo z = 0 en la ecuación 28.39, una 
onda plana en dos dimensiones se expresa como 
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â = A sen [cor - [k^x + /c 2 }')] (3435) 

donde hemos seguido la convención de escribir el factor tiempo primero. Las cantidades k y son 
las componentes de un vector paralelo a la dirección de propagación sobre la membrana o en el 
plano XY, y de magnitud 

k = y/cfm (3436) 

Para un rayo PQ inicial (Fig. 34.25), caracterizado por las componentes ^j, ^ 2 » hay un rayo refleja- 
do QR, caracterizado por k^, -k^. De i? a 5 el rayo está caracterizado por - k^, -k^. Y de 5 al eje Y el 
rayo está caracterizado por las componentes -k^, k^. En reflexiones sucesivas de este rayo no apa- 
recen nuevas combinaciones de k^ y k 2 . La trayectoria dei rayo es parecida a la que sigue una bola 
de biliar. La conclusión es que en la membrana existe un sistema de cuatro ondas, debidas a la 
reflexión en los cuatro lados. Estas ondas deben interferir de modo que enx = 0yfl,yeny=0yZ?, 
el valor resultante de ^ sea cero. Entonces, en lugar de las condiciones 34.31 y 34.33 tenemos que 
k^ y k 2 deben satisfacer las condiciones 



k^a = n^n o = ■—- , k20 = HjTI o /C2 =- 

a 0 

donde n^y n 2 son enteros. Entonces, usando la ecuación 34.36 tenemos 

Como k = IJtíX y Xv = v, tenemos que v = k Hk y las frecuencias posibles son 


figura 34.2S Reflexiones' 
(34.37) sucesivas de una onda en una 
membrana rectangular. 


(3438) 


I M 4. üi 


(34.39) 


Podemos notar que las frecuencias posibles ya no son múltiplos enteros de una frecuencia funda¬ 
mental, sino que siguen una secuencia distinta. Las líneas nodales forman los patrones rectangula- 
res que se muestran en la figura 34.26. 


Figura 34.26 Primeros modos de vibración de 
una membrana rectangular en la que se muestran las 
líneas nodales. 


Figura 34.27 Algunos modos posibles de vibración de una 
membrana circular. (Tomado de Vibration and Sound, de 
Philip M. Morse. McGraw-Hill Book Co. 1948.) 







Para el caso de una membrana circular, la simetría exige que las líneas nodales sean círculos 

y rádios, como se indica en la figura 34.27. 


El problema de las ondas estacionarias en tres dimensiones es una simple extensión dei caso de dos 
dimensiones. Consideremos una cavidad rectangular de lados a,hy c, con paredes peifectameeíe 
reflectoras (Fig. 34.28) de modo que | = 0 en las seis caras. Una onda plana en el espacio está caracteri¬ 
zada por el vector k, perpendicular al plano de la onda, con tres componentes k^di lo largo 

de los tres ejes. Cuando se produce una onda dentro de la cavidad, ésta es reflejada sucesivamente 
por las seis caras y se produce un conjunto de ocho ondas, que son resultado de las diferentes 
combinaciones posibles entre ±k^,±k 2 y ±ky La interferencia o superposición de estas ocho ondas 
da lugar a ondas estacionarias, si A:j, ^2 Y ^3 üenen los valores apropiados. Por analogia con la ecua- 
ción 34.37, estos valores son 


(34.40) 


donde n,, «2 y «3 son enteros. Como k 


4 -r /t 2 -*■ ^-3 


’, podemos escribir 


nt Uj m 
' _i _|_ z _|_: 


y las posibles frecuencias de las ondas estacionarias en la cavidad son 



(34.42) 


Una cavidad como la mostrada en la figura 34.28 presentará resonancia y mantendrá ondas estacio¬ 
narias para las frecuencias dadas por la ecuación 34.42. 

En el caso de una cavidad esférica o de una cilíndrica, el tratamiento matemático es más 
complejo, pero nuevamente tenemos que sólo para ciertas frecuencias ocurre resonancia y se pro- 
ducen ondas estacionarias. 

Los resultados que hemos obtenido para ondas estacionarias en cavidades tienen muchas 
aplicaciones. Por ejemplo, en acústica, las cavidades resonantes se utilizan para el análisis dei 
sonido. Las cavidades resonantes para ondas electromagnéticas tienen paredes construidas con 
materiales que son buenos conductores, de modo que reflejan las ondas lo mejor posible. Estas 
cavidades mantienen ondas electromagnéticas estacionarias de frecuencias definidas, y con un mí¬ 
nimo de atenuación por pérdida de energia en cada reflexión. Esto significa que las cavidades 
sirven para almacenar energia electromagnética. La teoría detallada de las ondas electromagnéticas 
estacionarias en cavidades es ligeramente más complicada que el análisis que hemos hecho aqui, 
debido al carácter transversal de las ondas, pero los resultados como el de la ecuación 34.42 siguen 
siendo iguales. Tales cavidades se utilizan para medir y analizar frecuencias (de la misma manera 
que los resonadores acústicos), o para el control de la frecuencia en circuitos oscilantes, y para 
medir las propiedades dei material contenido en la cavidad. Se utilizan también para optimizar el 
haz de un láser, usando una cavidad larga y estrecha. Las ondas estacionarias se concentran a lo 
largo de la dimensión más grande, de modo que nj y son prácticamente cero y la ecuación 34.42 
queda v = n, vHa, que es la expresión utilizada en el tratamiento de láseres de la sección 31.8. 


34.8 Guias de ©nda 

Las cavidades analizadas en la sección anterior sólo permiten ondas estacionarias. En ciertas cavi¬ 
dades largas y abiertas en ambos extremos, llamadas guias de onda, se pueden generar ondas que 
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se desplazan a lo largo de la cavidad. En un extremo se introducen las oedas y son recibidas en el 
otro. Un tipo seecillo de guia consiste en dos planos paralelos separados por una distancia a (Fig. 
34.29). Un ejemplo simple de este tipo de guia de onda en la región óptica es el caso de dos espejos 
planos paralelos, como los que se pueden encontrar en algunas peluquenas. 

Consideremos una onda dentro de la cavidad que forma cierto ângulo, determinado por el 
vectori, cuyas componentes y son paralela y perpendicular, respectivamente, a los planos. La 
onda sufrirá reflexiones sucesivas en ambas superfícies, rebotando entre ellas. Como el espacio no 
está limitado en la dirección paralela a los planos (como es el caso de las cavidades), la onda se 
desplazará bacia la derecha. 

Tomemos el eje X paralelo y el Fperpendicular a los planos, de modo que el vecíor k está en 
el plano XY. En la figura 34.29 se muesíra la trayectoiia de un rayo en particular. A lo largo de PQ 
el rayo está caracterizado por las componentes k 2 ,y à& Q^R está caracterizado por k^y - ^ 2 - 
De R hasta el punto siguiente de reflexión está caracterizado de nuevo por y y así sucesiva- 
mente. Concluímos, entonces, que en el espacio entre los planos reflectores hay dos ondas, una 


correspondiente ^k,y k~y\a otra a k. 


(Recuerde que en el caso de ondas estacionarias en dos 


dimensiones, como las de una membrana, tenemos cuaíro ondas, debido a las ondas adicionales 
que se generan por reflexión en los extremos izquierdo y derecho.) Las dos ondas interfieren a 
medida que avanzan a lo largo dei espacio entre los planos. 

En la dirección X tenemos una onda que se desplaza con número de onda k^ y, por tanto, 
está representada por el factor cos((Ot - k^x). En la dirección Y tenemos dos ondas con números de 
onda ^2 y ~ ^ 2 ’ 9^® producen ondas estacionarias con (§ = 0 en y = 0, j = a, de modo que, recordan¬ 
do la ecuación 34.19 donde x se sustituye por y, las ondas estacionarias tienen una amplitud dada 
por 2A sen k^ y. Por consiguiente, la onda resultante está expresada por 


^ = 2A sen ^ 2 ^ cos{o)t 


donde 


para satisfacer las condiciones de contorno (§ = 0 en y = a. El término cos(q}í - k^x) corresponde a 
una onda que se desplaza en la dirección X con velocidad de fase 


puesío que k = co/v. Tomando en cuenta que k^ ^ k, pues es una componente de i, la ecuación 
34.45 indica que la velocidad de fase de la onda que se desplaza a lo largo de la cavidad es mayor 
que la velocidad de fase v= m/k de la onda en el espacio libre. Ahora, de la expresión k^ = k'^ + kjy 
la ecuación 33.44, tenemos que 

2 2 

,2 i2 ^ ^ 

k^ = kl + —— 


o, haciendo k = m/v. 


(34.46) 


La velocidad de grupo asociada con la velocidad de fase dada por la ecuación 34.45 es, mediante 
las ecuaciones 28.47 y 34.46, 


dcü kl 2 
^ áki m 


V 






Interferencia 



Figura 34.29 Rayo que se propaga entre Figura 34.30 Primeros tres modos de propagación 

dos planos reflectores paralelos. '■ de una onda entre dos planos reflectores paralelos. 


que es menor que la velocidad en el espacio libre, v, pues k. Multiplicando la ecuación 34.45 
por la 34.47, obtenemos Para ondas electromagnéticas en el vacío (y = c), y^y^ = c^. 

Entonces vemos que, incluso si está vacía, una guia de onda electromagnética actúa como medio 
dispersivo con un índice de refracción menor que uno y, por tanto, una velocidad de fase mayor que 
c, pero con velocidad de grupo menor que c. Es la velocidad de grupo la que determina la transmi- 
sión de una senal a lo largo de la guia. 

Para que una onda se propague en la guia de onda, es necesario, según la ecuación 34.46, 
que (oViP- > n^K^là^, lo cual da 

rniv nv 

CO > - o V > — (34.48) 

a 2a 

En otras palabras, sólo aquellas ondas con frecuencias que satisfacen la ecuación 34.48 se propa- 
gan a lo largo de la guia. Cada modo de oscilación está determinado por el valor de n, y por cada 
modo existe una frecuencia de corte, igual a nv/2a, por debajo de la cual la propagación es imposi- 
ble. Así, las guias de onda actúan como filtros de frecuencias. 

Aunque la onda se propaga dentro de la guia de onda en la dirección X, la amplitud es 
modulada transversalmente en la dirección Y mediante el factor sen k^ y en la ecuación 34.43. La 
variación transversal de la amplitud se indica en la figura 34.30 para n = 1,2 y 3. En la práctica, las 
guias de onda tienen sección transversal rectangular o circular, y se utilizan para transmitir senales 
electromagnéticas, principalmente en las regiones de microondas y óptica. 

Un tipo importante de guias de onda consiste en fibras transparentes con diâmetro de unos 
cuantos micrometros (10~^ m), llamadas fflbras ópticas, recubiertas con un material de índice de 
refracción menor para mejorar la reflexión total en las paredes de la fibra. Estas se hacen de vidrio 
o cuarzo, aunque también se usan otros materiales, como el náilon. Un rayo que entra por un 
extremo se propaga por la fibra debido a reflexiones sucesivas, y sale por el otro, sin importar si la 
fibra es recta o curva (Fig. 34.31). Guando se toman las fibras en manojos, se puede transmitir una 
imagen de un punto a otro en línea recta o no. Esta técnica se utiliza en la industria y en medicina 
para explorar regiones a las que no se tiene acceso directo. En medicina las fibras ópticas se usan 








orden de magnitud, con el fin de minimizar el número de reflexiones dentro de la fibra, que tienden 
a disminuir la intensidad de la senal. 

Las guias de onda acústicas son también muy comunes. Los conductos de aire en los siste¬ 
mas de aire acondicionado de una casa, por ejemplô, actúan como guias de onda acústicas capaces 
de transmitir los ruidos dei homo o el sonido de un cuarío a oiro. El oído interno esencialmente es 
una guia de onda. 



34.1 ^Por qué décimos que los fenómenos de interferencia 
son indicativos de la naturaleza ondulatória de un proceso? 

34.2 ^Por qué la coherencia es esencial para la observación 
de la interferencia? 

34.3 ^Es posible observar un patrón de interferencia cuando 
las dos fuentes tienen (a) frecuencias diferentes, (b) una 
diferencia de fase fija, (c) una diferencia de fase que varía al azar? 

34.4 Las dos ranuras de un experimento de Young están 
iluminadas con luz de longitudes de onda Aj y En un mismo 
diagrama represente la distribución de intensidades para cada 
longitud de onda y describa el patrón de interferencia 
observado. Suponga que Aj > A^. ^Cuál es el requisito para que 
los dos patrones de interferencia se puedan distinguir? 

34.5 En un experimento de Young se utiliza luz blanca. ^Qué 
tipo de patrón de interferencia se espera? 

34.6 Si sobre las dos ranuras de un experimento de Young 
incide luz polarizada, ^aparece un patrón de interferencia? ^Qué 
sucede si la luz no está polarizada? 

34.7 ^La coherencia es una propiedad que afecta (a) la reflexión, 
(b) la refracción, (c) la polarización, (d) la interferencia? 

34.8 ^Por qué se llama interferómetro al dispositivo utilizado 
por Michelson (descrito en el Cap. 19 y en el Ej. 34.2)? 


34.9 En el ejemplo 34.3 se analizó la interferencia en 
películas delgadas. Explique por qué las películas deben ser 
delgadas. 

34.1® ^En qué aspectos son idênticos los fenómenos de 
interferencia producidos por ondas sonoras y los producidos por 
ondas luminosas? ^En qué aspectos son distintos? 

34.11 ^De qué manera afecta un cambio de temperatura a la 
frecuencia de las ondas estacionarias en un tubo? * 

34.12 ^De qué manera afecta un cambio en la tensión a la 
frecuencia de las ondas estacionarias en una cuerda? 

34.13 La longitud de una onda que se desplaza en una guia de 
onda ies mayor, menor o igual a la longitud de onda de la 
misma en el espacio libre? 

34.14 Explique por qué existe una frecuencia de corte o 
longitud de onda máxima de las ondas que se pueden transmitir 
en una guia de onda. 

34.15 Demuestre que la amplitud de las ondas estacionarias en 
una cuerda, dada por la ecuación 34.19, satisface la ecuación 
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Verifique que esta ecuación es satisfecha también por cualquier 
solución de la ecuación de onda 28.11, correspondiente a ondas 
estacionarias de la forma ^(x, t) = y(x) sen úM. 

pêoêlemâs 

34=1 Dos ranuras separadas entre sí por 1 mm son iluminadas 
con luz roja de longitud de onda de 6 x 10"^ m. Las franjas de 
interferencia son observadas en una pantalla colcxiada a 1 m de 
las ranuras. (a) Halle la distancia entre dos franjas brillantes y 
entre dos oscuras consecutivas, (b) Determine la distancia a la 
que se encuentran la tercera franja oscura y la quinta brillante de 
la franja central. 

34.2 Mediante un biprisma de Fresnel (Fig. 34.4) se produ- 
cen franjas de interferencia en una pantalla que está a 0.80 m dei 
prisma; la luz que se utiliza tiene longitud de onda de 6.0 x 10“^ m. 
Encuentre la distancia entre las dos imágenes producidas por 

el biprisma, si 21 franjas cubren una distancia de 2.44 mm sobre 
la pantalla. 

34.3 (a) Verifique que si una fuente está colocada a una 
distancia d de un biprisma de Fresnel con índice de refracción n 
y ângulo A muy pequeno, la distancia entre las dos imágenes es 
a = 2(n - \)Ad, donde A está en radianes. (b) Calcule el ' 
espadado de las franjas de luz verde de longitud de onda 5 x 
10"^ m producidas por una fuente situada a 5 cm dei biprisma, 
que tiene un índice de refracción de 1.5 y ângulo de 2°. La 
pantalla está a 1 m dei biprisma (recuerde el Prob. 33.27). 

34.4 Analice el patrón de interferencia que se produce en una 
pantalla cuando las fuentes 5j y Sj, separadas entre sí por 

una pequena distancia a, están colocadas a lo largo de una recta 
perpendicular a la pantalla (Fig. 34.32). 



Figura 34J2 

34.5 Dos fuentes de sonido sincronizadas envían ondas de 
igual intensidad a una frecuencia de 680 Hz. Las fuentes están 
separadas 0.75 m. La velocidad dei sonido eii aire es de 340 m"*. 
Halle las posiciones de mínima intensidad: (a) en una línea que 
pasa por las fuentes, (b) en un plano que es el bisector 
perpendicular de la línea que une a las fuentes y (c) en el plano 
que contiene a las dos fuentes. (d) ^La intensidad es cero en 
cualquiera de los mínimos? 

34.6 Una técnica para observar patrones de interferencia 
producidos por dos ranuras consiste en iluminarias con rayos 
paralelos de luz, colocar una lente convergente detrás dei plano 
de las ranuras y observar el patrón de interferencia en una 
pantalla situada en el plano focal de la lente (Fig. 34.33). 
Verifique que la posición de las franjas brillantes con respecto a 
la franja central está dada por x = n(fXlà), mientras que las 


34.16 6Qué propiedades de una onda electromagnética se 
demostraron en el experimento de Hertz? 


oscuras corresponden a x = (2n + l)(fÀJ2a), donde n es un 
eníero,/la distancia focal de la lente y a la separación entre 
franjas. 



Figura 34.33 

34.7 Un dispositivo interferoméírico utilizado en 
radioastronomía consiste en dos radiotelescopios separados por 
una cierta distancia. Las antenas se pueden orientar en 
direcciones distintas, pero siempre se mantienen paralelas 
(Fig. 34.34). (a) Verifique que las direcciones de incidência para 
las que la serial resultante es máxima son sen 0 = nXIa. 6Qué 
ventajas tiene este dispositivo sobre el uso de una sola antena? 
(b) Haga una gráfica polar de la intensidad de la sefíal como 
función dei angulo 6. (c) En un interferómetro como éste, 
que funciona a una longitud de onda de 11 cm, la distancia a 
entre los dos radiotelescopios se puede ajustar hasta 2 7(K) m. 
Halle el angulo subtendido por el máximo de intensidad central 
a la mayor separación de los telescópios. 



Figura 34.34 

34.8 Suponga que, en lugar de dos ranuras paralelas, como en 
el experimento de Young, se tienen tres igualmente espadadas 
por una distancia a. Trace una gráfica dei patrón de interferencia 
observado en una pantalla lejana. 

34.9 Analice la distribución angular de la intensidad para 

(a) tres, (b) cinco fuentes idênticas espaciadas igualmente por una 
distancia a a lo largo de una línea recta. Suponga que a = A/2. 
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34.10 El primer radiointerferómetro múltiple, consíniiido en 
1951, consiste en 32 antenas separadas 7 m cada una. El sistema 
está sintonizado a una longitud de onda de 21 cm. Por tanto, el 
sistema es equivalente a 32 fuentes igualmente espadadas. 

Halle (a) la separación angular entre máximos principales 
sucesivos y (b) el ancho angular dei máximo central. Compare 
la intensidad dei máximo con la de un reflector. i,Cuáles son las 
ventajas de esta distribución interferométrica? 

34.11 Dos piezas rectangulares de vidrio plateado se colocan 
una sobre la otra. Una tira delgada de papel se pone entre las dos 
piezas en un extremo, de modo que se forma una cuna de aire 
muy í^uena. Las placas se iluminan con un haz de luz de 

sodio, Â = 5.9 X 10"^ m, con incidência normal. Se forman diez 
franjas de interferencia por centímetro de longitud de la cuna. 
Halle el ângulo de la cuna. 

34.12 Una película delgada de 2.4 x 10”® m de grueso e índice 
de refracción de 1.4 se ilumina con luz monocromática de 

6.2 X 10”^ m de longitud de onda. Encuentre los ângulos de 
incidência más pequenos para los cuales hay una máxima 
interferencia (a) constructiva, (b) destructiva por reflexión. 

(c) Repita el problema para luz transmitida. 

34.13 Dos placas de vidrio de 5 cm de longitud se colocan con 
un extremo en contacto y separadas en el otro por una tira 
delgada de papel, formando así un prisma de aire. Cuando se 
ilumina el prisma perpendicularmente con luz de 5.9 x 10“^ m 
de longitud de onda, se observan 42 franjas oscuras. Encuentre 
el grosor de la hoja de papel. 

34.14 Verifique que si R es el radio dei lado convexo de una 
lente planoconvexa usada para producir el patrón de interferen¬ 
cia conocido como anillos de Newton (Fig. 34.16), el radio de 
los anillos brillantes está dado por P- = V/li? y el radio de los 
oscuros por P = (2V + \){ÀRI2), donde Ves un entero positivo. 
El índice de refracción dei aire se tomó como uno. 

34.15 El radio de curvatura de la superfície curva de una 
lente planoconvexa es de 1.20 m. La lente está colocada en una 
placa de vidrio plana con el lado convexo hacia abajo y es 
iluminada desde arriba con luz roja de 6.5 x 10~^ m. Halle el 
diâmetro dei tercer anillo brillante dei patrón de interferencia 
(véase el Prob. 34.14). 

34.16 ^De qué forma cambia la frecuencia fundamental de una 
cuerda si se dobla (a) su tensión, (b) su masa por unidad de 
longitud, (c) su radio, (d) su longitud? Repita el problema si las 
cantidades mencionadas se disminuyen a la mitad. 


34.17 Un tubo de 0.60 m de longitud está (a) abieito en ambos 
extremos y (b) cerrado en uno y abierto en el otro. Halle su 
frecuencia fundamental y el primer sobretono, si la 
temperatura dei aire es de 27 °C. Para cada caso, represente 
gráficamente la distribución de amplitudes a lo largo dei tubo 
correspondiente a la frecuencia fundamental y al primer 
sobretono (véase el Ej. 28.6). 

34.18 Estime el cambio porcentual en la frecuencia 
fundamental de una columna de aire, abierta en ambos extremos, 

por grado de cambio en temperatura a una temperatura de 27 °C. 

34.19 Dos ondas superficiales, A sen Mpc - ví) y A sen k(y - ví), 
se propagan en direcciones perpendiculares a lo largo de una 
membrana, (a) Calcule el movimiento resultante, mostrando que 
las ondas son equivalentes a una onda modulada que se propaga 
a 45° con respecto al eje X y con velocidad de fase igual a 2*''^ v. 
(b) Verifique que la longitud de onda está reducida por el factor 
2*^2. (c) Verifique que la amplitud es cero a lo largo de las rectas 
x-y = (2n + l)7E/k. 

34.2Í (a) Verifique que para una membrana cuadrada de lado 
a, si Vq = vila es la frecuencia fundamental, las frecuencias 
sucesivas son v = 2 *'^Vq, 2vq, 2 (2 )’^Vq, 3vq, 10*^Vq, 
(13)*^^Vq,... (b) Determine el número de combinaciones 
diferentes áen^y necesarias para obtener el modo 
fundamental de vibración y cada uno de los modos sucesivos. 

El número de combinaciones diferentes da la degeneración dei 
modo de vibración, 

34.21 Repita el problema 34.20 para una cavidad cúbica de 
lado a. 

34.22 Una onda de 2.0 m de longitud de onda y 1 (KX) Hz de 
frecuencia se propaga entre dos planos paralelos reflectores 
separados por una distancia de 1.2 m. (a) Determine la 
velocidad de fase de la onda guiada para n = 1. (b) i,Cuál es el 
ângulo de incidência con los planos? 

34.23 (a) Calcule la frecuencia de corte para la guia de onda 
definida en el problema anterior, (b) Considere una guia de onda 
con dos conjuntos de lados paralelos, cada uno separado 1.2 m. 
^Cuál es la frecuencia de corte de tal dispositivo? 

34.24 Una guia de onda está formada por un tubo largo de 
sección transversal rectangular de lados ay b. Verifique (a) que 
la onda resultante está descrita por ^ = 4^ sen y sen z cos 
{m- k^x), (b) que las únicas frecuencias transmitidas por la 
guia son las que satisfacen la condición v ^ \v{n\l(P + n^l}P)^'^, 
en la que y son enteros. (c) Analice los planos nodales en 
la guia de onda para «j = 2 y = 3. 
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William H. Brag y su hijo William L, 
Bragg (cuya foto presentamos) son 
bien conocidos por su destacada 
investigación de la estructura cristalina 
usando rayos X, con la que determina- 
ron la separación entre planos 
atómicos y la posición de los átomos 
en un cristal. Para tal objeto disenaron 
un espectrómetro de rayos X con el 
cual fueron los primeros en medir sus 
longitudes de onda, lo que confirmo 
que estos rayos son un tipo de onda 
electromagnética con una longitud de 
onda mucho más corta que las de 
las ondas luminosas. 
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La difracción es un fenómeno característico dei movimiento ondulatorio que se presenta cuando 
una onda es distorsionada por un obstáculo. Éste puede ser una pantalla con una pequena abertura, 
una ranura que sólo permite el paso de una pequena fracción de la onda incidente o urt objeto 
pequeno, como un cable o un disco, que bloquea el paso de una pequena parte dei frente de onda. 
Por ejemplo, sabemos por nuestra experiencia diaria, en especial para el caso de las ondas sonoras 
y las ondas en la superfície dei agua, que las ondas se extienden alrededor de los obstáculos que se 
interponen en su camino, como se muestra en la figura 35.1. Este efecto se hace cada vez más 
notorio a medida que las dimensiones de las ranuras o de los obstáculos se aproximan a la longitud 
de onda de las ondas. 

Consideraremos sólo la difracción de Fraunhofer, que se presenta cuando las ondas inciden¬ 
tes son planas -de manera que los rayos son paralelos- y observaremos el patrón a una distancia lo 
bastante grande para que sólo se reciban los rayos difractados paralelamente. Este fenómeno se cono- 
ce así por Joseph von Fraunhofer (1787-1826), quien fue uno de los primeros en estudiar el fenómeno. 


35.2 Principio de Huygens . • 

En 1680 aproximadamente, Christiaan Huygens (1629-1695) propuso un procedimiento geométri¬ 
co para trazar la propagación de ondas elásticas o mecânicas en un medio material. Una superfície 
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Figura 35.1 Comporíamienío 
de una onda en la superfície de 
un líquido que se propaga desde 
la izquierda hasta llegar a una 
pared en la que hay una pequena 
abertura. 



de ottda o frente de onda es una superfície compuesta por todos los puntos dei medio que son 
alcanzados por el movimiento ondulatorio al mismo tiempo. Por consiguiente, todos los puntos de 
una superfície de onda se desplazan en fase. Por ejemplo, para una onda plana que se propaga en la 
dirección dei vector unitário n, la perturbación se expresa mediante/(« ° r-vi) y una superfície de 
onda está compuesta pof todos los puntos en los que la fase u • r- ur tiene un mismo valor en un tiem¬ 
po dado. Así, la superfície de onda está dada por la ecuación u‘r-ut = const. que, para un tiempo 
t dado, corresponde a un plano perpendicular al vector unitário u. De manera parecida, para ondas 
esféricas, las superfícies de onda están dadas por r-vt = const., donde r es la distancia a la fuente. 
Para un t dado, la superfície corresponde a una esfera con centro en la fuente. 

Según Huygens, cuando el movimiento ondulatorio llega a la superfície de onda S (Fig. 
35.2), cada partícula a, b, c,... de la superfície se convierte en una fuente secundaria de ondas que 
emite ondas secundarias (indicadas por los semicírculos pequenos), que llegan a la siguiente capa 
de partículas dei medio. Estas partículas se ponen entonces en movimiento, formando la siguiente 
superfície de onda S', que es tangente a las ondas secundarias. El proceso se repite y produce la 
propagación de una onda en el medio. 

Esta representación gráfica de la propagación parece muy razonable para una onda elástica 
que resulta de la vibración de átomos o moléculas de un cuerpo. Sin embargo, la construcción de 
Huygens no tiene significado físico en casos como, por ejemplo, una onda electromagnética que se 
propaga en el vacío, en el que no hay partículas en vibración. Por consiguiente, requirió una revi- 
sión cuando se admitió la existência de otras ondas de tipo distinto. A fines dei siglo xix Kirchhoff 
sustituyó la construcción intuitiva de Huygens por un tratamiento más matemático y general. 

El movimiento ondulatorio está regulado por la ecuación de onda 28.11, que en tres dimen¬ 
siones es 


__ d^^ d^^ 

dí^ _dx^ dy^ dz^ 


(35.1) 


donde §puede ser el desplazamiento de los átomos de una sustancia en el caso de una onda elástica, 
el campo eléctrico o el magnético en el caso de una onda electromagnética, etc. El análisis de la 
propagación de ondas en cualquier medio dado consiste en obtener una solución de la ecuación de 
onda que satisfaga las condiciones físicas dei problema, esto es, la posición y naturaleza de las 
fuentes, las superfícies físicas de discontinuidad, etc. A éstas se les conoce como condiciones de 
contorno. La teoria de ecuaciones diferenciales establece que, en condiciones especiales, podemos 
hallar una solución de una ecuación como la 35.1 sin hacer referencia a las fuentes, si conocemos 
los valores de ^ sobre una superfície S (Fig. 35.3). Supongamos que deseamos evaluar el movi¬ 
miento ondulatorio en un punto P. Si conocemos las fuentes a^, Oy..., podemos suraar sus 
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Figura 35.2 Construcción de Huygens para una 
onda progresiva. 


Figura 35.3 La onda en P se puede ( 
si se conoce la onda en los puníos de la 


valores de ç en los puntos de la superfície cerrada arbitraria S que encierra a todas las mentes, 


ces el principio de Huygens, modificado por Kiichhoff, es equivalente a decir que 


ción en cada elemento de superfície dS sobre una superfície S y suponemos que los elemen¬ 
tos de superfície actúan como fuentes de ondas secundarias. El movimiento ondulatorio 
en cualquier punto se obtiene sumando los movimientos ondulatorios debidos a estas fuen- 


Patrón de difracción por un borde recto tal como el filo de una navaja. 

I> Supongamos que un haz de luz monocromática incide sobre el filo de una navaja de rasurar (Fig. 35.4). 
La mitad de la superfície de onda S es interrumpida por la navaja. Cada punto dei frente de onda que está 
a la derecha de la navaja actúa como una fuente secundaria, según el principio de Huygens modificado 
por Kirchhoff. Por consiguiente, la luz que incide en una pantalla situada detrás de la navaja es resultado 
de la interferencia de las ondas secundarias producidas por la mitad de la onda original, dando como 
resultado' la distribución de intensidades que se muestra en ia figura 35.5. La intensidad disminuye 


'I 




Figura 3S.4 Distribución de intensidades 
debida a la difracción por un borde recto. 


Figura 35.5 Fotografia dei patrón de difracción de un 
borde recto. Las flechas indican la posición dei borde. 
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gradualmente hasta cero dentro de la sombra geométrica y fluctúa durante las primeras longitudes de 
onda dentro de la región geométrica de iluminación. En los puntos que están directamente detrás dei bor¬ 
de, la intensidad es de un cuarto de la intensidad sin la pantalla. Esto se debe a que la pantalla deíiene èl 
paso de la mitad dei frente de onda, dando como resultado una amplitud reducida a un medio y, en 
consecuencia, una intensidad reducida a un cuarto. 


En el caso de ondas que inciden perpendicularmente sobre una ranura rectangular muy estrecha y 
larga, sólo la parte dei frente de onda que pasa por la ranura contribuye a las ondas transmitidas o 
difractadas. De acuerdo con el principio de Huygens, la distribución de intensidades de las ondas 
diffactadas se obtiene sumando las ondas emitidas por cada punto situado entre Ay E (Fig. 35.6), 
considerados como fuentes secundarias de ondas. Al observar las ondas difractadas a ângulos ê 
diferentes con respecto a la dirección de incidência, encontramos que para ciertas direcciones su 
intensidad es cero. Estas direcciones están dadas por la relación 


(n A 0) 


donde n puede ser un entero negativo o positivo, b es el ancho de la ranura y A la longitud de onda 
de las ondas incidentes. El valor de n = 0 está excluído pues corresponde a una observación a lo 
largo de la dirección de incidência, que, obviamente, implica un máximo de iluminación. 

De la ecuación 35.2, la intensidad es cero para ângulos dados por 

sen 0 = ±±—, ±-—(35.3) 
b b b 

Entre cada dos ceros de intensidad dados por la ecuación 35.3 existe un máximo, pero los 
máximos disminuyen gradualmente en intensidad debido a que corresponden a puntos más aleja- 
dos de la ranura. Ésta es una situación diferente de la interferencia. La intensidad de las ondas 
difractadas como función de 9 se representa en la figura 35.7. Notemos que el ancho angular dei 
máximo central es el doble que el de los demás. En la figura 35.8 se muestra el patrón de difracción 
real de una ranura rectangular. Para X muy pequena en comparación con b, los primeros ceros de 
intensidad a cualquier lado dei máximo central corresponden a un ângulo 

À 

9 « sm9 = ± - (35.4) 

b 

que se obtiene al hacer n = ±1 en la ecuación 35.2, según se muestra en la figura 35.9. 




— I V-/°^ ^ - b sen G 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 X 


Figura 35.6 Difracción producida por una 
ranura muy larga y delgada de ancho b. 


Figura 35.7 Distribución de intensidades dei patrón 
de difracción de una ranura larga y delgada. 



























Figura 35.11 Patrón de difracción de Fraunhofer de una 
ranura rectangular cuya longitud es el doble que su ancho. 


Demostraclón de Ia condlción de Iníensfdad cer® 


r^—r 2 = CF ~ jb sen0 = n{jX) 


Así, para n = 1,3,5,..., estos dos rayos, así como todos los pares de rayos que se originan en puntos entre A y E, separados por ^b, 
tienen interferencia destructiva, y no se observa onda alguna en la dirección de 0. Para n par, consideremos los puntos Ay B, 
separados blA. Entonces 

- r 2 = 5G = iò sen 0 = (in)(i/l) 


Para justificar la ecuación 35.2, recordemos de la ecuación 34.8 que cuando la diferencia en la longitud de la trayectoria de dos 
rayos es r^-r 2 = entero impar x se tiene interferencia destructiva. De la figura 35.6 vemos que para rayos provenientes de A 
y dei punto medio de C tenemos 


Así pues, cuando n/2 es un entero impar o n = 2, 6, 10,..., estos dos rayos, así como todos los pares de rayos que se originan en 
puntos separados blA, interfieren destructivamente. Por consiguiente, no se observan ondas en las direcciones correspondientes a 
estos ângulos. El prcx;edimiento se puede extender hasta que todos los enteros queden incluidos. Por tanto, los ceros de intensidad 
se presentan cuando i? sen 0 = nX, que es la ecuación 35.2. Para 0=0, que corresponde a la dirección de incidência, no hay 
diferencia de fase para los rayos que llegan de puntos distintos y la interferencia es constoictiva, teniendo como resultado un 
máximo pronunciado. 


Si la ranura es rectangular y los lados aybà& ésta son de tamano semejante (Fig. 35.10), el 
patrón de difracción es la combinación de los dos patrones debidos a cada par de lados. En lugar de 
una serie de bandas, obtenemos una serie de rectángulos distribuidos de forma cruzada, como se 
muestra en la figura 35.11. 


Figura 35,8 Patrón de difracción de Fraunhofer 
producido por una ranura larga y delgada. 


Figura 35.9 Ângulo subtendido por el máximo central 
de intensidad dei patrón de difracción de una sola ranura. 


De la fuente 


Figura 35.10 Ranura rectangular. 
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Figura 35.12 Regia de 
Rayleigh para el poder resolvente 
de una ranura rectangular. 





Poder resolvente o separador de una ranura. 

El poder resolvente de una ranura, según la defmición de Lord Rayleigh, es el mínimo ângulo subtendido 
por dos ondas incidentes que provienen de dos fuentes puntuales distantes, cuyos respectivos patrones 
de difracción se pueden separar. Cuando las ondas que llegan de dos fuentes distantes, y S 2 , pasan por 
la misma ranura en dos direcciones, formando un ângulo 0 (Fig. 35.12), los respectivos patrones de 
difracción se superponen, pero aparecen como distintos cuando el máximo central de uno cae en el 
primer cero, a cualquier lado dei máximo central dei otro, como se indica en la parte derecha de la figura 
32.12. Según la ecuación 35.4 y la figura 35.9, para que esto ocurra el ângulo 0debe ser 


(35.5) 


S 2 son dos puntos de un objeto lejano, la ecuación 35.5 da la mínima 


que da el poder separador de la ranura según la defmición de Rayleigh. 

Suponiendo que y 

separación angular entre ellos a la que se les puede observar como puntos diferentes, cuando el objeto se 
ve a través de la ranura. Si la luz que pasa por la ranura forma una imagen en una pantalla y ésta se ob¬ 
serva, por ejemplo, con un microscopio, sin importar qué aumento tenga, no será posible observar más 
detalles en la imagen que lo permitido por el poder resolvente de la ranura. Estas consideraciones 
tomarse en cuenta en el diseno de instrumentos ópticos. 



35.4 Difracción de Fraunhofer producida p©r yna abertura circular 

Cuando en una pantalla que tiene una abertura circular inciden perpendicularmente ondas planas, 
el patrón de difracción consiste en un disco brillante rodeado por anillos oscuros y brillantes que se 
alteman, como se muestra en la figura 35.13. El radio dei disco central y de los anillos sucesivos no 
siguen una secuencia sencilla. Omitiremos el análisis matemático dei problema, que es mucho más 
complicado que en el caso de una ranura rectangular. Suponiendo que R es el radio de la abertura 
(Fig. 35.14), el ângulo correspondiente al primer anillo oscuro está dado por 

sen d = 1.22— (35.6) 

2R 

Cuando X es mucho menor que R, podemos escribir 

0 = 1 . 22 —= 1 . 22 - (35.7) 

2R D 

donde D = 2Res el diâmetro de la abertura y 9 está expresado en radianes. Una lente puede consi- 
derarse como una abertura circular que limita el frente de onda. Por consiguiente, la imagen de un 
punto, que en el capítulo 33 se supuso que era otro punto, es en realidad un patrón de difracción. Sin 
















)oruna 


Pantalla 


Figura 35.14 Difracción 
producida por una abertura circular. 


Figura 35.13 Patrón de difracción 
de Fraunhofer de una abertura circular. 


embargo, el radio de una lente en general es tan grande comparado con la longitud de onda de la luz 
que, en la práctica, se pueden ignorar los efectos de la difracción. 


UEMPIO 35.3 

Poder resolvente de una abertura circular. 


> La expresión 35.7 da también el poder resolvente de una abertura circular, definida de nuevo de acuerdo 
con Lord Rayleigh, como el angulo mínimo que hay entre las direcciones de incidência de dos ondas 
planas que provienen de dos fuentes puntuales lejanas, que permite que sus respectivos patrones de 
difracción puedan diferenciarse. Esto ocurre cuando el centro dei disco brillante dei patrón de difracción 
de una de Ias fuentes cae sobre el primer anillo oscuro dei patrón de difracción de la otra (Fig. 35.15), en 
cuyo caso la separación angular está dada por 0= 1.22 À/D. Esta expresión se mencionó en la sección 
33.5, cuando analizamos el aumento de un microscopio y de un telescópio. 



Pantalla 


Patrón de 
difracción 
de 5i 


Figura 35.15 Regia de 
Rayleigh para el poder separador 
de una abertura circular. La parte 
(b) muestra las imágenes de dos 
fuentes puntuales lejanas, 
formada por una lente y 
justamente resueltas. 


Patrón de 
difracción 
de St 


EJEMPLO 35.4 

Cálculo dei radio dei disco central dei patrón de difracción observado en un plano situado en el foco de 
una lente de 2 cm de diâmetro y distancia focal de 40 cm. Suponer que la lente está iluminada con un haz 
de luz monocromática paralela de longitud de onda 5.9 x 10~^ m. 


t> Cuando usamos la ecuación 35.7, el ângulo subtendido por el disco central dei patrón de difracción es 
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Éste es también el poder resol vente de la lente. El radio dei disco central es r =f(j0) = 40 cm x 1.80 
X 10"^ rad = 7.2 x 10^ cm y, por tanto, para fines prácíicos, podemos decir que la imagen en el plano 
focal es un punto. 


35.5 Difraecién de Fraunliofer produeido por dos renures porolelas ipales 

Consideremos dos ranuras, cada una de ancho b, desplazadas una distancia a (Fig. 35.16). Para una 
dirección correspondiente al ângulo 6, tenemos dos conjuntos de ondas difractadas que llegan de 
cada ranura y el patrón que observamos es resultado de la interferencia de tales ondas difractadas. 
En otras palabras, tenemos ahora una combinación de difracción e interferencia. 

Si las dos ranuras son idênticas, el patrón de interferencia es el de dos fuentes sincronizadas, 
con máximos en las direcciones dadas por la ecuación 34.10; es decir. 


Figura 35.16 Vista frontal y 
sección transversal de dos ranuras 
paralelas delgadas y largas. 


sen 6 = — (interferencia) (35.8) 

a 

La distribución de intensidades dei patrón de interferencia está modulada por la distribución de 
intensidades dei patrón de difracción de una sola ranura. 

Los ceros dei patrón de difracción están dados por la ecuación 35.2, 

- n'/l 

sen 6/= — (difracción) 

donde n =±1,± 2,... Como a es mayor que b, los ceros dei patrón de difracción están más separa¬ 
dos que los máximos dei patrón de interferencia. Por consiguiente, las franjas brillantes de dos 
ranuras son mucho más afinadas que las producidas por una sola. La distribución de intensidades 
resultante se muestra en la figura 35.17 y la correspondiente fotografia en la figura 35.18. 


Ranura 1 


Ranura 2 




5 C \D 
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Patrón de interferencia 
. Patrón de difracción 
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a sen OiX 


Figura 35.17 Distribución de intensidades a lo 
largo de un plano normal a la luz incidente, que 
resulta de dos ranuras paralelas largas y delgadas. 


Figura 35.18 Patrón de difracción de Fraunhofer 
producido por dos ranuras paralelas largas y delgadas. 
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Una rejilla o red de difracción es un conjunto de varias ranuras paralelas dei mismo ancho b, 
separadas por una distancia a. SeaNel número de ranuras y supongamos que sobre la rejilla inci- 
den perpendicularmente ondas planas (Fig. 35,19). De manera parecida al caso de la ranura doble, 
en la dirección correspondiente al ângulo 0 observamos la interferencia producida por las //fuentes 
sincronizadas (una por ranura) modulada por el patrón de difracción de una ranura. 

Si el número de ranuras es grande, el patrón estará formado por una serie de franjas brillan- 
tes correspondientes a los máximos principales dei patrón de interferencia, que para incidência 
normal, según la ecuación 34.10, están dados por 




i 



donde n = 0, ± 1, ± 2,..., pero sus intensidades están moduladas por el patrón de difracción cuyos 
ceros están dados por 


Figura 35.19 Rejilla de 
difracción por transmisión. 


donde n' = ± 1,± 2,... En la figura 35.20 se muestra el caso de ocho ranuras (N = 8). De acuerdo 
con el valor de n, los máximos principales se clasifican como primer orden de difracción, segun¬ 
do, etcétera, 

El sistema que acabamos de analizar se conoce como rejilla o red de difracción por trans- 
misión, Para el análisis de luz en la región dei infrarrojo cercano, la región visible y la ultravioleta, 
tales rejillas consisten en vários miles de ranuras muy cercanas unas a otras, que se obtienen gra- 
bando una serie de líneas paralelas en una película transparente. Las líneas actúan entonces como 
espacios opacos entre las ranuras. Una rejilla de difracción puede ser también por reflexión, para lo 
cual se graba una serie de líneas paralelas sobre una superfície metálica. Los espacios entre las 
líneas reflejan la luz, produciendo un patrón de interferencia-difracción. En algunas rejillas la su¬ 
perfície es côncava para mejorar el enfoque. 

Guando sobre una rejilla de difracción incide luz de varias longitudes de onda, las diferen¬ 
tes longitudes de onda producen máximos de difracción a diferentes ângulos, excepto para el orden 
cero, que es común para todas. El conjunto de máximos de un cierto orden para todas las longitudes 
de onda constituye un espectro, de manera que tenemos espectros de primer orden, segundo, terce- 
ro, etc., y cuanto mayor sea la longitud de onda, mayor será la desviación para cualquier orden dei 
espectro. Por tanto, el rojo se desvia más que el violeta, que es lo opuesto a lo que pasa cuando la 
luz se dispersa en un prisma. 

Las rejillas de difracción se pueden utilizar para el análisis de varias regiones dei espectro 
electromagnético y poseen ventajas notables sobre los prismas. Una de ellas es que las rejillas no 
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Figura 35.20 Distribución 
de intensidades producida por 
una rejilla o red de difracción en 
un plano situado normal a la 
dirección de la luz incidente y 
paralelo a la rejilla. 







802 Difracción 


Figura 35.21 Espectroscopio 
de rejilla. La fuente se coloca 
frente a la ranura dei colimador. 
La rejilla de difracción está 
perpendicular al eje dei 
colimador y los espectros de 
órdenes distintos se analizan 
moviendo el anteojo. La ranura 
está situada en el plano focal de 
la lente dei colimador, de modo 
que el haz de luz que incide en k 
rejilla es paralelo. 



Primer orden 



dependen de las propiedades de dispersión dei material, sino sólo de su forma geométrica. Er 
figura 35.21 se muestran los elementos básicos de un espectroscopio de rejilla de difracción. 


Separación angular dei espectro visible completo para el primero y segundo órdenes, para una rejilla con 
20 000 líneas y una longitud de 4 cm. Suponer que el espectro visible va de 3.90 x 10~^ m hasta 7.70 x 
10"^ m, según se dijo en la sección 29.8. 

O Tenemos que a = 4 X 10~^ m/20 000 = 2 x 10^ m. Por consiguiente, mediante la ecuación 35.9, tenemos 
para n = 1, 


sen 


7.70 X 10“^ 

rojo 2x 10-® 

3.90 X 10“^ 


sen^vioieta 2x10-® 


0.335, o 

0.195, o 


0,ojo =19°34' 


0vio.e.a= 


Así pues, el espectro de primer orden cubre un ângulo de 8° 10'. De manera parecida, para el espectro de 
segundo orden el ângulo es de 22°27'. i,Será posible un espectro de tercer orden completo? 


Poder separador de una rejilla de difracción con N líneas. 

t> Cuando algunas ondas planas de longitudes de onda ligeramente distintas inciden en una rejilla de 
difracción, los máximos principales dei mismo orden para cada longitud de onda pueden caer tan cerca 
uno dei otro que resulta imposible decir si el el haz original era monocromático o no. Para que dos 
longitudes de onda puedan diferenciarse (o resolverse) en un orden espectral dado, es necesario que el 
máximo principal de una de las longitudes de onda caiga en el primer cero al lado dei máximo principal 
de la otra longitud de onda. Si se designa con AA la mínima diferencia de longitud de onda para la cual 
la condición anterior se cumplepara un valor de Â, el poder separador espectral de la rejilla es i? = Ã/AÀ. 
Se puede verificar, mediante los resultados de la sección 34.3, que el poder separador está dado por 


R = — = Nn 
AÃ 


(35. 


Por tanto, cuanto mayor sea el número 7/de líneas de la rejilla y mayor el orden n dei espectro, menor 
será AÃ, y mayor el poder de resolución de la rejilla. Por otro lado, el poder de resolución es indepen- 
diente dei tamano y dei espaciado de las líneas. El poder separador espectral de una rejilla de difracción 
es importante en el análisis espectroscópico de una fuente luminosa para asegurar que las líneas dei 
espectro con longitudes de onda cercanas entre sí aparezcan separadas o “resueltas”. 












Dispersión de ra/os X por crisíales 803 


Determinar si la rejilla dei ejemplo 35.5 puede separar las dos líneas amarillas dei sodio, cuyas longitu¬ 
des de onda son 5.890 x 10"^ m y 5.896 xl0“^ m. 




!> El promedio de las dos longitudes de onda es 5.893 x 10 m y su separación es de 6 x 10 m. De la 
ecuación 35.10 tenemos que el poder separador de la rejilla es R=Nn = 2 x 10^ n. Para la longitud de onda 
dada, la mínima separación entre las longitudes de onda en el espectro de primer orden es 


AÂ = 


A _ 5.893 X 10“' 
Nn~ 2 X 10^ X 1 


= 2.947 X 10 


que es un vigésimo de la separación de las dos líneas de sodio. En consecuencia, las dos líneas D dei 
espectro de primer orden producido por la rejilla se pueden distinguir claramente. 


F 


Las ondas electromagnéticas con longitudes de onda menores que el ultravioleta, como son los 
rayos X y los y, no son afectadas notablemente por ranuras, rejillas y objetos de las dimensiones 
utilizadas para la región óptica. Sin embargo, en una red cristalina los átomos o moléculas están 
espaciados regularmente a distancias dei orden de 10“*® m (Fig. 35.22). Así, los átomos de un 
cristal pueden servir como centros de dispersión para ondas electromagnéticas con longitudes de 
onda dei mismo orden de magnitud (o menor) quedas distancias interatómicas, que es el caso de los 
rayos X y 7 . 

Cuando pasan rayos X y 7 por un cristal, el patrón de la intensidad de los rayos dispersados 
a lo largo de la dirección de observación es resultado de la interferencia de las ondas dispersadas 
por cada átomo en esa dirección, modulado por un factor de dispersión característico de los átomos. 
A este respecto, el cristal es semejante a una rejilla tridimensional en la que la difracción de cada 
ranura está sustituida por la dispersión atómica. Cuando el cristal se compone de más de un tipo de 
átomos, cada tipo contribuye de manera diferente a la dispersión de rayos X. Así, para simplificar 
nuestro cálculo, supondremos que sólo tenemos un tipo de átomo y un solo átomo por celda unitá¬ 
ria dei cristal. 

Para analizar la dispersión de rayos X por cristales es conveniente imaginar una serie de 
planos paralelos igualmente espaciados que pasan por las capas de átomos dei cristal. En la figura 
35.23 se muestran vários grupos posibles de planos paralelos en un cristal cúbico. Los grupos de 
planos paralelos difieren en el espadado y densidad de sus centros de dispersión, según se muestra 
en la figura para los planos a,byc. 




Figura 35.22 Representación 
de un cristal de NaCl que muestra 
la distribución regular de átomos 
formando una red cúbica. 



Figura 35,23 Vários planos posibles de dispersión paralelos en 
un cristal cúbico: = í/j/5 
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Consideremos dos rayos que forman un ângulo Q con respecto a cierta familia de planos 
(Fig. 35.24) e investiguemos cuáles son los rayos dispersados a lo largo de una dirección simétrica 
que también forma un ângulo 9 con la familia de planos. Como se muestra más adelante, si d es la 
separación de planos consecutivos, el máximo de intensidad de las ondas dispersadas, resultado de 
la interferencia constructiva, ocurre cuando 

sen 0 = ^ ( 35 . 11 ) 

2d 

donde n es un entero. Esta expresión se conoce como ecuadón de Iragg en honor a H. Bragg 
(1862-1942) y a su hijo William L. Bragg (1890-1971), quienes estudiaron juntos la dispersión de 
rayos X por cristales. Los valores de n esíán limitados por la condición de que sen 0debe ser menor 
que uno. Para rayos como 1 y 2 en la figura 35.24, que son dispersados por átomos dei mismo 
plano, el desfase es cero (« = 0) e interfieren constractivamente. Sin embargo, esto sucede para 
cualquier ângulo de incidência. La importância 4e la condición de Bragg es que los rayos como 3 , 
4, 5,..., que vienen de planos sucesivos, también interfieren constructivamente, dando lugar a un 
máximo muy intenso. Por tanto, la condición de Bragg expresa una especie de efecto colectivo en 
el que los rayos dispersados por los átomos de ciertos planos paralelos interfieren constructivamente. 
Para planos fijos (o d fija) y longitud de onda X, el cambio dei ângulo 0produce posiciones alterna¬ 
das de máximos y naínimos de intensidad, correspondientes a interferencia constructiva (dada por 
la Ec. 35.11) o destructiva. La ecuación 35.11 se puede utilizar para medir la separación d entre 
planos, si se conoce la longitud de onda X y viceversa. En la figura 35.25 se muestra un dibujo 
esquemático dei dispositivo experimental utilizado por Bragg para observar la dispersión e interfe¬ 
rencia de los rayos X, dispositivo denominado especírómetro de cristal. 

Para una dirección de incidência dada con respecto al cristal se produce una serie de máxi¬ 
mos correspondientes a la dispersión por las familias de planos para los cuales es válida la ecuación 
de Bragg. Los máximos se encuentran en direcciones distintas debido a las diferentes orientacio- 
nes de las familias de planos. 

La intensidad de los rayos X dispersados depende dei número y de la separación de los 
átomos en cada familia de planos. Si se coloca una placa fotográfica frente a los rayos dispersados 
por un cristal simple (Fig. 35.26), aparece un patrón regular característico de la estructura dei 
cristal, conocido como paírón de Laue en honor a Max von Laue (1879-2960), quien efectuó 
investigaciones originales sobre la estructura cristalina. Cada punto dei patrón corresponde a la 
dirección de dispersión por una familia de planos. En la figura 35.27 se muestra la fotografia de un 
patrón de Laue. 

Si el material dispersor, en lugar de ser un cristal simple, está compuesto por un cristal 
pulverizado que contiene un gran número de pequenos cristales, orientados al azar, las direcciones 



Figora 35.24 Planos paralelos de Figura 35.25 Espectrómetro de cristal para el análisis de la 

dispersión en un cristal. dispersión de rayos X. Los rayos generados en el tubo de la derecha y 


colimados por una ranura practicada en una pantalla de plomo son 
dispersados por el cristal. Los rayos dispersados se observan mediante 
un detector móvil, normajimente una câmara de ionización. 






















incidente 


simple 


Figura 35.26 Dispersión de 
rayos X por un cristal simple. 


Figura 35,27 Patrón de Lane para dispersión 
de rayos X en un cristal de cuarzo. 



Figura 35.28 Dispersión de 
rayos X por un cristal pulverizado. 



Figura 35.29 Patrón de Debye-Scherrer para 
dispersión de rayos X en aluminio pulverizado. 


correspondientes a la dispersión que satisface la condición de Bragg están distribuídas en superfí¬ 
cies cónicas alrededor de la dirección de incidência, como se muestra en la figura 35.28. En una 
placa fotográfica cada superfície cónica produce un anillo brillante (Fig. 35.29), lo que da como 
resultado los patrones conocidos como de Debye-Sdierrer, en honor a Peter Debye (1884-1966) y 
a su estudiante Paul Scherrer (1890-1979). Al analizar patrones como los de las figuras 35.28 
y 35.29, se puede deducir la estructura interna de un cristal o, al contrario, se puede hallar la 
longitud de onda de los rayos X. 

Cuando Wilhelm Rõntgen observó por primera vez los rayos X, al final dei siglo xix, había 
dudas sobre si eran ondas o partículas. Para responder esta pregunta se efectuaron experimentos de 
dispersión e interferencia, utilizando equipo semejante al que se usa en experimentos con luz; los 
resultados fueron negativos o no convincentes. Sólo hasta que Laue, Bragg y otros estudiaron el 
paso de rayos X por cristales se confirmó el carácter ondulatorio de la radiación X. 



Consideremos dos átomos Ay B, separados por una distancia r (Fig. 35.30). Sea Mj un vector unitário en la dirección de propaga- 
ción de las ondas incidentes y un vector unitário en la dirección de las ondas dispersadas. La diferencia de trayectoria de las 
ondas incidentes y dispersadas para estos dos átomos es AD - BC. El desfase está dado entonces por S = {27t/X){AD - BC). Pero, 
usando el vector r, vemos que AD = u^’i-y BC = Por tanto, podemos escribir el desfase como 



A 



2k 

— vr 
X 


( 35 . 12 ) 
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Figura 3S.3® Dispersión de rayos X 
por dos átomos Ay B. 
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donde v=u^-u^ (véase el dibujo pequeno de la Fig. 35.30). Designemos el ângulo entre y Mj como 20, y la magnitud de v se 
puede expresar como 

y = 2sen0 (35.13) 

La condición para interferencia constructiva en la dirección es õ=2n7Co, considerando la ecuación 35.12, 

vr = nX (35.14) 

donde, como antes, n es un entero positivo o negativo. La ecuación 35.14 representa un plano perpendicular al vector v. Por tanto, 
para una longitud de onda y una dirección de incidência dadas, la ecuación 35.14 da una serie de planos paralelos, uno para cada 
valor de n. En la figura 35.30 se muestran dos de tales planos Pj y ^ 2 - La condición 35.14 es válida para todos los átomos que están 
en estos planos y contribuyen a un máximo de intensidad en la dirección u^. De la figura 35.30 y usando la ecuación 35.13, 
vemos que d = AE = r cos a es la distancia entre los planos Pj y Pj. Entonces vr= ur cos a= vd = 2d sen 0 y la ecuación 35.14 
queda 2d sen 0 = nXo sen 6 = nXI2d. 


EJEMPLO 35.8 

El espectro de primer orden de un haz de rayos X dispersados por un cristal de sal común (NaCl) corres¬ 
ponde a un ângulo de 6°50' y la distancia entre planos es de 2.81 x 10"^® m. Determinar la longitud de 
onda de los rayos X y la posición dei espectro de segundo orden. 

1> Mediante la relación de Bragg 35. ll,con d = 2.81 x 10“*® m, 0=6°5O'y n= 1, tenemos que A= 2dsen 
6 = 6.69 X 10“** m. Para hallar la posición dei espectro de segundo orden, hacemos n = 2. Así, 


sen 0 = — = 0.238 
2d 


9 = 13°46' 


Nótese que el máximo orden de dispersión está limitado por la condición nX I2d < 1, que en nuestro caso 
significa n < 8.4 o = 8. 


Nota 35,1 Holografía 

La imagen virtual de un objeto producida por un espejo plano muestra la apariencia tridimensional dei objeto porque la luz 
reflejada parece provenir de puntos que están a diferentes distancias detrás dei espejo. Por otro lado, cuando una imagen se forma 
en una película fotográfica se trata de una reproducción bidimensional o plana dei objeto. Sin embargo, mediante el uso de una 
película fotográfica en combinación con interferencia y difracción es posible producir una imagen virtual tridimensional de un 
objeto. El método se conoce como holografía (dei griego Ao/oí: “completo”) y fue propuesto por Dennis Gabor en 1947. Sin 
embargo, no fue desarrollado completamente hasta que unos anos después se tuvieron películas fotográficas de grano fino y haces 
de luz láser altamente coherentes (Sec. 31.8). 
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Figura 35.31 Constracción de un holograma. 


Figura 35.32 Reconstrucción de un holograma. 


Supongamos que un haz láser monocromático (Fig. 35.31) es dividido en dos por un espejo semitransparente. Un haz 
incide directamente en la película; el otro en el objeto, que lo refleja o dispersa hacia la película. Los dos haces interfieren y 
producen en la película un patrón de interferencia, llamado holograma. El patrón de interferencia depende de la forma dei objeto. 
Guando se revela la película, el holograma no muestra una imagen, sino que aparece como una distribución de puntos con diferen¬ 
te grado de exposición. Cada objeto produce un holograma distinto. 

Si el holograma de un objeto es iluminado con luz láser de la misma longitud de onda, funciona como una rejilla de 
difracción, con la excepción de que, en lugar de líneas regularmente espadadas, consiste en una serie de puntos que transmiten luz 
con intensidad diferente y que están asociados con la forma dei objeto original (Fig. 35.32). Si el patrón de interferencia de la luz 
difractada se observa a un cierto ângulo con respecto a la película, se percibe una imagen virtual que es una copia tridimensional 
exacta o reconstrucción precisa dei frente de onda de las ondas originales reflejadas por el objeto. La imagen muestra una perspec¬ 
tiva diferente dei objeto para cada posición dei observador. Además, existe una imagen real que se puede observar al colocar una 
pantalla en la posición correcta. 

El método que hemos descrito es un holograma de transmisión; también es posible tener un holograma de reflexión que 
utiliza luz blanca en lugar de luz monocromática. 


35.1 ^De qué manera el principio de Huygens ayuda a explicar 
la forma en que una onda se propaga alrededor de un obstáculo? 

35.2 ^Por qué el ancho angular dei máximo de difracción 
central de una ranura es el doble que el de los otros máximos? 

35.3 ^Por qué la intensidad de un patrón de difracción 
disminuye a medida que n{o 6) aumenta? 

35.4 Determine el tamano de los rectángulos limitados por la 
línea de cero intensidad de la figura 35.11. 

35.5 Mencione algunos ejemplos en los que se observa la 
difracción de ondas sonoras. 

35.6 Describa el patrón de difracción que se observa cuando 
en una ranura incide luz blanca. 

35.7 ^Debemos tener en cuenta los efectos de la difracción 
cuando analizamos la formación de imágenes en una lente? 

35.8 ^E1 efecto de la doble ranura de Young (Sec. 34.2) es un 
efecto de interferencia pura o una mezcla de interferencia y 
difracción? 


35.9 ^Cómo afecta el aumento dei cociente alb en 
un experimento de doble ranura al patrón de 
difracción-interferencia? 

35.1® i,Qué se entiende por poder de resolución de: (a) una 
sola ranura; (b) un par de ranuras; (c) una rejilla de difracción? 

35.11 Deduzca la ecuación 35.10 para el poder de resolución 
espectral de una rejilla de difracción. 

35.12 ^Por qué décimos que cuando los rayos X pasan por un 
cristal observamos un efecto de dispersión-interferencia? 

35.13 ^Por qué la intensidad en el borde de una lâmina 
delgada es J de la máxima intensidad? (Fig. 35.4.) 

35.14 Explique por qué observamos patrones regulares (o de 
Laue) cuando los rayos X pasan por un cristal y no cuando 
pasan por matéria amorfa? 

35.15 ^Podemos utilizar la dispersión de rayos X para detectar 
impurezas e irregularidades en cristales? 

35.16 ^Es posible observar dispersión de rayos X por cristales 
si la longitud de onda. A, es mayor que 2dl 
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PROBLEMAS 

35.1 Pasan rayos paralelos de luz verde, con longitud de onda 

de 5.6 X 10“^ m, pasan por una ranura de 0.4 mm de ancho que 
cubre una lente de 40 cm de distancia focal. ^Cuál es la 
distancia dei máximo central al primer mínimo en una pantalla 
situada en el plano focal de la lente? 

35.2 El patrón de difracción de Fraunhofer de una sola 

ranura, reproducido al doble de su tamano en la figura 35.8, se 
formó en una película fotográfica colocada en el plano focal de 
una lente de 0.60 m de distancia focal. La longitud de onda de la 
luz utilizada es de 5.9 x 10"^ m. Calcule el ancho de la ranura. 
(Sugerencia: Mida la distancia entre mínimos correspondientes 
en el lado izquierdo y derecho dei máximo central.) 

35.3 Se utiliza un telescópio para observar dos fuentes 
puntuales alejadas, separadas entre sí 1 m. El objetivo dei 
telescópio está cubierto con una pantalla en la que hay una 
ranura de 1 mm de ancho. Calcule la máxima distancia, en 
metros, a la que las dos fuentes estarán resueltas. Suponga que 
X = 5.0 X lO""^ m. 

35.4 El patrón de difracción de Fraunhofer de una sola ranura 
se observa en el plano focal de una lente de 1 m de distancia 
focal. El ancho de la ranura es de 0.4 mm. La luz incidente 
contiene dos longitudes de onda, Aj y El cuarto mínimo 
correspondiente a Aj y el quinto a A 2 se presentan en el mismo 
punto, a 5 mm dei máximo central. Calcule Aj y X^. 

35.5 Analice la distribución de intensidades de la difracción 
de Fraunhofer producida por tres ranuras idênticas igualmente 
espadadas. Suponga una incidência normal sobre las ranuras. 

35.6 Una onda monocromática plana de 6.0 x 10“^ m de 
longitud de onda incide perpendicularmente en una pantalla que 
tiene una abertura rectangular de 0.5 mm x 1.0 mm. (a) Descri- 
ba el patrón de difracción observado en el plano focal de una 
lente convergente de 2 m de distancia focal colocada directa- 
mente detrás de la abertura, (b) Calcule los lados dei rectángulo 
formado por las líneas oscuras que rodean al máximo central. 

35.7 En un patrón de difracción producido por dos ranuras, el 
tercer máximo principal no se observa debido a que éste 
coincide con el primer cero de difracción. (a) Encuentre el 
cociente alb. Represente gráficamente la distribución de 
intensidades sobre vários máximos a ambos lados dei máximo 
central, (c) Haga un bosquejo de las franjas que aparecerían en 
una pantalla. 

35.8 Calcule el radio dei disco central dei patrón de 
difracción de Fraunhofer de la imagen de una estrella formada 
por (a) una lente de câmara de 2.5 cm de diâmetro y distancia 
focal de 7.5 cm, (b) un objetivo de telescópio de 0.15 m de 
diâmetro y 1.5 m de distancia focal. Suponga que la luz tiene 
una longitud de onda de 5.6 x 10“^ m. 

35.9 Los faros delanteros de un automóvil que se acerca 
están separados por una distancia de 1.30 m. Estime la distancia 
a la que los dos faros son resueltos a simple vista, si ia 


resolución dei ojo está determinada sólo por la difracción. 
Suponga una longitud de onda media de 5.5 x 10“^ m y que el 
diâmetro de la pupila dei ojo es de 5 mm. Compare el resultado 
con el obtenido por el poder de resolución de! ojo dado en la 
sección 33.5. 

35.1® Mediante el método dei ejemplo 35.2, obtenga el poder 
de resolución de una ranura doble. Compare el resultado con 
el de una sola ranura. qué conclusión llega? 

35.11 Una luz monocromática plana de 6.0 x 10"^ m de 
longitud de onda incide perpendicularmente sobre una rejilla de 
transmisión plana que tiene 500 líneas por mm. Determine los 
ângulos de desviación para los espectros de primero, segundo y 
tercer orden. 

35.12 Una rejilla de transmisión plana está grabada con 4000 
líneas por cm. Calcule la separación angular en grados, en el 
espectro de segundo orden, entre las líneas dei hidrógeno 
atómico, cuyas longitudes de onda son 6.56 x 10“^ m y 

4.10 X 10"^ m. Suponga una incidência normal. 

35.13 Una rejilla de transmisión de 40 cm de largo tiene 4(XX) 
líneas por cm. (a) Calcule el poder de resolución de la rejilla en 
el espectro de primer orden. (b) ^Separará la rejilla a las dos 
líneas de longitud de onda 5.890 x 10~^ y 5.896 x 10~^ m que 
constituyen el doblete amarillo dei sodio? 

35.14 Verifique que, sin importar el espadado de la rejilla, el 
violeta dei espectro de tercer orden se traslapa con el rojo dei 
espectro de segundo orden. Suponga una incidência normal. 

35.15 Una rejilla de reflexión se forma al grabar líneas finas 
sobre una superfície metálica pulida (Fig. 35.33). Los espacios 
pulidos que quedan entre líneas son equivalentes a las ranuras 
de una rejilla de transmisión. Verifique que los máximos 
principales se obtienen mediante la condición a(sen i - sen 9) = nX, 
donde a es la separación entre líneas consecutivas. 

Luz incidente 



Figura 3533 

35.16 El espadado que hay entre los planos principales de un 
cristal de NaCl es de 2.82 x 10"*° m. Se tiene que una dispersión 
de Bragg de primer orden de un haz de rayos X monocromático 
se presenta a un ângulo de 10°. (a) Calcule la longitud de onda 
de los rayos X. (b) ^Qué ângulo corresponde al espectro de 
segundo orden? 
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35.17 Ei yoduro de potasio, Kl, es un cristal cúbico que tiene 
una densidad de 3.13 g cnr^. (a) Calcule la menor distancia 
entre planos, es decir, la longitud de una celda unitaria. 

(b) Determine los ângulos correspondientes a las dos primeras 
dispersiones de Bragg para rayos X de longitud de onda de 
3.0 X 10"^° m. 

35.1§ Un tubo de rayos X acelera electrones a través de una 
diferencia de potencial de 10^ V. Los rayos X producidos son 
analizados mediante el cristal descrito en el problema 35.16. 
Calcule el ângulo al cual se presenta el espectro de primer orden 
de la longitud de onda más corta producida por el tubo. 


35.19 Un haz de rayos X, de longitud de onda de 5 x 10“^^ m, 
incide en un polvo compuesto de cristales microscópicos de 
KCl, orientados al azar. El espadado de la red cristalina es de 
3.14 X 10“^® m. Se coloca una placa fotográfica a 0.1 m dei 
polvo, (a) Calcule los rádios de los círculos correspondientes a 
los espectros de primer y segundo orden para planos que tienen 
el mismo espadado que el de la red cristalina, (b) Determine los 
rádios de los círculos producidos por planos que forman un 
ângulo de 45° con los dei inciso (a). 














Wemer Heisenberg fue uno de los 
principales contribuyentes al desarrollo 
inicial de la mecânica cuántica, en la 
década de los veinte. En 1925 publicó 
sus ideas sobre la mecânica cuántica, a 
la que llamó, en un principio, mecânica 
de matrices. En 1927 formuló el 
principio de inceríidumbre, que 
establece un limite, inherente a la 
naturaleza, en la precisión con la que 
es posible medir simultáneamente la 
posición y el momentum de una 
partícula. El principio de incertidumbre 
demostró que el punto de vista clásico 
de las partículas atómicas tenía que ser 
sustituido por un planteamiento 
mecánico-cuántico. Junto con W. Pauli, 
estableció las bases de la teoria 
cuántica de campos en 1929. Sus 
investigaciones fueron muy extensas y 
contribuyeron a la formulación de la 
teoria de las fuerzas nucleares (1932) y 
de los positrones (1934). 
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36.1 Introducción 

El movimiento de los cuerpos que observamos a nuestro alrededor puede describirse en términos 
de regias generales basadas en la evidencia experimental. Tales regias o principios son: (1) la con- 
servación dei momentum; (2) la conservación dei momentum angular; y (3) la conservación de la 
energia. Con base en estas leyes de conservación, se desarrollo en el siglo xix el formalismo cono- 
cido como mecânica clásica, suponiendo que las partículas están localizadas en el espacio y que 
podemos observarias sin perturbar notablemente su comportamiento. Sin embargo, cuando la mecâ¬ 
nica clásica se aplica al movimiento de los constituyentes básicos de la matéria, tales como electrones 
y átomos, los resultados son sólo aproximados y, en algunos casos, completamente inadecuados. 

Como resultado de la evidencia experimental, se han incorporado vários conceptos y méto¬ 
dos nuevos y revolucionários para la descripción dei comportamiento de la matéria en niveles 
atómicos y subatômicos. Aunque las leyes de conservación siguen siendo válidas, ya no se puede 
aplicar la descripción detallada dei movimiento de las partículas en el sentido de la mecânica de 
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Newton. La cuantización de la energia y de otras cantidades físicas es otra idea que no aparece eij 
la mecânica clásica, y una teoria satisfactoria debe contener información acerca de los valores 
permitidos de tales cantidades. La interacción de la radiación y la matéria mediante la absorción o 
emisión de fotones es otro aspecto que debe introducirse. 

El nuevo formalismo, conocido como mecânica cuántica, es resultado dei trabajo original 
de Louis de Broglie (1892-1987), Erwin Schrõdinger (1887-1961), Wemer Heisenberg (1901-1976), 
Paul Dirac (1902-1984), Max Bom (1882-1970), Albert Einstein (1^9-1955) y otros que lo desa- 
rrollaron en la década de los veinte. La mecânica cuántica es esencial para entender el comporta- 
miento de los constituyentes fundamentales de la matéria. 


36.2 Partículas y campos 

Nuestra experiencia sensorial nos dice que los objetos que tocamos y vemos tienen una forma 
definida y están localizados en el espacio. Así pues, tendemos a extrapolar esta experiencia senso¬ 
rial y pensar que las partículas fundamentales (es decir, electrones, protones, neutrones, etc.) tienen 
forma y tamano, e imaginarias como si fueran algo así como pequenas esferas, con un radio, masa 
y carga característicos. Esta idea, sin embargo, es una extrapolación que va más allá de nuestra 
experiencia sensorial y debemos analizar el esquema meticulosamente antes de aceptarlo. 

Los experimentos han mostrado que tal extrapolación dei esquema sensorial acerca de los 
constituyentes básicos de la matéria es errónea. El comportamiento dinâmico de las partículas 
atómicas y subatômicas requiere que asociemos a cada partícula un campo de matéria, dei mismo 
modo que, en otro sentido, asociamos un fotón (que se puede considerar equivalente a una partícu¬ 
la) con un campo electromagnético. El campo de matéria describe la condición dinâmica de una 
partícula en el mismo sentido en que el campo electromagnético corresponde a fotones que tienen 
momentum y energia precisos. Al analizar la conexión entre el campo de matéria y las propiedades 
dinâmicas de una partícula (es decir, momentum y energia), podemos guiamos por las relaciones 
E-hvyp = hlX, que encontramos para el fotón. Al expresar estas relaciones en el otro sentido, 
podemos suponer que la longitud de onda A y la frecuencia v dei campo asociado con una partícula, 
de momentum p y energia están dadas por 



( 36 . 1 ) 


donde A, como antes, es la constante de Planck. De Bro^ie propuso estas relaciones en 1924 y, por 
tal razón, A = hip se conoce como longitud de onda de ne Broglie de una partícula. Introduciendo 
el número de onda k = la frecuencia angular (ú — 'luM, y teniendo en cuenta que.ft= hflK- 
1.0546 X 10 ^ J s, podemos escribir las relaciones anteriores de una manera más simétrica: 


p = hk, E = hü) 


( 36 . 2 ) 



Si nuestra suposición, expresada por las ecuaciones 36.1 y 36.2, es correcta, podemos suponer que 
siempre que el movimiento de una partícula es perturbado de tal modo que el campo asociado con 
ella no ^ pueda propagar libremente, se deben observar fenómenos de interferencia, difracción y 
(üspersión, como en el caso de las ondas elásticas y electromagnéticas. De hecho, esto es lo que 
sucede, como se verá en la sección siguiente. 

Aunque seguiremos utilÍ 2 :ando el término partícula cuando nos refiramos a electrones, 
protones, neutrones y demás componentes fundamentales de la matéria, debemos evitar conside- 
rarlos como pequenas bolas. Su comportamiento es muy diferente y en ocasiones va en contra de 

^ P»rtfcula se aplica súlo cuando el moviiliieiito se 

regiún grande, comparada con las dimensiones atómicas o nucleares, como es el 

° ™ acelerador. Ésla es la ratón P»» 

^ <=“B*das en cmnpos eléeuicosj 

•leciiona dentro de m ^ "“cstro anâüsis dei nnovimiento de W 
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iJEMPLO 36 J 

Longitud de onda de de Broglie de los electrones acelerados mediante una diferencia de potencial. Apli- 
cación dei resultado a electrones acelerados por un voltaje de 10 000 V, que es dei orden de los voltajes 
en los tubos de televisión. 

> Los electrones acelerados por una diferencia de potencial AV adquieren una energia eAV\ su energia 
cinética es p^l2m^ = eAV, de modo que p = {Im^eAV)^''^. Introduciendo los valores de e, y /z, obtene- 
mos la longitud de onda de de Broglie para tales electrones como 



h _ 1.23 X 10“^ 
{2m,eAV)^^^ (AVyi^ 


(36.3) 


donde AV está expresada en volts. Esta fórmula se puede utilizar también cuando la energia cinética dei 
electrón está expresada en electronvolts. 

Si AV = 10 (XM) V, la longitud de onda es 1.23 x 10“” m, que es dei orden de magnitud de las 
dimensiones atómicas y que, por tanto, es suficiente para producir una imagen nitida en una pantalla de 
televisión. Una longitud de onda mayor o un voltaje de aceleración menor pueden producir una imagen 
menos definida. 



Consideremos electrones con energia equivalente a la que adquieren al moverse en una diferencia 
de potencial dei orden de 10^ V. En el ejemplo 36.1 se vio que la longitud de onda de tales electro¬ 
nes es de alrededor de 10~'^ m, comparable a la de los rayos X. Esto significa que si un haz de elec¬ 
trones lo suficientemente rápidos se mueven a través de un cristal, la dispersión dei campo de 
matéria debe dar lugar a patrones parecidos a los observados en el caso de los rayos X, sección 35.7. 

En 1927, G. P. Thomson (1882-1975) inició una serie de experimentos para estudiar el paso 
de un haz de electrones a través de una pelicula delgada hecha de un ma-terial cristalino. Como se 
muestra en la figura 36.1, después de que los electrones atraviesan la película, inciden en una placa 
fotográfica. Si los electrones se hubiesen comportado como partículas en el sentido macroscópico, 
se habría obtenido una imagen borrosa, pues, en general, cada electrón habría sufrido una disper¬ 
sión distinta por los átomos dei cristal. Sin embargo, el resultado obtenido fue idêntico a los patro¬ 
nes de Debye-Scherrer para la dispersión de rayos X por una sustancia policristalina, como se 
indica en la fotografia de la figura 36.2. De manera parecida, cuando un haz de electrones pasa por 
un cristal simple, se producen patrones de Laue, que también se observan con rayos X, como se 
muestra en la fotografia de la figura 36.3. De la estructura de tales patrones podemos calcular la 



Figura 36.1 Dispositivo exf)erimental para Figura 36.2 Dispersión de electrones Figura 36J Dispersión de electrones por un 

observar la dispersión de electrones por un producida por un cristal pulverizado cristal de carbono (grafito) simple (cortesia de 

material cristalino. (cortesia de Dr. Lester Germer). R. Heidenreich, Bell Telephone Laboratories). 






814 Mecânica cuàntica: fundamentos 


longitud de onda de de Broglie, si se conoce el espaciado entre los planos cristalinos y se aplican las 
fórmulas derivadas para rayos X. Los valores de À que se obtienen se pueden comparar con los 
obtenidos con la ecuación 36.3. El resultado es una completa concordância, dentro de los limites 
dei error experimental. 

En los experimentos efectuados por C. Davisson y L. Germer (más o menos al mismo 
tiempo que los de Thomson) se hacía incidir un haz de electrones formando un ângulo determinado 
con respecto al cristal. Los electrones dispersados eran observados mediante un detector colocado 
simétricamente, como se indica en la figura 36.4, en forma semejante al experimento de Bragg para 
observar la dispersión de rayos X (Sec. 35.7). Se encontró que la corriente de electrones registrada 
por el detector era máxima cada vez que se cumplía con la condición de Bragg, ecuación 35.11, 
originalmeníe obtenida para rayos X, 

o 

sen 0 = ~ (36.4) 

2d 

En la ecuación 36.4, d es la separación entre capas atómicas sucesivas dei cristal y A está dada por 
la ecuación 36.3. 

Se ha observado el mismo fenómeno de la dispersión de Bragg en experimentos con pró¬ 
tones y neutrones. La dispersión de neutrones constituye uno de los médios más eficaces para 
estudiar la estructura cristalina. Por ejemplo, los neutrones que emergen de un reactor nuclear a 
través de una ventana especial (Fig. 36.5) tienen un amplio rango de energias y por consiguiente 
también de momentum. Por tanto, el espectro dei haz de neutrones está compuesto por muchas 
longitudes de onda de de Broglie. Guando el haz de neutrones provenientes dei reactor incide en 
un cristal, de LiF por ejemplo, los neutrones que se observan en la dirección simétrica tienen 
energia y momentum bien definidos que correspondeu a la longitud de onda A dada por la 
condición de Bragg, ecuación 36.4. Entonces el cristal actúa como un filtro de energia o moEO- 
cromador. El haz monoenergético de neutrones, a su vez, puede ser utilizado para estudiar otros 
materiales o para el análisis de reacciones nucleares con neutrones. 



BHndaje 



Figura 36.4 Dispositivo experimental de Davisson y Germer Figura 36.5 Espectrómetro 

para la observación de la dispersión de electrones de Bragg. cristalino de neutrones. 


EJEMPLO 36.2 

Longitud de onda de de Broglie de neutrones térmicos a una temperatura de 25 °C. 

í> Se llaman neutrones térmicos los neutrones que están en equilibrio térmico con la matéria a una tempe¬ 
ratura dada. Por tanto, los neutrones térmicos tienen una energia cinética media idêntica a la de las molé¬ 
culas de un gas ideal a la misma temperatura, o sea = - kT, donde T es la temperatura absoluta y k 
la constante de Boltzmann (véase la Ec. 15.15). Dada una temperatura de 25 °C,oT= 298 K, tenemos 

Emed= 2 kT= 6.17 X 10-21 J = 3.85 x IQ-^ eV 
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El momentum correspondiente es 

p = = 4.55 x 10^^^ kg m s"^ 

Entonces, usando la ecuación 36.1, encontramos que la longitud de onda de de Broglie promedio de los 
neutrones térmicos es A = 1.85 x 10“^® m. Teniendo en cuenta que la separación de los planos de un 
cristal de NaCl es d - 2.82 x 10“*® m, vemos que el primer máximo de Bragg para neutrones con esta 
longitud de onda dispersados por el cristal ocurre a un ângulo 0=19°. 


Mediante la relación 36.1 podemos representar el campo correspondiente a una partícula libre que 
se mueve con un momentum p y energia cinética no relativista E - p^Hm, mediante una onda 
armónica de amplitud constante, como se muestra en la figura 36.6(a). La simetria requiere que la 
amplitud de la onda sea la misma en todo el espacio, puesto que sobre la partícula no actúan fuerzas 
que pudieran alterar su momentum y distorsionar el campo asociado en unas regiones dei espacio 
más que en otras. La velocidad de fase dei campo de matéria asociado a la partícula libre es 


t^fase 



E _ p _l 
p Im 2 


Esto significa que la velocidad de fase dei campo de matéria es la mitad de la velocidad de la partí¬ 
cula. Sin embargo, esto no tiene consecuencia experimental alguna, debido a que, como la amplitud 
de un campo armónico es la misma en todo el espacio, el campo asociado a una partícula libre con 
momentum y dirección de movimiento bien definidos no proporciona información acerca de la 
localización en el espacio y el tiempo de la partícula; por consiguiente, es imposible medir la velo¬ 
cidad de tal partícula midiendo el intervalo de tiempo transcurrido entre su paso por dos puntos 
separados por una distancia dada. 

El campo asociado con una partícula localizada dentro de una región Ajc dei espacio debe 
tener una amplitud o intensidad que es grande en esa región y muy pequena fuera de ella. Esto se pue- 
de conseguir mediante la superposición de campos con diferentes longitudes de onda. Como se 
muestra en la figura 36.6(b), el resultado es un paquete de ondas o pulso. La velocidad con la que 
se propaga el paquete de ondas es la velocidad de grupo que está dada por la ecuación 28.47, 

áco 



Figura 36.6 (a) Tren continuo 

de ondas correspondientes a una 
partícula no localizada, (b) Pa¬ 
quete de ondas correspondien¬ 
te a una partícula localizada 
dentro de la distancia A;c. 
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(d) 


Figura 36.7 Ejemplo de AxAk 
= 1. Gráficas de f(x) = (l/n)Z 
COS kx para á: = 1 a n. (a) « = 1; 
(b)n = 2; (c) n = 4; (d) n = 8. 
Conforme aumenta la dispersión 
en los valores de k, el ancho dei 
máximo principal se hace menor. 


Multiplicando numerador y denominador por ã y usando las relaciones 36.2 con E = p^Hm, pode¬ 
mos expresar la velocidad de grupo dei paquete de ondas dei campo correspondiente a una partícu¬ 
la libre como 

áE p 

Agrupo ~ ■“ ~ ^ 

dp m 

Así pues, 

la velocidad de grupo dei campo de matéria, que es la velocidad de propagación dei paque¬ 
te, es igual a la velocidad de la partícula. 

Concluimos eníonces que una partícula en movimiento, localizada en una cierta región dei 
espacio a un íiempo dado, está asociada con un paquete de ondas en movimiento cuya amplitud es 
importante sólo en la región ocupada por la partícula y que se desplaza con una velocidad igual a la 
velocidad de la partícula. 


365 Mncipio di incerfldumbr© de Heinsenberg poro la posición y el momentum 

Un paquete de ondas localizado en el espacio es el resultado de la superposición de vários campos 
con diferentes longitudes de onda X (o con diferentes valores dei número de onda). Si el paquete de 
ondas se extiende sobre una región Ax, los valores de los números de onda, de las ondas que 
interfieren y componen el paquete, caen dentro de un intervalo A/c tal que, según un análisis mate¬ 
mático que omitiremos, AxA/t 1. Esta relación muestra que Ax y Ak son inversamente proporcio- 
nales y, por tanto, cuanto menor sea el tamano Ax dei paquete de ondas, mayor será la dispersión Ak 
de los números de onda o de las longitudes de onda necesarias para construir el paquete (Fig. 36.7). 

Pero, de acuerdo con las ecuaciones 36.1 y 36.2, el que haya diferentes longitudes de onda 
X o números de onda k significa que existen vários valores dei momentum p tales que Ap = hAk. 
Por tanto, vemos que la expresión AxAk =« 1 es equivalente a 

AxAp ss h (36.5) 

El significado físico de la relación 36.5 es el siguiente: si una partícula está localizada dentro de la 
región x - jAx y x + jAx (es decir, Ax es la incertidumbre en la posición de la partícula), su campo 
asociado se obtiene mediante la superposición de los campos correspondientes a momenta que 
están entre p - \Ap y p + jAp, donde Ap está relacionada con Ax mediante la ecuación 36.5. 
Décimos que Ap es la incertidumbre en el momentum de la partícula. La relación 36.5 implica que 
cuanto más grande sea Ax, menor será Ap y viceversa. 

En otras palabras, la información acerca de la localización de una partícula en el espacio se 
obtiene a expensas dei conocimiento acerca dei momentum. Cuanto más preciso sea nuestro cono- 
cimiento de la posición de la partícula, menos precisa será nuestra información de su momentum, 
porque para localizar un paquete de ondas tenemos que combinar varias longitudes de onda. Al 
contrario, cuanto más precisamente conozca-mos el momentum, menos longitudes de onda necesi- 
taremos en el paquete y más extendido será éste. Por eso es que una partícula de momentum bien 
conOcido (Ap = 0) está representada por una onda de amplitud constante que se extiende por todo 
el espacio (Ax ss oo), de modo que nuestro conocimiento de su posición es nulo. Por el contrario, si 
la localización de una partícula es muy precisa (Ax = 0), nuestro conocimiento de su momentum es 
muy impreciso (Ap = oo) (Desde luego, estas dos situaciones extremas nunca se dan en la prácti- 
ca.) No es posible determinar exactamente la posición y el momentum de una partícula al mismo 
tiempo, de modo que Ax = 0 y Ap = 0, pues eso violaria la relación 36.5, que relaciona la máxima 
precisión con la que podemos conocer ambas cantidades. 

El resultado expresado por la relación 36.5 se conoce como principio de incertidumbre de 
Helsenberg para la posición y el momentum, y se puede formular de la manera siguiente: 

es imposible conocer simultáneamente y con exactitud lá posición y el momentum de las 
partículas fundamentales que constituyen la matéria. La precisión óptima dei conocimien¬ 
to de la posición y el momentum está determinada por la ecuación 36.5. 
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Este principio expresa uno de los hechos fundamentales de la naturaleza. Se ha dicho que 
seria mejor que el principio de incertidumbre se llamara principio de limitación, ya que expresa una 
limitación fundamental de la naturaleza que restringe también la precisión de nuestras mediciones. 

El principio de incertidumbre implica que nunca podemos definir la trayectoria de una 
partícula atómica o subatômica con la absoluta precisión que se supone en mecânica clásica. Sin 
embargo, esta suposición sigue siendo válida cuando la incertidumbre implicada por la relación 
36.5 es mucho más pequena que los errores experimentales de los valores medidos dexy p. Por 
ejemplo, para describir ciertos movimientos de partículas atómicas, como el caso de electrones en 
un tubo de televisión y de electrones y protones en un acelerador, podemos usar la mecânica 
clásica cuando los valores Ax y Ap, permitidos por la ecuación 36.5, son mucho menores que el 
error experimental dei momentum y la posición de las partículas. Sin embargo, para partículas 
restringidas a moverse en regiones de dimensiones atómicas, el concepto de trayectoria no tiene 
significado, pues no se le puede definir precisamente; por tanto, para describir el movimiento se 
requiere un esquema distinto al de la física clásica. Por la misma razón, conceptos como los de 
velocidad, aceleración y fuerza son de uso limitado en la mecânica cuántica. Por otro lado, el 
concepto de energia es de gran importância, ya que está relacionado con el “estado” dei sistema, 
más que con su “trayectoria”. 


36.6 Ejemplos dei principio de Heisenberg 

Para ilustrar el principio de Heisenberg consideremos algunas situaciones o experimentos “imagi¬ 
nários”. Por ejemplo, supongamos que deseamos determinar la coordenada X de una partícula que 
se mueve a lo largo dei eje Y (Fig. 36.8) observando si la partícula pasa o no por una ranura (de 
ancho b) en una pantalla perpendicular a la dirección de movimiento. La precisión de la posición 
de la partícula está limitada por el tamano de la ranura; esto es, Ax « b. Pero la ranura perturba el 
campo asociado con la partícula y esto provoca un cambio en el movimiento de la partícula después 
de haber pasado, como se puede ver en el patrón de difracción que se produce. La incertidumbre en 
el momentum de la partícula paralelo al eje X está determinada por el ângulo 6, correspondiente al 
máximo central dei patrón de difracción, ya que la partícula, después de pasar por la ranura, es más 
probable que se mueva dentro de un ângulo 26. Según la teoria de la difracción producida por una 
ranura rectangular (Sec. 35.3), el ângulo 0está dado por sen 6= Xlb. Entonces 


Ap ^ p sen 6 


hX _h 
Xb~b 


h 

Ax 


es la incertidumbre en el momentum de la partícula paralelo al eje X. Así, AxAp ^ h, lo que 
concuerda con la relación 36.5 (el 2k que falta es irrelevante para este análisis). Nótese que para 
mejorar la medida de la posición de la partícula en el eje X debemos utilizar una ranura muy delga¬ 
da. Pero ésta produce un máximo central muy ancho en el patrón de difracción, lo que significa una 
incertidumbre grande en el conocimiento de la componente X dei momentum de la partícula des¬ 
pués de pasar por la ranura. Por el contrario, para reducir la incertidumbre en nuestro conocimiento 
de la componente X dei momentum, el máximo central dei patrón de difracción debe ser muy 
estrecho. Esto requiere una ranura muy ancha que, a su vez, trae como resultado una incertidumbre 
grande en la coordenada X de la partícula. 

Otra situación “imaginaria” que ilustra el principio de Heisenberg es el caso en el que inten¬ 
támos determinar la posición de un electrón usando un microscopio (Fig. 36.9). Para observar al 
electrón, debemos iluminarlo con luz de cierta longitud de onda A. La única luz que pasa por el 
microscopio es la dispersada por el electrón bajo observación. El momentum dei fotón dispersado 
es = h/X y, para penetrar en el objetivo, los fotones deben moverse dentro dei cono de ângulo 
a, de modo que la componente X de sus momenta tiene una incertidumbre 




Ap ~ Pfotón sen a 


hd 

2Xy 
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Y 



Figura 36.8 Medición de la posición y el momentum 
de una partícula que pasa por una ranura. 


Y 



Figura 36.9 Medición de la posición y el momentum 
de una partícula mediante un microscopio. 


pues sen a ^ d/2y. Ésta es también la incertidunnibre de la componente X dei momentum dei elec- 
trón después de dispersar la luz, ya que en el proceso hay intercâmbio de momentum entre el 
electrón y el fotón. Por otro lado, la posición exacta dei electrón es incierta debido a la difracción de 
la luz cuando pasa por el objetivo dei microscopio. La incertidumbre en la posición dei electrón es, 
pues, igual al diâmetro dei disco central dei patrón de difracción. Este diâmetro está dado por 2y 
sen 9, con sen 9 Xid. (No hemos tenido en cuenta el factor 1.22 que aparece en la teoría de la 
difracción de una onda plana pfoducida por una abertura circular, Sec. 35.4.) De aqui que 


Ax 


2y sen 9 


2yX 

~T 


Por consiguiente, nuevamente AxAp «=* h. Para mejorar la precisión de nuestro conocimiento de la 
posición dei electrón, debemos usar radiación de longitud de onda muy pequena, pero esto produce 
una gran perturbación en el momentum. Al contrario, para producir una pequena perturbación en el 
momentum, debemos utilizar radiación de una longitud de onda grande, lo que a su vez da lugar a 
una gran incertidumbre en la posición. 

Estos dos experimentos “imaginários” muestran cómo se relaciona el principio de incerti¬ 
dumbre con el proceso de medición. Al nivel atómico, las mediciones, inevitablemente, introducen 
una perturbación significativa en el sistema, debido a la interacción dei dispositivo de medición 
con la cantidad que se va a medir, lo que limita la precisión de la medición. Sin embargo, el princi¬ 
pio de incertidumbre es de validez general, independientemente de que hagamos medidas o no. 


EJEMPLO 36.3 

Energia mínima de un electrón en un átomo hidrogenoide. 

[> El principio de Heisenberg nos permite estimar la energia mínima de un electrón en un átomo. Si r es el 
radio de la región en que el electrón se puede hallar, podemos suponer que Ax « r, y si p es el momentum 
dei electrón, también podemos suponer que Ap^p.En ese caso la relación de incertidumbre queda rp^h, 
que cuando se inserta en la expresión para la energia total dei electrón, 

2m^ (47reo)r 

da 

Ze^ 

E %-- 

2m^r^ (47reo)r 
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Para calcular la mínima energia compatible con el principio de inceitidumbre, hacemos dE/dr = 0 y 
despejamos r. Esto da 

1 m^Ze^ 
r {4nsQ)h^ 

Cuando se sustituye este valor en la expresión para E, obtenemos 

£ ~-!- 

2{4nsQ)^h^ 

Ésta es precisamente la energia obtenida con « = 1 en la ecuación 23.13, deducida mediante la teoria de 
Bohr. El resultado no debe sorprender, pues la relación de inceitidumbre rp « Ã es equivalente a la 
condición de cuantización de Bohr L = nh/lrc, con n = 1. Así, el principio de inceitidumbre hace que sea 
muy difícil reducir la energia dei electrón por debajo de un cierto valor imnimo. También, la condición 
rp » Ã es equivalente ar k fitp = A, de manera que la energia mínima corresponde a la longitud de onda 
dei campo asociado con la partícula que se puede adaptar a la región en la que el electrón se puede mover. 


EJEMPLO 36.4 

Principio de inceitidumbre y la masa de las estrellas. 


> Consideremos una estrella compuesta por N partículas, cada una de masa m, dei orden de la masa dei 
protón 1.7 X 10~^^ kg, de modo que la masa total es Af = /^m. A medida que la es-trella se contrae debido 
a la acción gravitatoria, la energia cinética de las partículas aumen-ta (recuerde la Nota 11.4). En el 
limite relativista la energia cinética de las partículas con momentum p es dei orden de cp (Ec. 20.6). 
Cuando las partículas se acercan mucho entre si, con una separación media r, el principio de incertidum- 
bre requiere que rp = ã. Por tanto, la energia cinética media de cada partícula es 

E 

r 

El volumen de una estrella de radio /? es 5 kR^. Cuando se ha contraído de manera considerable el 
volumen es aproximadamente N{ \ Kr^), de modo que = Nr^ y su radio es R = N^'^r. La energia poten¬ 
cial gravitatoria media de cada partícula es dei orden de -GMmIR o GNm^ ÍR, dentro de un coeficiente nu¬ 
mérico dei orden de uno, que depende de la posición de la partícula dentro de la estrella. Por consiguiente. 


■^p, ave ~ • 

r 

La energia potencial eléctrica de cada partícula es dei orden de e^ l47i£Qr = hdXyir (véase la Nota 23.2) 
y por tanto se puede ignorar cuando se compara con la energia cinética media. En consecuencia, la 
energia media total de una partícula de la estrella es 

hc hc — 

•^ave ~ 

r r r 

El colapso de una estrella no es posible si su energia cinética interna domina a su energia potencial 
gravitatoria o E^^ > 0. Pero cuanto más grande sea el número de partículas (es decir, la masa de la 
estrella), mayor será el efecto gravitatorio. La condición limite para que el colapso por efecto gravitatorio 
sea inevitable es que E^^ = 0 , o 


N = 


í hc 

\Gm^) 


» 2 X 10” 


La masa correspondiente de la estrella es M = Nm ~ 3 x 10^° kg, que es aproximadamente 1.4 la masa 
dei Sol. El número N se conoce como limite de Chandrasekhar y M como masa de Chandrasekhar 
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(designados por Nç. y respectivamente) en honor a S. Chandrasekhar, quien en 1931 determinó sus 
valores usando un método más riguroso. Debido a las aproximaciones que se hicieron en los cálculos, 
Nç. y Mç. sólo indican el orden de magnitud dei tamano de las estrellas destinadas a sufrir un colapso 
gravitatorio (véase el final de la Nota 40.4, para un análisis más detallado). 

Nuestro análisis simplificado indica una conexión entre las propiedades cuánticas de la matéria, 
representadas por ã, la teoría de la relatividad, representada por c, la interacción gravitatoria, represen¬ 
tada por G, y el tamano de las grandes estructuras dei universo, dado por N. 


36 J leloción de ineertidumbre para el tiemp© y la energia 

Además de la relación de incertidumbre AxAp ^ h entre la posición y el momentum correspon- 
dientes a una partícula en movimiento, existe una relación de incertidumbre entre el tiempo y la 
energia. Supongamos que deseamos medir no sólo la energia de la partícula, sino también el tiempo 
en el cual tiene tal energia. Si At y AE son las incertidumbres en los valores de dichas cantidades, se 
cumple la siguiente relación: 

AtAE X h (36.6) 

Podemos interpretar esta relación de la forma siguiente: si queremos definir el tiempo en el cual 
una partícula pasa por un punto dado, debemos representar a la partícula como un pulso o paquete 
de ondas de una duración muy corta Aí. Pero para construir tal pulso es necesario superponer 
campos de diferentes frecuencias, con una amplitud apreciable sólo en un intervalo de frecuencias 
Afi). La teoría matemática de los pulsos de ondas, que no podemos reproducir aqui, requiere que 

AtAco « 1 (36.7) 

Multiplicando por fi y recordando, de la ecuación 36.2, que E = ho), obtenemos la relación 36.6. 
Concluímos entonces que es imposible conocer simultáneamente y con exactitud la energia de una 
partícula y el tiempo en el que tiene tal energia. 

No debe resultar sorprendente que encontremos dos relaciones de incertidumbre, AxAp « 
h y AEAt ~ h, pues esto es un requisito de la teoría de la relatividad, dado que las parejas de 
cantidades (.x, í) y (/?,£) se transforman dei mismo modo bajo una transformación de Lorentz (Ecs. 
19.4 y 20.12). 


EJEMPLO 36.5 

Ancho de los niveles de energia y duración de un estado excitado. 

[> Supongamos que un electrón está en un estado estacionário excitado de un átomo. Después de cierto 
tiempo, el electrón sufrirá una transición radiativa hacia otro estado estacionário de menor energia. Sin 
embargo, no hay modo de predecir con certeza cuánto tiempo permanecerá el electrón en el estado 
estacionário excitado antes de efectuar la transición. A lo sumo podemos hablar de la probabilidad de 
que el electrón pase a un estado de menor energia. Por tanto, el tiempo promedio que el electrón perma¬ 
nece en el estado estacionário, llamado tiempo de vida dei estado, se conoce con una incertidumbre Aí, 
inversamente proporcional a la probabilidad de transición P, esto es. Aí — 1/P. 

En consecuencia, la energia dei estado estacionário dei electrón no se conoce de manera precisa, 
sino que tiene una incertidumbre AE, tal que se cumple la relación 36.6. AE se conoce como ancho de 
energia dei estado cuya energia está con más probabilidad entre E - jAP y E + |A£ (Fig. 36.10). Como 
Aí es dei orden de magnitud dei tiempo de vida dei estado excitado, cuanto más corto es el tiempo de 
vida de un estado excitado o mayor es la probabilidad de transición, mayor será la incertidumbre en la 
energia dei estado; esto es, AE — ü/At == âP. El tiempo de vida de los estados atómicos excitados es dei 
orden de 10~® s, dando un ancho de energia dei orden de 10“^^ J o 10“^ eV. Los estados con tiempo de vi¬ 
da mucho más grande se conocen como metaestables. Para el estado fundamental, cuyo tiempo de vida 
es infinito -pues un sistema que se encuentra en el estado fundamental no puede sufrir una transición a 
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1 el tiempi 

tidades, sun estado estacionado de menor energia- tenemos que At x 00. Esto da AE = 0, que significa que la 
energia dei estado fundamental se puede conocer exactamente. 

Debido al ancho de energia de los estados estacionados, la energia emitida o absorbida en una 
(36.%ansición no está bien definida. Por tanto, en una transición entre estados de energia £j y £' 2 . los fotones 
emitidos o absorbidos se hallan en el intervalo de energias £2 - £j ± |A£, donde AE es el ancho total de 
en el (je ambos estados, dando como resultado un ensanchamiento de las lineas espectrales con un 

o paquet^j^j.gj.ygjQ frecuencias dei orden de AE/h. En la mayoria de las transiciones atómicas y moleculares el 
uperponeig|-gj.jQ Doppler debido al movimiento térmico (Sec. 29.7) es mucho mayor que el ensanchamiento debi- 
ecuenciaíjjo al pdncipio de incertidumbre, que se puede despreciar. Sin embargo, el ensanchamiento de las lineas 
Itere que es importante en la sintonización de láseres (Nota 31.1.). 


(36.7* 


ción 36.6, 
gía de una 
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Tenemos ahora los elementos necesarios para dar una justificación teórica de la noción de estados 
AxAp Cuando una particula esta en un estado ligado y limitada a moverse dentro de una 

'arejas espacio, como el caso de un electrón en un átomo o de un protón en un núcleo, el 

entz (Ecs asociado con la partícula debe estar confinado en esa región. La situación es parecida a la de 

las ondas en una cuerda con extremos fijos o dentro de una cavidad. Pero sabemos que en tales 
casos sólo ciertas longitudes de onda son posibles y las ondas permitidas se conocen como ondas 
estacionarias. Por tanto, podemos esperar que en el caso de una partícula ligada sólo sean posibles 
los estados correspondientes a las longitudes de onda permitidas dei campo de matéria. 

Un ejemplo sencillo es el caso de una partícula restringida a moverse dentro de cierta re¬ 
gión, como una molécula de gas en una caja. La molécula se mueve libremente hasta que choca con 
las paredes, las que fuerzan a la molécula a rebotar. Una situación semejante se presenta para un 
ler ia S’ banda de conducción en un metal, si la altura de la barrera de potencial en la superfi- 

' doestado metal es mucho mayor que la energia cinética dei electrón. Éste se puede mover libremente 

íilidad de nietal, pero no se puede escapar. 

5n perma Podemos representar estas situaciones físicas mediante la energia potencial rectangular de 

umbre At ^Sura 36.11, que es una simplificación de las energias potenciales que en realidad ocurren en la 
’ naturaleza; dicho diagrama se conoce como caja de potencial unidimensional. Este potencial 
a precisa, restringe el movimiento de la partícula a lo largo dei eje X, entre x = 0 y x = a.En este caso (x) = 0 
ancho de P^ra 0 < x < a, pues la partícula se mueve libremente en tal región, pero la energia potencial 
0). Como aumenta abruptamente hasta infinito en x = 0 y x = a. Esto significa que fuerzas muy intensas 
iempo de actúan sobre la partícula en esos puntos, forzándola a invertir su movimiento. Entonces, sin impor- 
ibre en la tar su energia £, la partícula no puede estar a la izquierda de x = 0 o a la derecha de x = o. La 
dos es dei situación es similar formalmente a la correspondiente a las ondas estacionarias en una cuerda con 
ipo de vi- extremos fijos en el aire o en un tubo cerrado en ambos extremos. Recordemos que para tener ondas 
►o de vida estacionarias en una cuerda con extremos fijos, o en un tubo con extremos cerrados y longitüd a, la 
insición a longitüd de onda X debe tener valores j X = a, al2, ain o 


Figura 36.10 Ancho natural 
de los niveles de energia. 
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Figura 36.11 Caja de potencial en 
una dimensión de ancho a. 



_ ^ E^=h'ÍTO-llma^ 


Figura 36.12 Niveles de energia de 
una caja de potencial en una dimensión. 


A = — (36.8) 

n 

Podemos suponer entonces que la misma relación se aplica a la longitud de onda dei campo de una 
partícula dentro de una caja de potencial de ancho a. Por consiguiente, según la ecuación 36.1, los 
únicos valores posibles dei momentum de una partícula son 


h nh nnh 
X '2.0, o 


(36.9) 


La energia de la partícula correspondiente al valor dado por la ecuación 36.9 es 
2m 2ma^ 


(36.10) 



Figura 36.13 Confinamiento 
dei campo de matéria, de 
longitud de onda A, de una 
partícula en un círculo. 


O bien, si = h'^7d^l2ma^ es la energia para n = 1, entonces E = E^, 4£’p 9E^,..., n^E^. Concluimos, 
pues, que la partícula no puede tener cualquier energia, sino sólo aquellos valores dados por la 
ecuación 36.10 y que se muestran en la figura 36.12; esto es, la energia de la partícula está cuantizada. 

Como un segundo ejemplo de cuantización de la energia, consideremos un electrón en un 
átomo hidrogenoide. Supongamos que el electrón describe una órbita circular, como se muestra en 
la figura 36.13, con un momentum p que es constante. Para que la órbita corresponda a un estado 
estacionário, parece lógico que debe ser capaz de mantener ondas estacionarias de longitud de onda 
X = hlp, lo que requiere que la longitud de la órbita sea igual a un múltiplo entero de X (Fig. 36.13); 
esto es 


2Tir = nX = 


nh 


P 


o 



(36.11) 


Teniendo en cuenta que rp es el momentum angular dei electrón, vemos que los estados estacioná¬ 
rios son aquellos para los cuales el momentum angular es un múltiplo entero de ^ = hl2n. Como 
p = mx>, podemos escribir también la ecuación 36.11 como 


L = mvr = nh (36.12) 

que expresa la cuantización dei momentum angular. La ecuación 36.12 se utilizó en la sección 23.4 
para obtener la energia de los estados estacionados dei hidrógeno. 




Sin embargo, el análisis anterior no es completamente correcto porque, como lo hicimos 
notar cuando consideramos el principio de incertidumbre de Heisenberg, es imposible definir con 
precisión la órbita dei electrón en un átomo de hidrógeno. En lugar de ello, como se analizará en la 
sección siguiente, podemos hablar sólo de la región en la que es más probable que se encuentre el 
electrón. Por tanto, las ecuaciones 36.11 o su equivalente, ecuación 36.12, no pueden ser rigurosa- 
mente válidas. Más bien, como lo indicamos en la sección 23.5 y se demostró en la nota 23.1, los 
valores permitidos dei momentum angular orbital están dados por 

L = y/(/ + l)h (36.13) 

donde 1 = 0, 1, 2,... De este análisis podemos considerar que la cuantización de la energia y el 
momentum angular es consecuencia de la necesidad de acomodar el campo de matéria dentro de 
una región limitada. 


EJEMPLO 36.6 

Energia dei punto cero de una partícula en una caja de potencial. 

t> La mínima energia de una partícula en una caja de potencial no es cero, como uno podría esperar, sino 
Ej = h^T^Ilma^. Esta energia mínima está relacionada con el principio de incertidumbre. La incertidum¬ 
bre en la posición de la partícula es, obviamente, Ax ^ a.ha partícula se mueve bacia adelante y bacia 
atrás con momentum p; la incertidumbre en el momentum es entonces Ap « 2p. El principio de incerti¬ 
dumbre requiere que, al menos, AxAp « h. Por consiguiente, a(2p) =» ã op « hl2a, que da £= pV2m =« 
hySnuf', que es dei orden de magnitud de £,. 

La energia dei punto cero, como se suele llàmar a £j, ocurre en todos los casos en que una 
partícula está restringida a moverse en una región limitada. Ya hemos visto un caso de éstos en el ejem- 
plo 36.3, para un electrón en un átomo, y en la sección 10.11, para un oscilador. 


EJEMPLO 36.7 

Longitud de onda dei campo de matéria de un electrón en el estado fundamental (n = 1) de un átomo de 
hidrógeno. 

t> Haciendo n = 1 en la ecuación 36.11 se obtiene una longitud de onda X = 27tr. Como radio tomaremos el 
de Bohr, a^ = 5.3 x 10“^^ m, dado en la ecuación 23.15. Por tanto, Â= 3.33 x 10~’® m. Esta longitud de 
onda debe tomarse sólo como una indicación dei orden de magnitud, debido a la falta de defmición de la 
órbita electrónica. 


36.9 Fundón de onda y densidad de probobilidad 

Hemos visto que, según la mecânica cuántica, no podemos hablar de la trayectoria de una partícula 
atómica en el mismo sentido que en la mecânica clásica. Por ejemplo, no tiene sentido preguntar si 
los electrones se mueven en órbitas elípticas alrededor dei núcleo de un átomo, incluso si las fuer- 
zas que actúan sobre las partículas pudieran producir tales órbitas. Pero si no podemos hablar de la 
trayectoria de un electrón o de cualquier otra partícula atómica, ^de qué manera podemos describir 
su movimiento? 

La información para responder esta pregunta es proporcionada por el campo de matéria, al 
cual le asignamos el símbolo 'F. Para obtener tal información, nos guiamos por nuestro conoci- 
miento de las ondas, a pesar de que el campo de matéria no es una onda en el mismo sentido que 
una onda sonora o una electromagnética. Primero notamos que, en general, el campo de matéria es 
función de la posición y el tiempo. En el caso dei movimiento en una dirección (que tomaremos a 
lo largo dei eje X), el campo de matéria es 'F(x, t). 

Sabemos que, en general, la intensidad de un movimiento ondulatorio es proporcional al 
cuadrado dei campo. Por extensión, podemos suponer que la Iníensidad dei campo de matéria 
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está dada por |¥(jc, OP- El campo t) se expresa en general mediante una función compleja, esto 

es, una función que contiene el factor i = El conjugado de una función compleja se obtiene 
sustituyendo i por -i. El conjugado complejo de una función ¥ se designa ¥*. Entonces 
|¥(x, OP = ty¥{x, í). Para una función real T = T*. Como el campo de matéria asociado 
con una partícula describe su movimiento podemos decir que 

las regiones dei espado en las que es más probable que esté la partícula en un tiempo t son 
aquellas en las que la intensidad dei campo, dada por |T(x, Op. grande. 

De manera más cuantitativa podemos decir que 

la probabilidad de encontrar la partícula descrita por el campo 'FÍJC, t) en el intervalo dx 
alrededor dei punto x en el tiempo t es OP dx. 

En otras palabras, la probabilidad por unidad de longitud de bailar a la partícula en x en un tiempo t es 

P{x, t) = ITÍx, í)p (36.14) 

La probabilidad de bailara la partícula entre x = a y x - b es, entonces, dx. Por 

tanto, como estamos seguros de que la partícula debe estar en algún lugar a lo largo dei eje X, 
debemos tener 

'*00 

['FCx, í)Pd^ = 1 (36.15) 

J - OO 

Esta expresión se conoce como condlclón de normallzadón. Restringe severamente la forma 
matemática dei campo de matéria y, por tanto, los estados posibles de la partícula. 

Una situación especial se presenta cuando la partícula está en un estado de energia bien 
definido, E. En este caso, recordando la ecuación 36.2, la frecuencia dei campo de matéria en todos 
los puntos dei espacio es m = Elh y la dependencia dei tiempo dei campo de matéria se puede 
expresar como e"*®' o (véase la Sec. 37.2). Entonces la expresión dei campo de matéria es 

'F(x, í) = e"‘^'^V(^) (36.16) 

donde ^4^) se conoce como función de onda por razones históricas, aunque el nombre no es 
correcto porque no corresponde a una onda. Tal vez seria mejor llamarla solamente amplitud dei 

campo de matéria. Entonces 


|'F(x, í)P = = \il/{x)\^ (36.17) 

Por consiguiente, en un estado de energia bien definido, la distribución probabilística de la partícu¬ 
la es independiente dei tiempo y está dada únicamente por la amplitud dei campo de matéria (o 
función de onda) \{/{x). Esto es, 

P(x) = |iA(x)p (36.18) 

Décimos que el campo de matéria es estacionário (recuerde las ondas estacionarias, Cap. 34) y que 
el estado de la partícula es también estacionário. La condición de normalización es abora 

'oo 

|i//(x)|Mx=l (36.19) 

J — 00 

que también restringe las formas posibles de yXx). Por ejemplo, en la figura 36.14(a) se muestra la 
función de onda y^x) para una partícula confinada principalmente en la región entre A y 5. La fun¬ 
ción de onda y^x) oscila en la región permitida AB y disminuye rápidamente fuera de la región AB, 
donde es poco probable que se encuentre la partícula. La intensidad dei campo de matéria, dada por 
|i/<x)p, se indica en la figura 36.14(b). 
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Figura 36.14 (a) Función de onda de una partícula que se mueve entre Figura 36.15 Distribución de probabilidades 

i4 y jB. (b) Distribución de probabilidades correspondiente a la función de para un electrón en un átomo, 

onda que se presenta en la parte (a). 


En el caso general de movimiento en el espacio, el campo de matéria depende de las tres 
coordenadas x,yyz, así como dei tiempo, esto es, TÍJC, y, z, t). Entonces [Tíx, y, z, t)f- dx d}» áz es la 
probabilidad de hallar la partícula en el volumen àxáy àz alrededor dei punto cuyas coordenadas 
son (jc, y, z) en el tiempo t o ^ 

P = \^^{x,y,z,t)\^ (36.20) 

es la probabilidad por unidad de volumen o densidad de probabilidad de hallar la partícula en el 
tiempo t en jc, y, z. 

Para el movimiento en el espacio la condición de normalización es 

|'Pp áx áy áz = I (36.21) 

»todo el espacio 

Consideremos, por ejemplo, el caso de una partícula atómica, como un electrón en un esta¬ 
do estacionário en un átomo. El electrón nunca se aleja mucho dei núcleo; esencialmente está 
confinado en una pequena región dei espacio de dimensiones dei orden de 10"^® m. Así, su campo 
de matéria asociado se puede expresar en términos de ondas estacionarias localizadas en esta re¬ 
gión, descrito por 'P(x, y, z, t) = er^‘'^y^x, y, z), donde y/(x, y, z) es la función de onda. Una vez 
calculada y/, podemos representar |y/|^ como en la figura 36.15, en la qu&Nes el núcleo, y el grado 
de oscuridad se ha hecho proporcional al valor {y/F. Las zonas más oscuras representan las regiones 
en las que la probabilidad de hallar al electrón es mayor. Esto es lo más que podemos decir acerca 
de la localización dei electrón en un átomo, siendo imposible hablar de su órbita precisa. 

EJEMPLO 36.8 

Movimiento de un paquete de ondas. 

I> Para partículas que no están confinadas en una región limitada dei espacio, como un protón en un acele¬ 
rador o un electrón en un tubo de televisión, el campo de matéria corresponde a un paquete de ondas que 
se desplaza, con un máximo pronunciado en la región en que es más probable que esté la partícula. Para 
describir un paquete de ondas localizado, tenemos que combinar campos de diferentes frecuencias o 
energias, como lo explicamos en la sección 36.4. Eso significa que el campo de matéria está descrito por 
una expresión de la forma 

T(x, í) = I%e-‘^‘/V£(^) 

E 


(36.22) 
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Figura 36.16 Evolución en el 
espacio y el tíempo dei paquete 
de ondas de una partícula: 

(a) partícula libre, (b) partícula 
bajo la acción de una fuerza 
constante, (c) oscilador armónico 
(con licencia dei Prof. A. T. 
Rakhimov, Instituto de Física 
Nuclear, Universidad de Moscú, 
Rusia). La línea punteada 
representa la trayectoria dei 
máximo dei paquete de ondas. 



obtenida al hacer una combinación lineal de funciones de la forma dada por la ecuación 36.16 para cada 
energia; y/^(x) es la fiinción de onda correspondiente a la energia E. Los coeficientes se escogen de 
manera que se tenga la forma inicial adecuada (t = 0) dei paquete de ondas. A medida que pasa el tiempo, 
el paquete de ondas se desplaza junto con la particula, como se ilustra en la figura 36.16 para una 
partícula libre, para una partícula bajo la acción de una fuerza constante y para una partícula con movi- 
miento oscilatorio armónico. 

Uno de los objetivos de la mecânica cuántica es obtener, para cada situación particular, la forma 
precisa dei paquete de ondas de una partícula que sea compatible con el principio de incertidumbre, y 
determinar el movimiento dei paquete de òhdas, dadas las fuerzas que actúan sobre la partícula. Esto es 
equivalente a resolver la ecuación dei movimiento en mecânica clásica, dadas las fuerzas ejercidas sobre 
la partícula. 


PmUNTÀS 

36.1 Explique por qué un campo de matéria expresado por 
una onda armónica de amplitud constante no proporciona 
información sobre la localización de una partícula. ^Qué 
información da exactamente? 

36.2 Para mejorar la información acerca de la localización de 
una partícula, el campo de matéria debe corresponder a un 
paquete de ondas estrecho. ^Qué cantidad o cantidades físicas 
asociadas con la partícula se conocen, por necesidad, con 
menos exactitud? 

36.3 ^Las relaciones de incertidumbre son resultado de una 
deficiência en los aparatos de medición, una consecuencia 
dei proceso mismo de medición o una propiedad fundamental 
de la matéria? 

36.4 ^Cómo varían la longitud de onda y la frecuencia dei 
campo de matéria de una partícula a medida que aumenta la 
energia de ésta? 


36.5 Analice el concepto de “partícula” desde el punto de 
vista de la mecânica cuántica. 

36.6 Un fotóp y un electrón con el mismo momentum ^tienen 
la misma longitud de onda? ^Tienen la misma energia? 

36.7 ^Qué quiere decir “tiempo de vida” de un estado? Explique 
por qué el estado fundamental tiene un tiempo de vida infinito. 

36.8 Analice el concepto de anchura de un nivel de energia. 
^De qué manera está relacionada la anchura de un nivel de 
energia con la probabilidad de transición? 

36.9 Analice los factores que determinan el ensanchamiento 
de las líneas espectrales. 

36.10 ^Cuál es el origen de la energia dei punto cero de un 
sistema ligado? 

36.11 ^Se justifica hablar de la “longitud de onda” de una 
piedra o una pelota? 





36.12 Dado que p = mv, verifique que el principio de 
incertidumbre se puede escribir también como AxAv « him. En 
vista de esta relación, si se conoce la posición de un electrón y 
de un protón con la misma exactitud, ^la velocidad de qué 
partícula se puede medir con mayor precisión? 

36.13 ^Qué tipo de información es proporcionada por el 
campo de matéria 'F(;r, /)? 

36.14 Analice los significados de ['FCx, OP y de |v/(jc)p. 

PROBLEMAS 

36.1 (a) Calcule la longitud de onda de de Broglie de un 
electrón cuando su energia es 1 eV, 100 eV, 1 keV y 1 MeV. 

(b) ^Cuáles de estas longitudes de onda serían dispersadas 
significativamente por un cristal de níquel, en el cual la separa- 
ción atómica es de 0.215 nm? (c) Calcule la energia de los 
electrones que sufren dispersión tipo Bragg por el cristal a un 
ângulo de 30°. 

36.2 Un haz estrecho de neutrones térmicos producidos por 
un reactor nuclear incide sobre un cristal cuyo espaciado entre 
planos de la red es de 0.16 nm. Determine el ângulo de Bragg 
tal que los neutrones de 2 eV sean fuertemente dispersados. 

S 

36.3 Exprese la condición de Bragg para la dispersión de 
partículas por una red cristalina en términos dei voltaje de 
aceleración y de la masa de las partículas. 

36.4 Repita el ejemplo 36.2 para un haz de neutrones a una 
temperatura de 100 °C. 

36.5 Un haz de electrones con una longitud de onda de de 
Broglie de 10”^ m pasa por una ranura de 10“^ m de ancho. 
Calcule la dispersión angular introducida por la difracción 
producida por la ranura. 

36.6 El haz de partículas utilizado para sondear una 
estructura atómica debe tener longitudes de onda menores que el 
objeto que va a ser estudiado. Calcule la mínima energia de 
partícula si se utilizan (a) fotones, (b) electrones y (c) protones 
para sondear un núcleo cuyo diâmetro es 10 “^'* m y un nucleón 
(diâmetro 10 "*^ m). 

36.7 La velocidad de un nucleón en la dirección X se mide con 
una precisión de 10"^ m s“*. Determine el limite de precisión 
con que la partícula puede localizarse simultáneamente (a) en el 
eje X y (b) en el eje Y. Repita el ejercicio para un electrón. 
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36.15 i,En qué condiciones ¥(a:, í) = ip(x) es la expresión 
correcta para ei campo de matéria? 

36.16 Analice por qué, si a los niveles atómico y subatômico 
la matéria está compuesta de “partículas” descritas por un 
campo de matéria localizado (paquete de ondas), una pequena 
porción de matéria se puede considerar al nivel macroscópico 
como bolas o granos de arena. 


36.8 La posición de un electrón está determinada con una 
incertidumbre de 0.01 nm. (a) Calcule la incertidumbre en el 
momentum. (b) Si la energia dei electrón es dei orden de 1 keV, 
estime la incertidumbre en su energia. Repita el ejercicio para 
un protón confinado en un diâmetro nuclear (= 10“*'* m) con 
una energia dei orden de 2 MeV. 

36.9 Calcule la anchura de línea y la dispersión de frecuencia 
para un pulso de 1 nanosegundo (10“^ s) proveniente de un láser 
de rubi (A= 6.3 x 10“^ m). 

36.10 Una partícula está representada por la función de onda 

= Q-(x-xo)'/2a gjjj 

donde a es una constante » y A = IjtJk. (a) Represente la 
función de onda y/ix) y la distribución de probabilidad |vA^)p. 

(b) Determine la incertidumbre en la posición y en el 
momentum de la partícula. 

36.11 En el ejemplo 25.9 se estimó el “radio” dei electrón 
como 2.82 x 10“*^ m. Éste se puede considerar como la máxima 
precisión con la que se puede medir la posición de un electrón. 
(a) ^Cuál es la máxima precisión con la que se puede medir su 
velocidad? (b) Repita el cálculo para un protón cuyo “radio” es 
al menos KKK) veces mayor que el de un electrón. ^Qué 
conclusión infiere? (c) ^Cuál movimiento de las dos partículas 
se puede describir mejor mediante la mecânica clásica? 

36.12 Los electrones de un tubo de televisión son acelerados a 
través de una diferencia de potencial de lO'* V. Suponiendo que 
parten dei reposo, ^cuál es el cociente de su incertidumbre en la 
velocidad entre su energia final? 





Erwin Schrõdinger fue uno de los 
fundadores de la mecânica cuántica. A 
{ partir de 1926 publicó una serie de artículos 
í en los que desarrolló un nuevo formalismo, 
denominado en un principio mecânica 
ondulatória, que extendía las ideas de Lx)uis 
de Broglie (1923). Schrõdinger aplicó su 
teoria a la estructura atómica, 
reemplazando los métodos propuestos por 
Bohr en 1913. Así mismo, introdujo el 
concepto de función de onda o campo de 
matéria, para describir el comportamiento 
dinâmico de un electrón en el espacio y el 
tiempo y formuló una ecuación, que lleva 
{ su nombre, para obtener la función de onda, 
j de la cual se pueden deducir muchas 

j propiedades atómicas. 
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37ol Introducción 

En el capítulo anterior vimos que, cuando tratamos con las partículas fundamentales que compo- 
nen la matéria, debemos usar el formalismo conocido como mecânica cuántica y asociar a cada par¬ 
tícula un “campo de matéria” o “función de onda” y, z, t) que depende de la posición y el 
tiempo. La función de onda proporciona información acerca de la dinâmica de la partícula, inclu- 
yendo la probabilidad de su localización espacial y su evolución en el tiempo, así como de su ener¬ 
gia, momentum, momentum angular y otras cantidades dinâmicas. Además, la función de onda es 
diferente para cada estado de la partícula, ya se trate de un electrón en un átomo, en una molécula 
0 en un sólido, o de un protón o un neutrón en un núcleo. Hallar la función de onda para un sistema 
determinado es uno de los problemas más importantes de la mecânica cuántica. Por simplicidad, 
consideraremos en este capítulo sólo problemas en una dimensión, de modo que la función de onda 
es T(jc, t). 

37.2 Ecuación de Schrõdinger 

La función de onda ^(x, t) para cada estado dinâmico de una partícula está determinada por las 
fuerzas que actúan sobre ella. La regia para hallar 'Fíjc, t) consiste en resolver una ecuación diferencial 
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conocida como ecuación de SctirlMinger, formulada en 1926 por Erwin Schrôdinger y basada en 
la expresión para la energia total de la partícula, E = p^Hm -f donde pVlm es su energia 
cinética y EJ,x) es su energia potencial. El método de Schrôdinger para obtener su ecuación, per- 
feccionado posteriormente por P. A. M. Dirac, es demasiado complejo para ser analizado en este 
texto, por lo que nos limitaremos a citar los resultados. La ecuación de Schrôdinger (para proble¬ 
mas en una dimensión) es 


2m áx^ 


-h £p(x)'P = \h 


d¥ 

dí 


(37.1) 


Esta ecuación es tan fundamental para la mecânica cuántica como lo es la ecuación de Newton, F = 
àplát, para la mecânica clásica, o como son las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo. 

La ecuación 37.1 se puede simplificar cuando la partícula está en un estado de energia bien 
definida, E, de tal manera que el campo de matéria puede ser expresado por la ecuación 36.16, 

'F(x, í) = (37.2) 


donde yr(jc) es la amplitud dei campo de matéria o función de onda independiente dei tiempo. Entonces 

d \F 

-['F(x,í)]= --e-‘^^/V(x) 
dí h 

Insertando esta expresión en la ecuación 37.1 y cancelando el factor que aparece en todos los 
términos, obtenemos la siguiente ecuación para la amplitud de campo Ví(jc): 

d^il/ 

- — + £p(x)^ = EiJ/ (37.3) 

2 m dx 

que es la ecuación de Schrôdinger independiente dei tiempo. Recordemos que en la ecuación 
37.3 E es la energia total de la partícula. Esto sugiere que el primer término de la izquierda corres¬ 
ponde a la energia cinética, mientras que el segundo está relacionado con la energia potencial de la 
partícula. Las soluciones y/àe la ecuación 37.3 dependen de la forma de la energia potencial E^ix). 
Además, sólo para ciertos valores de la energia E existen soluciones que pueden ser normalizadas, 
es decir, que satisfacen la condición J_“ |iKx)p dx = 1, y que correspondeu a las energias de los 
estados estacionários. Así, cuando resolvemos la ecuación de Schrôdinger obtenemos no sólo la 
función de onda ipix), sino también la energia de los estados estacionários. La ecuación de 
Schrôdinger independiente dei tiempo se puede escribir de la forma alternativa 

-^ + —[E-£p{x)]íA = 0 (37.4) 


En el caso más general de un problema en tres dimensiones, en el que la función de onda 
depende de las tres coordenads x, y, z, la ecuación de Schrôdinger independiente dei tiempo es 


í d^(/^ á^if/ 

2 m\dx^ dy^ dz^ / 


+ Ep{x, y,z)il/ = E\jj 


(37.5) 


Debido a que la ecuación de Schrôdinger, 37.1, es de primer orden en el tiempo con un 
coeficiente imaginário, no es una ecuación de onda, como la ecuación 28.11, y sus soluciones son 
diferentes de las correspondientes a ondas elásticas o electromagnéticas que encontramos en los 
capítulos 28 y 29. 


37.3 Partícula libre 

Para el caso de una partícula libre, la energia potencial es cero (esto es, EJ^x) = 0) y la ecuación de 
Schrôdinger independiente dei tiempo, 37.4, queda 


Í2mE\ 


àx^ 


+ 




il/ = 0 


Pero para una partícula libre, E = p^Hm. Haciendo p = hk, según la ecuación 36.2, en la que k es el 

número de onda, tenemos 


2 7,2 


E 


frk 

2m 


e = 


2mE 


Por tanto, la ecuación de Schrõdinger para una partícula libre se reduce a 


á^\l/ 

dx^ 


+ k^ilj = 0 


Ésta es de la misma forma matemática que la ecuación para la amplitud de una onda estacionaria en 
una cuerda. 

Recordando que i = e P = -1, vemos, mediante una sustitución directa, que la ecuación 
37.6 admite como soluciones a las funciones de onda 

rl/{x)==e^’^^ y ,/,(x) = (37.7) 

Insertando la ecuación 37.7 en la expresión general 37.2 para la función de onda dependiente dei 
tiempo 'F(x, t), con co = E/h, se obtiene 

_ g-Í£0íg±í/cx _ Q-i{cot + kx) '' 

que corresponde a una onda armónica compleja que se propaga en la dirección ±Zcon una veloci- 
dad v= m/k = E/p (recuerde la Sec. 36.4). Por consiguiente, la función de onda representa 

una partícula libre de momentum p = hk que se mueve en la dirección -fZ y la función yf- e~^ 
representa una partícula libre con el mismo momentum que se desplaza en dirección opuesta, -X. 
Cualquiera de las soluciones da 

|iA(x)p = il/^{x)il/{x) = = 1 

El hecho de que |v4!x)p = 1, o constante, significa que la probabilidad de bailar a la partícula es la 
misma en todos los puntos. En otras palabras, yr=: e describe una situación en la que tenemos 
una incertidumbre completa sobre la posición. Esto concuerda con el principio de incertidumbre, 
ya que ^=e describe a una partícula cuyo momentum, p = hk, se conoce con precisión; esto es, 
Ap = 0, lo que requiere que Ajc ->■ oo. 

Sin embargo, si deseamos representar una partícula libre localizada que se mueve a lo largo 
dei eje X, debemos usar un paquete de ondas similar al dado en la ecuación 36.22, con V^e(x) 
sustituida por yr, dada en la ecuación 37.7, haciendo k = p/h‘, esto es 

'P (jc, 0 = 

donde es la amplitud correspondiente a la energia E o a la velocidad de fase E/p. Un análisis 
detallado de esta función de onda implica relaciones de incertidumbre. 


37.4 Pared de potencial 

Consideremos una partícula libre de moverse en la región 0<x<oo, pero enx = 0existe una fuerza 
muy intensa bacia la derecha de manera que la partícula nunca puede cruzar a la región x < 0, o a la 
izquierda de O (Fig. 37.1 (a)). Esto es equivalente a un aumento súbito de la energia potencial en 
X = 0. Décimos que en x = 0 hay una pared de potencial, que actúa como si fuera una fuerza muy 
intensa dirigida bacia la derecha. En este caso, una partícula que se mueve bacia O desde la derecha 
rebota cuando llega a x = 0 y se ve forzada a invertir su movimiento. Podemos decir que el campo 
de matéria o función de onda y^x) es reflejado en x = 0, semejante a la reflexión de una onda que se 
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Figura 37.1 (a) Pared de 

potencial, (b) Función de onda de 
una partícula libre cerca de una 
pared de potencial. , 

mueve a lo largo de una cuerda larga con un extremo fíjo, analizada en el capítulo 34. La situación 
representada en la figura 37.1 corresponde aproximadamente al caso de un electrón en un metal que 
se encuentra con una pared de potencial muy alta al llegar a la superficie. 

Si la partícula tiene una energia E=p^Hm = la función de onda, en este caso, debe 

incorporar movimiento en ambas direcciones a lo largo dei eje X y, por consiguiente, debe ser una 
superposición de las dos soluciones dadas en la ecuación 37.7, esto es 

if/{x) = (37.8) 

Sin embargo, debemos imponer la condición de que y/(x) = 0 en a: = 0, pues la partícula no puede 
estar en la región x<0. Esta es la misma condición que se tiene en una cuerda con un extremo fíjo 
que requiere que y/(0) =A + B = 0oB = -A, lo que significa que el movimiento en ambas direccio¬ 
nes tiene la misma amplitud pero fase opuesta. Por consiguiente, 

il/{x) = A{e^ — = 2iv4sen kx = C sen/cx 

V 

donde C = 2iA (Fig. 37.1(b)). Nótese que la partícula puede tener cualquier energia dada por E = 
h?-k^ /2m y momentum p = hk, correspondiente a una longitud de onda A = 27tJk. Esto es equivalente 
a decir que podemos lanzar la partícula contra la pared con cualquier energia y la partícula rebotará 
con la misma energia. 




Figura 37.2 Caja de potencial. 


Consideremos una partícula confinada en una región 0 < x < a, en la que se puede mover libremente 
(Ep = 0), pero sujeta a fuerzas muy intensas en x = 0 y x = a, lo que implica que oo en tales 
puntos. Como lo indicamos en la sección 36.8, a esta situación se le conoce como caja de potencial 
en una dimensión. Puesto que la partícula se mueve libremente en la región 0 < x < a (Fig. 37.2), la 
ecuación de Schródinger para una partícula en una caja de potencial es 


á^ij/ 

áx^ 


■j- k^[}/ = 0, 



(0 < X < a) 


Como la partícula se puede mover libremente en ambas direcciones entre x = 0 y x = a, la función 
de onda es de nuevo de la forma 


il/{x) = Ae*''* -t- 

que contempla el movimiento en ambas direcciones. Las condiciones de contorno requieren que 
y^x) = 0 en X = 0 y X = a, ya que la partícula no puede estar fuera de las paredes de la caja. Entonces 
W(x = Q)-A-^B = 0oB=-A.De manera que, otra vez 


i//(x) = /l(e‘'‘'' — e = 2iy4 sen/cx = C sen/cx 


donde C = 2iA. Ésta es la misma situación que encontramos en la sección anterior para una partícu¬ 
la restringida únicamente en x = 0. La condición de contorno en x = a da V{x = á)~^ ka = 0. 
Como C no puede ser cero, ya que en ese caso no tendríamos función de onda, concluimos que sen 
ka = 0oka = nn, con n entero. Despejando k tenemos 
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, nn ,, nnh 

k = — o p = nk~ - 

a a 

que nos da los posibles valores dei momentum p = hkáQ la partícula. Los valores posibles son 

o 


E 


El 

2m 


n 


2ma^ 

Estos resultados son idênticos a los de las ecuaciones 36.9 y 36.10 obtenidos con ue método 
más intuitivo. 

Debido a que ahora tenemos dos condiciones de contorno (pues la partícula está confinada 
en una cierta región), la energia únicamente puede tener ciertos valores. En otras palabras, la 
cuantización de la energia es una consecuencia dei confinamiento de una partícula en una región. 

En la figura 37.3(a) hemos ilustrado las funciones de onda correspondientes a n = 1, 2 y 3. 
Conforme aumenta la energia de la partícula es mayor el número de ceros (o nodos) de la función 
de onda. En la figura 37.3(b) se muestran las correspondientes densidades de probabilidad para una 
partícula en una caja. 

La constante C se puede obtener mediante la condición de normalización, que en este caso es 
sen^ kxáx= 1 

J 0 

Recordando que sen^ kx = \{\ + cos 2kx) = {[1 + (cos 2nnxlà)\, tenemos que 


2mix\ 

1 + cos- dx 

a ) , 


sin^ kxáx = j 
'0 J 0 

Por tanto, (jà)C^ = 1 o C = (2láE'^. Las funciones de onda normalizadas de una partícula en una 
caja son 

(2\i^ nnx 
= sen-~ 


(37.11) 




'/'-'o 
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Figura 37.3 (a) Primeras tres 

funciones de onda para una 
partícula en una caja de potencial, 
(b) Densidades de probabilidad 
correspondientes. 
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Figura 37.4 Niveles de 
energia para una caja de 
potencial cúbica. 


Tabla 37.1 Niveles de energia y su degeneración en una caja de potencial 
cúbica (£, = 


Energia 

Combinaciones de «j, 

Degeneración 

3E, 

( 1 , 1 , 1 ) 

1 

6 £, 

( 2 , 1 , 1 )( 1 , 2 , 1 )( 1 , 1 , 2 ) 

3 

9Ej 

( 2 , 2 , 1 )( 2 , 1 , 2 )( 1 , 2 , 2 ) 

3 

11£, 

(3, 1, 1)(1,3, 1)(1, 1,3) 

3 

12 E, 

( 2 , 2 , 2 ) 

1 

14Ej 

(1,2, 3)(3, 2, 1)(2, 3, 1) 

(1,3, 2)(2, 1,3)(3, 1,2) 

6 


Si en lugar de una caja de potencial unidimensional tenemos una caja o cavidad tridimensional, de 
lado a, se puede verificar que la función de onda tiene la forma 


'2y/2 
y,z) = ( -1 


n.nx n^ny n-yuz 
sen —-sen - - sen —i— 


(37.12) 


donde son enteros positivos. Nótese que y^x, y, z) es cero para x, y, z iguales a cero o a a, 

ya que la partícula debe estar confinada en el espacio dentro de la caja, 

La energia dei estado estacionário está dada ahora por 


2x2 

E = - — ::{nl + nl + nl) (37.13) 

2ma^ 

que es la generalización de la ecuación 37.10. Los valores posibles de la energia se obtienen dándo- 
les a Wj, «2 y ^*3 los valores 1, 2, 3,..., según se indica en la tabla 37.1 y se representan en la figura 
37.4. La energia dei punto cero para la caja en tres dimensiones es 

Un mismo valor de la energia, dado por la ecuación 37.13, se puede obtener con diferentes 
combinaciones de /ij, y ” 3 * como se muestra en la tabla 37.1. Para cada combinación existen 
diferentes funciones de onda \^x, y, z). Siempre que diferentes funciones de onda estén asociadas 
con la misma energia, se dice que existe degeneración. Ésta es una característica cuántica impor¬ 
tante que normalmente está asociada con alguna simetria dei sistema físico. En este ejemplo es 
consecuencia dei hecho de que la caja de potencial es cúbica y, por tanto, podemos girar la caja un 
ângulo 71/2 alrededor de cualquier eje coordenado y se tiene la misma configuración. No seria ése el 
caso si la caja tuviera dimensiones a,by c diferentes. 

Ningún problema físico corresponde a una caja de potencial, que es una simplificación. Sin 
embargo, es una aproximación muy útil para analizar la situación en la que una partícula está 
confinada en una región finita dei espacio, como el caso de un electrón en un átomo o de un nucleón 
en un núcleo. 


EJEMPLO 37.1 

Comparación de la energia de excitación de un núcleo y de un electrón en un átomo. 

[> De la ecuación 37.10, la energia dei estado fundamental de una partícula en una caja de potencial 
unidimensional, obtenida al hacer n = 1, es £j = K^ü^llnuP-. La energia dei primer estado excitado, 
correspondiente a n = 2, es Ej = Por tanto, la energia de excitación de una partícula en una 

caja de tamano a es 


^exc — E2 El 


2ma^ 


La característica más importante de esta relación tamano-energía es que la energia de excitación es 
inversamente proporcional a md^ o masa x (tamano)^. 






... .. 


í£e,c) 


exc/nucl 


(^cxc)clec 1*7 X 10 

asíque. en orden de magnitud Ia enere' 

“ * excitación *' '**" nuílTesTrv^^e^ 

La T.erra esta inmersa en la radiactón ewl» 1?"“ "““Ws'V. 

estí con,pu«.a por fon>nes con enetgía muy por^™S^, “ *' *“'• l"' “ "'“yo^a 

matena pueda exisor en la TieiTa en confieurado.^T ' <*=«aones de que la 

rfa de los fenómenos que observamos enti planeu imní™”' ^ "“'“"lan» estables. y de que la nlayo- 
mienn^ que los núcleos permanecen altamente estZ ?!!""?“ >' bansferencia de elecuones, 

natural en el Sol y otras estrellas, en las que las enJSrdM "“'“nes ocutren de maneta 

ira, las excitaciones y reacciones nucleares son posibles sói* f ucbo mayores. En la Tie- 

«tergía. excepu. en el caso de unas pocas susmnc^s ta^cül'^^ 


37.6 Pozo de potencial 

Ofra si^^ión de gran interés práctíco es la de una partícula que se mueve en un pozo<le potencial 
diri^ H k ^ En ^ - 0 la energia potencial se hace infinita, equivalente a una fuerza muy intensa 
ngida hacia la derecha. Para 0 < < a, la energia potencial tíene un valor constante -E , que es 
^uiva ente a que no haya fuerza. En = a la energia potencial aumenta abruptamente al valor £" = 
. que es equivalente a una fuerza intensa dirigida hacia la izquierda. Para a: > a la eneigía potencial 
Pennanece constante e igual a cero, lo que de nuevo significa que no existe una fuerza. A la distan¬ 
cia a se le llama alcance {range) dei potencial. Este potencial representa, en forma simplificada, la 
energia potencial en un sistema neutrón-protón, como es el caso dei deuterón, en el enlace de dos 
tomos en una molécula e, incluso, en el de un electrón en un átomo. 

Consideremos primero una partícula que se mueve hacia la izquierda (hacia O) desde una 
gran distancia, con energia positiva E (Fig. 37.5(a)) que es completamente cinética pues, para x>a, 

“ energia potencial es cero. Cuando la partícula alcanza el punto x = a, sufre una súbita aceleración 
y su energia cinética es ahora £ + Eq. La partícula es reflejada en O y su movimiento se invierte 
"®cia la derecha. Décimos que la partícula fue dispersada por el ^tencial. 

Cuando la partícula se encuentra en la región externa x>a, tiene un momentum = (2»i£)*^ 
subíndice “e” es por externo) y el número de onda dei campo de matéria asociado es ^pjh. 
p"®* la panfcula está en la región intenta 0 < x < a, el momentum es irayor, p.. (2»t(£+ 

'1 subíndice "i” es por interno) y el campo de matéria Üene un número de onda t =p/í. Como la 
•“"eitud de onda es ^versamente proporcional al momentum. esmenorenlaregiónmlema.x<a, 

«» laVxreroa, X “IlSr^olí^ «o- »»*«*“ * ■* «• onda pam 

“ tsgión X < o está dada por la ecuación 37.8, esro es 

^i(x) = C senüCjX 


(37.14) 
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Figura 37.5 Partícula en un 
pozo de potencial con energia 
(a) positiva y (b) negativa. 




(a) 


(b) 


La función de onda para x> a debe expresarse como 

ij/.ix) = C sen{k,x + ô) (37.15) 

donde 5 es el desfase que debe introducirse porque ahora no requerimos que }}/(x) sea cero enx = a. 
El desfase se determina haciendo que las dos funciones de onda se unan suavemente enx = a. En la 
figura 37.6 se representan las funciones de onda yrj(x) y ijfjix). 

El desfase es consecuencia de la distorsión que sufre la función de onda de la partícula libre 
en la región 0 < jc < a por causa dei pozo de potencial. El desfase se puede medir experimentalmente 
y, a partir de él, puede obtenerse información acerca dei alcance a y la profundidad Eq dei pozo, 
Este es el método seguido para analizar los experimentos de dispersión en los que se utilizan 
aceleradores de partículas y para determinar así la fuerza que actuó sobre las partículas. 

Consideremos ahora el caso en que la energia de la partícula es negativa, £ < 0, que corres¬ 
ponde a estados ligados (Fig. 37.5(b)). En tal caso, la partícula está limitada, en un sentido newto- 
niano, a moverse en la región entre x: = 0yx = aola región “i”. La región “e” o jc> a se conoce 
como región “prohibida”. Haciendo E = -e tenemos que e es la energia de enlace de la partícula, es 
decir, es la energia positiva necesaria para extraer la partícula dei pozo de potencial. Entonces, la 
energia cinética de la partícula en el pozo &s E^ = Eq - ey el momentum es pj = [2m(EQ - e)]^^. 

Cuando se resuelve la ecuación de Schrõdinger (véase la Nota 37.1), tenemos que la fun¬ 
ción de onda para 0 < x < a es, de nuevo, 

^.(x) = C sen/CjX (37.16) 


con 


kt = ^: = 


pf 2m(£o ~ fi) 


(37.17) 


Para la región “prohibida”, x > a, la función de onda no es cero, sino que está dada por 


iA,(x) = I>e-“" 


(37.18) 


donde 


a 


2 


Ims 


(37.19) 


Así pues, la función de onda y^^fx) disminuye rápidamente a medida que x aumenta. Esto implica 
que la probabilidad de hallar a la partícula en la región prohibida, x > a, no es cero, aunque es muy 
pequena. El hecho de que la función de onda no sea cero en la región prohibida es uno de los 
resultados más sorprendentes de la mecânica cuántica. 
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Figura 37.6 Función de onda de una partícula con 
energia positiva (E > 0) en un pozo de potencial. 



Figura 37.7 Funciones de onda de una partícula 
en un pozo de potencial con energia negativa (E < 0). 
(a) Estado fun^mental, (b) y (c) estados excitados. 


Para que las funciones de onda y/^(x) y y/^ix) se unan suavemente en x = a es necesario que 
k-y a satisfagan la condición 

ki cot kiü = —a (37.20) 

La energia de enlace e se puede obtener de la ecuación 37.20, pues k^y a dependen de e. De esta 
manera los niveles posibles de energia se pueden hallar en términos de Eq y a. 

Dependiendo de la profundidad Eq y dei alcance a dei pozo, puede haber uno, dos, o más 
niveles de energia o puede ser que no haya ninguno, En la figura 37.7 se representan las funciones 
de onda para los estados ligados, en el caso en que existen tres niveles de energia. 


Note 37.1 Estados de energia en un pozo de potencial 

La ecuación de Schrõdinger 37.4 para una región “i”, x> a, con E^{x) = -Eq y E = -e, es 

d^ij/ 


d^é 2m 


e)\l/ = 0 o 


dx^ 


+ kfij/ =0 


donde k.^ = 2m(EQ - e)lh?- y Pj = hk.^ es el momentum de la partícula dentro dei pozo. La solución de esta ecuación es la misma que 
para una partícula libre. Puesto que la partícula se puede mover libremente en ambas direcciones dentro dei pozo, 

i/íi(x) = 

Recordando el caso de la pared de potencial, debemos hacer = 0 en x = 0, ya que la energia potencial aumenta abruptamente 
hasta oo; esto significa que A-i-B = 0oB = -A. Así, 

^.(x) == C senfciX 

donde C = 2/i4. En la región externa “e”, correspondiente a x > a, la ecuación de Schrõdinger, con E^(x) = 0y E = -e, es 
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d^tp 

dx^ 


2me 


d^ip 

dx^ 


oí^ip = 0 


(x > a) 


donde = Imdh}. La función de onda en laregión externa x>a debe disminuir con mucha rapidez a medida que x aumenta, pues 
la probabilidad de hallar a la partícula en la región “prohibida” debe ser muy pequena. Por consiguiente, la solución de esta 
ecuación que satisface dicha condición es 


i//g(x) = De 


como se puede comprobar por sustitución directa. En seguida debemos aseguramos de que í/r. y se unen suavemente en x = a; 
es decir, í/r = y dí/Tj/dx = à^fJàx para x = a. Esto da 

C sin/CjU = De“““ y /cjC cos/CjU =-aDe““ 

Dividiendo estas dos ecuaciones para eliminar las constantes Cy D obtenemos la ecuación 37.20, cot kfl = -a. Insertando en la 
ecuación los valores de y a, en términos de e, se pueden hallar los niveles posibles de energia en términos de y a. El número 
de niveles de energia depende de la profundidad y dei alcance a dei pozo; se le puede encontrar de la manera siguiente. 

La función de onda en la región interna debe acercarse a x = a con pendiente negativa, de manera que se pueda unir 
suavemente con la función de onda decreciente en la parte externa. Para ello, como se puede ver en la figura 37.7(a), el alcance a 
debe ser mayor que XJA oa> InlAk-^, o sea que k^a > Ttll. Esto se puede ver también si tenemos en cuenta que cot k-^ a es negativa 
y, por tanto, debemos tener al menos k-^a> idl. Usando el valor k^ = ImiE^ - e)/fi^, tenemos 

2m{Eo- o a^{Eo - e) > l^m 

Así, la condición para tener al menos un nivel de energia es EqO^ > Concluimos que para Eqü^ < no hay estados 

ligados. Es decir, cuando un pozo de potencial es müy poco profundo (Eq pequena) o el alcance de la fuerza es muy corto (a 
pequena) es imposible tener un estado ligado. De forma parecida, si K^hySm kEqü^k 9;í^Ã^/8m, sólo existe un estado ligado; si 
9K^hy%m < EqO^ < ISTC^hVSm, existen dos estados ligados, y así sucesivamente. Por tanto, el número de niveles de energia 
depende dei valor dei producto Eçp^ o energia x (alcance)^. 



La caja de potencial y el pozo de potencial son simplificaciones de las energias potenciales presen¬ 
tes en átomos, moléculas, sólidos y núcleos. En la figura 37.8 se ilustra un potencial más realista 
que produce estados ligados y no ligados. 

Para x grande la energia potencial E^(x) es esencialmente constante con un valor que por lo 
general se toma como el cero de energia. La energia potencial disminuye a medida que la distancia 


Figura 37.8 (a) Energia 

potencial correspondiente a una 
fuerte repulsión para valores 
pequenos x y una atracción que 
se hace despreciable a grandes 
valores de x. (b) Niveles de 
energia correspondientes a 
la energia potencial que se 
muestra en (a). 



(a) 


Continuo 
de energia 

E = 0 


-£3 

-£2 

-£i 


(b) 
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aumenta de cero a jCq, lo que indica la presencia de una fuerza dirigida hacia la derecha o de repul- 
sión respecto a O. En jc = Xq, la energia potencial es mínima e igual a -Eq, la distancia a O es la 
separación de equilíbrio. A medida que la distancia aumenta más, la energia potencial aumenta, 
indicando la presencia de una fuerza hacia la izquierda o de atracción respecto a O. 

Para energias negativas el movimiento está ligado. Por ejemplo, cuando la particula tiene 
una energia E, el movimiento es oscilatorio entre Ay B. A estos dos puntos se les conoce como 
limites de oscilación (recuerde el análisis de la Sec. 9.11). Para energias positivas (E > 0), como E', 
una particula que se aproxima por la derecha es detenida cuando llega a C y rebota, regresando al 
infinito. Esta es la razón por la cual a C se le llama punto de retorno. 

En la mecânica cuántica la descripción es básicamente la misma, pero aparecen ciertas 
características nuevas, como lo vimos en los ejemplos anteriores, según si los estados son ligados o no. 

(I) Los estados ligados sólo ocurren para ciertas energias negativas, de modo que para E<0 
existe un espectro discreto de niveles o estados de energia. Esto sucede porque, para £ < 0, el 
movimiento está restringido por los limites de oscilación, lo cual impone sobre las funciones de 
onda dos condiciones de contorno. En consecuencia, sólo existen soluciones de la ecuación de Schrõ- 
dinger para ciertas energias; esto es, la energia está cuantizada. Una caracten'stica de los estados 
ligados es que existe un estado de mínima energia o estado fundamental impuesto por los requisi¬ 
tos dei principio de incertidumbre (recuerde el Ej. 36.3) o, altemativamente, debido a la necesidad 
de acomodar la función de onda en una región limitada dei espacio. 

Incluso si la energia potencial es de atracción a todas las distancias y no muestra un míni¬ 
mo, siempre existe un estado estacionário de mínima energia. La razón de esto es que a medida que 
disminuye la energia total (negativa), también disminuye el tamano, determinado por los puntos de 
retomo, de la región en la que se puede mover la p^ícula (Ax disminuye). Esto produce un aumen¬ 
to dei momentum (Ap aumenta) y, por consiguiente, de la energia cinética. Finalmente se alcanza 
una energia, y en consecuencia un tamano dei sistema, tal que, a energias menores, la energia 
cinética requerida por el principio de incertidumbre sobrepasa a la enegía potencial de atracción, 

Así pues, una vez más vemos que el principio de incertidumbre y la existência de un campo de 
matéria proporcionan una explicación de la estabilidad de la matéria, Ésta es la misma situación 
que encontramos, por ejemplo, en el caso de la caja y el pozo de potencial, 

(ii) Los estados no ligados existen para todas las energias positivas; décimos entonces 
que, para E>0, hay un espectro continuo de niveles o estados de energia, La razón de ello es que, 
cuando £ > 0, el movimiento está limitado en el punto de retomo clásico, de modo que sólo se 
necesita una condición de contorno. Queda, entonces, flexibilidad suficiente para permitir una so- 
lución de la ecuación de Schrõdinger con una constante arbitraria: la energia, Ya se presentó esta 
situación en el caso dei pozo de potencial (Fig, 37,5), Fisicamente, la situación ocurre debido a que 
siempre podemos fijar, de manera arbitraria, la energia de la partícula cuando está a una gran 
distancia de O, como lo hacemos, por ejemplo, cuando en un acelerador de partículas se lanza una 
partícula cargada contra un núcleo o cuando un átomo choca con otro en un gas, En la figura 
37,8(b) se muestran esquemáticamente los espectros discreto y continuo, 

Cuando la partícula se encuentra en un estado ligado con energia negativa E, la mínima 
energia que debe dársele a la partícula para separaria hasta una distancia muy grande se conoce 
como energia de enlace de la partícula en ese estado, En ocasiones, cuando nos referimos al estado 
fundamental de una molécula diatómica, la llamamos energia de disoclación, ya que es la míni¬ 
ma energia requerida para separar a los átomos cuando la molécula se encuentra inicialmente en 
dicho estado fundamental, En el caso de un electrón en un átomo o molécula nos referimos a ella 
como energia de ionizaclón, ya que es la mínima energia que se necesita para sacar al electrón dei 
estado fundamental, 

Para E<0, las funciones de onda correspondientes a la energia potencial de la figura 37,8 se 
asemejan a las dei pozo de potencial, excepto que su forma exacta depende de la forma de la ener¬ 
gia potencial E (x). En la figura 37,9 se muestra la forma general de las funciones de onda para un 
nivel de energm negativa (E < 0) dei espectro discreto (estado ligado) y la función de onda para 
un nivel de energia positiva (E > 0) dei espectro continuo (estado no ligado), En ambos casos las 
funciones de onda se extienden más allá de los limites clásicos de movimiento, pero disminuyen 
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E 




Figura 37.9 Forma de las funciones de onda para Figura 37.10 Curva de energia potencial y 

estados ligados y no ligados, correspondientes a la funciones de onda para estados ligados, 

energia potencial que se muestra en la figura 37.8(a). 


rápidamente fuera de tales limites. Por consiguiente, existe una pequena probabilidad de bailar a la 
partícula fuera de los limites clásicos de oscilación. Para x grande, la función de onda de una 
energia positiva o estado no ligado se parece a la de una partícula libre, pero la longitud de onda no 
es constante pues el momentum de la partícula depende de la distancia a O. 

Sin embargo, si la energia potencial E^{x) nunca se nivela, como en la figura 37.10, enton- 
ces el espectro de energias posibles obtenido al resolver la ecuación de Schrõdinger siempre es 
discreto, como lo vimos en el caso de la caja de potencial. El espacio que hay entre niveles de ener¬ 
gia depende de la forma específica de E^{x). Las expresiones matemáticas de las funciones de onda 
también dependen de la forma de EJ^x). Poseen la forma oscilatória que hemos visto pero, desde 
luego, no son funciones seno y no presentan simetria alguna, a menos que E (x) sea simétrica. La 
forma general de se ilustra también en la figura 37.10 para tres niveles de energia. Una carac¬ 
terística importante de tales funciones de onda es que, de nuevo, se extienden más allá de los limi¬ 
tes clásicos de oscilación, aunque disminuyen con mucha rapidez. Además, a medida que aumenta 
la energia, aumenta el número de nodos (o ceros) de la función de onda. 

Entonces, llegamos a la conclusión de que es muy difícil confinar una partícula exactamen- 
te en una cierta región, a menos que la energia potencial aumente abruptamente (o, lo que es equi¬ 
valente, que las fuerzas sean muy intensas) en los limites de la región. 

37J Oscilador armónic© simpb 

Un sistema físico importante e interesante es el oscilador armónico simple, correspondiente a la 
energia potencial E^{x) = jkx^ (Fig. 37.11), que es parecida a la de la figura 37.10, sólo que es 
simétrica con respecto a x = 0. La ecuación de Schrõdinger es 

2m áx^ 

Hallar la solución de esta ecuación es un problema matemático demasiado complicado para ser 
analizado aqui. Sin embargo, podemos indicar que sólo hay soluciones aceptables para ciertos 
valores de la energia dados por 

£ = (n + í)hcú (37.21) 

donde n = 0, 1, 2, 3,... (número) entero y co = {klm^^ es la frecuencia angular dei oscilador. Los 
niveles de energia, representados en la figura 37.11, están igualmente espadados por la cantidad 
h(ú. Como co=2jtvyh = hUn, la expresión 37.21 se puede escribir también de la forma alternativa 
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n 


4 


3 


2 


1 Â 

à(ú 



(b) 


Figura 37.11 (a) Energia 

potencial de un oscilador 
armónico simple. (b) Niveles 
de energia. 


E = (n + ^)hv (37.22) 

Las expresiones 37.21 y 37.22 para los niveles de energia de un oscilador ya se mencionaron en las 
secciones 10.11 y 31.5, en relación con las vibraciones moleculares. 

No daremos la expresión para las funciones de onda dei oscilador armónico simple. Sin 
embargo, en la figura 37.12 presentamos las funciobes de onda correspondientes a n = 0, 1 y 2, 
apreciándose que se extienden más allá de los limites de oscilación. En la figura 37.13 se muestran 
las correspondientes densidades de probabilidad. 

Debido a que la energia potencial es simétrica con respecto a jc = 0, las distribuciones de 
probabilidad también son simétricas. Sin embargo, las funciones de onda son simétricas (para n = 
0, 2,4,...) o antisimétricas (para n = 1, 3,...). Décimos que las funciones de onda para n = 0,2, 4,... 
son pares y para n= 3,... son impares. Ésta es una situación que se presenta en muchos otros 
problemas y que determina varias propiedades dei sistema, como por ejemplo la probabilidad de 
transición de un estado a otro. 



Figura 37.12 Funciones de onda 
correspondientes a los pri meros cuatro 
niveles de energia de un oscilador armónico. 


Figura 37.13 Densidades de probabilidad 
correspondientes a los primeros cuatro niveles 
de energia de un oscilador armónico. 
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EJEMPLO 37.2 

Energia dei punto cero de un oscilador armónico simple. 


t> La energia dei punto cero dei oscilador es jão) y, como ya hemos indicado, es consecuencia dei princi¬ 
pio de incertidumbre. Esto se puede ver fácilmente de la manera siguiente. Para el estado de energia más 
bajo, o estado fundamental, la amplitud de las oscilaciones es muy pequena y podemos hacer Âx 

y Ap = donde y (p^)med valores médios de y p^. Aplicando la 

relación de incertidumbre, AxAp =« à, obtenemos (Ap)^ = que sólo es válida en 

orden de magnitud y únicamente para el estado fundamental. Entonces la energia total dei oscilador E = 
■¥ se puede escribir de la forma 


E ^ 


1 

2m (Ax)^ 


+ -/c(Ax) 
2 


2 


Para obtener la mínima energia compatible con la relación de incertidumbre, resolvemos la ecuación 
dE/díAx) = 0. El resultado es (Ax)^ = fi/(mky^, que, cuando se inserta en la expresión para la energia, 
da £■ =« = h (0 para la energia de punto cero. La discrepância de un factor | se debe a la natu 

raleza aproximada de nuestros cálculos. 


37o9 Penetración d® una bsrrera d® potencial 

El hecho de que una función de onda se pueda extender más allá de los limites clásicos de movi- 
miento ocasiona un fenómeno importante çonocido como peneíración de una barrera de poten¬ 
cial. Consideremos el potencial representado en la figura 37.14; conocida como barrera de potencial, 
la energia potencial es cero para x<0yj[:>ay tiene el valor Eq para 0 < x < a. Veremos por 
separado los casos E<EQy E> Eq.Lq. mecânica clásica requiere que una partícula que llegue de la 
izquierda con energia EkEqSG refleje en x = 0. Sin embargo, cuando consideramos el problema de 
acuerdo con la mecânica cuántica, obteniendo la solución de la ecuación de Schrõdinger para las 
regiones (I), (II) y (III), encontramos que, en general, la función de onda tiene la forma ilustrada en 
la figura 37.15. yZj corresponde a partículas libres con momentum p = (2m£)*^. En la región prohibida 


Figura 37.14 Barrera de 
potencial rectangular de ancho a 
y altura E^. 
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Figura 37.15 Función de onda 
2 orrespondiente a la barrera de 
potencial de la figura 37.14 para 
una energia menor que la altura 
de la barrera (E < E^). 
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M6 Función de onda para una barrera de 
potencial cuando la energia de la partícula es mayor que 
la altura de la barrera (E > 0). 


Figura 37.17 Pared de potencial 
con una barrera de altura E^. 


1/^2 disminuye exponencialmente. Como \j /2 no es cero en x = a, la función de onda continua en la 
región (III) con la forma de la función de onda de partícula libre Ésta representa a las partículas 
libres transmitidas que poseen la misma energia y el mismo momentum que las incidentes, pero 
una amplitud que, en general, es menor. Como no es cero, existe una probabilidad finita de 
bailar a la partícula en la región (III). En otras palabras. 


M&LíjTECA 1! 

o 

0 T. 


es posible que una partícula pase a través de una barrera de potencial aun cuando su 
energia cinética sea menor que la altura de la barrera. 


Cuando E > Eq, todas las partículas deben cruzar la barrera de potencial. Sin embargo, 
según la mecânica cuántica, algunas partículas son reflejadas en x: = 0 y en x: = a. En consecuencia, 
las funciones de onda en las tres regiones son ahora las de partícula libre, pero en la región II el 
momentum de las partículas es menor y su longitud de onda mayor (Fig. 37.16) debido a que éstas 
son frenadas mientras cruzan la barrera. 

Un caso interesante es el de una partícula en un potencial de la forma ilustrada en la figura 
37.17, que consiste en una pared de potencial en jc = 0 y üíia barrerá de potencial en la región 
a <x <b. Tomemos el caso en el que la energia E es menor que la altura de la barrera Eq. Desde un 
punto de vista clásico, si inicialmente la partícula está en la región 0 < x < a no puede escapar dei 
pozo, o si inicialmente está en la región x> b,la barrera le impide càer en el pozo. Sin embargo, 
de acuerdo con el análisis anterior, la función de onda que es solución de la ecuación de Schrõdinger 
debe tener la forma que se muestra en la figura 37.18. Esto áignifica que para una partícula que 
inicialmente está en el pozo (x<ay E< Eq), existe una probabilidad finita de escapar (o de “desli- 
zarse fuera”) dei pozo y llegar a la región x>bsm tener que saltar la barrera, y recíprocamente. En 
los capítulos 39 y 40 veremos algunos ejemplos de penetración de una barrera de potencial, como 
la emisión de partículas a por un núcleo. Este fenómeno muestra de nuevo que nuestra percepción 
macroscópica de “partícula” no se aplica a partículas atómicas y subatômicas. 


EJEMPLO 37.3 

Movimiento de inversión dei átomo de nitrógeno en la molécula de NHj. 



Figura 37.18 Función de onda 
correspondiente al potencial de la 
figura 37.17. 


!> La molécula de amoniaco, NH 3 , es una pirâmide en la que el átomo de nitrógeno está en el vértice y los 
tres átomos de hidrógeno están en la base, como se muestra en la figura 37.19(a). El átomo de nitrógeno 
puede estar en cualquiera de las dos posiciones de equilibrio simétricas, Ny N', a ambos lados de la 
base. Como A^y A/' deben ser posiciones de equilibrio, la energia potencial para el movimiento dei átomo 
de nitrógeno según el eje de la pirâmide también debe ser simétrica y tener, como se indica en la figura 
37.19(b), dos mínimos, con una barrera de potencial entre A^y A^'. Si el átomo de nitrógeno está inicial¬ 
mente en N, puede, en algún momento, atravesar la barrera dè potencial y aparecer en N'. Así, cuando la 
energia dei átomo de nitrógeno es menor que la altura de la barrera, como corresponde al nivel de ener¬ 
gia E de la figura, el movimiento dei átomo de nitrógeno está compuesto por un movimiento oscilatorio 
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Figura 37.19 (a) Movimiento de inversión dei átomo de nitrógeno en la 

molécula de amoníaco, (b) Energia potencial dei movimiento de inversión. 



O 


Figura 37.2§ Descripción dei movimiento 
de inversión en NH 3 mediante funciones de 
onda dependientes dei tiempo. 


entre Ry S o entre Ty U (dependiendo de en qué lado dei plano esté) más un movimiento oscilatorio 
mucho más lento entre las dos regiones clásicas, atravesando la barrera de potencial. La frecuencia de 
este segundo movimiento es de 2.3786 x 10*® Hz para el estado fundamental dei NH 3 y se utiliza en los 
relojes atómicos (véase la Sec. 2.3). 

En la figura 37.19(a) se ve que la energia potencial para el movimiento dei nitrógeno según el eje 
X se puede considerar como dos osciladores separados por la barrera de potencial. Si el átomo de nitró¬ 
geno estuviera restringido a permanecer en un lado de la barrera de potencial, sus funciones de onda 
serían parecidas a las de la figura 37.12, para el oscilador armónico. Por consiguiente, en el estado 
fundamental, n = 1, la función de onda seria (Fig. 37.20(a)), si el nitrógeno estuviera en el lado 
derecho y \(r^, si se encontrara en el izquierdo. Sin embargo, debido a la penetración de la barrera, las 
funciones de onda deben unirse suavemente a través dei potencial. Asi, las funciones de onda reales se 
parecen más a las combinaciones Wr + WlV ¥r~ ¥h' ‘l'*® 5®** simétrica y antisimétrica con respecto al 
plano de los átomos de hidrógeno, como se muestra en la figura 37.21. En la figura 37.22 se muestran las 




Figura 37.21 Funciones de onda simétrica y 
antisimétrica correspondientes a los niveles de energia 
fundamental dei movimiento de inversión en NHj. 
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Figura 37.22 Densidades de probabilidad correspondientes 
a las funciones de onda de la figura 37.21. 
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correspondientes distribuciones de probabilidad. Las dos son casi idênticas, pero es finita en = 0, 
mientras que escero. Portanto, corresponden a dos niveles de energia diferentes, separados por 
una pequena cantidad AE, relacionada con la frecuencia de inversión v mediante AE = hv. Como 
V = 2.3786X 10*® Hz, tenemosque AE = 9.84x 10“^eV, resultado que se ha verificado experimentalmente. 


PmUNTAS 

37.1 ^Cuáles son las diferencias entre la ecuación de 
Schrõdinger dependiente dei tiempo, 37.1, y la ecuación de 
onda, 28.11? 

37.2 i,Cuáles de las siguientes son soluciones de la ecuación 

de Schrõdinger dependiente dei tiempo: (a) (b) e"**^ sen 

kx, (c) sen (kx ± cot) y (d) cos (kx ± cot)? 

37.3 ^Cuál es la diferencia entre los estados de una partícula 
descritos por las funciones de onda e'*^"*^* y e'"^ sen kx? 

37.4 iQ\ié es un estado degenerado? 

37.5 ^Por qué debe ser cero la función de onda en una pared 
de potencial? 

37.6 ^Cómo varía la energia de excitación de una partícula en 
un estado ligado con respecto a la masa de la partícula y al 
tamano de la región en la que está confinada? 

37.7 ^Puede una partícula confinada en un pozo de potencial 
estar también fuera de él? 

37.8 Describa el tipo de energia potencial en el que una 
partícula puede estar (a) únicamente en estados discretos de 
energia, (b) en estados continuos y discretos de energia. 

37.9 ^Por qué, si la energia potencial es simétrica, puede la 
función de onda ser simétrica y antisimétrica? 

37.10 Explique por qué es posible la penetración de una 
barrera de potencial. Analice la forma en que la altura y el 
grueso de la barrera afectan a la penetración. 

37.11 ^Cómo varía la probabilidad de penetrar de una barrera 
de potencial a medida que aumenta (a) el ancho, (b) la altura de 
la barrera? 

37.12 ^La penetración de una barrera de potencial de una 
“partícula” subatômica muestra que su movimiento debe 
considerarse en términos distintos que el de una “partícula” 
macroscópica? 

37.13 Considere el escalón de potencial de la figura 37.23. 
Analice las funciones de onda de una partícula que se mueve 

PROBLEMAS 

37.1 Considere un electrón en una caja de potencial en una 
dimensión de 0.2 nm de ancho, (a) Calcule la energia dei punto 
cero. (b) Mediante el principio de incertidumbre, analice el 
efecto de la radiación incidente utilizada para localizar al 
electrón con un 1% de precisión (esto es Ax = 0.(X)2 nm). 


desde la derecha hacia la izquierda con energia (a) mayor que Eg 
y (b) menor que Eg. Repita el ejercicio para una partícula que se 
mueve de izquierda a derecha con energia mayor que Eg. 


T 

£o 


Figura 37.23 

37.14 Considere la energia potencial de la figura 37.24. Analice 
las funciones de onda de una partícula que se mueve de derecha 
a izquierda con energia (a) mayor o igual y (b) menor que Eg. 



Figura 37.24 

37.15 Exprese la ecuación 37.20 explícitamente en términos de 
E, mediante los valores de y a. ^Qué tipo de ecuación se obtiene? 

37.16 Escriba la función de onda dependiente dei tiempo que 
corresponde a la ecuación 37.8. 

37.17 ^Por qué la energia dei punto cero de una partícula que 
se encuentra en una caja tridimensional es tres veces mayor que 
la de una partícula en una caja unidimensional? 


37.2 Estime la energia dei punto cero de (a) un electrón, 
(b) un protón y (c) un neutrón limitados a moverse en una 
región de 10"*'* m, que es dei orden de magnitud de las 
dimensiones nucleares, (d) Estime las respectivas longitudes 
de onda. Basándose en esta comparación, analice la 
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posibilidad de que un electrón, protón o neutrón pueda existir 
dentro de un núcleo. 

373 (a) Verifique que los niveles de energia y las funciones 

de onda de una partícula que se mueve en el plano XF, dentro de 
una caja de potencial bidimensional de lados ay b, son 



\jj = C sen 


/ n^ 
sen — 

V b 


ny 


(b) Analice la degeneración de los niveles de energia cuando 
a = b. (Sugerencia: Remítase a las Secs. 34.6 y 37.5.) 


37.4 Calcule los niveles de energia y las funciones de onda 
de una partícula que se mueve en una caja de potencial 
tridimensional de lados a,byc. Note que se trata de una 
extensión dei problema anterior. 


37.5 Calcule la energia dei punto cero y el espaciado de los 
niveles de energia de (a) un oscilador armónico unidimensional 
con 400 Hz de frecuencia, (b) un oscilador armónico 
tridimensional con la misma frecuencia. 


37.6 Un oscilador armónico de tres dimensiones, con una 
frecuencia de oscilación o), puede considerarse como combina- 
ción lineal de tres osciladores, cada uno vibrando en uno de los 
ejes X, Y y Z. (a) Justifique que la energia de los osciladores es 
E-(n +3l2)ho}, en la que n - -f nj + « 3 ; n^, y correspon- 
den a las oscilaciones en los tres ejes. (b) Verifique que la 
degeneración de cada estado es g=í\{n + l)(n + 2). (c) Explique 
por qué la energia dei punto cero dei oscilador es | h( 0 . 

37.7 Una partícula se mueve a lo largo dei eje X en una 
región con energia potencial E^ix) = -Eq e~“*^. (a) Represente 
E^(x). (b) Trace un diagrama de las funciones de onda cuando la 
energia es negativa y cuando es positiva, (c) ^Espera usted 
niveles de energia cuantizados? Repita el problema para la 
energia potencial E^ = E^e^^^. 

37.8 ^Cuál es el efecto sobre el nivel de energia de un pozo 
de potencial unidimensional a medida que la profundidad dei 
pozo (a) disminuye, (b) aumenta? Repita el análisis para el caso 
en que cambia el ancho y la profundidad permanece constante. 

37.9 Analice el efecto sobre los niveles de energia y las 
funciones de onda de un pozo de potencial de alcance a, cuando 
se le agrega un núcleo rígido de alcance b, como se muestra en 
la figura 37.25. 



37.1® Estime la profundidad Eq para un neutrón en un pozo 
rectangular unidimensional de 3 x 10"*^ m, dado que su energia 
de enlace E^ es de 2.0 MeV, y suponiendo que sólo es posible un 
nivel de energia. 

37.11 Trace un diagrama de las funciones de onda en cada una 
de las regiones de la energia potencial mostrada en la figura 
37.14, para (a) E < Eq y (b) £ > Eq. Para ello es necesario 
imponer la continuidad de ^en los limites de la barrera. 

37.12 Trace un diagrama de las funciones de onda en cada una 
de las regiones de la energia potencial de la figura 37.26. 
Considere que las partículas incidentes Megan de la izquierda y 
analice los tres casos distintos: E<Eq,Eq<E< E'q y E> E'q. 


ó 


Jo- b - 

(1) (2) (3) (4) 

Figura 37.26 



37.13 Repita el problema anterior para el caso en que las 
partículas inciden por la derecha. 

37.14 Considere la energia potencial que se muestra en la 
figura 37.27. Analice la forma general de la función de onda 
para una partícula que incide por la derecha cuando su energia 
es (a) E<Eq,Po)Eq<E<E'q y ( c ) E> E'q. Repita los dos 
últimos casos para una partícula que incide por la izquierda. 



Ç) CL — 


Figsira 37.27 

37.15 Trace un diagrama de la función de onda en cada una de 
las regiones de la energia potencial que se muestran en la figura 
37.28. Considere una partícula que incide por la izquierda, 
primero con E < Eq y después con E > Eq. ^Es posible que exista 
un estado estacionário para una partícula que inicialmente 
estaba en la región (3)? 

37.16 Trace un diagrama de la función de onda en cada una de 
las regiones de la energia potencial de la figura 37.29, para 
diferentes energias de la partícula. 

37.17 Dada la energia potencial de la figura 37.30, trace un 
diagrama de las funciones de onda de una partícula que llega 


Figura 37.25 





Igura 37.28 



(1) (2) (3) 

''igura 37.29 



por la derecha con energia total (a) negativa, (b) entre cero y 
y (c) mayor que E^. ^Cómo cambia la longitud de onda a 
medida que la partícula se mueve en la región ;c> 0 y ;«: < 0, si la 
energia total es mayor que EqI Repita el problema para el caso 
en que la partícula llega por la izquierda. Esta situación corres¬ 
ponde aproximadamente a la energia potencial de un electrón en 
un metal cuando se aplica un campo eléctrico externo 

37J§ Dada la energia potencial de la figura 37.31, trace un 
diagrama de la función de onda para cada región e indique los 
niveles de energia para E KE^y E> E^. Note que las funciones 
de onda son simétricas (pares) y antisimétricas (impares). 
Analice el efecto sobre los niveles de energia adyacentes a 
medida que aumenta Eq o b. 



Figura 37.31 










Wolfgang Pauli fue uno de los más 
brillantes contribuyentes al desarrollo 
de la mecânica cuántica. En 1925 
formuló el principio de exclusión, que 
establece que no pueden existir dos 
electrones en un átomo en el mlsmo 
estado cuántico. Pauli hizo también 
otras contribuciones importantes, tales 
como la explicación dei concepto de 
spin dei electrón (1924), la formula- 
ción inicial de la teoria cuántica dei 
campo (1927), el postulado que 
establece que en la desintegración P 
debe emitirse una partícula de masa 
cero (neutrino) para conservar energia 
y momentum (1929) y la relación entre 
spin y estadística. 
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38.1 Introducción 

Una de las aplicaciones más importantes y de mayor alcance de la mecânica cuántica es al análisis 
de las propiedades de los átomos, moléculas y sólidos. Los átomos están constituidos por electro¬ 
nes que se mueven alrededor de un núcleo cargado positivamente en una región cuyo radio es dei 
orden de 10"’° m. El núcleo a su vez está compuesto de protones y neutrones que ocupan una región 
cuyo radio es dei orden de IO"’"’ m. El movimiento de los electrones está determinado por su 
interacción eléctrica con el núcleo. En la sección 23.4 utilizamos la mecânica newtoniana, com¬ 
binada con la cuantización dei momentum angular propuesta por Bohr, para obtener los niveles de 
energia de los electrones en los átomos. Sin embargo, para analizarde manera apropiada la estruc- 
tura electrónica de átomos, moléculas y sólidos es necesario utilizar métodos de la mecânica cuántica. 

38.2 Función de onda angular 

El átomo más sencillo es el compuesto por un electrón, carga -e, que se mueve en el campo eléctri¬ 
co producido por un núcleo con Z protones, carga +Ze, con Z = 1 para H, Z = 2 para He"^, Z = 3 para 
Li"^"^ y así sucesivamente. A éstos se les conoce como átomos hidrogenoides. La energia potencial 
electrónica es, entonces, E^{r) = -Ze^lAne^f, correspondiente a una fuerza central. Como es el caso 
delosproblemas de fuerza central, laenergiay el momentum angular son constantes dei movimiento. 
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Un átomo es un sistema tridimensional y el movimiento electrónico no ocurre en un plano, 
como podría sugerir el modelo de Bohr debido a su semejanza con el movimiento planetário. Para 
localizar un electrón en un átomo necesitamos tres coordenadas; jc, y, z (Fig. 38.1). Entonces, pa¬ 
ra analizar su movimiento, tenemos que resolver la ecuación de Schrõdinger en tres dimensiones 


à^ij/ 

2m \ áx^ áy^ àz^) 


+ £p(r)iA = E\l/ 


(38.1) 


Éste es un problema matemático bastante complejo. Sin embargo, podemos aprender mucho sin 
necesidad de resolver la ecuación. 

Como la energia potencial electrónica sólo depende de la distancia r, un átomo aislado tiene 
simetria esférica y la selección de los ejes XYZ es arbitraria. (La simetria se puede destruir si colo¬ 
camos el átomo en un campo eléctrico o magnético externo o si está rodeado por otros átomos.) Por 
consiguiente, para analizar un electrón en un átomo es mejor sustituir las coordenadas x, y, z por la 
distancia r y los ângulos ôy (j>, como se muestra en la figura 38.1. Al conjunto r, 0, (j) se le conoce 
como coordenadas esféricas dei electrón. Entonces, en lugar de expresar la función de onda como 
i//(jc, y, z) tendremos i//(r, 0, (j)). 

La función de onda i//(r, 0, (p) para un solo electrón en un campo central con energia poten¬ 
cial Ep(r) se puede expresar como el producto de dos factores, uno que depende de la distancia dei 
electrón al núcleo y el otro, de la orientación dei vector de posición r, dada por los ângulos 0 y 0. 
Asi, podemos expresar la función de onda como 


il/{r, 6, (f)) = Rir)Yid, (p) (38.2) 

La parte radial R(r) está determinada por la energia potencial (r), correspondiente a la fuerza que 
actúa sobre el electrón. Sin embargo, la parte angular 7(0, 0), como consecuencia de la simetria 
esférica de la fuerza central, es independiente de la energia potencial. En otras palabras, las funcio¬ 
nes angulares Y( 6, (p) son las mismas para todos los problemas de fuerzas centrales y están deter¬ 
minadas completamente por el módulo y la componente Z dei momentum angular dei electrón. 

Como explicamos en el capitulo 23, la magnitud dei momentum angular está determinada 
por el número cuántico /, y la componente Zpor m^, de manera que L? = I (Il)fí^ y L^ = mfi, con 
m^ = 0, ±1, ±2,..., ±/ o un total de 2/ + 1 valores. Por tal razón las funciones angulares correspon- 
dientes a valores especifícos de l? y se denotan con 7/^(0, 0). En las figuras 38.2, 38.3 y 38.4 
hemos representado las funciones angulares para / = 0, 1 y 2, o estados s, p y d, en la forma 
adecuada para el análisis dei enlace molecular. Se puede ver que, para / = 0 o estados s (Fig. 38.2), 
la función de onda angular tiene simetria esférica; esto significa que no hay una dirección preferen¬ 
te para el movimiento dei electrón, ya que si el momentum angular es cero, no hay una determinada 
orientación de preferencia para la órbita de los electrones. 

Para / = 1, o estados p, hay tres funciones de onda angulares correspondientes a las tres 
orientaciones posibles dei momentum angular o a los tres valores de m^ = 0, ±1. Sin embargo. 




Figura 38.1 Coordenadas esféricas. 


Figura 38.2 Función de onda 
angular para estados j (/ = 0). 
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Figura 383 Funciones de onda 
angulares para estados p (1=1). 


Figura 38.4 Funciones de 
onda angulares para estados 

p(/ = 2). 


puesto que la energia no puede depender de la orientación dei momentum angular o de la selección 
arbitraria de los ejes X, YyZ, cualquier combinación lineal de las tres funciones de onda angulares 
es también función de onda angular para / = 1. Las tres funciones de onda p representadas en la 
figura 38.3, denominadas p ,p^y p., corresponden a un movimiento preferente según cada uno de 
los ejes de coordenadas seleccionados, con p^ correspondiente a = 0, mientras que p^ y p^ son 
combinaciones lineales de = ±1. 

Para 1 = 2, o estados d (Fig. 38.4), existen cinco funciones angulares diferentes que corres¬ 
ponden a las cinco posibles orientaciones dei momentum angular o = 0, ±1, ±2. Como se puede 
ver en la figura, la distribución angular de estos estados es más compleja que para / = 1. Para valores 
grandes de l, la situación se hace aún más compleja. 

La forma de las funciones de onda angulares es muy importante en la descripción de los 
enlaces químicos, como veremos en las secciones 38.4 y 38.5. 


38.3 Átomos con un electrón 


En un átomo hidrogenoide, o sea con un electrón, la energia potencial de Coulomb dei electrón es 
= -Ze^lAne^r (Fig. 38.5). De la nota 9.2, recordamos que en un movimiento bajo una fuerza 
central, tenemos que tener en cuenta un término adicional a la energia potencial dado en la ecuación 
9.40 o Ü-ílmr^. Haciendo L? = /(/ -f 1 )h'^, la energia potencial efectiva dei electrón es 



/(/+ l)h^ 
2mr^ 


(38.3) 


Para / = 0, la energia potencial efectiva se reduce al término de Coulomb -Zé^l{\Tre^f), que no tiene 
un mínimo. Sin embargo, para / = 1, 2,... la energia potencial efectiva aumenta con mucha rapidez 
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Figura 38.5 Niveles de energia 
en un potencial de Coulomb. 



a medida que r 0 y sí tiene un mínimo, que es diferente para cada valor de I, según se ve en la 
figura 38.5 para / = 1 y 2. Ya hemos analizado esta situación en la figura 9.27. 

Designemos con la energia dei electrón correspondiente a « = 1. De la figura 38.5 llega- 
mos a la conclusión de que los puntos de retomo dei movimiento dei electrón son a y b,lo que 
significa que el electrón 'tiene cero momentum angular y se puede mover entre r = 0 y algún valor 
de r. Esto es, un electrón con « = 1 sólo puede estar en el estado s. 

Para la energia E 2 , correspondiente a n = 2, el electrón se puede mover entre a' y b', si / = 0, 
o entre c y í/, si / = 1. Por tanto, el electrón puede encontrarse en un estado 5 o en uno p. Del mismo 
modo, para una energia £ 3 , con n = 3, el electrón puede moverse entre a" y b'\ sí / = 0 (estado í), 
entre c' y d', úl-\ (estado p), entre ^ y /, si / = 2 (estado d), y así sucesivamente. 

Del análisis anterior podemos llegar a varias conclusiones importantes: (1) para / = 0 o 
estados s, el electrón se puede mover entre r = 0 y algún otro valor de r, que depende de la 
energia; por consiguiente, en los estados j el electrón puede estar muy cerca dei núcleo, y déci¬ 
mos que la órbita es penetrante; (2) a medida que aumenta la energia, son posibles más estados 
de momentum angular, según la regia / = 0, 1, 2,..., n - \, que ya hemos mencionado; y (3) 
conforme aumentan la energia y el momentum angular, la región en la que es más probable hallar 
al electrón se va alejando dei núcleo. Estas características dei movimiento electrónico se reflejan 
en muchas propiedades atómicas importantes. Por ejemplo, los electrones s son mucho más sen- 
sibles al tamano, la forma y la estructura interna dei núcleo que los que tienen valores más 
grandes de momentum angular. 

Como la región en ia que se puede mover el electrón depende de la energia y dei momentum 
angular, pero no de su dirección, las funciones de onda radiales dependen de n y /, y no de My Se 
les denota con En la figura 38.6 se indican las funciones radiales en el potencial de Coulomb 
para algunos valores de n y /. En la figura 38.7 damos las correspondientes densidades de proba- 
bilidad radial dei electrón (véase el Ej. 38.1). Para su comparación se indica, en cada caso, el 
radio de Bohr de la órbita. Se puede ver que para 1 = 0, existe una mayor probabilidad de hallar al 
electrón cerca dei núcleo que en el caso de valores mayores de l, y que a medida que ny I aumen¬ 
tan la región más probable está más alejada de O. 

Al resolver la ecuación de Schrõdinger con el potencial de Coulomb se puede verificar 
que la energia de los estados estacionários sólo depende de n (esto puede no ser cierto para otras 
formas de la energia potencial) y está dada por la misma expresión, ecuación 23.13, obtenida me¬ 
diante la teoria de Bohr, 
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Figura 38.ê Funciones de 
onda radiales dei hidrógeno, 
para n = 1, 2 y 3. 



Figura 38.7 Distribución 
radial de probabilidades en el 
hidrógeno, para n = 1,2 y 3. 


donde R = 1.0974 x 10^ m~* es la constante de Rydberg, definida en la sección 31.4, Para ser más 
precisos, la masa dei electrón debe sustituirse por la masa reducida (recuerde la Sec. 13.4). En 
este aspecto, la teoria de Bohr y la mecânica cuántica coinciden completamente. El hecho de que 
haya una energia minima E^(n=l)&s consecuencia dei requisito (que ya encontramos en la caja y 
en el pozo de potencial) de unir suavemente la función de onda en la región clásica de movimiento 
con la función de onda decreciente en la región prohibida. Tal requisito implica una longitud de 
onda minima y, por tanto, cierto momentum para el electrón. Esta energia minima es también un 
requisito dei principio de incertidumbre como se vio en el ejemplo 36.5. 

Asi pues, en un campo de Coulomb cada nivel de energia, correspondiente a un valor de n, 
contiene n estados diferentes de momentum angular, todos con la misma energia y con / que varía 
de 0 a n - 1, según se muestra en la figura 38.8. Los niveles están indicados con ns, np, nd, etc. En 
una teoría más elaborada de los átomos con un electrón, que tiene en cuenta otros efectos (como 
correcciones relativistas y la interacción ípm-órbita, analizadas en el Cap. 23), los distintos estados 
de momentum angular correspondientes al mismo valor de n poseen energias diferentes. 

Si la fuerza no es proporcional al inverso dei cuadrado de la distancia, los niveles de energia 
con el mismo valor de n, pero diferente momentum angular (por ejemplo, niveles 4^, 4p, Ad, etc.) 


;eHDo 
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^1=0 1=1 1=3 1=3 1=4 

5s 5p 5d 5f 5g 



Figura 38.8 Transiciones entre estados 
de momentum angular diferentes. 



Figura 38.9 Niveles de energia en una fuerza central que no es de 
Coulomb. Las curvas representan la energia potencial efectiva para 
diferentes valores de /. 


no tienen necesariamente la misma energia. Así, bajo la acción de fuerzas centrales, normalmente 
la energia depende de w y /, pero no de m^, pues cuando la fuerza es central la orientación de la 
órbita o dei eje Z es irrelevante. También, en general, cuanto más penetrante sea la órbita o menor 
sea el valor de /, menor será el valor de la energia, según se ve esquemáticamente en la figura 38.9, 
ya que la particula se aproxima más al centro de fuerza. 

El hecho de que cada nivel de un átomo hidrogenoide esté compuesto por vários estados de 
momentum angular es importante desde el punto de vista de las transiciones radiativas, que están 
restringidas por regias de selección. Para el movimiento en un potencial de fuerza central, las 
regias de selección de las transiciones de dipolo eléctrico son (Fig. 38.8) 

Al= ±1, Arrii = 0, ± 1 (38.5) 

Estas regias de selección son impuestas por la ley de conservación dei momentum angular, 
ya que el fotón emitido o absorbido lleva un momentum angular de spin con valor de uno (recüerde 
la Sec. 30.6). Por tanto, el momentum angular dei átomo debe cambiar en una unidad para compen¬ 
sar el que lleva el fotón emitido o absorbido. 


EJEMPLO 38.1 

Distribución radial de probabilidades de un electrón en un átomo de hidrógeno. 

O En la sección 36.9 vimos que la probabilidad por unidad de volumen de hallar al electrón en un punto 
dado está dada por li//(r)P, que en general depende de la dirección de r. Sin embargo, en los problemas de 
fuerzas centrales es más importante determinar la probabilidad de hallar al electrón a una cierta distancia 
r dei núcleo, sin importar la dirección, ya que esto es equivalente a determinar el tamano de la órbita dei 
electrón. Si consideramos un cascarón de radio r y grueso dr, su volumen es dr. La probabilidad de 
hallar al electrón en algún punto dei cascarón es entonces dr)l/?^^(r)F, donde sólo tenemos que 
utilizar la parte radial de la función de onda. Entonces la probabilidad por unidad de longitud de hallar al 
electrón entre las distancias r y r + dr, independientemente de la dirección, es 
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Esta probabilidad se representa en la figura 38.7. La distancia a la cual es más probable bailar al electrón 
se obtiene haciendo dF^,(r)/dr = 0. Por ejemplo, para el estado n = 1, / = 0, se puede verificar que la 
distancia es a^/Z, que es igual al radio de la órbita en el modelo de Bohr (Sec. 23.4). 


38.4 Âtomôs c©ii dos electrones 


Con excepción de los átomos y iones hidrogenoides, los átomos contienen vários electrones. De los 
átomos con muchos electrones, los más sencillos son los que tienen dos, como el ion negativo de 
hidrógeno H“ (Z = 1), el átomo de helio He (Z = 2) el átomo de litio positivo Li ^ (Z = 3) y así suce- 
sivamente (Fig. 38.10). Llamamos a estos óiomos o ion&shelioides. La energia potencial de los 
electrones comprende la interacción de cada electrón con el núcleo, que es de atracción, y la in- 
teracción entre los dos electrones, que es de repulsión; esto es 


-^—I- 

47180^1 47i8or2 47ieori2 


(38.6) 


En este caso tenemos una nueva situación: el acoplamiento dei movimiento de los dos electrones 
mediante su interacción mutua. Supongamos por un momento que ignoramos tal interacción. Pode¬ 
mos suponer entonces que los electrones se mueven independientemente uno dei otro. La energia 
de cada electrón se puede calcular mediante la ecuación 38.4, para átomos hidrogenoides, esto es. 


-« 


(2X Electrón 1 



+Ze 


Electrón 2 

20-e 


Figura 3S.10 Átomo de helio 
(Z = 2) o helioide (Z > 2). 


RhcZ^ 




13.6 


Z^ eV 


Asi, si cada electrón se encuentra en el estado n = 1, la energia dei átomo de helio (Z = 2) en el 
estado fundamental es 


Ehc = 2Z^En = 2 X 4 X (-13.6) eV = -108.8 eV 

Sin embargo, el valor experimental es - -78.98 eV. Por tanto, nuestra aproximación da una 
energia demasiado negativa, debido a que hemos ignorado la repulsión de los dos electrones, que 
tiende a aumentar la energia dei átomo o sea hacerla menos negativa. 

Una manera de mejorar nuestro cálculo es tomar en cuenta que cada electrón apantalla a la 
carga dei núcleo en una cierta cantidad 5^, que da como resultado una reducción dei número atómi¬ 
co efectivo dei núcleo. Entonces Ia energia dei átomo se puede escribir como 


£ = 2(Z - (38.7) 

Comparando el valor teórico con el experimental dei estado fundamental dei He, obtenemos 
y = 0.32. Esto significa que el efecto de apantallamiento nuclear de cada electrón es de aproxi¬ 
madamente un tercio de la carga electrónica. 

El cálculo de las funciones de onda de los átomos helioides es un procedimiento matemáti¬ 
co complicado, pero podemos obtener valiosa información usando la aproximación en la que igno¬ 
ramos la interacción electrónica. Supongamos que el electrón 1 se encuentra en el estado a y el 
electrón 2 en el estado b. Entonces la función de onda dei sistema es (Fig. 38.11(a)) 2) = 

V^a(l)n(2). 

Sin embargo, los electrones son idênticos e indistinguibles, y la función de onda V^a^(2,1) = 
t/r^(2) vr^(l) corresponde exactamente al mismo estado dei átomo con la misma energia (Fig. 38.1 l(b)). 
Por consiguiente, todo lo que se puede decir es que un electrón está en el estado a y otro en el b. En 
otras palabras, la función de onda debe permanecer invariante para un intercâmbio de electrones 1 y 
2, excepto, quizá, per un cambio de signo. A este fenómeno se le conoce como degeneracióe de 
intercâmbio y significa que la función de onda dei átomo debe ser una de las dos combinaciones 
lineales (Fig. 38.11 (c)) 


Estado b 


Estado a 


Estado b 


Estado a 


Estado b 


Estado a 


O 

2 

1 
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(a) 


O 

1 

2 
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\ff=iira('2‘)WbO) 

(b) 


I Cualquier 
electrón 


X/i,(2)i:v^a(2^6( 1) 

(c) 


^ab = ^aimbi2) ± n2)u^) 


(38.8) Figura 38.11 Funciones de 
onda simétrica y antisimétrica. 
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Cuando se utiliza el signo positivo, la función es simétrica en los dos electrones y si se usa el 
negativo, la función es antisimétrica. Cuando se incluye la interacción electrónica, cada combina- 
ción corresponde a una distribución espacial diferente de los electrones y, por tanto, también a una 
diferente energia dei átomo. 

Además debemos considerar el spin de los electrones, 5 = y. El spin se puede combinar 
simétricamente (tí), que da un spin total 5 = 1, o antisimétricamente (tF), con un spin total 5 = 0. 
La función de onda completa dei sistema de dos electrones es el producto de la función de onda 
orbital dada en la ecuación 38.8, y la de spin. Esto es 

V^totai “ (función de onda orbital) x (función de onda de spin) 

Un examen de los niveles de energia dei He revela que los estados con función de onda orbital simé¬ 
trica tienen 5 = 0 (función de onda de spin antisimétrica), mientras que aquellos con función de onda 
orbital antisimétrica siempre tienen 5=1 (función de onda de spin simétrica). Asi pues, parece que los 
únicos estados permitidos en la naturaleza son 


^ ^/función de onda\ / función de onda de \ 

Vorbital simétrica/ ^ \spin antisimétrica (5 = 0)y 

^ / función de onda \ ^ / función de onda de \ 
total orbital antisimétrica/ \spin simétrica (5 = \)J 


(38.9) 


(38.10) 


Como el producto de una función de onda simétrica y una antisimétrica es antisimétrico, llegamos 
a la conclusión general de que 

la función de onda total de un sistema de electrones debe ser antisimétrica. 

Esta aseveración es una manera más precisa de formular el principio de exclusión de Pauli, 
usado en la sección 23.9 para analizar la distribución de electrones en un átomo, pues si los dos 
electrones tienen el mismo conjunto de números cuánticos (es decir, se hallan en el mismo estado 
dinâmico), la función de onda antisimétrica es idénticamente cero. Todas las partículas con spin no 
sólo los electrones, están descritas por funciones de onda antisimétricas y obedecen el principio de 
exclusión. Se les llama fermiones, en honor a Enrico Fermi (1901-1954), quien estudió sus propie- 
dades con gran detalle. 

Dado que hay dos formas de los niveles de energia de los átomos helioi-des se pueden 
agrupar en dos conjuntos, correspondientes a5 = 0ya5=l, respectivamente. En la figura 38.12 se 
muestran los niveles de energia cuando uno de los electrones está en el estado fundamental U y el 
otro en el estado nl, poniéndose en evidencia varias características. El estado fundamental dei He 
corresponde a ambos electrones en el estado U, con el mismo conjunto de números cuánticos orbitales, 
n = 0, / = 0ym^ = 0 (configuración Ií^). La función de onda orbital es simétrica, con spin 5 = 0. No 
existe una configuración \s^ con 5=1 porque la función de onda orbital tendría que ser antisimétrica y 
si los dos electrones tienen el mismo conjunto de números cuánticos orbitales, obtenemos 

'Aioo(l)*Aioo(2) ~ *Aioo(2)<Aioo(f) — ^ 

Además, los estados s tienen menor energia que los p y éstos, a su vez, menor energia que los d y asi 
sucesivamente. Esto se debe a que el apantallamiento de la carga nuclear es menor para los electro¬ 
nes s que para otros estados, según se vio con anterioridad. 

Para un nl dado, los estados con 5=lo(íí) tienen menor energia que los estados con 5 = 
0 o (ti) (Fig. 38.12). La razón de esto es que es menos probable que los electrones estén próximos 
entre si cuando 5=1, asociados con la función de onda orbital antisimétrica, que cuando 5 = 0, 
asociado con la función de onda orbital simétrica. Por tanto, la energia de repulsión media de los 
electrones es menor para 5 = 1, o spins paralelos, que para 5 = 0, Q spins antiparalelos. 

En la figura 38.12 se muestran algunas de las transiciones posibles entre estados estacioná¬ 
rios, que deben obedecer las regias de selección dadas en la ecuación 38.5; es decir, A/ = ±l, 
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Figura 3§.12 Niveles de energia dei helio, en los que se muestran algunas transiciones. 
5 = 0 corresponde a spins antíparalelos (tl)y5=la spins paralelos (íí). 


Am^= 0, ±1. Por ello la primera excitación radiativa corresponde alatransicióiil5^-»'l52/7,que 
requiere un poco más de 21 eV. Un átomo de He sólo puede ser excitado a la configuración ls2p 
mediante colisiones inelásticas. Además, si el átomo está en la configuración ls2s, es muy difícil 
hacer una transición a la configuración \s^, o nivel de energia menor, porque seria una violación 
a la regia Al =±l. Por eso a la configuración 1 j2j se le llama meíaesíable (recuerde el análisis 
dei láser He-Ne en la Sec. 31.8). 

La probabilidad de transición entre estados con 5' = 0y5=les extremadamente pequena 
pues implica inveríir la orientación relativa de los spins de los electrones. Como el spin de un 
electrón está acoplado con su momento magnético, una inVersión de spins implica la acción de una 
fuerza magnética entre los momentos magnéticos. En el capítulo 22 vimos que la interacción mag¬ 
nética entre electrones es mucho más débil que la eléctrica, y por consiguiente tal inversión es muy 
improbable. Así, podemos decir que los átomos helioides son de dos tipos: los que tienen 5 = 0, que 
constituyen el parahelio, y los que.tienen 5=1, conocidos como oríohello. 

383 Átomos con mpctios el®dr©n®s 

En la sección 23.9 se analizaron las capas electrónicas de los átomos en términos dei principio de 
exclusión. En la tabla 23.3 se presentaron las configuraciones posibles, y la configuración general 
de los niveles de energia se mostró en la figura 23.18. La mecânica cuántica nos permite explicar 
estas características. 

Los electrones de un átomo no se mueven de manera independiente, sino que están sujetos 
a sus interacciones mutuas, además de la atracción dei núcleo. Entonces, la descripción de los 
estados y configuraciones electrónicos mediante funciones de onda para un solo electrón, con n, l, 
y dados, así como la organización de los niveles de energia es sólo una aproximación que 
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resulta válida más bien para los electrones de la capa superior o de valência. Para explicar la distri- 
bución general de los niveles de energia, debemos tener en cuenta que cuanto menor sea el momeníum 
angular, más penetrantes serán las órbitas de los electrones, los cuales se exponen a una atracción 
mayor dei campo de Coulomb nuclear. Por tanto, los electrones s íienen una energia menor que los 
p o los d, que están apantallados por los electrones intermédios. 

Como se muestra en las figuras 38.13 y 38.14, para átomos con uno o dos electrones de 
valência, los niveles de energia son muy parecidos a los dei hidrógeno y dei helio porque los elec¬ 
trones exteriores se mueven principalmente fuera dei kemel (la región ocupada por el núcleo y los 
electrones intermédios). Los átomos con más de dos electrones de valência tienen una estructura de 
niveles mucho más compleja. 

En el caso de los átomos de carbono y silicio se presenta una situación especial, que es 
importante para la explicación dei enlace molecular. Recordando la figura 23.20, los electrones de 
la capa L dei átomo de carbono pueden estar en la configuración excitada sp^. En las figuras 38.2 y 
38.3 se muestran las funciones de onda angulares para los estados í y p y se les ha superpuesto en 
la figura 38.15. Si estos estados tienen aproximadamente la misma energia, cualquier combinación 
lineal de las funciones de onda de momentum angular s, p^, p^ y p^ es también una buena función de 
onda angular para la misma energia. Por ejemplo, si las funciones de onda syp^se combinan como 
s+p^y s-p^,se. íienen las dos funciones de onda que se muestran en la figura 38.16 y corresponden 
a electrones que se mueven alrededor dei eje Z, predominantemente arriba y abajo dei plano XY. 
Otra posibilidad es combinar s, p^ y p^, que da como resultado tres funciones de onda, \j/^, y y/^ 
(Fig. 38.17), correspondientes a electrones que se mueven principalmente en direcciones separadas 
120° en el plano XY. Por último, las funciones s, p^, p^ y p^ se pueden combinar de modo que las 
cuatro funciones de onda» angulares resultantes apunten hacia los vértices de un tetraedro (Fig. 
38.18). Estas combinaciones linealesde (unciones syp se conocen como hibridación e implican 
que el momentum angular dei electrón ya no es una constante dei movimiento. Se puede utilizar 
esta técnica cuando la simetria esférica de las fuerzas centrales desaparece a causa la acción de 
fuerzas externas, como el caso dei enlace molecular. Los tres tipos de funciones de onda hibridas se 
denotan con sp, sp^ y sp^, respectivamente. 

Para átomos con electrones de valência en estados d, se tienen niveles de energia y funcio¬ 
nes de onda angulares aún más complejos que explican bastante bien las propiedades físicas y 
quimicas de tales átomos. 


Figura 38.13 Comparación 
de los niveles de energia dei 
hidrógeno y de los átomos con 
un solo electrón de valência 
correspondientès al litio y 
al sodio. 


Hidrógeno Litio Sodio 









Figura 38.14 Niveles de 
energia dei cálcio, que tiene dos 
electrones de valência; se 
muestran algunas transiciones. 


Figura 38.15 Funciones de 
onâas,p^,Pyyp^. 


Figura 38.16 Funciones de 
onda que resultan de la 
hibridación sp. 
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Figura 38.19 lon molecular 
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Figura 38.20 Energia potencial 
a lo largo de la línea que une a 
los dos núcleos en 





Figura 38.17 Funciones de onda 
que resultan de la hibridación sp^. 



Figura 38.18 Funciones de onda que 
resultan de la hibridación sp^. 


Hibridación de funciones de onda angulares. 

La hibridación más sencilla es la combinación de las funciones de onda angulares s y p^. La función í 
normalizada (/ = 0 , mj = 0) es 5 = \I{Ak)^''^, que no tiene dependencia angular debido a la simetria esférica 
dei estado s. La función normalizada (/ = 1, mj = 0) es = (3/4cos 0. Entonces las funciones de 
onda híbridas son 

*A- = —^ (5 — Pz) = —“ (3)^^^ cos 92 

La función de onda muestra un máximo para 0 = 0 y un mínimo para 9=n, mientras que el máximo 
de yf_ corresponde a 0 = ;r y el mínimo a 0 = 0. Por consiguiente, está concentrada en la parte positiva 
dei eje Zy y/ en la negativa, como se muestra en la figura 38.16. 


38»é Moléculas diafómicai 

Las moléculas más simples son las compuestas por dos átomos, y la más sencilla de éstas es la dei 
ion H^,formadaporunelectróny dos protones separados porunadistanciar = 1.06 X10 “'® m = 0.106 nm 
(Fig. 38.19). La energia potencial dei sistema consiste en dos términos correspondientes a la 
interacción de atracción dei electrón çon cada protón más un término que corresponde a la repulsión 
eléctrica de los dos protones; esto es, 


(47t6o)ri (47Teo)r2 (47i8o)r 

donde Tj y r 2 son las distancias dei electrón a los dos protones. El electrón no se mueve en un campo 
central, sino en un campo como el que se representa en la figura 21.15, el cual tiene simetria axial 
con respecto a la línea que une a los protones. Por consiguiente, el momentum angular dei electrón 
ya no es una constante dei movimiento. Sin embargo, la componente a lo largo de la línea protón- 
protón sigue siendo constante. 

Otra característica es que los protones se repelen entre sí y, por tanto, tienden a separarse. 
Para producir un sistema estable, la atracción dei electrón sobre cada protón debe compensar la 
repulsión entre ellos. Esto se puede lograr si el electrón permanece un tiempo apreciable en la 
región comprendida entre los dos protones, como puede notarse al ver cómo varia la energia poten¬ 
cial dei electrón a lo largo de la línea que une a los protones (Fig. 38.20). 
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Si los protones estuvieran muy separados, el electrón en el estado fundamental se movería 
sólo alrededor de un protón siguiendo una órbita lí, y su función de onda seria como la función lí 
dei hidrógeno representada en la figura 38.6. En la figura 38.21 (a) y (b) se representan las dos 
posibilidades mediante yr^ y ^ 2 - Cuando los protones se acercan, el movimiento dei electrón se ve 
perturbado y la función de onda se deforma de manera que, debido a la simetria, el electrón puede 
moverse alrededor de cualquiera de los protones con igual probabilidad. Una función de onda 
aproximada que cumple satisfactoriamente con este requisito se obtiene haciendo una combinación 
lineal de las funciones Yi Y ¥ 2 ^ corresponden al mismo nivel atómico de energia lí. 

Por consiguiente, obtenemos las funciones ¥ 5 - ¥i'^ ¥ 2 Y ¥a = ¥ 1 - ¥ 2 ’ representadas en la figura 
38.2 l(c) y (d); las funciones son, respectivamente, simétrica y antisimétrica con respecto al punto 
medio O. En la figura 38.22 se muestran las correspondientes distribuciones de probabilidad. En 
ambos casos, la distribución de probabilidad es simétrica con respecto a O, pero existe una gran 
diferencia: es finita mientras que es cero en la región existente entre los protones. Asi, Yg 

da como resultado un sistema estable y no. Décimos que i//^ es una función de onda de enlace y 
que y/^ es de antieelace. 

Si calculamos la energia dei sistema como función de la distancia que hay entre los protones, 
obtenemos las dos curvas y que se muestran en la figura 38.23. Para el estado de enlace 
correspondiente a la curva tiene una energia minima de -2.648 eV a una separación de equilí¬ 
brio entre protones de 0.106 nm. Para el estado de antienlace E^, dado por y/^, no hay un mínimo 
y, por consiguiente, existe una repulsión a cualquier distancia y no se forma ninguna molécula. 

La siguiente molécula diatómica en orden de complejidad es la dei hidrógeno, H 2 , que está 
formada por dos protones y dos electrones (Fig.38.24). Ahora la energia potencial tiene seis térmi¬ 
nos, correspondientes a la interacción de atracción de los electrones con los protones y la repulsión 
entre electrones y entre protones. El sistema tiene simetria axial con respecto de la línea FjP 2 - 

Como primera aproximación podemos utilizar, para cada electrón, las funciones de onda y/^ 
y y/^ dei H^. El resultado es que cuando ambos electrones están descritos por y/^, de modo que 
tienden a estar con igual probabilidad en la región existente entre protones, tenemos una molécula 
estable y la energia dei sistema tiene un mínimo de - 4.476 eV a una distancia entre protones de 
0.74 X 10~’® m (0.074 nm), como muestra la curva E^ de la figura 38.25. De otro modo, el sistema 
es inestable, con una repulsión en todas las distancias, como se muestra con la curva E^ de la figura 
38.25. La distancia de equilibrio para H 2 es menor que para debido al efecto de estabilización 



Figura 38.21 Orbitales 
moleculares simétrico y 
antisimétrico en Hj. 



Figura 38.22 Densidadde 
probabilidad para orbitales 
moleculares simétrico y 
antisimétrico, en la línea que 
une a los protones en H^. 
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Figura 38.23 Energia 
potencial como función de la 
distancia intemuclear en Hj, para 
estados simétrico y antisimétrico. 



Figura 38.24 Molécula de H 2 . 


Figura 38.25 Energia potencial como función 
de la separación intemuclear para estados de 
enlace y antienlace en Hj. 


dei segundo electrón, También, a distancias menores que domina la repulsión ente los protones, 
mientras que a distancias mayores predomina la atracción de los electrones. 

Con el fin de acomodar a los dos electrones en el estado orbital y/^ de manera simétrica y al 
mismo tiempo satisfacer el principio de exclusión, es necesario que el estado de spin sea antisimétrico, 
esto es, que los dos electrones tengan spins opuestos, como se muestra en la figura; este resultado ha 
sido confirmado experimentalmente (el momento dipolar magnético de H 2 es cero). Por la misma 
razón, cuando los electrones se acomodan de manera antisimétrica en el estado orbital, sus spins 
deben estar en la misma dirección. Esto nos permite establecer la siguiente regia de validez general: 

el enlace entre átomos ocurre cuando los electrones se pueden localizar en la región 

intemuclear con una función de onda orbital simétrica y spins opuestos. 

Aunque nuestro análisis se ha limitado a moléculas diatómicas compuestas por dos átomos 
idênticos, los resultados se pueden extender a todo tipo de moléculas diatómicas. 

38.7 Moléculas línealts 

Las moléculas lineales son aquellas cuyos átomos están distribuídos como nudos en una cuerda. 
Supongamos, por ejemplo, una molécula compuesta por cuatro núcleos, iVj, N 2 , y A 4 , distribuí¬ 
dos linealmente (Fig, 38.26). Si los electrones estuvieran localizados alrededor de cada núcleo, sus 
funciones de onda serían como las que se muestran en la parte inferior de la figura 38.26. Por otro 
lado, si los electrones de enlace pudieran moverse libremente de un extremo a otro a lo largo de la 
molécula, la situación sería equivalente al movimiento en una caja de potencial, y sus funciones de 
onda serían similares a las de la figura 36.14; éstas se representan con las curvas punteadas en la 
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figura 38.26, y cada una corresponde a una energia diferente. Así pues, cuando combinamos los dos 
tipos de funciones de onda, obtenemos las funciones de onda electrónicas y/p y/ 2 , y/^ y y/ 4 , indica¬ 
das con las líneas continuas en la figura 38.26. Son, alternadamente, simétricas y antisimétricas y 
cada una corresponde a una energia diferente y a un diferente grado de enlace entre núcleos conti- 
guos. De acuerdo con el principio de exclusión, cada función de onda puede acomodar dos electro- 
nes con spins antiparalelos. 

Como se ve en la figura 38.27, la energia dei sistema para cada función de onda electrónica 
depende de ias distancias interatómicas. Por consiguiente, podemos concluir que en una molécula 
lineal compuesta por n átomos, cada uno de los estados atómicos de mayor energia se divide en n 
estados de energia molecular ligeramente espadados, con capacidad para dos electrones cada uno. 
A medida que disminuye la distancia entre los átomos, la separación de los respectivos estados de 
energia molojular se hace más pronunciada. Por ejemplo, en la molécula de butadieno los cuatro 
electrones, originalmente en el estado atómico 2 pp de cada uno de los cuatro átomos de carbono de 
que está compuesta, se pueden mover libremente por la molécula, (xjupando los estados moleculares 
y/^ y ^ 2 - La correspondiente distribución de probabilidades está indicada en las figuras 38.28 y 
38.29, esta última en tres dimensiones. Una característica importante es que los electrones p^ no 
están localizados, sino que son libres de moverse por la molécula de un extremo al otro y de regre- 
so, como en una caja de potencial. La núsma situación se presenta en otras moléculas similares. 






Figura 38.27 Energia potencial de los electrones dei 
butadieno, como función de la separación intemuclear. 



^ ^ ^ ^ 

12 3 4 

Figura 38.26 Orbitales moleculares para electrones p dei butadieno, C^Hg. 
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Figura 38.28 Distribución de probabilidad 
total de los electrones p^ dei butadieno. 



Figura 38.29 Distribución de 
electrones dei butadieno 
correspondiente a electrones p^ 
no localizados. 


Dc. 
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La mecânica cuántica no sólo nos permite explicar cómo se unen los átomos para formar moléculas 
estables, sino también la forma geométrica de éstas. Veremos algunos ejemplos, empezando con la 
molécula de agua, HjO. La configuración dei estado fundamental dei átomo de oxigeno (Tabla 
23.3) es Ip'^, pero dos de los electrones p tienen su spin en la misma dirección (recuerde la 

Fig. 23.19), por la misma razón que en el átomo de C. Es posible que los dos electrones ocupen los 
estados de momentum angular p^ y p , respectivamente (Fig. 38.3), de modo que tiendan a moverse 
en los ejes X y F. En la molécula de HjO (Fig- 38.30), los dos átomos de hidrógeno deben unirse al 
de oxigeno de manera que los electrones I 5 dei hidrógeno se puedan acoplar con los electrones 
y p^ dei oxigeno. El resultado es que los dos enlaces forman un ângulo de 90°. Sin embargo, debido 
a que los protones de los átomos de hidrógeno se repelen, el ângulo real es de 104.5°. 

La molécula de HjO tiene otras dos características importantes. Los electrones de valência 
dei oxigeno son atraidos por los dos protones, de modo que las funciones angulares p^ y p^ dei 
átomo de oxigeno son deformadas ligeramente hacia los átomos de hidrógeno, como se muestra en 
la figura. Como la carga nuclear dei oxigeno es +8e, los electrones de los átomos de hidrógeno 
tienden a estar más próximos al núcleo dei oxigeno que a los protones de los átomos de hidrógeno. 
Esto da lugar a una asimetría en la distribución de carga que tiende a hacer que el átomo de oxigeno 
sea ligeramente negativo y los átomos de hidrógeno positivos, produciéndose una molécula polari¬ 
zada, con momento dipolar eléctrico de 6.2 x 10“^ m C, a lo largo de la linea que bisecta al ângulo 
entre los enlaces O—H. Este hecho ya fiie mencionado en la sección 25.6. La polarización de las 
moléculas de agua da lugar a importantes propiedades físicas y biológicas; en particular, ésta es la 
razón por la que el agua es disolvente de muchas sustancias. 

Una situación semejante se presenta con la molécula de amoniaco, NH 3 . En la figura 23.19 
vemos que el átomo de N tiene tres electrones p en su estado fundamental, con sus spins en la 
misma dirección. Podemos suponer que ocupan los estados p^, p^ y p^ de la figura 38.3 y, por 
consiguiente, que están concentrados en los ejes X, F y Z. Por tanto, la molécula de NH 3 tiene una 
estructura piramidal, con el átomo de N en el vértice y los tres átomos de H en la base (Fig. 38.31). 
Los ângulos entre los enlaces en el vértice N son de 107.3°, en lugar de 90°, debido a la repulsión 
entre los protones de los átomos de H. La estructura piramidal da lugar a un momento dipolar 
eléctrico de 5.0 x 10"^® m C, orientado en la dirección dei eje de la pirâmide. 

La molécula de CH^ tiene la estructura tetraédrica que se muestra en la figura 38.32. Esta 
geometria se presenta porque, mediante el proceso de hibridación sp^ (Fig. 38.18), los electrones de 
la configuración 2 s2p^ dei átomo de carbono pueden localizarse en las direcciones que apuntan 
hacia los vértices dei tetraedro. La simetría de la molécula significa que ésta no tiene momento 
dipolar neto, incluso si cada enlace está polarizado. 

En la molécula de etano H 3 C—CH 3 (Fig. 38.33), tres de las funciones de onda híbridas sp^ 
son utilizadas por cada átomo de carbono para combinarse con los átomos de hidrógeno, y la cuarta 
función de onda se usa para unir los dos átomos de carbono, lo que produce un enlace particular¬ 
mente fuerte y permite la posibilidad de formar largas cadenas de átomos de carbono: 



Figura 3830 Distribución de Figura 3831 Distribución de 

electrones en la molécula de H 2 O. electrones en la molécula de NH 3 . 
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Fágura 3832 Disíribución de electrones en la Figura 3833 Distribución de electrones en la 

molécula de CH^, mediante orbitales sp^. molécula de Cj Hg, mediante orbitales sp^. 




Figura 38.34 Orbitales moleculares dei benceno. (a) Enlaces sp^ localizados; (b) enlaces p^ no localizados. 


—ç—ç—ç-ç—ç— 

mediante las funciones sp^, dando lugar a la existência de los polímeros que juegan un importante 
papel en la tecnologia moderna de los materiales. La estructura CH 3 —CH 3 permite la rotación 
relativa de los grupos CH 3 , hecho que ha sido verificado experimentalmente. 

Otro ejemplo es el caso de la molécula de benceno, C^Hg, que tiene forma hexagonal (Fig. 
38.34). Cada átomo de carbono proporciona cuatro electrones de valência que ocupan los orbi¬ 
tales y los tres sp^ que se muestran en la figura 38.17. Una de las funciones sp^ de cada átomo de 
car-bono se utiliza para el enlace con un átomo de H. Las otras dos funciones se usan para enlazar 
el átomo de C con los otros dos adyacentes. Los electrones p^ de cada átomo se comportan como 
los electrones p^ dei butadieno, representado en la figura 38.29, y pueden moverse libremente 
por el hexágono sin estar limitados a ningún átomo de carbono en particular. Sin embargo, debido 
a que el movimiento es cíclico, las funciones de onda deben ser periódicas y esto determina las 
posibles energias. 

En 1985 se identifico un nuevo tipo de configuración atómica o molécula de carbono, con 
la composición genérica C^, en la que n puede variar desde 20 hasta vários cientos. En estas confi- 
guraciones los átomos de carbono ocupan los vértices de una estructura poliédrica hueca, compues- 
ta por un cierto número de hexágonos, pero siempre con 12 pentágonos en medio. Estas estructuras 
semejan los domos geodésicos disenados por R. Buckminster Fuller y por esta razón se les conoce 
como fullerenos, nombre dado por R. E. Smalley. El fullereno más pequeno es el C 20 compuesto 
por 12 pentágonos que forman un dodecaedro. Recordando que los ângulos de un pentágono miden 
108°, concluimos que cada átomo de C está enlazado a sus tres vecinos mediante funciones de onda 
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Figura 3§3S (a) Distribución 
hexagonal de los átomos de 
carbono en Cg^. En algunos sitios 
los espacios existentes entre 
hexágonos son i^ntágonos. 

(b) Distribución de los átomos de 
carbono e hidrógeno en 
Los átoms de hidrógeno están en 
el extremo de las líneas que 
parecen ensartadas como alfileres 
en los átomos de carbono. 



que se parecen a las tetraédricas sp^ que forman ângulos de 109.5°. El electrón de valência restante 
de cada átomo de C ocupa la cuarta función de onda sp^. Este electrón se puede localizar más en el 
exterior dei poliedro y es muy reactivo, siendo responsable dei enlace dei C 2 Q con otros átomos, 
como en el caso de C 2 QH 2 Q, molécula conocida como dodecaedrano. A medida que el número de 
átomos de C aumenta y se anaden hexágonos a los pentágonos, el ângulo de enlace entre los átomos 
de C se acerca a 120° y su enlace se aproxima a las funciones de onda triplanares sp^. El cuarto 
electrón de valência de cada átomo de C ocupa, entonces, una función de onda p^. Como en el 
benceno, los electrones p^ no están localizados y se pueden mover alrededor de la molécula, dentro 
o fuera, lo que produce interesantes propiedades moleculares. En el fullereno (Fig. 38.35(a)), 
los átomos de carbono fotman 20 hexágonos, cada uno parecido al anillo de benceno, junto con los 
doce pentágonos requeridos. El puede existir como molécula 0 formar vários compuestos, 
como el (Fig. 38.35(b)) así como compuestos más complejos, mediante los electrones p^. 

Lo que hace que sea particularmente interesante es que en el estado sólido, en el cual las 
moléculas forman una red cúbica centrada en las caras, el material es semiconductor. Sin embargo, 
cuando se contamina (dopa) con ciertos elementos (por ejemplo, K, Rb o Tl) y los átomos dopantes 
se colocan dentro de cada molécula o en espacios intersticiales de la red, el material puede funcio¬ 
nar como aislante, conductor, semiconductor o superconductor, dependiendo de la cantidad y tipo 
dei dopante. Por ejemplo, un sólido con la composición estequiométrica K 3 CgQ (o tres átomos de 
potasio por cada molécula de C^q) es un conductor que por debajo de los 18 K se vuelve 
superconductor (recuerde la Tabla 24.2). Si, en lugar de eso, se le agrega demasiado potasio, el 
sólido es un aislante. Los fullerenos también pueden ser tubulares, helicoidales y con forma de 
película delgada, cada uno con diferentes propiedades. 

38.9 istructura de los sólidos 


En el estado sólido los átomos (o moléculas) están empaquetados apretadamente y se mantienen en 
posiciones más o menos fijas mediante fuerzas electromagnéticas dei mismo orden de magnitud 
que las que intervienen en los enlaces moleculares. Los átomos (o moléculas) de la mayoría de los 
sólidos no se presentan como entidades aisladas, y sus propiedades son modificadas por los átomos 
vecinos, distorsionándose los niveles de energia de los electrones exteriores. Hay una clase de 
sólidos cuya estructura presenta una regularidad o periodicidad que constituye lo que se conoce 
como red cristalina. A los sólidos que no muestran tal regularidad se les llama amorfos. 

La determinación de la estructura de un sólido no difiere fundamentalmente de la determina- 
ción de la estructura de una molécula. Se trata de hallar una configuración estable de núcleos y elec¬ 
trones con el ajuste necesario de las funciones de onda. Las dos diferencias principales entre la estruc¬ 
tura de un sólido y la de una molécula son el elevado número de átomos implicados en el sólido y la 
regularidad de su distribución. 

La teona de los sólidos debe correlacionar su estructura con las propiedades macroscópicas, 
como elasticidad y dureza, conductividad térmica y eléctrica, reflectividad y refractividad, etc. Aun- 
que es imposible clasificar a los sólidos de manera precisa, es posible definir algunas categorias: 
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(i) SólidíM covalentes. En un sólido covalente los átomos están unidos mediante enlaces 
direccionales como los que encontramos en las moléculas de H 2 , CH^ y H 3 C—CH 3 . Un caso típico es el 
diamante, en el que los cuatio electrones de enlace de cada átomo de carbono están localizados según las 
fiinciones de onda tetraédricas sp^, que sin^en para enlazar cada átomo de carbono a otros cuatio carbo¬ 
nos, resultando la red cristalina que se ilustra en la figura 1.12, Cada esfera representa un núcleo de car¬ 
bono y cada barra un par de electrones de enlace localizados. La separación entre dos átomos de carbono 
es de 1.54 x 10"“^ m (15.4 nm). En cierto sentido, los sólidos covdeníes son como grandes moléculas. 

Debido a su estructura electrónica rígida, los sólidos covalentes presentan varias característi¬ 
cas macroscópicas comunes. Son extremadamente duros y difíciles de deformar. Son pobres conduc- 
tores de calor y de electricidad, pues no poseen electrones libres para transportar energia y carga 
eléctrica de un lugar a otro. Se requiere, también, una energia relativamente grande para producir 
vibraciones atómicas en el cristal, debido a la rigidez de los enlaces; estas vibraciones, por tanto, 
tienen una frecuencia elevada. Sus energias de excitación electrónica son dei orden de unos pocos 
electronvolts (por ejemplo, la primera energia de excitación electrónica dei diamante es de 6 eV, 
aproximadamente). Estas energias son relativamente altas comparadas con la energia térmica de 
vibración atómica (dei orden de kT), que a temperatura ambiente (298 K) es de alrededor de 2.4 x 
10"^ eV; de aqui que los sólidos covalentes se encuentren normalmente en su estado electrónico 
fundamental. Muchos son transparentes o sin color, en especial el diamante, debido a que la energia 
de su primer estado electrónico excitado es mayor que las energias de los fotones dei espectro visible, 
que están entre 1.8 y 3.1 eV. 

(ii) Crisíales iónicos. En el otro extremo están los cristales iónicos, que consisten en una 
distribución regular de iones positivos y negativos producto de la transferencia de un electrón (o más) 
de un tipo de átomo a otro. Éste es el caso dei NaCl y dei CsCl, cuyas estructuras cristalinas se indican 
en la figura 1.10. La separación entre los iones de Na"^ y Cl“ es de alrededor de 2.81 x 10"’® m, 
mientras que la distancia mínima entre átomos idênticos es de 3.97 x 10"’® m. Los átomos están dis- 
tribuidos de forma tal que se tiene una configuración estable bajo sus interacciones eléctricas mutuas. 

Debido a que no poseen electrones libres, estos sólidos también son pobres conductores de 
calor y electricidad. Sin embargo, a altas temperaturas, los iones pueden adquirir alguna movilidad, 
lo que da como resultado una mejoría en su conductividad eléctrica. Por lo general son duros, 
quebradizos, y tienen un alto punto de fusión debido a las fuerzas relativamente intensas que hay 
entre los iones. Algunos cristales iónicos absorben radiación electromagnética en la región dei 
infrarrojo lejano dei espectro, propiedad asociada con la energia necesaria para producir vibracio¬ 
nes de la red cristalina, que es menor que 1 eV. Esta energia, por lo general, es menor para un cristal 
iónico que para uno covalente, debido a que su energia de enlace es relativamente más débil. 

(iii) Sólidos con enlace de hidrógeno. Los sólidos con enlace de hidrógeno tienen cierta 
similitud con los cristales iónicos y se caracterizan por tener moléculas de alta polaridad con uno o 
más átomos de hidrógeno, como el agua, H^O, y el ácido fluorhídrico, HF. Los iones positivos de 
hidrógeno, como son relativamente pequenos, pueden atraer el extremo negativo de otras moléculas y 
formar cadenas, como (H+F") (H+F')(H+F")... Esta propiedad es de particular interés en el caso dei 
hielo, en el que las moléculas de agua tienen la distribución tetraédrica que se muestra en la figura 
1 . 9 , y están unidas mediante un enlace entre el átomo de oxigeno de una molécula y üno de hidró¬ 
geno de otra. La estructura relativamente abierta dei hielo explica su mayor volumen con respecto 
al agua líquida. El enlace de hidrógeno es muy importante en muchas biomoléculas, como la dei 
ADN (Fig. 1.5). 

(iv) Sólidos moleculares. En su mayoría, estos sólidos están constituidos por sustancias 
cuyas moléculas no son polares. Los electrones de estas moléculas están pareados, de modo que no 
se pueden formar enlaces covalentes entre átomos de moléculas distintas y las moléculas conservan 
su individualidad. Las moléculas están enlazadas mediante el mismo tipo de fuerzas intermoleculares 
o fuerzas de van der Waals que existen entre las moléculas de un gas o un líquido, que son muy 
débiles y correspondeu aproximadamente a las fuerzas entre dipolos eléctricos. Esto se puede ex¬ 
plicar porque, aunque en promedio las moléculas no poseen momento dipolar eléctrico permanen¬ 
te, su configuración electrónica puede dar lugar, a cada instante, a dipolos eléctricos instantâneos, 
lo que da como resultado interacciones dipolo-dipolo que en promedio no son cero. Por estas razo- 
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nes los sólidos moleculares no son.conducíores dei calor ei de la elecíricidad, tienen un punío de 
fusión muy bajo y son muy compresibles y deformables. Algunos ejemplos son: CH^, CI 2 , 12 , CO 2 , 
CgHg, etc., en su estado sólido. Los gases nobles, cuyas capas exteriores están completas, se 
solidifican como sólidos moleculares. 

(v) Metales. Como explicamos en la sección 23.11, los metales son elementos que tienen 
energias de ionización relativamente bajas y cuyos átomos sólo tienen unos cuantos electrones 
enlazados débilmente en sus capas exteriores incompletas. Tales electrones son fáciles de liberar 
mediante la energia producida cuando se forma el sólido. Asi, un metal tiene una red regular de 
iones positivos con simetria esférica, inmersos en un “gas” formado por los electrones liberados, 
que se pueden mover por la red cristalina y, por tanto, no están localizados. Estos son los responsa- 
bles dei enlace metálico y ocupan las bandas de valência y conducción. 

Los sólidos metálicos presentan buena conductividad térmica y eléctrica, pues los electro¬ 
nes libres que se hallan cerca dei nivel de Fermi en la banda de conducción absorben fácilmente 
energia de la radiación electromagnética o de las vibraciones de red, por pequenas que sean, au¬ 
mentando asi su energia cinética y su movilidad. Por esta razón los metales también son opacos, ya 
que los electrones libres pueden absorber fotones en la región visible y excitarse a uno de los 
estados cuánticos cercanos disponibles. Los electrones libres también son responsables en gran 
medida de otras características de los metales, como su alto coeficiente de reflexión para ondas 
electromagnéticas, debido a los efectos superficiales inducidos por éstas. 

Algunos sólidos son una mezcla de vários tipos. Un ejemplo es el grafito (Fig. 1.11), que 
consiste en capas de átomos de carbono organizados en una red hexagonal plana. Los átomos de 
cada capa están enlazados mediante funciones de onda sp^ y las capas sucesivas mediante electrones 
p^. Los enlaces entre átomoâ de una capa son covalentes localizados y utilizan funciones de onda 
hibridas sp^, y los enlaces entre las capas son no localizados p^, como en el benceno (véase la Sec. 
anterior). Los electrones no localizados son libres de moverse paralelamente a las capas, pero no 
perpendicularmente a ellas. Las capas sucesivas de átomos actúan como macromoléculas, y están 
unidas entre si por fuerzas de van der Waals débiles, como las moléculas en un sólido molecular, lo 
cual explica su naturaleza escamosa y resbaladiza. De hecho, debido a su estructura el grafito se 
utiliza como lubricante. La longitud de los enlaces sjp- dei grafito es de 1.42 x 10"*® m y la separación 
entre capas es de 3.35 x 10"*® m. El carbono amorfo está caracterizado por una distribución irregular 
de grupos de benceno unidos débilmente por enlaces p^. Por eso es que el carbón es suave y puede 
romperse con facilidad. 

La estructura de cada tipo de sólido que hemos descrito está determinada por la estructura 
electrónica de sus átomos componentes, la cual determina el tipo y número de electrones disponi¬ 
bles para enlaces, asi como la energia requerida para ajustar su movimiento a las condiciones 
dominantes de la red (diferentes a las de los átomos aislados). 

Las redes cristalinas no son perfectas, y sus imperfecciones pueden deberse a varias causas. 
En la figura 38.36 se ilustran algunas de las imperfecciones más comunes. En (a) tenemos una 
vacante dejada por un átomo, mientras que en (b) tenemos una impureza de sustitución que 
sustituye a un átomo de la red. Las imperfecciones debidas a un átomo instersticial -dei mismo 
tipo o una impureza- se muestran en (c) y (d). Finalmente, en (e) se muestra una dislocación de 


Figura 3836 Imperfecciones 
en una red cristalina, (a) Vacante; 
(b) impureza; (c) y (d) átomo 
intersticial; (e) dislocación. 
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borde o divage, que se puede ver como si una capa exíra de átomos fuera empujada por la parte 
superior de la red hasta la miíad de ésta. Las imperfecciones de red tienen un efecto muy importan¬ 
te en muchas propiedades eléctricas, elásticas y ópticas de los sólidos. 

38.10 ilectrônes en metales 

La mecânica cuántica permite explicar la existência de las bandas de energia en metales, tema que 
vimos en la sección 23.10. Los iones positivos de un metal están distribuídos de manera regular y 
forman una red cristalina tridimensional. Por consiguiente, los electrones de conducción se despla- 
zan a través de un potencial periódico que presenta la misma regularidad o periodicidad que la red. 

Esta periodicidad dei potencial eléctrico nos permite estimar las energias electrónicas posibles sin 
tener que resolver la ecuación de Schrõdinger. Por simplicidad, consideremos una red en una di- 
mensión (Fig. 38.37). Un electrón con energia no se puede mover libremente por la red, sino que 
está confinado principalmente en una de las regiones clásicas permitidas AB, CD, etc., alrededor de 
iones especificos. Es cierto que puede pasar de AB a CD filtrándose por la barrera de potencial 
interpuesta entre las dos regiones permitidas, pero la barrera es tan alta y ancha que la probabilidad 
de penetración de un electrón es muy pequena. Ésta es la razón por la cual los electrones de las 
capas interiores de los átomos de un cristal fundamentalmente están localizados y sus energias y 
funciones de onda son casi las mismas que en los átomos aislados. Un electrón con energia E 2 no 
está muy ligado a un ion en particular y, mediante la penetración en la barrera, se puede mover por 
la red. Finalmente, un electrón con energia £3 no está ligado a ningún átomo en particular y posee 
gran libertad de movimiento por la red. Estos electrones casi libres, característicos de los metales, 
son responsables de la mayoría de las propiedades çolectivas de la red (como las conductividades 
eléctrica y térmica), y contribuyen a los enlaces entre los iones que forman la red cristalina. La 
energia potencial electrónica de las moléculas diatómicas se debe a dos iones y, como resultado, los 
niveles atómicos de energia se dividen en dos a medida que disminuye la distancia interiónica. Esto 
se ilustró en las figuras 38.23 y 38.25, para las moléculas de H^y de H 2 . De manera parecida, en las 
molé-culas lineales los electrones de enlace se mueven en un potencial periódico y cada nivel atómi¬ 
co de energia se divide en un número de niveles igual al número de átomos. Esto se ejemplificó en 
la figura 38.27 para el butadieno. Por consiguiente, en una red lineal compuesta por N átomos, cada 
nivel atómico de energia se divide en niveles muy próximos. Su separación y su posición depen¬ 
deu de la distancia interiónica, como se indica de manera cualitativa en la figura 38.38. Por ejem- 
plo, para una distancia interiónica a, los posibles niveles de energia se encuentran entre Py Q. Si N 
es muy grande, los diferentes niveles de energia están muy juntos y se puede decir que forman una 
banda de energia. En el caso real de una red tridimensional la situación es parecida, sólo que más 
compleja. En la figura 38.39 se muestran las bandas correspondientes a vários niveles de energia a 
una distancia interiónica a. Conforme disminuye a, algunas bandas se superponen. 

Como cada nivel de energia, según el principio de exclusión de Pauli, puede acomodar dos 
electrones con sus spins en direcciones opuestas, una banda de energia correspondiente a un estado 
atómico dado puede acomodar un máximo de 2N electrones o dos electrones por ion. Las bandas 
pueden estar completas o no dependiendo dei número de electrones proporcionados por cada áto¬ 
mo. Las bandas se denominan s, p, d, etc., de acuerdo con el valor dei momentum angular dei 
estado atómico con el cual están relacionadas. En la figura 38.40 se muestra la estructura de bandas 
para el sodio. 



Figura 38.37 Tipos de 
niveles de energia en una red 
cristalina lineal. 
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Figura 38.38 Niveles de energia en 
una red cristalina lineal compuesta 
por N átomos, en función de la 
distancia interiónica. 




Figura 3839 Bandas de energia que consisten en niveles de 
energia muy juntos. No se muestra la estructura fina de la banda. 



Figura 38.40 Bandas de energia en sodio sólido. 


PiEGUNTÁS 

38.1 iQué parte de la función de onda de un campo central 
depende de la energia potencial y cuál es resultado de la 
simetria esférica? 

38.2 ^Por qué la función de onda angular de un campo central 
no depende de n? 

38.3 ^Por qué la función de onda radial de un campo central 
no depende de ? 

38.4 Explique por qué las órbitas s de un electrón son más 
penetrantes que las otras. ^Por qué su energia es menor que la de 
las órbitas p? 

38.5 Explique por qué los electrones de valência de un átomo 
por lo general tienen spins paralelos mientras que los pares de 
electrones de enlace de las moléculas tienen spins opuestos. 

38.6 La probabilidad por unidad de distancia de bailar al 
electrón de un átomo de hidrógeno en el estado fundamental a 
una distancia entre r y r + dr está dada por P(r) = {327da^ 


(r/aQ)2e“2'^'"o, donde es el radio de Bohr definido en la 
ecuación 23.15. Represente P{r) en términos de rla^ y estime el 
radio de la capa en la cual es más probable que esté el electrón. 
Compare su resultado con el radio de la primera órbita de Bohr. 

38.7 ^Qué propiedad de la función de onda de dos electrones 
depende de la identidad de éstos y cuál dei principio de Pauli? 

38.8 Sea oim) la función de onda de spin con ~ ±|. 
Escriba las funciones de onda de spin de dos electrones, 1 y 2, 
para S = 0y S=l. 

38.9 ^Cuándo es posible la hibridación de las funciones de 
onda sypl 

38.10 En el ejemplo 38.2 encontramos los ângulos para los 
máximos de \j/_^yyf_. Halle los ângulos cuando yf+V cero. 

38.11 iQue propiedad debe tener la función de onda en y 
para producir un enlace estable? 
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38.12 Analice los posibles estados excitados de los 
elecírones en C^Hg, mediante el método utilizado para e! 
butadieno. Note que en este caso la función de onda dete tener 
un período de 2 k 

38.13 iDe qué manera deíerminan las funciones de onda Ia 
geometria de las moléculas? 

38.14 Dibuje esquemáticamente la energia potencial de 
rotación de los grupos CH 3 con respecto a la línea C—C en el 
C 2 Hg, como función dei ângulo de rotación. ^Qué movimientos 
relativos de los dos grupos de CH 3 son posibles en esa energia 
potencial? Recuerde el ejemplo 9.9. 

38.15 Verifique que si N es el número de hexágonos dei 
fullereno la relación n = 2V ^ 20 es válida. Aplique la 
relación a C 2 Q, Cjg y C^. 


3§.lé Verifique que si el número de átomos de C se hace 
menor que 20, el ângulo de enlace se hace sustancialmente 
menor que 109.5° y resulta imposible usar funciones de onda 
híbrida para formar una molécula de fullereno. 

38.17 Explique por qué los fullerenos pueden formarse usando 
solamente pentágonos y hexágonos. 

38.18 i,Por qué son los electrones de los niveles atómi- cos 
de energia exteriores los que determinan las propiedades de un 
sólido? 

38.19 ^Por qué existen bandas de energia electrónica en los 
metales? 


38.1 Las funciones de onda angulares correspondientes a 
/ = 1 son F,o = (3/4/r)^'^ cos d, = ±(3/8;^)^'^ sen 0 
Demuestre que es posible, mediante transformación lineal, 
transformar las funciones ^10 y en las funciones 

sen 0 COS (p, sen 0 sen ^ y cos' 0 , 

representadas en la figura 38.3. 

38.2 El valor medio de r en los átomos hidrogenoides es 





/(/4-l)V 

) 


(a) Calcule para todos los estados con n = 1, 2 y 3. Compa¬ 
re estos valores con los correspondientes rádios de Bohr (Fig. 
38.6). (b) Mediante como medida dei tamano de la órbita, 
ordene los estados nl según su distancia media al núcleo, para 
n= l,2,3y4. 

38.3 Los niveles de energia de los átomos helioides, cuando 
un electrón se encuentra en el estado fundamental (« = 1 ) 
y el otro en uno excitado (n > 1 ), se pueden expresar 
aproximadamente como 


Esta expresión supone que el electrón en el estado fundamental 
apantalla por completo una carga nuclear. Analice la plausibili- 
dad de la expresión. Calcule los niveles de energia dei helio 
cuando n = 2, 3 y 4 y compare con el resultado experimental. 

^Por qué aumenta la precisión de la ecuación al aumentar n? 

38,4 Las funciones de onda hibridas sp^ son, dentro de una_ 

constante de norma lizac ión, s + p^, s - {\lyÍ2)p ^ + V3/2 p^ 

y s- ( 1 /V 2 ))/ 7 ^- V3/2p^, donde las funciones de onda 
s = l/(4;r)^^ y, p^, p^ y p^ están dadas en el problema 38.1. 
Determine las direcciones para las que las funciones tienen un 
máximo y los ângulos que hay entre ellas. 


38.5 Las funciones de onda hibridas sp^ son, dentro de una 
constante de normalización, s-vp^-¥p^-¥p^,s-¥p^-py-p^,s- 
Px'^Py~Pzy ^~Px~Py'^ Pz- Determine las direcciones para las 
que tienen valores máximos y los ângulos existentes entre ellas. 

38.é La energia dei estado fundamental dei con respecto al 
sistema compuesto por hidrógeno en su estado fundamental y 
a una separación infinita es de -2.65 eV. Calcule (a) la 
energia dei con respecto al sistema + e a una 

separación infinita; (b) la energia dei sistema -f e a una 
separación infinita con respecto al sistema H + H, de nuevo a 
una separación infinita y con ambos átomos en su estado 
fundamental; (c) la energia de ionización dei si la energia de 
disociación de esta molécula en dos átomos de hidrógeno en su 
estado fundamental es de 4.48 eV. Compare el resultado dei 
inciso (c) con la energia de ionización dei hidrógeno atómico. 


38.7 Las energias de disociación y ionización se expresan a 
menudo en kcal mol“^ (a) Demuestre que una kcal mol"* es 
igual a 4.338 x 10"^ eV. (b) Exprese la energia de disociación 
dei H 2 en kcal mol~^ 


(a) Explique por qué la longitud dei enlace dei H 2 es de 
0.106 nm, mientras que la dei H 2 es de 0.074 nm. (b) Explique 
también por qué la energia de disociación dei H, (103.2 kcal 
mol”’) es menor que la dei (61.06 kcal moH). 


38.9 (a) Explique por qué el ion de HJes menos estable que el 

ion de Hcj, si ambos tienen la misma confíguración electrónica, 
(b) ^Cuál ion deberá tener la mayor separación intemuclear? 


38.10 Analice la estructura de enlace de (a) C 3 Hg, (b) CjHg y 

ic)Cyi^. 

38.11 Analice la estructura de enlace de (a) BH 3 y (b) BH^ e 
indique si las moléculas son planas o piramidales. 

38.12 A las moléculas de la forma CH 3 —(Oí=CH —\ CH 3 
se tes C(MKX« con» coiyug^las. Analice los enlaces de una molécula 
conjugada mediante funciones de onda sp^ y electrones p^. La 
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longitud total efectiva de la molécula conjugada 
CH 3 —(CH = CH —^>4 CH 3 es de 0.98 nm. (a) Represente los 
niveles de energia ocupados por los electrones p^. (b) Estime la 
energia y la longitud de onda de los fotones absorbidos cuando 
uno de los electrones exteriores es excitado. 

38.13 Suponga que la separación de equilibrio en las moléculas 
de Cl y Cl es la misma e igual a 0.127 nm. Para cada 
molécula, calcule (a) la energia de los primeros dos niveles 
excitados de rotación, (b) las frecuencias y longitudes de onda 
correspondientes a las transiciones / = 0 -*'/=ly/=l-^/ = 2 

y (c) la diferencia en frecuencias de lineas sucesivas. 

38.14 (a) Calcule la energia de los tres primeros estados 
excitados de rotación dei CO y dei CO 2 . (b) Determine la 
longitud de onda de los protones absorbidos en transiciones 
entre tales niveles de energia. 

38.15 Una molécula diatómica no es rigurosamente rigida y, 
debido a un efecto centrifugo, la distancia intemuclear aumenta 


conforme se incrementa su momentum angular, 

(a) ^De que manera afecta este efecto de estiramiento a los 
niveles de energia? (b) Una expresión empirica para la 
energia de rotación es + 1 ) - §[/(/ + 1 )]^}, 

donde ô es la constante de estiramiento. Obtenga una expresión 
para las frecuencias debidas a transiciones entre niveles de 
rotación sucesivos. 

38.16 (a) Demuestre que el número de enlaces carbono- 
carbono en un diamante es el doble dei de átomos de carbono 
(véase la Fig. 1.12). (b) La energia requerida para disociar un 
mol de diamante es de 170 kcal. Determine la energia por enlace 
y exprésela en eV. 

38.17 Estime el radio de la órbita dei electrón \s dei sodio 

(Z = 11). Compare este valor con la distancia de equilibrio entre 
iones de sodio en estado sólido y decida si tales electrones son 
afectados en el metal. 







Emest Rutherford fue el primero en 
observar la dispersión de partículas a 
(núcleos de helio) en una lâmina 
delgada de oro (1906) y se sorprendió 
al hallar que algunas partículas eran 
dispersadas bacia atrás. Como 
resultado de sus observaciones 
propuso un modelo nuclear dei átomo 
(1911) y explicó que la dispersión se 
debía a la fuerza de repulsión eléctrica 
de Coulomb entre las partículas a y los 
núcleos. Experimentos más detallados 
llevaron a Rutherford a sugerir más 
tarde (1919) la existência de una 
fuerza adicional más intensa o nuclear. 
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39.1 Introducción 

Las interacciones gravitatoria y electromagnética explican la mayoría de los fenómenos físicos 
observados. La gravitación parece explicar satisfactoriamente fenómenos que implican grandes 
masas, como el movimiento planetário y el movimiento sobre la superfície terrestre. El 
electromagnetismo junto con la mecânica cuántica explican la estructura atómica, molecular y 
sólida y, por consiguiente, la mayoría de los fenómenos físicos y químicos que implican 
interacciones entre átomos y moléculas. Sin embargo, existen vários procesos que no afectan 
directamente nuestra vida cotidiana, de manera que no indican directamente la existência de 
otras interacciones: las fuertes y las débiles, analizadas brevemente en la nota 6.1. La interacción 
fuerte es responsable de la mayoría de las propiedades nucleares, mientras que la débil está 
relacionada más directamente con algunas propiedades de las partículas elementales. 

39.2 El núcleo 

Recordemos que el núcleo atómico es un cúmulo de protones y neutrones que ocupan una pe¬ 
quena región en el centro dei átomo, con un diâmetro dei orden de IO"’"* m, que es aproximada¬ 
mente un diezmilésimo dei diâmetro dei átomo. A los protones y neutrones se les denomina con 
el nombre genérico de nucleones. Ambos tienen spin | y obedecen el principio de exclusión de 
Pauli. El número de protones es el número atómico Z y el número total de nucleones (protones 
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y neutrones) es el número de masa A. Los núcleos con el mismo Z son Isótopos, mieníras que los que 
íienen el mismo A son isóbaros. 

Cuando comparamos la estructura dei núcleo con la dei átomo, hay varias características 
que nos sorprenden. Primero, todas las partículas que constituyen el núcleo tienen prácticamente la 
misma masa, mientras que en los átomos los electrones son muy ligeros en comparación con el 
núcleo, que permanece esencialmente fijo en el centro de masa dei átomo. Por tanto, no podemos 
hablar de una fuerza central dominante que actúa sobre las partículas dei núcleo y que es producida 
por un cuerpo que se encuentra en el centro; más bien debemos imaginamos a todas las partículas 
moviéndose bajo sus interacciones mutuas. 

Segundo, en un átomo es posible explicar el movimiento electrónico en términos de 
interacciones electromagnéticas entre los electrones, con carga negativa, y el núcleo, con carga 
positiva. Pero el núcleo está compuesto por prótones, con carga positiva, y neutrones, que no tienen 
carga. Así, no podemos atribuir la estabilidad dei núcleo a la atracción eléctrica. Por el contrario, 
parece que la repulsión eléctrica entre los protones separaria al núcleo. El solo hecho de que los 
núcleos existan es una clara indicación de una interacción entre los protones y neutrones que los 
componen, que no está relacionada directamente con las cargas eléctricas y que es mucho más 
fuerte que la interacción electromagnética. Â esta interacción se le llama interacción nuclear. 
Nuestro conocimiento de ella es todavia incompleto, pero al menos sabemos algunas de sus carac¬ 
terísticas más importantes. 



Para tener una idea de la natpraleza de las fuerzas que mantienen unidos a los protones y neutrones 
en el núcleo, es necesario analizar varias propiedades físicas de los núcleos, además de su carga y 
su masa. 

(i) Tamano, Si suponemos que un núcleo es esférico, podemos expresar su tamano en 
términos de su radio R. Sin embargo, debemos evitar imaginámoslo como una bola sólida, con 
superfície bien definida. Más bien, el radio da sólo el orden de magnitud de la región en la que están 
concentrados los nucleones la mayor parte dei tiempo. Podemos obtener R si medimos diversas 
propiedades nucleares (como el tiempo de vida de los emisores de partículas ay el desplazamiento 
de los espectros de los isótopos), y si analizamos procesos nucleares como la dispersión de electro¬ 
nes rápidos y reacciones nucleares inducidas por partículas cargadas. Los resultados experimenta- 
les indican que el radio nuclear es proporcional a donde A es el número de masa dei núcleo. 
Esto es, 

R = (39.1) 

donde Tq es un coeficiente empírico, que es aproximadamente el mismo para todos los núcleos. Su 
valor aceptado es = 1.4 x 10“^^ m. Algunos núcleos se apartan sustancialmente de la forma 
esférica y debe suponerse que son elipsoidales e incluso con forma de pera. 

Como el volumen de una esfera es \nR^, concluimos de la ecuación 39.1 que el volumen 
nuclear es 


V = ^nrlA = 1.12 x 10 ^^A m^ 


Esto significa que el volumen de un núcleo es proporcional al número de nucleones, A. Lo anterior 
sugiere que los nucleones están estrechamente empaquetados a distancias medias fijas, indepen- 
dientes dei número de partículas, de modo que el volumen por nucleón, es una cantidad 

constante, la misma para todos los núcleos. Otra conclusión es que la densidad de la matéria nu¬ 
clear es aproximadamente la misma para todos los núcleos. Esto se puede ver de la manera siguien- 
te: como 1 uma = 1.66 xlO”^^ kg, la masa dei núcleo de número de masa A es aproximadamente 
M= 1.66 X 10“^^ A kg. Por tanto, la densidad media de la matéria nuçlear es 



1.66 X 10 ^^Akg 
1.12 X lO-^^Am^ 


= 1.49 X 10'« kgm-^ 
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que es independiente de A. Esta densidad es dei orden de 10*^ veces mayor qíie la densidad de la 
matéria en los cueqK)S que conocemòs eh la Tierra, y nos da una idea dei grado de compactación 
de los nucleones en un núcleo. Muestra tambiée que la matéria está esencialmente vacía, ya que 
la mayor parte de la masa de los átomos está concentrada en los núcleos, que (Kupan una peque¬ 
na fracción dei volumen atómico. 

(ii) Momentum angular. El momentum angular resultante de un núcleo se conoce (por 

razones históricas) como spin nuclear, pero no implica que el núcleo esté girando como un 
cuerpo sólido. Los prótones y los neutrones, al igual due los electrones, tienen spin Además, 
ambos poseen momentum angular orbital asociado con Su movimiento en el núcleo. El momentum 
angular nucle^ resultante (o spin) se obtiene al combinar, de manera apropiada, el momentum 
angular orbital y el spin de los nucleones. El spin nuclear se denota con el número cuántico /, de 
manera que su magnitud es ã[I(f + 1)]*'^. La componente dei spin nuclear en una cierta direc- 
ción, como el eje Z (Fig. 39.1), está dada por donde 

mj = ±1, +(/ - 1), ..., o 0 

dependiendo de si / es semientero o entero. Por consiguiente, existen 2/ + 1 orientaciones posi- 
bles dei spin nuclear. Como el spin de los nucleones es los valores de /son enteros (si A es par) 
o semienteros (si A es impar), y van desde cero, como en ^He y^\C, hasta siete, como en He y C, 
hasta siete, como en ^^^Lu. 

Prácticamente todos los núcleos par-par (aquellos que tienen un número par de protones 
y de neutrones) tienen / = 0, lo que indica que los nucleones idênticos tienden a orientar sus 
momenta angulares en direcciones opuestas. Los núcleos par-impar (es decir, aquellos con un 
número impar de protones o de neutrones) tienen spin semientero y es razonable suponer que el 
spin nuclear coincide con el momentum angular dei último nucleón no pareado, resultado que 
parece ser válido en muchos casos. Los núcleos impar-impar tienen dos nucleones no pareados 
(un neutrón y un protón) y los resultados experimentales son un poco más difíciles de predecir. 
Sin embargo, sus momenta angulares son enteros, pues existe un número par de partículas. 

(iii) Momento magnético. Recordemos que una carga en movimiento posee un mo¬ 
mento magnético orbital proporcional a su momentum angular orbital L y que, según la 
ecuación 23.20, está dado por = {ql2m)L. Para el caso de los protones, la carga esq = +ey 

tiene la misma dirección que L. Como los neutrones no tienen carga, no poseen un momento 
magnético orbital. La componente dei momento magnético de un protón en dirección dei eje Z es 



Figura 39.1 Spin nuclear. 
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se conoce como magnetón nuclear (Sec. 23.6). 

Si la partícula tiene spin S, puede tener además un momento magnético de spin. Para un 
protón, éste es paralelo a su spin, como corresponde a una carga positiva. Resulta interesante 
notar que el neutrón, aunque no tiene carga eléctrica, tiene un momento magnético de spin 
antiparalelo a su spin. 

El momento magnético de spin dei protón y dei neutrón se expresa como 

Ms = y Ms,, = (39-2) 

donde es una constante característica de cada partícula, conocida como razón giromagnética 
de spin. El valor para el protón es = +5.5855 y para el neutrón es g^^ = -3.8263. (Para el 
electrón ”= -2.0, Sec. 23.7.) Como = ±|, los momentos magnéticos resultantes, en térmi¬ 
nos de magnetones nucleares, son 2.7927 para el protón y -1.9131 para el neutrón. Estos resul- 


876 Esfructura nuclear 


tados sugieren que el protón y el neutrón tienen una estractura compleja, que analizaremos en la 
sección 41.8. 

El momento magnético resultante M de un núcleo se obtiene combinando, de manera apro- 
piada, los momentos magnéticos de los nucleones; es directamente proporcional al spin nuclear ly 
la relación se puede escribir como donde çes una constante característica de cada 

núcleo y se conoce como razón giromagnética dei núcleo. 


39 J InergÍG de enlace nyclear 

La energia de enlace de un núcleo es la que se libera cuando se forma el sistema o la energia que 
debe suministrarse al sistema para separarlo en sus componentes, esto es, en los nucleones que con- 
forman el núcleo. La energia de enlace de un sistema de masa M, compuesto por partículas de masa 
m., está dada por (recuerde la Ec. 20.21), 

£b = (39.3) 

Debido a que la intensidad de la interacción nuclear es mucho mayor que la eléctrica en átomos y 
moléculas, la energia de enlace de los núcleos es muy grande, lo que produce masas nucleares 
apreciablemente menores que la suma de las masas de sus nucleones. 

La energia de enlace de un núcleo de masa M compuesto por A nucleones, de los cuales Z 
son protones y A-Z neutrones, se puede expresar como 

£b = [7mp + {A - ''Z)m„ - M]c^ J 

= 931.48[Zmp + (A - Z)m„ - M] MeV (39.4) 


En la primera ecuación las masas se deben expresar en kilogramos, mientras que en la segunda 
deben estar en uma. 

Un indicativo de la estabilidad de un núcleo energia de enlace media es la por nucleón,^^/^- 
En la figura 39.2 se da su valor para vários núcleos. Se puede apreciar que la energia de enlace 
por nucleón es máxima para los núcleos que se encuentran en la región de número de masa A = 60. 
Por tanto, se liberará energia si dos núcleos ligeros se unen para formar un núcleo de masa mediana 
(proceso conocido como fusión) y si un núcleo masivo se divide en dos fragmentos de masa media¬ 
na (proceso conocido como fisión). 

El hecho de que la energia de enlace por nucleón varie menos dei 10% por arriba de A = 10 
sugiere que cada nucleón interactúa únicamente con sus vecinos inmediatos, independientemente 
dei número total de nucleones presentes en el núcleo. La disminución lenta después de A = 60 es 
consecuencia dei efecto de desestabilización debido a la fuerza de repulsión de Coulomb, que es de 
largo alcance, entre los protones dei núcleo. 



Figura 39.2 Energia de enlace 
por nucleón en función dei 
número de masa. 


Número de masa, A 
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39,5 Fueries nucleores 

Haremos ahora un resumem de las principales propiedades de las fuerzas nucleares que han sido 
determinadas experimentalmente. 

(i) La fiierza nuclear es de corto alcance. Corto alcance significa que la fiierza nuclear 
es apreciable sólo cuando las partículas en interacción están muy cercanas, a una distancia dei 
orden de 10“^^ m o menor. A grandes distancias es despreciable. Podemos decir que es de corto 
alcance porque a distancias mayores que m, correspondiente a las dimensiones nucleares, 
la interacción que regula la dispersión de nucleones y el agrupamiento de átomos en moléculas 
es electromagnética. Si la fuerza nuclear fuera de largo alcance, la interacción nuclear entre 
núcleos atómicos seria fundamental en la formación de moléculas (dominaria a las fuerzas elec¬ 
tromagnéticas, que son más débiles, dei mismo modo que la interacción electromagnética domi¬ 
na a la gravitatoria en la formación de átomos y moléculas). 

El alcance de las fuerzas nucleares puede determinarse mediante experimentos de dis¬ 
persión. Supongamos, por ejemplo, que lanzamos un protón contra un núcleo. Al acercarse, el 
protón se ve sujeto a la repulsión eléctrica y a la fuerza nuclear. Si esta última tuviera un alcance 
comparable al de la fuerza eléctrica, el movimiento dei protón, independientemente de la distan¬ 
cia a la que esté cuando sobrepase al núcleo, se veria afectado por ambos tipos de fuerza, y la 
distribución angular de los protones dispersados se apartaria apreciablemente de los resultados 
obtenidos con una dispersión puramente eléctrica (o de Coulomb). 

Sin embargo, si el alcance de la fuerza nuclear fuera pequeno, los protones que pasan a 
una distancia dei núcleo mayor que este alcance experimentarian una fuerza fundamentalmente 
eléctrica. Solamente aquellos protones con suficiente energia cinética inicial para vencer la re¬ 
pulsión de Coulomb y pasar cerca dei núcleo seWerian afectados por la fuerza nuclear y su 
dispersión seria distinta de la de Coulomb, según se analizó en la sección 23.3. Ésta es la situa- 
ción que se observa experimentalmente, confirmando así el corto alcance de la fuerza nuclear. 

En consecuencia, en un núcleo cada nucleón sólo interactúa nuclearmente con sus veci- 
nos cercanos, como se indica en la figura 39.3. Como la repulsión de Coulomb es de largo 
alcance, cada protón interactúa eléctricamente con todos los demás protones, como los electro- 
nes en un átomo. 

(II) La fuerza nuclear parece ser Independlente de la carga eléctrica. Esto significa 
que la interacción nuclear entre dos protones, dos neutrones o un protón y un neutrón es básica¬ 
mente la misma. Por ejemplo, dei análisis de la dispersión protón-protón y neutrón-protón, se ha 
concluido que la parte debida a la fuerza nuclear es esencialmente la misma en ambos casos. 
Esto también está apoyado por el hecho de que la energia de enlace por nucleón es la misma, sin 
importar la proporción de neutrones y protones en el núcleo. Debido a esta propiedad, los protones 
y neutrones se consideran equivalentes en cuanto a la fuerza nuclear, y se les denomina con el 
nombre genérico de nucleones. 

(ill) La fuerza nuclear depende de la orlentaclón relativa de los spins de los nucleones. 

Este hecho ha sido confirmado por experimentos de dispersión y mediante el análisis de los 
niveles de energia nucleares. Así, la energia de un sistema de dos nucleones en el que las dos 
partículas tienen sus spins en la misma dirección (tt) es distinta de la dei mismo sistema con sus 
spins en direcciones opuestas (ti). De hecho, el sistema neutrón-protón tiene un estado ligado, 
el deuterón, en el que los dos nucleones tienen sus spins paralelos (5=1), pero no existen 
estados ligados si los spins son antiparalelos (5 = 0). 

(iv) La fuerza nuclear no es completamente central; depende de la orlentaclón de 
los spins con respecto a la línea que une a los dos nucleones. Esta propiedad fue deducida al 
notar que incluso en el núcleo más sencillo (el deuterón), el momentum angular orbital de los 
dos nucleones con respecto a su centro de masa no es constante, al contrario de la situación que 
se presenta cuando las fuerzas son centrales. 

(v) La fuerza nuclear, a distancias mucho menores que su alcance, es de repulsión. 
Se ha introducido está hipótesis para explicar la separación media constante de los nucleones, 
que da como resultado un volumen nuclear proporcional al número total de nucleones, y para 
explicar también ciertas características de la dispersión nucleón-nucleón. 


/ \ ' / \ / 
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Figura 39.3 Empaquetamiento de 
nucleones en un núcleo. 
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Figura 39.4 Formas empíricas 
de la energia potencial nuclear. 


A pesar de toda esta información acerca de las fuerzas nucleares, la expresión correcta 
para la energia potencial de la interacción nuclear entre dos eucleones aún no se conoce dei 
todo bien, aunque se han propuesto varias expresiones. En 1935, Hideki Yukawa (1907-1981) 
sugirió la expresión 

EJr) = (39,5) 

r 

donde E^y a son dos constantes empíricas: a está relacionada con el alcance de la fuerza 
nuclear y Eq da la intensidad de la interacción. El factor decreciente exponencial hace que 
el potencial de Yukawa disminuya a cero más rápidamente que la energia potencial eléctrica, 
la cual varia con l/r. Sin embargo, aún existen dudas sobre si la interacción nuclear se puede 
describir en términos de una energia potencial, dei mismo modo en que hemos podido explicar 
las interacciones gravitatoria y eléctrica. La razón de ello es que la fuerza nuclear es un efecto 
residual de la interacción fuerte entre los quarks que componen a los protones y neuírones. 
(Esto se analizará en la Sec. 41.8.) 

En cualquier caso, para la mayoría de los problemas, la interacción nuclear a bajas 
energias puede representarse esquemáticamente mediante una energia potencial, como se mues- 
tra en la figura 39.4(a). Más allá de una cierta distancia, la energia potencial es prácticamente 
constante o (lo que es equivalente) la fuerza es cero. A distancias muy cortas se debe anadir un 
centro repulsivo. Éste es el tipo de potencial que se utilizó cuando analizamos la interacción n-n 
y p-p. Para esta última, sin embargo, también debemos incluir la repulsión de Coulomb e^lATte^r, 
que sólo es de importância más allá dei alcance de las fuerzas nucleares (Fig. 39.4(b)). 


El deuterón, compuesto por un protón y un neutrón, es el más sencillo de todos los núcleos (si 
excluímos el caso trivial dei núcleo de hidrógeno, que es un solo protón). Básicamente, en el enlace 
de un neutrón y un protón sólo interviene la interacción nuclear (en una primera aproximación 
podemos despreciar la débil interacción magnética que resulta de sus momentos magnéticos). Por 
consiguiente, analizando en detalle las propiedades dei deuterón podemos obtener valiosa informa¬ 
ción acerca de la naturaleza de las fuerzas nucleares. 

El deuterón sólo tiene un estado estacionário, con una energia E - -E^ = - 2.224 MeV, que 
es igual a la energia necesaria para separar al neutrón dei protón, y es la energia de enlace dei 
deuterón. Tenemos también que su spin es / = 1. Entonces podemos suponer que el neutrón y el 
protón tienen sus spins paralelos (esto es S = 1) y que el momentum angular orbital de su movi- 
miento con respecto a su centro de masa es cero (L = 0). En un estado con L = 0 no hay momento 
magnético orbital y el momento magnético dei deuterón deberá ser igual al momento magnético de 
spin o, como 5 = 1, = 2.7927 - 1.9131 = 0.8796 magnetones nucleares, que está muy cerca 

dei valor experimental = 0.8574 magnetones nucleares. Por tanto, la suposición sobre el estado 
fundamental parece ser una buena aproximación. 

Para determinar las propiedades dei deuterón, debemos proceder dei mismo modo que en el 
capítulo 37, cuando analizamos la estructura atómica. Primero, debemos expresar la ecuación de 
Schródinger con una energia potencial adecuada, según se indica en la figura 39.5. Como no se 
conoce la forma exacta dei potencial nuclear, por simplicidad podemos representarlo mediante un 
pozo de potencial rectangular, como el de la figura 39.5; esto es, (r) = -Eq para 0 < r < a y 0 para 
r> a, donde a es el alcance de las fuerzas nucleares y Eq la profundidad dei pozo. Esta energia 
potencial es parecida al pozo analizado en la sección 37.6, con Eq = £, pero con una diferencia 
importante. El pozo de potencial de la sección 37.6 es lineal o unidimensional, mientras que el dei 
deuterón es tridimensional. Esto introduce algunos câmbios en la ecuación de Schródinger y en las 
funciones de onda, debido a que debe considerarse el momentum angular orbital relativo dei neu¬ 
trón y dei protón. Sin embargo, para L = 0, o estado s, la función de onda tiene simetria esférica y 
podemos utilizar los resultados de la sección 37.6. Esto significa que la función de onda radial es 
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Figura 39.5 (a) Pozo de potencial 
rectangular en tres dimensiones en el 
deuterón. (b) Función de onda radial 
dei estado fundamental. 

parecida (excepto por un factor l/r) a la representada en Ia figura 37.7(a) y reproducida, para el 
presente caso, en la figura 39.5(b). 

La energia se determina aplicando el método explicado en la sección 37.6 para un pozo 
de potencial. Mediante el valor conocido, E^, de la energia dei estado fundamental dei deuterón 
y siguiendo la técnica delineada en la nota 37,1, obtenemos Eq = 1.48 x 10"^^ MeY m^. Para 
obtener E^y a por separado se necesita otra relación. De los experimentos de dispersión pode¬ 
mos estimar el alcance a (véase la sección siguiente), Asi, si a es dei orden de 2 x m, 
tenemos que Eq es de 37 MeV, aproximadamente. Si utilizamos algún otro tipo de potencial de 
corto alcance en lugar dei pozo cuadrado, obtenepios valores distintos para Eq y a. Por tanto, el 
valor de Eq obtenido aqui sólo debe tomarse como indicativo dei orden de magnitud dei poten¬ 
cial nuclear. 

Para una descripción más precisa dei sistema neutrón-protón dei deuterón, es necesario 
incluir un momentum angular orbital, L = 2, además de L = 0. Esto permite calcular con mayor 
precisión algunas de sus propiedades, como su momento magnético. La mezcla de estados L = 0 
y L = 2 combinados con 5=1 sigue dando /= 1, si los dos vectores están en direcciones opuestas. 



(a) 


u(r) 



(b) 


Otra fuente de información acerca de la fuerza nuclear entre nucleones son los experimentos de 
dispersión. Para realizar experimentos de dispersión protón-protón se hace incidir un haz de 
protones, provenientes de un acelerador, sobre un blanco que contiene átomos de hidrógeno, y 
después se analizan los protones dispersados. La desviación respecto a la dispersión puramente 
eléctrica o de Coulomb da información sobre la fuerza nuclear. En la dispersión neutrón-protón, 
un haz de neutrones provenientes de un reactor o de otra fuente es proyectado sobre un objetivo 
compuesto de átomos de hidrógeno y se observan los neutrones dispersados, En este caso, la 
dispersión se debe exclusivamente a la fuerza nuclear. 

Consideremos un haz de neutrones que se mueven a lo largo dei eje Z hacia un blanco 
compuesto por átomos de hidrógeno (Fig. 39.6). Sólo los neutrones que pasan muy cerca dei 
blanco están sujetos a las fuerzas nucleares de corto alcance debidas a la interacción con los 
protones, y son desviados de su dirección original de movimiento, Los neutrones dispersados se 
mueven en todas direcciones. Sin embargo, la intensidad de la dispersión no es necesariamente 
la misma en todas las direcciones. Del análisis de la distribución angular de los neutrones dis¬ 
persados es posible estimar las fuerzas nucleares que producen dicha distribución. Estos experi¬ 
mentos confirman que la fuerza nuclear es de corto alcance pues sólo aquellos neutrones que 
pasan cerca de los protones se ven afectados. 

Otro resultado experimental es que la dispersión no es la misma cuando el neutrón y el 
protón tienen sus spins en la misma dirección (ít) que cuando están en direcciones opuestas 
(tl). Esto confirma que la fuerza nuclear depende dei spin. Por ejemplo, suponiendo un alcance 
a = 2x 10"^^ m, se tiene que Eq = 33 MeV, para spins paralelos (5= 1) y Eq = 21 MeV, para spins 
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Figura 39.6 Dispersión de 
partículas. 


Neuírones dispersados 



antiparalelos (S = 0). El primer resultado concuerda con el obtenido para el deuterón. Como 
para spins antiparalelos es demasiado pequena para tener un estado ligado n-p, el deuterón existe 
sólo con 5= 1. 

Los experimentos de dispersión neutrón-neutrón son más difíciles de efectuar, ya que es 
impesible tener un blanco sólo de neutrones; por consiguiente, se hacen necesarios algunos méto¬ 
dos indirectos, que no analizaremos. 



Un problema básico en la física nuclear es determinar el movimiento de los nucleones en un núcleo 
y de éste deducir las propiedades nucleares, tanto en el estado fundamental como en los estados 
excitados. El problema es más complejo que en el caso atómico debido a la falta de una fuerza 
central dominante y a la existência de dos tip)os de partículas, neutrones y protones, que obedecen 
separadamente el principio de exclusión, lo que limita sus movimientos en el núcleo. Sin embargo, 
parece razonable supK)ner que cada nucleón se mueve en un campx) de fuerza promedio producido 
por los demás nucleones y que, en una primera aproximación, puede tomarse como central. Así, 
usando un modelo de partículas independientes, como lo hicimos en el caso de los electrones de un 
átomo, podemos caracterizar los estados de energia dei nucleón mediante números cuánticos ny l, 
que dan el nivel de energia y el momentum angular orbital. El número cuántico n se escoge para 
designar el orden creciente de energia en que aparecen los niveles sucesivos con el mismo valor de 
/. Así, lí, 2s, 3í,..., etc., representan al primer nivel, segundo, tercero,..., con / = 0 en orden crecien¬ 
te de energia. 

Del mismo modo que los átomos presentan una estructura de capas y tienen capas comple¬ 
tas cuando todos los niveles de energia tienen su cuota de electrones, los niveles nucleares también 
muestran una estructura de capas. Como hay dos clases de partículas en un núcleo, existe una 
distribución de capas dobles, una para protones y otra para neutrones. Para valores de Z o ^corres- 
pondientes a capas completas, se tienen núcleos particularmente estables, de la misma manera que 
los gases nobles consisten en átomos con ciertas capas electrónicas completas. Estos valores de Z o 
(generalmente llamados números mágicos) son 2,8,20,28,50,82 y 126. Los núcleos con núme¬ 
ro mágico presentan una primera energia de excitación anormalmente alta (Fig. 39.7), que sugiere 
que al llegar a un número mágico existe una gran banda prohibida de energia entre el último nivel 
o capa llenos y el siguiente nivel vacío. Éste es también el caso de los átomos en un gas noble. 

Para explicar los valores de los números mágicos se supone que, además de la fuerza cen¬ 
tral promedio, existe en los núcleos una fuerte interacción spin-órbita (no necesariamente de 
origen electromagnético, como en el caso de los electrones atómicos), que actúa sobre cada nu¬ 
cleón y que es proporcional a S • L. La existência de la interacción spin-ótbixa está apoyada amplia- 
mente por evidencias experimentales. 

El momentum angular total de un nucleón es la suma de los momenta angular orbital y de 
spin / = L + S, con l/l = V j(j +1)^ . Como S puede ser paralelo o antiparalelo con respecto a L, 
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a 6.8 MeV 



Figura 39.7 Energia dei primer 
estado excitado para núcleos parpar. 


dando dos valores diferentes dei momentum angular total J, cada nivel (n, 1) está dividido en dos 
debido a la interacción spin-órbita, con el nivel de menor energia correspondiente ãLy S para¬ 
lelos. Por consiguiente, el estado de un nucleón con cierta energia está caracterizado por los 
números cuánticos n, I y j, con j = l±\. Para un valor de / dado, el estado con 7 = / + i tiene menor 
energia que el estado con j = Esto es lo contrario al caso de los electrones en un átomo y 
muestra que la interacción spin-órh\ià nuclear no es de origen electromagnético. 

Para cada estado n,lyj existen 2j + 1 valores de m correspondientes a las 2j + 1 posibles 
orientaciones de / con respecto a un eje dado, que correspondeu a los valores = mh, con m = 
±j, ±(J - 1),..., ±\. Asi pues, según el principio de exclusión, el número máximo de neutrones o 
protones en un nivel o estado n, l,j dado es 2 y + 1 ; esto es 

; i 3 5 2 9 U. 

j 2222222 

Número máximo de protones O neutrones 2 4 6 8 10 12 14 ... 

Como en el caso de los electrones atómicos, cada estado de un nucleón está denotado con las 

letras s, p, d, etc., correspondientes al valor de /, y un subindice que da el valor de j. Por tanto, 
para / = 0 tenemos un estado 5^2 / = 1 tenemos estados y p^^j / = 2 los estados son 

dyi y d^i 2 y asi sucesivamente. 

La distribución de niveles de energia de una sola particula, que se muestra de manera 
esquemática en la figura 39.8, indica que, debido a la fuerza central promedio, cada nivel (n, 1) 
está separado en dos por la interacción ípm-órbita. La distribución cumple con los requisitos de 
la evidencia experimental. Las bandas prohibidas de energia en los números mágicos ocurren 
cada vez que aparece un nuevo valor alto de /, produciendo una gran separación spin-órh\ià. 




Figura 39.8 Niveles de energia de 
una sola partícula en el modelo 
de capas. 


39,9 Transiclones radiativas nucltares 

Un núcleo, al igual que un átomo o molécula, puede tener vários estados excitados. Estos esta¬ 
dos se pueden clasificar en dos grupos: excitaciones de partícula y excitaciones colectivas. En 
una excitación de particula uno o más nucleones pasan a un nivel de mayor energia sin modifi¬ 
car esencialmente el movimiento de los demás nucleones. Esto es semejante a las excitaciones 
electrónicas en los átomos y moléculas. Las energias de las excitaciones de particula son dei 
orden de un MeV. 

Las excitaciones colectivas son resultado dei fuerte enlace entre los nucleones, de modo 
que si el movimiento de un nucleón se distorsiona ligeramente, la perturbación se extiende al 
resto de los nucleones. Los nucleones que ocupan capas superiores no llenas en núcleos alejâdos 
de los números mágicos, ejercen una especie de acción polarizadora sobre el kemel y tienden a 
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darle al núcleo una forma de equilíbrio no esférica, que se asemeja a un elipsolde. Esta defoimacióe 
nuclear es paiticularmente grande en las regiones 90 < < 114 y Z > 88, en las que el número de nu- 

cleones fuera de las capas cerradas es relativamente grande. Los núcleos deformados, a semejanza de 
las moléculas, pueden tener movimiento de rotación, lo que se conoce como rotadón colectiva. La 
energia de rotación colectiva está cuantizada y, por consiguiente, un núcleo deformado tiene vários 
niveles de energia de rotación. Para núcleos parpar, los niveles de energia de rotación están dados por 

£rot = 1) (39.7) 


E, keV E, keV 

g+- 1085 8+—— 514 


-641 7 6+- 303.7 

4+-309.3 4+-146.0 

2+-93.3 2+- 44.11 

0+-0 0+-0 

ÍSOHf 238pu 

Figura 39.9 Niveles de energia 
de rotación dei y dei ^®Pu. A 
la izquierda de cada nivel se da el 
valor (k /. 


donde /(/ -i-l)^^ es el cuadrado dei momentum angular de rotación dei núcleo completo e es el 
momento de inércia efectivo. Por razones de simetria, / sólo puede tomar valores pares; esto es, /=0, 
2,4,... El momento de inércia efectivo dei núcleo ^ siempre es menor que el momento de inércia que se 
obtendria si el núcleo fuera un elipsoide rigido. Esto demuestra que no todos los nucleones participan 
de la misma manera en el movimiento de rotación. En la figura 39.9 se muestran los niveles de energia 
de rotación para el '^Hf y el ^^^Pu. Estos niveles siguen claramente el patrón dado por la ecuación 39.7. 
Para núcleos que no son par-par, la distribución de niveles de rotación es más complicada. 

Algunos núcleos son capaces de experimentar vibraciones que modifican su forma con 
respecto a la forma de equilíbrio, sin cambiar su volumen, lo que se conoce como vibraciones 
colectivas. Cada núcleo tiene vários modos de vibración. Un núcleo puede estar en vários estados 
excitados de vibración separados por la misma energia hú), donde O) es la frecuencia angular de 
vibración. En la figura 39.10 se muestran algunos niveles de vibración de ^^Kr, *^^e, *^^Xe y *^^Pt. 

Las energias de excitación de vibración y de rotación colectivas en general son mucho 
menores que las de excitaciób de particula, y sólo llegan a unos pocos keV. Esto explica los prime- 
ros estados excitados muy bajos de los núcleos altamente deformados, que se encuentran entre 
números mágicos. Los núcleos que tienen capas completas son esféricos y no presentan niveles de 
vibración ni de rotación bajos. Los que tienen capas casi completas sólo se deforman ligeramente y no 
muestran niveles excitados de rotación, sino sólo de vibración. De nuestro análisis vemos que los 
niveles de energia de un núcleo son tan complejos como los de una molécula. Sin embargo, la predic- 
ción teórica de los niveles de energia de un núcleo es más difícil debido a nuestro conocimiento 
incompleto de la interacción nuclear. 

Un núcleo puede pasar a un nivel excitado de energia si absorbe un fotón con la energia 
adecuada o si sufre una colisión inelástíca con una particula rápida. Un núcleo excitado puede ceder 
su exceso de energia y sufrir una transición al nivel fundamental con la emisión de radiación electro¬ 
magnética o rayos y. Asi, el espectro nuclear de rayos y tiene un origen similar al de los espectros 
atómico y molecular; es resultado de un reajuste dei movimiento de los nucleones en una transición 
entre dos estados estacionários nucleares. En la figura 39.11 se muestran algunas transiciones y dei 
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Figura 39.10 Niveles de energia de 
vibración de algunos núcleos. 


Figura 39.11 Transiciones yradiativas 
dei >”Cd,'^Xey'^Xe 
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y El momentum angular de cada nivel está dado a la izquierda y en el lado 

derecho se tiene la energia de cada nivel con respecto al estado fundamental. 

Como los fotones y son de alta energia, producen ionización, disociación molecular, des- 
plazamientos atómicos en sólidos e, incluso, excitaciones en núcleos y emisión de nucleones cuan- 
do se propagan por la matéria. Por tal motivo es necesario protegerse cuando se manejan fuentes 
de rayos y. Pero, por la misma razón, los emisores y se utilizan mucho en la medicina y la industria. 

PREGUNTÁS 


a ■ rtii 

r K. Q s. 


39.1 ^Cuál es la diferencia entre isótopos e isóbaros? 

39.2 ^De qué manera varían el “volumen” y la “superfície” de 
un núcleo con respecto al número de masa A? 

39.3 ^Por qué debemos recurrir a la existência de la 
interacción nuclear para explicar la estabilidad nuclear? 

39.4 ^Cuál es la evidencia que sugiere el “pareamiento de 
nucleones” en un núcleo? 

39.5 ^Puede usted estimar cómo debe variar la componente 
eléctrica de la energia de enlace de un núcleo con respecto a Z y A? 

39.6 ^La masa de un núcleo es menor, igual o mayor que la 
suma de la masa de los nucleones? ^De qué manera se relaciona 
con la intensidad de la fuerza nuclear? 

39.7 ^Cuál evidencia sugiere que la fuerza nuclear és de corto 
“alcance”? 

39.8 ^Cuál evidencia experimental indica que la fuerza 
nuclear no es central? 

39.9 ^Qué información acerca de la fuerza nuclear se obtiene 
de la dispersión neutrón-protón? 

PROBLEMÂS 

Nota: Se necesita una tabla de núclidos para resolver algunos de 
los problemas de este capitulo. 

39.1 El boro ordinário es una mezcla de los isótopos y 
La masa atómica (o quimica) compuesta es de 10.811 uma. 

^Qué porcentaje en (a) número, (b) masa, de cada uno de los 
isótopos está presente en el boro natural? 

39.2 (a) Calcule el radio nuclear dei ’^®Sn y ^°^Pb. 

(b) Calcule el radio de las órbitas de los electrones K para estos 
núcleos. ^Cuál es su conclusión? 

39.3 Estime la energia cinética de un nucleón dentro de un 
núcleo (a) mediante un esquema mecanocuántico de la particula 
en una caja de potencial de 10“’^ m de ancho, (b) considerando 
la longitud de onda de de Broglie dei nucleón, que es dei orden 
de 2Kr, con r = ICri’^ m. 

39.4 (a) Estime la energia de repulsión de Coulomb de los dos 
protones dei ^He (suponga que están separados 1.7 x 10"*^ m). 

(b) Compare esta energia con la diferencia de energias de enlace 
dei ^Hy dei ^He. ^E1 resultado es compatible con la suposición 
de que las fuerzas nucleares son independientes de la carga? 


39.10 ^Por qué se necesita una interacción 5pm-órbita fuerte 
para explicar la estmctura de capas dei núcleo? 

39.11 Analice el concepto de “números mágicos” en un 
núcleo. ^Cómo se relacionan con la interacción ípin-órbita? 

39.12 ^Por qué la figura 39.7 apunta hacia los números 
mágicos? 

39.13^ ^Cuáles son las semejanzas y diferencias entre las 
figuras 39.7, para núcleos, y la 23.17, para átomos? 

39.14 Haga una tabla en donde se comparen las propiedades 
de la fuerza nuclear con la interacción electromagnética. 

39.15 Observe una tabla de núclidos e identifique algunos 
núcleos “doblemente mágicos”. Compare tambiéh el número de 
isótopos de los núcleos mágicos con los de otros núcleos. 

qué conclusión llega? 

39.16 Explique la diferencia entre excitaciones de particula y 
excitaciones colectivas en los núcleos. 


39.5 Calcule la energia de enlace total y por nucleón para ^Li, 

lÓQ, 57pg^ 176Ly 

39.6 (a) Calcule la energia de enlace para 

y 1^0. (b) Haga lo mismo para ^'♦C, >^0, y i^Ne. 

(c) Con base en el resultado de (a) y (b) explique la variación en 
la energia de enlace a medida que se anade un neutrón o un 
protón al núcleo. 

39.7 Se han encontrado experimentalmente las siguientes 
diferencias de masa; 

(a) IH 2 - 2h = 1.5434 X 10-3 uma 

(b) 32H-|12 c = 4.2300 X 10-2 uma 

(c) 12 CIH 4 - 1^0 = 3.6364 X 10-2 

Sobre la base de que ’2c = 12.000 uma, calcule la masa atómica 
dei ^H, 2H y Compare el resultado con los valores experi- 
mentales. 

39.8 Una lâmina de aluminio dispersa 103 particulas a por 
segundo en una dirección dada. Si la lâmina es sustituida por 
una de oro de igual grosor,'calcule el número de particulas a 
que serán dispersadas en la misma dirección. (Se puede 
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demostrar que la probabilidad de dispersión es directamente 
proporcional al cuadrado dei número atómico dei dispersor y a 
la cantidad de átomos por unidad de volumen.) 

39 J Un haz de partículas a de 12.75 MeV es dispersado por 

una lâmina de aluminio. Resulta que el número de partículas 
dispersadas en una dirección dada empieza a desviarse dei valor 
predicho por la dispersión de Coulomb a aproximadamente 54°. 
Si se supone que las a tienen un radio de 2 x 10“*^ m, estime el 
radio dei núcleo de aluminio. (Sugerencia: Use la ecuación para 
la distancia de máximo acercamiento dada en el ejemplo 9.10, 
en la que k es sustituida por /4;íEq, z es la carga de la 
partícula a y Z es el número atómico dei aluminio.) 

39.10 El momento de inércia de un núcleo de masa M y radio 
medio R, si se le considera como una esfera sólida, es / = 

Con número de masa A igual a (a) 50, (b) 100 y (c) 150, estime 
la energia (en MeY) de los rayos yemitidos en una transición de 
un nivel de energia de rotación con / = 2 a uno con 1 = 0. 
Compare el resultado con la energia de los rayos y emitidos por 
núcleos par-par en tales regiones. ^ A qué conclusión llega? 

39.11 Un núcleo elipsoidal de simetna axial tiene semiejes a y 
b. El radio nuclear medio R es el radio de la esfera cuyo volumen 
es el mismo que el dei elipsoide, de manera que R^ = cãP-. 

(a) Verifique que úa = R^ àR entonces b = R-\ AR, en una 
primera aproximación. El cociente ô = AR/R se conoce como 
deformación dei núcleo, (b) El momento de inércia de un 
elipsoide de revolución alrededor de un eje perpendicular al de 
simetria es / = M(a^ + IP-). Exprese el momento de inércia en 


términos de ô, despreciando los términos ARp. (c) Use el 
resultado para calcular los niveles de energia de rotación de un 
núcleo deformado. 

39.12 El momento cuadrupolar eléctrico de un núcleo 

deformado es g = y + b^). Expréselo en términos de õ (vea 

elProb. 39.11). 

39.13 (a) De los niveles de energia de rotación de la figura 
39.9, estime el momento de inércia de (b) Estime la 
deformación AR/R de ^^®Hf y calcule el valor obtenido dei 
momento cuadrupolar eléctrico. (Sugerencia: Recuerde el Prob. 
39.11.) 

39.14 Remítase a la figura 39.11 (a) y (b) y suponga que cada 
uno de los niveles mostrados se debe a una transición de 
partícula; con la ayuda dei esquema de modelo de capas de la 
figura 39.8, escriba la configuración para el estado fundamental 
y para los primeros dos estados excitados. 

39.15 (a) Mediante el resultado dei problema 25.13, demuestre 

que la energia eléctrica de un núcleo de número atómico Z y 
número de masa A es (1/4 ;eEq) y o 0.62Z2A“*'^ MeV. 

(b) Calcule su valor para el núcleo . Compare el resultado con la 
energia de enlace dei núcleo, (c) Repita el cálculo para ^^Fe . 
^Cuál es su conclusión? 

39.1é Compare la densidad nuclear con la densidad de un 
agujero negro que tiene la misma masa que el Sol (recuerde el 
Ej. 11.5). lA qué conclusión llega? 















Enrico Fermi fue uno de los líderes 
dei desarrollo de la física nuclear, en 
la década de los treinta. Estudió la 
desintegración p y formuló una teoria 
dei proceso (1933). Estudió también 
la producción de radioisótopos 
mediante bombardeo con neutrones y 
obtuvo los primeros elementos 
transuránidos (1934). Las investigacio- 
nes de Fermi sobre la física dei neutrón 
contribuyeron al estúdio de la físión 
nuclear. En 1942, él y sus colegas de la 
University of Chicago lograron la 
primera reacción nuclear en cadena con 
êxito. Fermi se interesó también en la 
termodinâmica, la mecânica estadística 
y la teoria cuántica dei campo, y fue un 
gran difusor de la ciência y un gran 
educador. 


40,1 Introducción 

885 

40.2 Desintegración radiactiva 

CO 

oo 

40.3 Desintegración a 

888 

40.4 Desintegración ^ 

891 

40.5 Reacciones nucleares 

O 

CO 

40.6 Fisión nuclear 

896 

40.7 Reacciones de fisión en cadena 

897 

40.8 Fusión nuclear 

900 

Notas 

40.1 Descubrimiento dei neutrón 

895 

40.2 Reactores de fisión nuclear 

898 

40.3 Reactores de fusión nuclear 

901 

40.4 La formaciqn de los elementos 

902 


40.1 Introduccíón 

En este capítulo examinaremos algunos procesos nucleares, como las desintegraciones radiactivas 
y las reacciones nucleares, en los que hay una modificación de la configuración de los nucleones 
junto con la absorción o emisión de energia. Muchos procesos nucleares ocurren de manera natural, 
pero otros son producidos artificialmente en el laboratorio usando diferentes tipos de máquinas 
aceleradoras o reactores nucleares. 

40.2 Desintegración radiactiva 

La mayona de los núcleos son combinaciones estables de nucleones (Fig. 40.1). Sin embargo, 
algunas combinaciones de protones y neutrones no dan lugar a configuraciones nucleares estables. 
Estos núcleos son, por tanto, inestables o radiactivos. Los núcleos inestables tienden a formar una 
configuración estable liberando ciertas partículas y energia. A estas parículas, cuando fueron obser¬ 
vadas por primera vez al final dei siglo xix por Antoine Becquerel (1852-1908), Pierre (1859-1906) 
y Marie Curie (1867-1934) y otros, se les dio el nombre de partículas ay p. 
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Figura 40.1 Núclidos estables 
y radiactivos. Las rectas trazadas 
a 45° correspondeu a núclidos 
con igual número de masa, A. 



Las partículas a son núcleos de helio, ^He, compuestos por dos protones y dos neutrones. 
Las partículas f5 son electrones, con carga negativa -e, o positrones, con carga positiva -he. Los dos 
tipos de desintegración jSse denominan j5~y P*, respectivamente. En la desintegración P se emite 
también un neutrino. En ambas desintegraciones, a y se tiene como resultado un nuevo núcleo. 
El núcleo hijo o residual en ocasiones queda en un estado excitado y en la transición a su estado 
fundamental emite rayos y. 

La mayoría de los isótopos de los elementos cuyo número atómico es Z > 81 (0.4 > 206) son 
radiactivos de manera natural. Hay algunos núcleos más ligeros que también son radiactivos, como 
el y el j^K. Además se han producido en el laboratorio muchos otros núcleos radiactivos me¬ 
diante el uso de reactores y aceleradores de partículas. En la figura 40.2 se muestra una de las tres 
cadenas radiactivas naturales, la conocida como serie dei urânio, que empieza con el y termina 
con la producción dei núcleo estable ^^b o RaG. Las otras dos cadenas radiactivas son la serie dei 
actinio y la dei torio. Los núclidos m^ masivos de estas series son el y el , respectivamente. 

Se ha observado que todos los procêsos radiactivos obedecen una ley de desintegración 
exponencial. Así, si Nq es el número inicial de núcleos inestables, el número de núcleos que quedan 
después dei tiempo t está dado por 

























































siniegraáónradiadivQ 887 


■HHHHBI 



TI Pb Bi Po At Em Fr Ra Ae Th Pa U 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 

Número atómico 


donde Z es una constante característica de cada núclido, llamada consíaní® de desmíegradón. Se 
expresa en s"^ (o con el recíproco de cualquier otra unidad de tiempo). La ecuación 40.1 está 
representada en la figura 40.3. Para cada núclido radiactivo existe un intervalo de tiempo fijo T, 
conocidocomo vida media durante elcualel número de núcleos que existen al principio dei interva¬ 
lo se ve reducido a la mitad al final dei mismo. De modo que si inicialmente tenemos Nq núcleos, 
después de un tiempo T tendremos sólo Nq/2, después de 2rhabrá ÍVq/ 4, y así sucesivamente. Para 
hallar T, hacemos N - j-N^ y / = Ten la ecuación 40.1. Entonces íNq = Nq e“^^ o e^^ = 2. Usando 
logaritmos tenemos que A,r= In 2 = 0.693 o 

T = 0.693/Ã (40.2) 

que relaciona a Tcon A,. Las senúvidas observadas van desde un gran número de anos, como la de la 
desintegración a dei ^®^i, que es de unos 2 x 10^® anos y la j3“ dei **^In, de aproximadamente 6 x 10^"* 
anos, hasta fracciones de segundo, como el caso dei ^Be, que tiene una desintegración a con semivida 
dei orden de 10"^^ s. 

La rapidez dN/dí con que se desintegran los núcleos radiactivos se conoce como activWad de 
la sustancia. De la ecuación 40.1 podemos obtener la rapidez con la cual se desintegran los núcleos; 

dN 

— = -ÃNqQ'^^ = -ÃN (40.3 

dí 

Esto indica que la rapidez de desintegración, dN/dt, es proporcional al número de núcleos presen¬ 
tes. Por tanto, la actividad disminuye en la misma proporción y con la misma vida media que el 
número de núcleos N. 

Normalmente, la actividad se expresa en curies (cuya abreviatura es Ci) en honor a Pierre y 
Marie Curie, descubridores dei polonio y el radio. El curie se define como la actividad de una 
sustancia en la que se desintegran 3.7000 x 10*® núcleos por segundo. La actividad de 1 g de Ra es 
aproximadamente igual a un curie. Los submúltiplos que se utilizan son el milicurie (1 mCi = 10"^ Ci) 
y el microcurie (1 fiCi = 10^ Ci). 

Las ecuaciones 40.1 y 40.3 son leyes estadísticas, válidas sólo cuando el número de núcleos es 
muy grande. Por consiguiente, no podemos hablar de la vida media de un solo núcleo o predecir con 
toda certeza cuándo un núcleo dado se desintegrará. Por otro lado. Anos da la probabilidad por unidad 
de tiempo de que un núcleo se desintegre y se puede calcular con base en consideraciones teóricas. 
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Figura 40.3 Desintegración 
radiactiva en función dei tiempo. 


Figura 40.4 Desintegración a. 
El núcleo hijo tiene dos protones 
y dos neutrones menos. 


N 



EJEMPLO 40J 

Cálculo de la masa de 1.00 Ci de cuya vida media es de 5570 anos. 


O Como T= 5570 anos = (5.570 x 10^ ano) x (3.1536 x 10^ s ano"’) = 1.757 x 10” s, la constante de 
desintegración es X = 0.693/r = 3.94 x 10"’^ s"’. Además, IdMd/l = 1 Ci = 3.70 xlO’® s~’. Así pues, 
usando la ecuación 40.3 con valores absolutos, encontramos que 



dN 

dí 


= 9.39 X 10^^ núcleos de 


que también es el número de átomos de carbono presentes. Como la masa atómica dei '^C es de 
14.0077 uma, la masa de los átomos de carbono en un Ci es 

M = (14.0077 X 1.6604 x 10"^^ kgátomo"’) x (9.39 x lO^^átomos) = 2.18 x 10'“^ kg 


40.3 Desinfegración a 

La desintegración a consiste en la emisión de una partícula a o núcleo de helio, ^He, compuesta por 
dos protones y dos neutrones. Cuando un núcleo se desintegra y emite una partícula a, el núcleo 
hijo tiene número atómico con dos unidades menos y número de masa cuatro unidades menor que 
el núcleo padre (Fig. 40.4). Así, si denotamos a los núcleos padre e hijo con XyY, respectivamente, 
podemos expresar el proceso de desintegración a como 

^X-^^:^Y + ^He (40.4) 

Por ejemplo, el es emisor a y se desintegra según el esquema ^fU + i^e. La mayoría de los 

emisores a son núcleos masivos, correspondientes a los núclidos que están al final de la tabla periólica. 

Las partículas a, que son núcleos doblemente mágicos, tienen una gran estabilidad y, por 
tanto, en muchos casos se comportan como una sola unidad o partícula, parecida a los protones y 
neutrones, y por tal motivo se les llama también heliones. Emest Rutherford utilizó partículas a 
como proyectiles para sondear el interior dei átomo y establecer el modelo nuclear (recuerde la Sec. 
23.3). Sin embargo, no debemos pensar que las partículas a existen como tales dentro dei núcleo. 



Núcleo padre Núcleo hijo Partícula a 

Z protones Z - 2 protones 2 protones 

N neutrones N -2 neutrones 2 neutrones 
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Figura 4§.S Energia potencial 
de una partícula a y un núcleo. 


Probablemente hay ciertas correlaciones en el movimiento de los nucleones que ocasional mente 
hacen que algunos de ellos se agrupen en una configuración parecida a una partícula a, que actúa 
como unidad dinâmica durante un corto tiempo. Guando una de tales unidades se encuentra muy 
cerca de la superfície dei núcleo, existe una cierta probabilidad de que el grupo de nucleones escape 
en forma de partícula a, si esto es energéticamente posible. 

En la figura 40.5 tenemos la energia potencial de interacción de una partícula a con respec- 
to al resto dei núcleo, que es semejante a la dei protón (recuerde las Figs. 37.17 y 39.4). La energia 
de las partículas a (aproximadamente de 4 a 9 MeV) es menor que la altura de la barrera de Coulomb 
en la superfície nuclear (de alrededor de 40 MeV, para la mayoría de los emisores a), y estas partí¬ 
culas pueden escapar sólo si penetran en la barrera de potencial. La probabilidad de desintegración 
por unidad de tiempo, X, se puede calcular en términos de la probabilidad P de penetrar la barrera 
(Sec. 37.9). La cantidad P se puede obtener usando los métodos de la mecânica cuántica. Los resulta¬ 
dos concuerdan bastante con los valores experimentales de A. 

La energia liberada en la desintegración a, designada por Q, se obtiene dei cambio de masa 
en el proceso (recuerde la Sec. 20.5); esto es, 

Q = [nix — My — (40.5) 

Para que una desintegración sea natural es necesario que Q>0. Guando las masas se expresan en 
uma y ô en MeV, la ecuación 40.5 queda 

Q = 931.48(mx - my - mj MeV (40.6) 

La desintegración a, expresada en la ecuación 40.4, es un proceso que implica a dos cuerpos, equiva¬ 
lente a la explosión de una granada en dos fragmentos. Por consiguiente, para cada desintegración, la 
conservación de energia y momentum requiere que las partículas a tengan una energia bien definida, 
hecho confirmado experimentalmente. La energia de las partículas a es ligeramente menor que Q, 
pues parte de la energia es utilizada por el núcleo hijo en su retroceso. 

En muchos casos las partículas a provenientes de un núclido dado no tienen la misma 
energia. Por ejemplo, las partículas a dei tienen energias de 4.18 MeV y 4.13 MeV. Esto ocurre 
porque, aunque el núcleo padre se encuentre en su estado fundamental, el núcleo hijo puede formarse 
en su estado fundamental o en uno excitado. La situación se ilustra en la figura 40.6, en la que se 
muestra el esquema de desintegración dei ^*^Be; las seis transiciones a están indicadas con las fle¬ 
chas. En este caso las partículas a están acompanadas por rayos y, como se muestra con las líneas 
verticales. En otros casos se presenta la situación inversa: el núcleo padre se halla en el estado funda¬ 
mental o en uno excitado y el núcleo hijo se forma en el estado fundamental, como se muestra en la 
figura 40.7, para la desintegración dei ^g^Po. También se muestran algunas transiciones y. 
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EJEMPLO 40.2 

Cálculo de la energia cinética de las partículas a emitidas por 

t> El proceso de desintegración es^|fU-^^ 9 oTh+ fHe. Usaremos la eccuación 40.6, Las masas involucradas 
son = 232.1095 uma, my = 228.0998 uma y m^=4.0026 uma. Aplicando la ecuación 40.6 obtenemos 
ô = 5.40 MeV. El valor positivo de Q significa que el proceso es espontâneo. La energia Q se distribuye 
entre la partícula a y el núcleo hijo en proporción inversa a sus masas (recuerde el Ej. 14.5), que en este 
caso es 4/228. Por tanto, las energias cinéticas son = 0,10 MeV y = 5.30 MeV. El valor de 
^k(a) obtuvo suponiendo que el está en su estado fundamental, pero si se forma en un estado 
excitado, entonces el valor de es menor. El valor experimental de las partículas a con más energia 
provenientes dei = 5.32 MeV, de modo que nuestra interpretación parece correcta. 


EJEMPLO 40.3 

Estabilidad dei con respecto a la emisión de otros tipos de partículas. 

t> Ningún núcleo experimenta desintegración con emisión de protones, neutrones, deuterones ni de otro 
tipo, pues el valor de Q para tales procesos es negativo. Por consiguiente, estos procesos no pueden ocurrir 
a menos que se suminisúe energia y se lleve el núcleo padre a un estado excitado, lo que puede suceder en 
ciertas reacciones nucleares. Como ejemplo podemos calcular los valores Q para la emisión de varias 
clases de partículas por parte de un núcleo de mediante la ecuación 40.6, donde y my fiieron 
sustituidas por las masas correspondientes de la partícula emitida y el núcleo hijo. Los resultados se dan en 
la tabla 40.1. Todas las Q son negativas, de modo que el es estable con respecto a la desintegración en ta¬ 
les productos. La razón de que la emisión a dei sea pK)sible se debe a la masa relativamente pequena de las 

partículas a debida a su relativamente grande energia de enlace, que es equivalente a reducir apreciablemente 
las masas “efectivas” de cada uno de los protones y neutrones que las conforman. 
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TaMa 4®ol Valores de Q para la emisión de diferentes partículas nucleares 

por parte dei 


Partícula 

Masa 

Núcleo hijo 

Masa 

Q (MeV) 

n 

1.0087 


231.1082 

- 6.89 

P(’h) 

1.0073 

2^ÍPa 

231.1078 

- 5.22 

d(2H) 

2.0147 

2|0iPa 

230.1060 

-10.4 

t(3H) 

3.0170 

2|9pa 

229.1033 

-10.1 


40o4 Desintegroción p 

Los núcleos que tienen muchos neutrones en comparación con el número de proíones pueden ser 
inestabies y emitir electrones (carga -e); a este proceso se le conoce como desintegración jS EI 
núcleo hijo tiene el mismo número de masa. A, pero su número atómico es una unidad mayor que 
el núcleo padre. Es decir, en la desintegración /3~ un neutrón es sustituido por un protón (Fig. 40.8). 
Así, el proceso puede expresarse como 

zX-^z+fY + e" (40.7) 

La carga eléctrica total se conserva, ya que la carga de la parte izquierda de la ecuación 40.7 es ^ y la 
de la derecha es (Z+ l)e - e = El número total de nucleones también se conserva, puesto que A sigue 
siendo el mismo. Por ejemplo, el es emisor y se transforma según el esquema >«N + e-. 

Los núcleos que tienen un número relativamente grande de protones, en comparación con 
los neutrones, también pueden ser inestabies y sufrir desintegración P*', proceso que consiste en la 
emisión de posilrones (carga +e). Recuerde que los positrones son partículas con la misma masa y 
spin que los electrones, pero con carga positiva en lugar de negativa. En la desintegración el 
número atómico dei núcleo hijo es menor en una unidad, según la ley de conservación de la carga, 
pero su número de masa es el mismo que el dei núcleo padre, de acuerdo con la conservación de 
nucleones. Así, en la desintegración P*' un protón es sustituido por un neutrón. Entonces, el proceso 
puede expresarse como 

^X-»2_fY + e^ (40.8) 

Como ejemplo, el "C es emisor P^ y se transforma según el esquema gC 4- e"^. 

El núcleo hijo que resulta de la desintegración p puede quedar en su estado fundamental o 
en uno excitado; en este último caso el proceso es seguido por una emisión y. En la figura 40.9 se 
muestran los esquemas de desintegración de algunos emisores p. 

Una característica interesante de la desintegración p es que los electrones y los positrones 
son emitidos con un amplio intervalo de energias cinéticas (y de momenta), desde cero hasta un 
máximo compatible con la energia total disponible. En otras palabras, los electrones y positrones 
tienen un espectro continuo de energia. Pero las ecuaciones 40.7 y 40.8 son procesos de dos cuer- 
pos parecidos a la desintegración a y las leyes de conservación de energia y momentum requieren 
que, en el sistema de referencia dei centro de masa, en el que el núcleo padre está en reposo, la 
energia liberada se divida entre el núcleo hijo y el electrón o el positrón en una proporción fija. Esto 
contradice los resultados experimentales. 




Electrón Antineutrino 



Positrón 


+ Q 

Neutrino 


Núcleo padre 
Z protones 
N neutrones 

(a) 


Núcleo hijo 
Z + 1 protones 
N -1 neutrones 


Núcleo padre 
Z protones 
N neutrones 


Núcleo hijo 
Z -1 protones 
iV + 1 neutrones 


(b) 


Figura 40.B (a) En la 
desintegración p~, el núcleo hijo 
gana un protón y pierde un 
neutrón. (b) En la desintegración 
p *, el núcleo hijo pierde un 
protón y gana un neutrón. 
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Figura 40.9 Esquemas de 
desintegración para vários 
emisores p. (a) 2§F, (b) 
(c)27Mgy(d)t|Cu. 


27Mg 



64CU 



(d) 


Para vencer esta nueva dificultad, Wolfgang Pauli sugirió, en 1930, que debería haber otra 
partícula implicada en la desintegración jS, de modo que se tendrían tres partículas como producto. 
La tercera debe ser neutra, para satisfacer la ley de conservación de la carga eléctrica, y de una masa 
muy pequena, pues la masa total es aportada esencialmente por las demás partículas observadas. 
Por ello la nueva partícula se conoce como neutrlno (el nombre fue propuesto por Enrico Fermi y 
significa “neutrón pequeno”), y se representa con el símbolo v, Han sido observados dos tipos de 
partículas neutras, casi idênticas, relacionadas con la desintegración el neutrino (v) es emitido 
en la desintegración se emite un antineutrino (v) y en la desintegración /? ". Sin embargo, en 
este capítulo nos referiremos en la mayoría de los casos a ambas partículas con el nombre de 
“neutrino”. Por tanto, los procesos 40.7 y 40.8 deben expresarse de la forma siguiente: 

Desintegración + + e" + v (40.9) 

Desintegración^ z-iY + e"^ + v (40.10) 


Se supone que el neutrino se lleva la energia y el momentum necesarios para restituir la conserva¬ 
ción de ambas cantidades. Además, el neutrino debe tener spin y para compensar el dei electrón y 
asegurar la conservación dei momentum angular. En el sistema de referencia dei centro de masa los 
momenta de las tres partículas resultantes deben sumar cero (Fig. 40.10). Pero existe un número 
infinito de formas en que la energia liberada se puede dividir entre las tres partículas, y este hecho 
explica bastante bien la distribución continua de energia de electrones y positrones. 

En algunos casos un núcleo puede capturar un electrón de una de las capas atómicas más 
internas, como la capa K. Estos electrones tienen órbitas muy penetrantes que se acercan mucho al 
núcleo; por consiguiente, la probabilidad de que sean capturados por un protón es relativamente 
grande. Este proceso, llamado captura electrónica, da como resultado la sustitución de un protón 
por un neutrón en el núcleo hijo. Se puede expresar mediante 



Figura 40.10 Conservación 
dei momentum en la 
desintegración J3. 


^X + e —> 2 _'ÍY + V . 

Nótese que, en el proceso, se conservan la carga eléctrica y el número de nucleones. Además, para 
que ocurra la captura dei electrón debe haber energia disponible. La captura precede a una emisión 
X dei núcleo hijo, cuando un electrón exterior cae en el estado vacante de la capa K. Estos rayos X 
son los rayos característicos dei átomo hijo, y fueron analizados en la sección 39.9. En algunas 
ocasiones los rayos X expulsan un electrón de alguna capa externa, en una especie de efecto foto- 
eléctrico interno. 



Hasta este punto podríamos decir que el neutrino es una hipótesis interesante para no violar 
las leyes de conservación, pero existe una amplia evidencia experimental de su existência. Por el lado 
teórico, se puede efectuar un análisis para determinar de qué manera la energia liberada es compartida 
por el electrón (o el positrón) y el neutrino. Guando tal análisis se compara con la distribución experi¬ 
mental de energia de los electrones (o de los positrones) y dei neutrino, se obtiene una excelente 
concordância, siempre y cuando la masa dei neutrino sea muy pequena (menor que 10“^ m^). Para la 
mayoria de los casos se puede considerar la masa dei neutrino como cero (m^ = 0). Por el lado expe¬ 
rimental, como el neutrino es insensible a la acción de campos eléctricos y magnéticos, y su masa es 
muy i^uena o cero, es muy difícil hacer mediciones directas para comprobar su emisión o captura. 
En realidad, el neutrino no pudo ser observado directamente hasta 1956, cuando Clyde Cowan y 
Francis Reines analizaron procesos que sólo pueden ser iniciados mediante la absorción de neutrinos. 
Desde entonces se han observado neutrinos de manera directa en muchos experimentos. De hecho, 
se especula que los neutrinos libres abundan en el universo y que la Tierra está sujeta a un flujo de 
neutrinos provenientes dei Sol y de vários procesos que ocurren en el espacio exterior, como la 
explosión de supemovas. 

Como en el proceso 40.9 el núcleo hijo^^ ti ene un neutrón menos y un protón más que 
el núcleo padre, ^X, y la situación contraria se presenta en el proceso 40.10, podemos explicar estos 
procesos suponiendo que, en la desintegración p~ un neutrón se transforma en protón según el 
esquema 

n p 4- e" + V (40.11) 

mientras que en la desintegración un protón se transforma en neutrón según los esquemas 

p^n-l-e'*'-hv, p + e”->n-l-v ' (40.12) 

Mediante cualquiera de estos procesos un núcleo puede deshacerse de sus neutrones o protones en 
exceso sin emitir ninguna de tales partículas. La suposición expresada por las relaciones 40.11 y 
40.12 tiene consecuencias de largo alcance, pues llevan a la conclusión de que, aunque los nucleones 
tengan propiedades bien definidas, poseen una estructura interna, propiedad que analizaremos en el 
capítulo 41, y se pueden transformar en otras partículas dentro de los limites impuestos por las 
leyes de conservación. En realidad, como la masa dei neutrón es mayor que las másas combinadas 
dei protón y dei electrón en 0.728 MeV, el proceso 40.11 puede efectuarse con neutrones libres. En 
efecto, se ha observado que los neutrones se desintegran de acuerdo con la ecuación 40.11, con una 
vida media de aproximadamente 12 minutos. Por otro lado, los procesos 40.12 no pueden darse con 
protones libres: se presentan sólo en los núcleos en que los protones pueden utilizar parte de la 
energia de enlace dei núcleo para desintegrarse. Esto explica por qué abunda el hidrógeno en el 
universo y no hay neutrones libres. 

Del análisis experimental de muchos procesos de desintegración j3 y de la necesidad de 
explicar la transformación de protones y neutrones entre sí, se ha llegado a la conclusión de que el 
proceso debe ser producto de una interacción especial, distinta de la fuerza nuclear, a la que se 
llama interacción débil. La intensidad de la interacción débil es dei orden de 10"*'^ comparada con 
la intensidad de la interacción fuerte o nuclear o de 10“*^ si se compara con la de la interacción 
electromagnética. 


EJEMPLO 40.4 

Energia liberada en la desintegración p. 

t> Como ejemplo dei balance de energia en la desintegración p, analicemos el proceso -»• ^®Ne* + e~ + v, 

seguido por j^^Ne* jo^Ne + y (Fig. 49.9(a)). El asterisco indica un estado excitado. Se ha determina¬ 
do experimentalmente que la máxima energia de los electrones en la desintegración p es de 5.41 MeV y 
la energia dei rayo y de 1.63 MeV. Esto da una energia conjunta de 7.55 MeV, que es equivalente a un 
cambio de masa de 7.56 x 10“^ uma. Ésta es la diferencia de masa entre ^^F y f^Ne. 
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Otro ejemplo es el proceso 4- e'*’ -f v, seguido por 4- y (Fig. 40.9(b)). La 

energia máxima dei posiírón es de 1.84 MeY y la energia dei rayo y es de 2.30 MeV, de modo que la 
energia liberada es de 4.14 MeV, a la cual agregamos la masa dei positrón (0.511 MeV) y obtenemos un 
total de 4.65 MeV. También es posible que el *"^0 se desintegre directamente en * 7 N mediante la emisión 
de positrones con energia máxima de 4.1 MeV. Por consiguiente, la energia total es la misma en ambos 
casos, como deberia ser, pues los estados inicial y final son el mismo. En este análisis hemos ignorado 
los efectos dei retroceso. 


40,5 Riscdones nyclesrei 

Cuando dos núcleos, venciendo su repulsión de Coulomb, se aproximan dentro dei alcance de la 
fuerza nuclear, puede ocurrir una redistribución de nucleones entre ellos. En este caso décimos que 
se produce una reacción nuclear parecida al reagrupamiento de átomos en las moléculas que inter- 
vienen en una reacción química. Normalmente, las reacciones nucleares se producen mediante el 
bombardeo de un núcleo (Mj) con un proyectil nuclear (m^), que en la mayoría de los casos es un 
nucleón (neutrón o protón) o un núcleo ligero como un deuterón o una partícula a. Por lo general no 
se utilizan núcleos más pesados porque la repulsión eléctrica entre ellos requiere un proyectil con 
energia cinética grande y los productos de la colisión pueden ser muchos. En ocasiones se usan 
fotones como proyectil. La mayoría de las reacciones dan como resultado la expulsión de la misma 
partícula o de otra (m^, y un núcleo final o residual (Mj) que queda en su estado fundamental o en 
uno excitado. 

Generalmente, cuando la energia de las partículas implicadas no es muy grande, se supone 
que una reacción nuclear ocurre en dos pasos. Primero, la partícula incidente o proyectil es captu¬ 
rada y se forma un núcleo Intermedlo o compuesto en un estado altamente excitado. En el segun¬ 
do paso, el núcleo compuesto puede desexcitarse, ya sea mediante la emisión de una partícula, que 
puede ser la misma que el proyectil, o por algún otro medio. Por ejemplo, el bombardeo de con 
partículas a se puede expresar de la forma 

+ ^He ^ 

donde es el núcleo intermédio o compuesto. 

En términos generales, en una reacción nuclear hay varias formas de desexcitación dei 
núcleo intermédio o compuesto. Por ejemplo, cuando ^]A1 es bombardeado con protones, se tienen 
vários productos, algunos de los cuales son: 


'ílMg + iHe 


27 




Si + oH 


"tSi + y 


(f-tNa 4-3 IH-f èn 


Las reacciones nucleares son esencialmente procesos de colisión en los que la energia, el momentum, 
el momentum angular, el número de nucleones y la carga eléctrica deben conservarse; para calcular 
estas cantidades se usan los métodos de la mecânica newtoniana y relativista. 

Si las partículas incidente y emergente son la misma, el proceso se conoce como dispersión. 
Ésta es elástica si el núcleo queda en el mismo estado, de modo que se conserve la energia cinética, e 
inelástica si el núcleo queda en un estado diferente, de modo que la energia cinética de la partícula 
emergente es distinta de la incidente (recuerde la Sec. 14.9). 

En muchos casos el núcleo que resulta de una reacción nuclear es inestable o radiactivo. En 
la práctica se pueden formar núcleos radiactivos de manera artificial mediante reacciones nuclea¬ 
res. La radiactividad artificial fue descubierta por Frédéric Joliot-Curie (1900-1958) y su esposa 
Irene Joliot-Curie (1897-1956), en 1934, al estudiar las reacciones nucleares producidas mediante 
el bombardeo de elementos ligeros con partículas a. Una de las reacciones que observaron fue 
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- 4-2 He -> *^N-s- ^.El núcleo *|N es inestable y se desintegra según el esquema 

^|C + e'^ -s- V. 

Una forma sencilla de producir núcleos radiactivos /5" es mediante captura de neutrones, 
para lo cual se expone una muestra dei material a un flujo intenso de estas partículas. Por ejemplo, 
cuando 27 C 0 es bombardeado con neutrones, se produce ^Co, que es radiactivo P~y se desintegra 
en ^^i, con una vida media de 5.27 anos, y se emiten un electrón y dos rayos y de energias 
l.lTMeV y 1.33 MeV, según el esquema 

27 C 0 + 0 ^“^ 27^® 28^1 “t- e + V + }’l + 72 

El radionúclido ^Co se utiliza ampliamente en radioterapia y en el análisis de defectos en estructu- 
ras metálicas. 

Una serie de reacciones interesantes son las que resultan de la captura de neutrones y la 
subsecuente desintegración /3“ de los isótopos dei urânio; lo que produce nuevos núcleos con Z= 93 
(neptunio), Z = 94 (plutonio), Z= 95 (americio), hasta Z = 109, conocidos como núcleos transuránidos. 
Los elementos que están más allá dei plutonio se han producido artificialmente en cantidades extre¬ 
madamente pequenas, mediante captura de neutrones. 


Nota 40,1 Descubrimiento dei neutróra 

Un ejemplo de la aplicación de las leyes de conservación a los procesos nucleares es el descubrimiento dei neutrón. En 1930 
Walther Bothe (1881-1957) y su estudiante Herbert Becker observaron que al bombardear boro y berílio con partículas a se 
producía una radiación altamente penetrante. Ésta no estaba compuesta por partículas cargadas, pues no se veia afectada por 
campos eléctricos o magnéticos. Por tal motivo pensaron que la radiación consistia en rayos y de alta energia, y expresaron la 
reacción como 

iBe + tUe-^l^lCr^^lC + y 

La Q de esta reacción es de 10.4 MeV. Como la energia cinética de las partículas a era de 5 MeY aproximadamente, la energia total 
disponible era de alrededor de 15 MeV. Ésta debe ser compartida por el átomo de y el fotón y. Así, los rayos y deben tener una 
energia menor que 15 MeV. Dos anos después (1932) los esposos Joliot-Curie observaron que cuando la radiación producida en la 
reacción anterior se hacía pasar por un material que contuviera hidrógeno, se producían protones de alta energia, con un máximo 
de 7.5 MeV aproximadamente. La interpretación natural fue suponer que los protones habían sido expulsados mediante colisiones 
con los fotones y. Los protones con mayor energia deberían ser resultado de colisiones frontales en las que los fotones retrocedeu, 
o son desviados 180°. Dado que E^y p^ = E^/c son la energia y el momentum dei fotón incidente, Ef y p' = E'lc los dei fotón 
dispersado y Ey. la energia de los protones, la conservación de energia y momentum requiere que E^ = E'^-¥ Ey. y E^lc = -E'^lc + 
{2m^ de las que obíenemos 

Tomando el valor máximo de Ey., 7.5 MeV, y recordando que es de 938 MeV aproximadamente, obtenemos E^ ^ 64 MeV. 
Este valor para los fotones y es mucho mayor que la energia proporcionada por la reacción, 15 MeV. Lo que es peor, considerando 
el efecto de los productos de la reacción Be-He en otras sustancias, se obtienen valores distintos de E y, en algunos casos de hasta 
90 MeV. Por tanto, no se tienen resultados únicos para la energia de los rayos yque sean compatibles con la conservación de la 
energia y el momentum. 

En 1932, James Chadwick (1891-1974) demostró que todas estas dificultades desapareceu y se restablecen las leyes de 
conservación si, en lugar de rayos y, se emitieran en la reacción partículas neutras, con una masa parecida a la de los protones. A 
tales partículas se les llamó neutrones y se les representó con el símbolo ^n; el proceso se expresa entonces como 

Chadwick hizo cuidadosas mediciones de la energia cinética de los protones y de los átomos de hidrógeno expulsados cuando 
hacía pasar los neutrones a través de sustancias que contenían hidrógeno y nitrógeno, respectivamente. Esto le permitió calcular la 
masa de los neutrones, obteniendo un valor cercano al dei protón, según se explicó en el ejemplo 14.7. 




896 Frocesosnucleares 


40,é Rsión nücleor 

La fisión nuclear consiste en la división de un núcleo masivo, como el de urânio o torio, en dos 
fragmentos de tamano parecido. Como proceso natural, la fisión es muy rara (se estima que el 
sufre fisión espontânea con una vida media de aproximadamente 10^® anos). Un método para pro- 
ducir fisión de manera artificial es excitando al núcleo. La energia de activación mínima o energia 
umbral requerida para producir la fisión de un núcleo masivo es de 4 a 6 MeV. Otra forma de 
inducir fisión es mediante la captura de neutrones. La energia de enlace dei neutrón capturado es, 
en algunos casos, suficiente para excitar al núcleo resultante por encima de la energia umbral, de 
modo que se divida. Éste es el caso dei núcleo de ^q^U, que sufre fisión después de capturar un 
neutrón, aunque éste sea muy lento. El proceso se puede expresar con la ecuación 

mu+ ln^PÍIUr^X + Y 

donde es el núcleo excitado que se forma cuando el captura al neutrón. 

Para otros núcleos la energia de enlace dei neutrón capturado no es suficiente para producir 
fisión y los neutrones deben tener también cierta energia cinética. Esto es lo que sucede con el 
que sólo sufre fisión al capturar un neutrón rápido, con energia cinética dei orden de 1 MeV. La 
captura de neutrones lentos por el da como resultado la producción de neptunio y plutonio, de 
acuerdo con el proceso 

"ilU + àn VllUT “sNp + e- + V + y 

L- ^^^Pu + e" + V + 7 

Por ello, en los reactores nucleares se producen grandes cantidades de plutonio. La razón de este 
comportamiento distinto radica en ciertos detalles de la estructura de los diferentes núcleos. El 
núcleo de es par-impar, con 143 neutrones, y cuando captura un neutrón más se forma un 
núcleo de que es par-par. El neutrón capturado se acopla con el neutrón impar dei Y libera 

una energia de pareamiento de 0.57 MeV. Por el otro lado, el es un núcleo par-par con 146 
neutrones, todos acoplados, y cuando captura un neutrón se tiene un núcleo par-impar, sin 
energia de pareamiento extra disponible. Por esta misma razón, el ^^Pu que es par-impar con 145 
neutrones sufre fisión mediante la captura de un neutrón lento. 

Un núcleo, excitado de manera apropiada como ocurre al capturar un neutrón, puede expe¬ 
rimentar vibraciones colectivas alrededor de su forma de equilíbrio. Cuando la energia de excitación 
es baja, las oscilaciones son de pequena amplitud. En un momento dado, la energia de excitación es 
liberada en forma de radiación y el núcleo regresa a su forma de equilibrio. El proceso, por tanto, es 
una captura radiativa de un neutrón y se puede expresar como 

+ y 

Pero si la energia de excitación es lo suficientemente grande, el núcleo puede alejarse tanto de su 
forma de equilibrio de forma que la repulsión eléctrica de largo alcance entre los prótones se hace 
mayor que la interacción nuclear de corto alcance y hay una probabilidad de que el núcleo, en lugar 
de regresar a su forma de equilibrio, se deforme cada vez más hasta dividirse en dos. 


EJEMPLO 40.5 

Energia liberada en la fisión dei por neutrones lentos. 

[> Consideremos el caso particular en que los productos de la fisión son 42 M 0 y 'IfLa. Podemos expresar 
el proceso como 

n + ^ 92 U 4 IM 0 +‘i?La + 2 n 



Los neutrones incidentes son lentos, así que podemos ignorar su energia cinética en el balance de energia 
y sólo tomar en cuenta la masa. Las masas iniciales son 

m(n) + m(^ 9 |U) = 1.0090 uma + 235.0439 uma = 236.0529 uma 

Ésta es la masa dei Como la masa dei es de 236.0456, la masa en exceso es de 0.0073 uma, 

correspondiente a una energia de excitación de 6.800 MeV. El umbral de fisión dei es de 5.3 
MeV, por lo que la energia de excitación es suficiente para producir fisión. 

Las masas de los productos finales son 

m(^ 57 La) + m( 4 |Mo) 4- 2m(n) = 138.9061 uma + 94.9058 uma 

+ 2 X 1.0090 uma = 235.8299 uma 

La masa en exceso de los núcleos iniciales con respecto a los finales es de 0.223 uma. Por tanto, la energia 
liberada en la fisión es de 207.72 MeV, que aparece como energia cinética de los productos finales. 

En realidad, la energia total liberada es mayor porque los núcleos de 4^0 y *^^a son inestables 
y emiten electrones, neutrinos y rayos y, hasta llegar a núcleos estables. 


Dos propiedades de la fisión hacen que sea un proceso muy importante para aplicaciones prácticas. 
Una es que en la fisión se liberan neutrones y la otra es que en la fisión se libera energia. 

Para los núcleos más masivos, como el urânio, la relación entre neutrones y protones es 
NIZ — 1.55, y ésta deberia ser también la relación en los fragmentos resultantes. Sin embargo, 
para los núcleos estables de masa media la relación es NÍZ — 1.30. Esto significa que los fragmen¬ 
tos resultantes tienen demasiados neutrones y por consiguiente algunos neutrones son liberados al 
momento de la fisión. El número promedio de neutrones liberados por fisión es de alrededor de 2.5. 
Además, debido al exceso de neutrones, los fragmentos son radiactivos fi ~. 

En la fisión nuclear se libera energia porque la energia de enlace por nucleón (recuerde 
la Fig. 39.2) es menor en los núcleos masivos que en los de masa media. Para un núcleo masivo, la 
energia de enlace es de alrededor de 7.5 MeV por nucleón, pero para los de masa media, correspon- 
dientes a los fragmentos de la fisión, es de 8.4 MeV por nucleón, aproximadamente, lo que da como 
resultado un aumento de la energia de enlace por nucleón de alrededor de 0.9 MeV, o un total de 
200 MeV aproximadamente para todos los nucleones de un núcleo de urânio. Este es dei orden 
de magnitud de la energia liberada en la fisión de un átomo de urânio, que aparece como radiación 
electromagnética y como energia cinética de los fragmentos, de los neutrones liberados, y de los pro¬ 
ductos (electrones y neutrinos) de la desintegración /3de los fragmentos radiactivos. Como los neutrinos 
emitidos en la desintegración normalmente escapan dei material en donde se efectúa la fisión, sólo 
se retiene cerca de 1 MeV por átomo. Esta energia aún es considerablemente mayor que la liberada 
en una reacción quimica (que es dei orden de 3 a 10 eV por átomo). 

El hecho de que por cada neutrón absorbido para producir una fisión se emitan más de dos 
neutrones (en promedio), hace posible que ocurra una reacción en cadena. Esto es, si después de 
cada fisión al menos uno de los nuevos neutrones produce otra fisión, y de los neutrones liberados de esta 
manera, de nuevo, al menos uno produce una fisión, y así sucesivamente, se tiene un proceso 
autosostenido (Fig. 40.11). Tales reacciones en cadena son muy comunes en química. La combus- 
tión es una de ellas; requiere que una molécula tenga una cierta energia de excitación, de modo que 
se pueda combinar con una molécula de oxigeno. Pero una vez que las primeras moléculas son 
excitadas y se combinan con oxigeno, la energia liberada es suficiente para excitar más moléculas 
dei combustible y se produce la combustión. 

Puede ocurrir que en un proceso de fisión en cadena más de un neutrón liberado en cada etapa 
produzca una nueva fisión. En este caso el número de fisiones aumenta exponencialmente y se tiene 
una reacción en cadena divergente. Esto es lo que sucede en una bomba atómica. Pero si las cosas 
se disponen de manera que, en promedio, sólo un neutrón por fisión produzca una nueva fisión, se 
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Figura 4®.ll Diagrama simplificado que ilustra la evolución de una Figura 40.12 Moderación de una reacción de fisión en cadena. M es una 

reacción en cadena en un material fisionable. sustancia moderadora. 


mantiene una reacción en cadena en condiciones controladas. Esto es lo que sucede en un reactor 
nuclear (véase la Nota 40.2), 

En los reactores nucleares rápidos los neutrones se utilizan con la misma energia (de 1 a 2 
MeV) con la que son liberados en el proceso de fisión. Pero en los reactores térmicos primero se 
frena a los neutrones, haciéndolos chocar con los átomos de alguna otra sustancia, llamada moderador, 
hasta que entran en equilibrio térmico con la sustancia (Fig. 40.12). En este caso se dice que los 
neutrones son térmicos. El moderador debe ser una sustancia con número de masa pequeno (re- 
cuerde el Ej, 14.6) y que,no tenga tendencia a capturar neutrones. El agua, el agua pesada y el 
grafito son los moderadores usados más comünmente. 


Note 40o2 Reactores de fisión nuclear 

Los sistemas en los que se producen y controlan las reacciones de fisión nuclear en cadena se conocen como reactores nucleares. 
Existen vários tipos de estos sistemas. Los reactores térmicos tienen los mismos componentes básicos, independientemente de su 
diseno (Fig. 40.13). 

1. El combustibíe nuclear es un material fisionable, como U y Pu. El urânio puede ser natural, con sólo un 0. 7%de23|U, 
o enriquecido, con una proporción mayor de ^ 92 ^; en ocasiones puede ser hasta de 90% pero en general es de sólo 3% a 4% en los 
reactores de potência. El combustibíe, normalmente en forma de óxido de urânio, se coloca dentro de tubos metálicos que consti- 
tuyen los elementos de combustibíe. Un conjunto de éstos conforman el núcleo dei reactor. A medida que se utiliza el combus- 
tible en el reactor, el contenido de disminuye y parte dei es convertido en ^Pu y en otros isótopos dei plutonio. Los 
productos de la fisión permanecen dentro de los elementos de combustibíe, que deben sustituirse periódicamente, conforme se va 
agotando el combustibíe. 

2. Moderador. En los reactores térmicos el moderador, que rodea a los elementos de combustibíe, debe ser una sustancia de 
masa nuclear baja que no absorba neutrones o que lo haga ligeramente. Puede ser agua si el urânio está enriquecido, y agua pesada o 
grafito si el urânio es natural. Como el moderador disminuye la energia de los neutrones desde aproximadamente 1 Mev hasta 
menos de 0.1 MeV, cuando alcanzan el equilibrio térmico, la energia térmica y la temperatura dei moderador aumentan. 


Figura 40.13 Componentes de 
un reactor nuclear térmico. 
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3. Reflecíor. Para disminuir la pérdida de neutrones provenientes dei reactor, el núcleo está rodeado por una sustancia, 
agua o grafito, que dispersa y manda de regreso a algunos de los neutrones que no fueron utilizados en la fisión y que, de otro 
modo, escaparían dei sistema. 

4. Varillas de controL Para regular la disponibilidad de neutrones para la fisión y controlar su número, se usa una serie de 
varillas hechas con material absorbente de neutrones (B, Hf, Cd). Estas se introducen y sacan dei núcleo para regular el flujo 
de neutrones. 

5. Refrigerante. Para extraer la energia generada en el núcleo dei reactor y absorbida por el moderador, evitando que su 
temperatura aumente en exceso, se hace circular un fluido por el núcleo y el moderador. El refrigerante debe ser una sustancia que 
absorba muy pocos neutrones. El fluido puede ser agua, agua pesada o un gas, como He o CO 2 , dependiendo dei diseno dei reactor. 

En los reacíores de invesíigación los rayos yy los neutrones producidos por fisión se utilizan para investigar el efecto de 
los neutrones sobre ciertos materiales o producir nuevas sustancias radiactivas o ciertas reacciones nucleares. En los reacíores 
de potência la energia extraida por el refrigerante se usa para producir vapor que alimenta una turbina, la cual actúa sobre un 
generador eléctrico como en cualquier planta termoeléctrica convencional. En los reacíores de agua en ebullición (Fig. 40.14), el 
refrigerante mismo es transformado en vapor a presión dentro dei recipiente dei reactor. En los reacíores de agua a presión 
(Fig. 40.15), el refrigerante pasa a través de un generador de vapor o intercambiador de calor. Asi, el vapor que alimenta a la 
turbina fluye por un circuito que se encuentra fuera dei reactor. En 1992 había cerca de 430 reactores en funcionamiento en todo 
el mundo, que generaban 300 GW de potência eléctrica (casi el 20% de la energia eléctrica generada en el planeta). 


Vapor 



Figura 40.14 Reactor de agua en 
ebullición. 



Figura 40.15 Reactor de agua a 
presión. 
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Figura 40.16 Barrera de 
potencial para la fusión. 


La fusión nuclear consiste en la unión de dos núcleos que forman un núcleo más grande cuando 
chocan entre sí. Debido a la repulsión de Coulomb, los núcleos deben tener una energia cinética 
mínima para vencer la barrera de Coulomb y aproximarse lo suficiente para que las fuerzas nucleares 
produzcan la unión de los dos núcleos (Fig. 40.16). Este problema no aparece en la fisión nuclear, 
pues los neutrones no tienen carga eléctrica y, por tanto, se pueden acercar a un núcleo incluso si su 
energia cinética es muy pequena o prácticamente cero. Como la barrera de Coulomb aumenta con 
respecto al número atómico, la fusión nuclear puede ocurrir con energias cinéticas no excesivamente 
grandes sólo con los núcleos muy ligeros, con número atómico o carga eléctrica nuclear pequena. 

Cuando dos núcleos de número atómico Zj y Z 2 están en contacto, la energia potencial 
eléctrica de ambos núcleos es donde r es la suma de los rádios nucleares, aproxi¬ 

madamente m, de manera que 

£p ~ 2.4 X 10-‘^ZiZ2 J = 1.5 X lO^ZjZ, eV = O.I 5 Z 1 Z 2 MeV 


Esta expresión da la altura de la barrera de potencial y, por consiguiente, la mínima energia cinética 
que deben tener los núcleos para que ocurra la fusión. A energias más bajas, existe una cierta 
probabilidad de penetración en la barrera, pero es muy pequena. 

La energia cinética media de un sistema de partículas con temperatura T es dei orden de kT 
o de 8.6 X 10"^ r eV, donde T está expresada en kelvins. Así, una energia de 10^ eV corresponde a 
una temperatura de alrededor de 10^ K, que es mucho mayor que la temperatura que se estima que 
existe en el centro dei Sol. Aun así, la fusión de núcleos ligeros es uno de los procesos más impor¬ 
tantes que ocurren en el Sol y constituye su fuente principal de energia (véase la Nota 40.3). 

Para que se efectúe^a fusión de un gran número de núcleos, es necesario que éstos se 
encuentren a temperaturas mucho mayores que las generadas en la mayoría de las reacciones quí¬ 
micas exoenergéticas. Esto hace muy difícil contener las partículas en un espacio para que puedan 
reaccionar, pues ningún material conocido puede soportar tales temperaturas. Tenemos también 
que a temperaturas tan altas, los núcleos son despojados de todos sus electrones (debido a las 
colisiones) y la sustancia consiste en una mezcla neutra de núcleos positivos y electrones negativos 
conocida como plasma. La contención y el calentamiento se pueden llevar a cabo mediante cam¬ 
pos magnéticos y haces láser (véanse las Notas 26.1 y 40.3). 

En la fusión de núcleos ligeros (A < 20) se libera energia porque cuando se unen para 
formar uno con más masa, la energia de enlace dei producto es mayor que la suma de las energias 
de enlace de los núcleos ligeros que se unen (recuerde la Fig. 39.2). De hecho, se piensa que todos 
los elementos hasta el Fe se produjeron mediante reacciones de fusión en las estrellas. Para los 
elementos con masa mayor que el Fe, la energia de enlace nuclear disminuye y no ocurre la fusión, 
de modo que se requieren otros procesos para la producción de tales elementos. 

Si las condiciones son propicias, la energia liberada en la fusión será suficiente para facilitar 
la fusión de otros núcleos y producir una reacción en cadena. Si ésta se efectúa con rapidez, de 
manera que se libere una gran cantidad de energia en un tiempo corto, ocurre una explosión nu¬ 
clear. La reacción en cadena se puede presentar también en condiciones controladas, aunque aún no 
se ha construido un reactor de fusión completamente satisfactorio. 

La reacción de fusión más sencilla es la captura de un neutrón por un protón (o núcleo de 
hidrógeno) para formar un deuterón: 


+ n -> iH -)- 2.224 MeV (40.13) 

La gran ventaja de esta reacción es que no existe repulsión eléctrica que vencer. La reacción 40.13 
ocurre, por ejemplo, cuando los neutrones provenientes de un reactor nuclear se difunden en una 
sustancia hidrogenada, como agua o parafina. 

Otra reacción de fusión sencilla es la que sucede entre dos protones. Como no existe un 
núcleo diprotónico (con sólo dos protones y ningún neutrón), el proceso está acompanado por la 
conversión de un protón en un neutrón con la emisión de un positrón y un neutrino. Esto es. 


IH + IH + e+ -h V 1.35 MeV 


(40.14) 
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Otras reacciones de fusión importantes son: la fusión entre el hidrógeno y el deuterio, que produce 
un núcleo de tritio, 

^H + fH^5H + e+ +v + 4.6MeV (40.15) 

y la fusión de dos deuterones; en este caso se tienen dos posibilidades con prácticamente la misma 
probabilidad, 


iHe + n + 3.2 MeV 
+ 4.2 MeV 


(40.16) 


Dos reacciones de fusión que liberan una gran cantidad de energia por unidad de masa son la que 
ocurre entre deuterio y tritio, 


^ ^He -f- n -f- 17.6 MeV 

(40.17) 

y entre deuterio y helio-3. 


fH -t- ^He ^He -f- -f 18.3 MeV 

(40.18) 


Sin embargo, no es fácil obtener tritio ni ^He, que tendrían que ser producidos por algún otro medio. 
Por otro lado, la fusión de dos deuterones tiene la ventaja de que sólo utiliza un tipo de núcleo. 

Aunque la energia liberada en una sola reacción de fusión es mucho menor que la liberada 
en una de fisión, la energia por unidad de masa es mayor (pues el deuterio es un combustible muy 
ligero). Para la reacción de fusión deuterio-deuterio, la energia es de aproximadamente 2 x 10*"* J 
por kilogramo de combustible. Esta es más dei doble dei valor correspondiente a la fisión dei 
urânio. La reacción deuterio-tritio es cuatro veces mayor. Debido a la abundancia relativa dei deuterio 
(aproximadamente un átomo por cada 7000 átomos de hidrógeno) y al costo relativamente bajo de 
su extracción dei agua (cerca de 0.30 dólares por gramo), cuando los sistemas de fusión controlada 
sean prácticos el proceso podria proporcionar energia en forma casi ilimitada. 

Las reacciones de fusión son también la fuente principal de la energia liberada en las estre- 
llas, incluido el Sol. El proceso más común es la fusión de cuatro protones (o núcleos de hidrógeno) 
en uno de helio, lo que en forma simplificada es 

4 ^He + 2e+ + 2v + 26.7 MeV (40.19) 

Se estima que tal proceso de fusión se lleva a cabo en el Sol a razón de 5.64 x 10” kg de hidrógeno 
por segundo, con una producción de 3.7 x 10^^ W. De esto sólo cerca de 1.8 x 10*^ W incide en la 
Tierra, la mayoria en forma de radiación electromagnética; sin embargo, aún es casi 10“^ veces mayor 
que toda la potência industrial generada en la Tierra. La fusión es el mecanismo mediante el cual 
los elementos ligeros son sintetizados en las estrellas (véase la Nota 40.4). 


Nota 40o3 Reactores de fusión nuclear 

Desde el punto de vista de la energia por unidad de masa de combustible, los procesos de fusión más interesantes son la reacción 
deuterón-tritio, ecuación 40.17, y la de deuterón-helio-3, ecuación 40.18. La segunda reacción es más atractiva, pues no produce 
neutrones y, por tanto, tampoco radioisótopos mediante captura de neutrones, de modo que es una reacción “limpia”. El deuterio 
se puede extraer con facilidad dei agua de mar. Sin embargo, no hay suficiente |He en la Tierra para alimentar un reactor de fusión 
y, por consiguiente, la reacción no es práctica para la generación de energia. Existe una gran reserva de ^He cósmico almacenado en 
la superfície de la Luna y si pudiera ser trasladado a la Tierra podria contribuir a la solución dei problema de la energia por fusión. 

La reacción deuterio-tritio es atractiva pero tiene dos problemas. Uno es la escasez de tritio. No obstante, se le puede 
producir con facilidad bombardeando litio con neutrones, según la reacción 

tU + n-^ fHe + 

Esta reacción se puede efectuar, por ejemplo, en reactores de fisión, colocando una capa de litio alrededor dei núcleo. Así, los 
reactores de fisión pueden proporcionar el tritio necesario para los reactores de fusión. El segundo problema es que la reacción 
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Figura 40.17 Fosible diseno de una 
planta de energia de fusión. 

produce neutrones, que a su vez pueden producir radioisótopos. Esto se puede reducir con otra capa de litio alrededor dei reactor 
de fusión, de manera que tales neutrones sean capturados y produzcan más tritio. 

El principal obstáculo en el diseno de reactores de fusión es alcanzar las temperaturas, las presiones y las densidades 
necesarias para producir las fusiones suficientes en un plasma de deuterio-tritio, durante el tiempo suficiente para generar las 
cantidades apropiadas de energia, que sean mayores que la requerida para poner en funcionamiento al reactor. Un método es 
mediante confinamiento magnético, analizado en la nota 26.1. Guando la intensidad dei campo magnético en el tokamak se 
aumenta rápidamente, el plasma se comprime adiabáticamente y su temperatura aumenta hasta que se inicia la fusión. 

Otro método es el confinamiento inercial que utiliza haces láser. Una cápsula de menos de 1 mm de diâmetro que 
contiene deuterio y tritio se somete a haces láser muy intensos que inciden desde muchas direcciones. El momentum y la energia 
de los fotones de los haces calientan y comprimen la cápsula hasta que alcanza una densidad de alrededor de 10 000 veces su 
densidad normal, en un proceso conocido como “implosión”. A estas densidades y temperaturas se produce la fusión. En ambos 
casos, el reactor de fusión opera en pulsos y requiere un suministro considerable de energia para producir los campos magnéticos 
o generar los haces láser. Aun asi, es posible que el balance de energia sea positivo. 

En la figura 40.17 se muestra cómo se podria disenar una planta de energia de fusión utilizando plasma de deuterio-tritio 
y una capa de litio. 


Vapor 



Agua 


Nota 40.4 La formación de los elementos 

Una de las claves que utilizamos en nuestra especulación sobre la manera en que se formaron los elementos a partir de la matéria 
primitiva es la abundancia relativa en el universo de los diferentes elementos quimicos, como se muestra en la figura 40.18; otra 
es su composición isotópica. Viendo la figura nos damos cuenta de que el hidrógeno es el elemento más abundante, seguido por el 
helio. En realidad, estos dos elementos comprenden cerca dei 98% de los núcleos dei universo. Después de una súbita caida 
correspondiente al litio, berilio y boro, la abundancia sigue una tendencia decreciente regular, pero con algunos máximos pronun¬ 
ciados, en especial para el hierro y los núclidos cercanos. Los elementos se detienen en Z = 92, ya que la cantidad de núcleos con 
Z > 92 que existen naturalmente es cero en esencia, aunque se han producido en el laboratorio núcleos hasta Z= 109. Con respecto 
a la composición isotópica, los elementos más ligeros son más ricos en isótopos con igual número de protones y neutrones, 
mientras que los más pesados son ricos en isótopos con un mayor contenido de neutrones para contrarrestar la repulsión de 
Coulomb entre protones. También, los núcleos par-A son más abundantes que los impar-A, lo cual se atribuye a la energia 
de pareamiento. Otra característica interesante es que no se encuentra en la naturaleza ningún núcleo con A = 5 u 8. 

Se ha encontrado que la abundancia relativa y la composición isotópica son iguales en muestras tomadas en varias zonas 
y profundidades de la corteza terrestre, en las muestras tomadas de los meteoritos provenientes dei espacio exterior, y en las 
mediciones espectroscópicas que se han hecho de la radiación de las estrellas. Esta composición constante sugiere que, al menos 
en nuestra galaxia, los elementos fueron formados aproximadamente con el mismo proceso. En las primeras etapas dei universo, 
hace cerca de 10’® anos, algunos de los protones y neutrones que se formaron poco después de la Gran explosión se combinaron 
y formaron pequenas cantidades de núcleos de deuterio, tritio y helio en una escala cósmica, según los procesos de fusión analiza- 
dos en la sección 40.8. Después, los elementos más pesados fueron sintetizados en las estrellas en condiciones variables, proceso 
que aún está ocurriendo. 
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Figura 40.18 Abundância 
cósmica de los elementos. (H. 
Urey y H. Brown, Pkys. Rev. 88 , 
248, 1952.) 


La secuencia de sucesos puede haber sido como sigue. Inicialmente, debido a fluctuaciones estadísticas y a la interacción 
gravitatoria, una cierta cantidad dei gran número de protones (núcleos de hidrógeno) producidos junto con el menor número de 
neutrones y núcleos de deuterio, tritio y helio se agruparon en conglomerados o estrellas. Finalmente, estos conglomerados alcan- 
zaron por acción gravitatoria una densidad dei orden de 10^ kg m~^, que es mil veces más grande que la de la matéria ordinaria. En 
el proceso de condensación existe una transformación de energia potencial gravitato-ria en energia cinética, dando como resultado un 
aumento en la temperatura (hasta 10’ K, aproximadamente). A tales temperaturas la fusión dei hidrógeno en helio se ve acelerada 
por una serie de reacciones de fusión denominadas ciclo proíón-proíón (Fig. 40.19), que consiste en las etapas siguientes: 

IH + + e+ + V 

\H + ^ iHe 

|He + + 2lH 

Combinando todas las reacciones y cancelando términos comunes, tenemos 

4\U-* iHe + 2e+ + 2v + 26.7 MeV 

que es el proceso mencionado en la ecuación 40.19. La energia neta liberada en el proceso es de alrededor de 6.6 X 10*^ J por 
kilogramo de jH consumido. El tiempo necesario para completar un ciclo protón-protón en el Sol es de 3 x 10^ anos. 

A estas altas temperaturas y densidades en las estrellas, también es posible que, mediante reacciones secundarias, se 
formen cantidades relativamente pequenas de núcleos con masa mayor. Por ejemplo, el ’Li se produce mediante el proceso 

+ iHe ^iLi + y 

o 

iHe + 2 He -*• 460 + y, ^Be + e“ jLi + v 



Figura 40.19 Ciclo protón-protón. 
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Parte dei litio se convieite de nuevo en helio mediante la reacción 
^Li + }H fHe + iHe 

También pueden llevarse a cabo otras reacciones de fusión, como deuterio-deuterio y deuterio-tritio, pero en cantidades mucho 
menores. 

Como el helio tiene más masa que el hidrógeno, los núcleos de helio producidos en la fusión son transportados hacia el 
interior de la estrella mediante una acción gravitatoria, adquiriendo energia cinética en el proceso. La densidad dei interior de la 
estrella puede llegar hasta 10 ^ kg m"^ y la energia cinética adquirida por los núcleos de helio aumenta aún más su temperatura 
(hasta 10^ K). El aumento de temperatura y de densidad de los núcleos de helio en el interior de la estrella permite la producción 
de ®Be mediante la reacción de fusión dei helio 

iHe + ^He ^ fEe, 

que es seguido, después de 10 "'^ s, aproximadamente por el proceso inverso 

tBe->lHe + ^He 

Cuando la concentración de helio es suficientemente grande, es posible que otro núcleo de helio sea capturado antes de que ocurra 
la desintegración, dando como resultado la reacción 

!Be + ^He + y 

Altemativamente, los productos intermédios dei proceso de fusión j^H y 3 H pueden ser capturados por el berílio, para formar *58 
y respectivamente, aunque en cantidades mucho menores que el También se pueden efectuar muchos otros procesos 
menos probables, que producen elementos ligeros. 

A medida que aumenta la cantidad de *|C, se hace importante a esas temperaturas un nuevo proceso de fusión conocido 
como ciclo dei carbono, que consiste en los siguientes pasos (Fig. 40.20): 

ÍH+ + + V 

IH + 'iC ^ 

1H + + +v 

1H+ + 

Combinando estas reacciones recuperamos la ecuación 40.19. Por consiguiente, el ciclo dei carbono también es equivalente a la 
fusión de hidrógeno en helio. El átomo de carbono es una especie de catalizador, ya que se regenera al final dei ciclo. El tiempo requerido 
para que un átomo de carbono recorra este ciclo en el Sol es de unos 6x10^ anos. 

La cadena de sucesos que hemos descrito explica la ausência de núcleos con A = 5 y 8 , así como la escasez de litio, berílio 
y boro, y la abundancia relativamente grande de Mediante el proceso de captura de hidrógeno y helio, es posible la formación 
de núcleos más masivos, como ^§0 y |o®Ne (Fig. 40.21). La única limitación para la captura de helio es que los núcleos de fHe 
tengan la energia necesaría para vencer la repulsión de Coulomb de los núcleos más masivos (con mayor Z). 

Con la producción de núcleos más masivos, se efectúa una mayor contracción gravitatoria de la estrella, lo que produce 
densidades en su centro dei orden de 10 ^ kg m~^ (con un correspondiente aumento en la energia cinética de los núcleos y una temperatura 
que se acerca a 10^ K). En tales condiciones, es posible que ocurran otras reacciones nucleares que, a su vez, produzcan núcleos 
de mayor masa, hasta el grupo dei hierro (aproximadamente A = 60), pero no más masivos, pues los núcleos con mayor masa 
tienen menores energias de enlace por nucleón. 

En algunos casos se pueden producir neutrones mediante reacciones como 

'^C + lHe-^'|0 + n, + fHe ^ fgNe + n, ?lNe + ^He+ n 



Figura 40.20 Ciclo dei carbono. 
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Estos neutrones contribuyen a extender la producción de núcleos con masa más grande, es decir, más allá dei grupo dei hierro, 
mediante captura de neutrones, más que por captura de partículas cargadas, seguida por una desintegración p Los núcleos 
resultantes tienen un número atómico mayor y, así, la cadena de núcleos puede avanzar hacia valores más grandes de Z. A medida 
que pasa el tiempo, el número de neutrones libres disminuye, lo cual explica por qué los elementos más masivos son mucho menos 
abundantes. 

No todas las estrellas dei universo siguen la misma secuencia con la misma rapidez, de modo que, en el presente, las 
estrellas se hallan en diferentes etapas de evolución. El Sol aún se encuentra en su primera etapa de evolución; se supone que su 
composición es de 81.76% de hidrógeno, 18.17% de helio y 0.07% de los demás elementos. Las estrellas en las que todavia la 
combustión de hidrógeno es el proceso dominante se conocen como estrellas de secuencia principal. Las estrellas en las que el 
proceso más importante es la combustión de helio se conocen como gigantes rojas, debido a su color. Puede ser que en muchas 
estrellas se lleven a cabo las tres etapas de síntesis de núcleos al mismo tiempo: en la superfície se efectúa la combustión de 
hidrógeno; en la capa intermedia, más caliente, prevalecen las reacciones de helio; y en el centro o núcleo de la estrella, mucho más 
caliente, se producen los elementos masivos. Las estrellas que han tenido una evolución de este tipo se conocen como estrellas de 
primera generación. 

Las inestabilidades que surgen durante la evolución de una estrella pueden provocar la expulsión de algo de su material 
hacia el espacio interestelar. Esto es lo que pasa, por ejemplo, en la explosión de una supernova. El material expulsado se mezcla 
con el hidrógeno y otras partículas dei espacio'exterior. La condensación de algo de esta mezcla, tiempo después, da como 
resultado estrellas de segunda y (más adelante) de tercera generación, en las que ya están presentes algunos elementos, pero la 
fusión de hidrógeno aún puede ocurrir cuando se alcance la temperatura apropiada. Éste es el caso dei Sol. La Tierra, nosotros 
mismos, y los demás planetas también somos producto de la condensación de material cósmico o de residuos expulsados en la 
explosión de estrellas. Sin embargo, la temperatura de los planetas es muy baja para que se produzca fusión. 

Al agotarse el combustible nuclear de una estrella, su evolución pasa a estar regida por las fuerzas gravitatorias entre sus 
componentes y depende críticamente de su masa. Las estrellas cuya masa está entre 10"^ Mç. y menos de lOM^,, donde Mç, es la 
masa de Chandrasekhar definida en el ejemplo 36.4, finalmente se contraen hasta un radio de unos cuantos miles de kilómetros y 
su densidad está entre ICl* kg m“^ y 10*^ kg m”^’ de modo que electrones y núcleos están tan juntos como lo permite el principio 
de exclusión. A tales estrellas se les conoce como enanas blancas. Se espera que el Sol se convierta en enana blanca dentro de 
algunos miles de millones de anos. Las estrellas cuya masa está cerca de lOMç, se contraen aún más y aplastan a los electrones 
contra los protones para que éstos se transformen en neutrones mediante la captura de electrones, descrita en la sección 40.4; se 
conocen como estrellas de neutrones y su colapso está limitado por el principio de exclusión aplicado a los neutrones. Las 
estrellas de neutrones tienen rádios de unos cuantos kilómetros y una densidad entre 10’^ kg m“^ y 10^® kg m~^, que es dei orden 
de la densidad de la matéria nuclear (véase la Sec. 39.3). Las estrellas con masa mayor que Mç, se contraen todavia más, y se 
convierten en agujeros negros, con tamanos menores que los rádios de Schwarzschild (Ej. 11.5) y, por tanto, con densidades 
extremadamente altas. Los planetas que poseen una masa menor que 10^^ kg (Tabla 11.1) o íOr^Mç, son estables gravitatoriamente, 
y en ellos las fuerzas eléctricas juegan un papel más importante en la conformación dei sistema. Existe, entonces, una conexión 
entre todas las fuerzas fundamentales a todos los niveles de las grandes estructuras dei universo. 


PREGUNTÂS 

40.1 Demuestre que la actividad de una sustancia obedece la 
leyA =AQe"^. 

40.2 ^E1 concepto de “vida media” de un núclido radiactivo 
está relacionado directamente con la desintegración 
exponencial? 

40.3 ^Cómo sabemos que la desintegración a debe ser un 
proceso de dos cuerpos mientras que la p debe ser de tres? 


40.4 Remítase a la figura 40.2 y senale los procesos debidos a 
desintegración ay p. 

40.5 i,Por qué una partícula a debe penetrar una barrera antes 
de escapar de un núcleo? 

40.6 Un núcleo inestable está caracterizado por tener dema¬ 
siados (a) neutrones, (b) protones. /,Qué tipo de desintegración p 
se espera en cada caso? Verifique en una tabla de núclidos. 


4i.7 ^Cómo se puede determinar si iin núcleo es estable con 
respecto a ia emisión de cierto tipo de partícula? 

Utilizando una'expresión similar a la ecuación 40.6, 
investigue la esíabilidad dei con respecto a la emisión de 
protones y neutrones. 

4®.9 Consulte un libro de física nuclear y represente 
gráficamente la serie dei actinio y dei torio en forma similar 
a la figura 40.4. 

4i.l® ^Por qué es necesario suponer que existe una interacción 
débil? 

4iJl ^Por qué se forma un núcleo intermédio en las 
reacciones nucleares? Si la energia dei proyectil es muy alta, ^se 
espera que se forme el núcleo intermédio? 

PiOBlEMÂS 

Nota: Es necesario consultar una tabla de núclidos para resolver 
algunos problemas de este capítulo. 

40.1 La vida media dei es de 28 anos. Calcule: (a) su 
constante de desintegración, (b) la acíividad de 1 mg de ^Sr en 
curies y en núcleos por segundo, (c) el tiempo para que 1 m^ se 
rediizca a 250 mg, (d) la acíividad en el tiempo obtenido en (c). 

40.2 A una muesíra recién preparada de material radiactivo, 
que se desintegra en un núclido estable, se le mide la actividad 
cada 20 segundos. Iniciando en r = 0, se tienen las siguientes 
mediciones (en jiCi): 410, 190, 90, 43, 20, 9.6, 4.5, 2.15, 1.00, 
0.48 y 0.23. (a) Represente e! logaritmo natural de la actividad 
con respecto al tiempo. (b) Encuentre la constante de 
desintegración y la vida media de la muestra. (c) ^Cuántos 
núcleos radiactivos se hallaban presentes en la muestra cuando 
/ = 0 ? 

40.3 Un material está compuesto por dos sustancias 
radiactivas diferentes con vidas medias de 2 h y 20 min, 
respecíivamente. Al inicio hay un mCi de ia primera 
sustancia y 9 mCi de la segunda, (a) Usando papel 
semilogarítmico, represente graficamente la actividad de cada 
sustancia y dei material completo en función dei tiempo. (b) ^En 
qué tiempo la actividad total es de un mCi? (c) ^En qué tiempo 
la actividad de la sustancia de vida media más corta es de 1 % 

de la de vida media más larga? 

40.4 La acíividad de un material se mide con un contador 
Geiger cada 30 s y se obtienen los siguientes valores (en cuentas 
por minuto): 1167,264, 111,67, 48.3, 37.1,30.0, 24.6, 20.9, 
18.i, 15.7, 13.9, 12.3, 11.1,9.84, 8.85,7.83, 7.02, 6.26, 5.60 y 
5.00. (a) Represente el logaritmo de la actividad contra el 
tiempo. (b) Determine cuántas sustancias radiactivas están 
presentes y calcule la vida media y la constante de 
desintegración de cada una. (Sugerencia: Reste primero la 
actividad de la sustancia de mayor duración mediante la 
extensión de la cola de la curva en línea recta hasta el tiempo 
cero. Grafique la actividad restante y repita el proceso hasta que 


40.12 i,Por qué la energia de enlace por nucleón empieza a 
disminuir para A > 60? 

40.13 ^Por qué se libera energia en la fisión de un núcleo 
masivo o en la fusión de dos ligeros? 

40.14 ^Por qué la fisión ocurre con núcleos masivos y la 
fusión con núcleos ligeros? 

40.15 ^Cuál es la diferencia fundamental entre un reacíor 
nuclear “térmico” y uno “rápido”? 

40.16 i,Cuáles son los requisitos que deben cumplirse para 
hacer que un reactor de fusión sea práctico? 


sólo quede una línea recta correspondiente a la sustancia de 
menor duración.) 

40.5 Un aro de pistón de acero con 25 kg de masa se irradia 
en un reactor nuclear hasta que su actividad es de 9.0 mCi 
(debida al núclido de ^^Fe cuya vida media es de 3.90 x 10® s). 
Dos dias después el aro es instalado en un motor de prueba. 
Después de una prueba de diez dias se retira el aceite dei cárter 
y se analiza su actividad debida al ®^Fe. El análisis muestra una 
actividad media de 9.8 x 10^ desintegraciones por segundo para 
una muestra de 200 cm^ de aceite. Calcule la masa dei hierro 
desgastado en el aro, dado que el cárter tiene una capacidad de 

7.6 litros. 

40.6 La actividad dei carbono encontrada en especímenes 
vivientes es de 0.007 pCi por kilogramo, debido al presente. 
El carbón vegetal de una hoguera hallada en un viejo 
campamento indio tiene una actividad de 0.0048 fiCi kg“^ La 
vida media dei es de 5760 anos. Calcule cuánto tiempo hace 
que se utilizó por última vez el campamento. 

40.7 Calcule la energia de la partícula a liberada por el *t*Nd 
cuando se desintegra en *‘*®Ce y la energia de retroceso dei 
núcleo hijo. Las masas son de 143.9100 uma y 139.9054 uma, 
respectivamente. 

40.8 En una câmara de niebla se observa la colisión entre 
una partícula a y un núcleo de masa desconocida. La partícula 
se desvia 55° de su trayectoria original, mientras que el núcleo 
deja un rastro a 35° con respecto a la dirección de incidência. 
Calcule la masa dei núcleo. 

40.9 El espectro de la desintegración a dei ^^®Ra tiene 
una estructura de triplete con energias de partícula a de 
4.777, 4.593 y 4.342 MeV. Suponiendo que el núclido hijo 
que se produce es ^^^Rn en su estado fundamental o en uno 
de los dos estados excitados, dibuje el diagrama de niveles 
de energia y muestre la emisión de rayos yasociada con la 
transición. 



a) Determine los modos posibles de desintegración 
cuya masa es de 39.9640 uma. (b) Calcule la 
iisponible para cada proceso posible. 

Ibtenga las ecuaciones que expresan la energia 


y (c) en la captura de electrones. (Sugerencia: Se debe 
tener un registro de cuántos electrones había antes y 
después de la desintegración.) 

4®.12 (a) Verifique que el ^'^Cu puede desintegrarse 
mediante emisión P~, o captura de electrones (CE). 
Experimentalmeníe sabemos que el Cu tiene una vida 
media de 12.8 horas con 39% P~, 19% y 42% CE. 

(b) Calcule la energia disponible para cada proceso. La masa 
dei ^'^Cu es de 63.929 77 uma, la dei ^'^Zn de 63.929 14 uma 
y la dei ^^Ni de 63.927 96 uma. 

40.13 (a) Verifique que el se desintegra mediante 
captura de electrones; su masa es de 7.016 929 uma. 

(b) Calcule la energia y el momentum dei neutrino y dei núcleo 
hijo, ^Li, cuya masa es de 7.016 00 uma, si el electrón y neutrino 
se emiten ambos en la dirección opuesta a la dei núcleo hijo. 

40.14 Calcule la energia máxima de los electrones en la 

desintegración ~ dei ^H. ^ 

40.15 Cuando el se desintegra mediante emisión 
el núclido hijo, casi siempre está en un estado 
excitado (> 99%). De los datos experimentales dados en la 
figura 40.9(b) y dei hecho de que el N tiene una masa de 
14.003 074 uma, calcule la masa dei O. 

40.16 Complete las siguientes reacciones nucleares, 
sustituyendo el núclido o particula correctos siempre que 
aparezca una X: 

40.17 Determine la energia umbral de fotón de la reacción 
fotonuclear ^"^Mgiy, n)^^Mg. Las masas de los núclidos padre 
y producto son de 23.985 04 y de 22.994 12 uma, 
respectivamente. 


(a) i 3 Al(n, a)X 
(c) llF{d, p)V 
(e) ^B{y,X)lBi 
(g) Í«Ni(p, n)Z 


(b) nP{y, n)X 
(d) iiC(V, cx)^Be 
(f) “|In(n,y)V 
(h) i?Co(n, X)fjCo 


40.18 Cierto acelerador puede impartir una energia de 2 MeV 
a particulas con una carga y de 4 MeV si las particulas tienen 
dos cargas. ^Qué reacciones se pueden observar cuando el 

*^C es bombardeado por protones, deuterones y particulas a 
provenientes de este acelerador? 

40.19 Si se bombardea ^Li con protones de 0.73 MeV, se 
producen dos particulas a, cada una con 8.8 MeV de energia 
cinética, (a) Calcule la Q de la reacción. (b) Calcule la 
diferencia entre la energia cinética total de las particulas a y 
la dei protón inicial en el sistema L. 

40.20 La masa dei ^^Al es de 26.981 uma. Encuentre la masa ^ 
de los núcleos producto para las reacciones siguientes: 


(a) )>r°Al 

(b) ^'Al(p, 

(c) ^^Al(d, p)^®Al 

(d) ^^Al(d, a)^^Mg 


Q = 7.722 MeV 
Q - 1.594 MeV 
Q = 5.497 MeV 
Q = 6.693 MeV 


.. W cscnoa loaas ias ; 
posibles en las que Ia partícula expulsada sea un electrón o una 
particula a. (b) En cada caso, encuentre la 0 de la reacción y ia 

energia total dei producto. 

40.22 Una lâmina de íantalio de 0.02 cm de graesa y densidad 
L66x lO^^kg m ^ es irradiada durante 2 h con un haz de 
neutrones térmicos con un flujo de 10'® N s“'. Como 
resultado de la reacción '®'Ta(n, 'y)'^^Ta, se forma un núcleo 
de '^^Ta con vida media de 114 dias. Inmediatamente 
después de la irradiación la lâmina tiene una actividad de 
1.23 X 10^ desiníegraciones por cm^. Calcule el número de 
núcleos de que se forman. 

4®.23 Para la fotofisión dei en ^Kr, y tres 
neutrones, calcule, a partir de las diferencias de masa, la energia 
total liberada. Compare esta energia con la de la repulsión de 
Coulomb inicial de los dos fragmentos cargados, suponiendo 
que apenas se tocan cuando se presenta la fisión. 

40.24 Calcule la energia requerida para dividir un núcleo de 
"'He en (a) un y un p y (b) un ^He y un n. Explique la 
diferencia entre las energias en términos de las propiedades de 
las fuerzas nucleares. 

4®.25 (a) Verifique que la energia liberada en la fisión dei 
urânio (185 MeV por átomo) es equivalente a 8.3 X 10'^ J kg“'. 
(b) ^Con qué rapidez se debe fisionar el urânio para que se 
genere una potência de 1 MW? (c) ^Cuánto tiempo se tarda en 
usar 1 kg de urânio, dado que genera continuamente una 
potência de 1 MW? 

40.26 (a) ^Cuál debe ser la temperatura media de un plasma de 
deuterones para que se presente la fisión? {Sugerencia: Se puede 
estimar calculando la energia de repulsión de Coulomb entre 
deuterones, cuando se hallan dentro dei alcance de la fuerza 
nuclear, — 10"'® m.) (b) Calcule la energia liberada al fusionar 
dos núcleos de deuterio en una partícula a. 

40.27 (a) Calcule la energia liberada en el proceso de fusión 
3''He -*■ '^C, que se presenta en la segunda etapa de la 
nucleosíntesis en las estrellas. (b) Determine la potência 
generada por el proceso en una estrella en la que 5 x 10^ kg de 

He se funden en '^C por segundo. 

40.28 Demuestre que si se tiene en cuenta la energia producida 
por el Sol, su masa debe disminuir a razón de 4.6 x 10^ kg s"'. 
^Cuánto tiempo deberá transcurrir para que su masa disminuya 
un 1%? (La masa dei Sol está dada en la Tabla 11.1.) 

40.29 ^En cuánto tiempo la duración dei ano aumentará en un 
segundo debido a la pérdida de masa dei Sol por radiación? 
(Véase el problema anterior.) Recuerde que el cuadrado dei 
periodo dei movimiento de un planeta alrededor dei Sol es 
inversamente proporcional a la masa de este último. 
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411 Introducción 

Las unidades básicas de la matéria se conocen como partículas fundamentales o elementales. Ya 
nos hemos referido a protones, neutrones, electrones, positrones, neutrinos y fotones. Las primeras 
tres son las únicas necesarias para explicar la estructura de átomos y núcleos. El positrón es pareci¬ 
do a un electrón, pero tiene carga positiva y se produce en ciertos procesos nucleares. El neutrino es 
necesario para satisfacer tres leyes básicas en el proceso de la desintegración j3: la conservación de 
energia, momentum y momentum angular. Finalmente, el fotón es el portador de la interacción 
electromagnética entre partículas cargadas (Fig. 41.1 (a)). 

9, /N' e- /P V /Vu 





(d) 


Figura 41.1 Interacción que 
resulta dei intercâmbio de 
partículas. 





910 La estructura fundamental de la matéria 


Nos hemos referido también a otras partículas, como los muones Qí) y los piones (tt). La 
interacción nuclear entre proíones y neuírones se puede considerar como el resultado de un inter¬ 
câmbio de piones (Fig. 41. l(b)), La existência de piones fue predicha por Hideki Yukawa, en 1935, 

para explicar el corto alcance de las fuerzas nucleares. Los piones se han observado en rayos cósmi¬ 
cos y se producen en gran cantidad en los aceleradores de altas energias y en colisiones protón- 
proíón. El número de piones producidos depende de la energia cinética de los protones. Algunas de 
tales reacciones son: 


rp^ -I- + 71° 

p"^ + < p'^ + n + 

(.P"^ + p'^ + Ti'*' + n~ 

La interacción débil está asociada con tres particulas portadoras, conocidas como bosones W* y Z°, 
observadas experimehtalmente. Por extensión, la interacción gravitaíoria entre dos masas requeri- 
ría la existência de otra particula portadora, el gravitón, que aún no se ha observado. 

Desde 1960 se han observado muchas otras particulas. Más de treinta particulas son relati¬ 
vamente estables (vida media mayor que 10~*° s) y más de cien partículas de tiempo de vida extre¬ 
madamente corto (vida media dei orden de 10"^* s), conocidas en ocasiones como resonandas. 

Estos descubrimientos fueron posibles con la construcción de aceleradores de muy alta 
energia (ciclotrones, sincrotrones, linacs, máquinas de haces en colisión, etc.) que producen partícu¬ 
las con energias de hasta vários GeV; con el perfeccionamiento de las técnicas para observar partí¬ 
culas (câmaras de niebla, de burbujas y de chispa y emulsiones fotográficas, en las que se producen 
rastros visibles dei paso^de partículas cargadas); con los diferentes tipos de detectores (contadores 
Geiger-Müller, de centelleo y de Cerenkov); y con el desarrollo de circuitos electrónicos comple- 
jos (recuerde la Nota 20.2). 

El conocimiento actual de las propiedades de las partículas fundamentales ha permitido 
elaborar una teoria conocida como “modelo estándar” (Sec. 41.8), formulada durante la década de 
los ochenta con el esfuerzo de muchos físicos y como resultado de los primeros trabajos de Murray 
Gell-Mann y George Zweig, en 1964. El estúdio de las partículas fundamentales es importante 
debido a que muestra la estructura básica de la matéria que no se hace evidente en el estúdio de 
átomos, moléculas y agregados de matéria (sólidos, líquidos). 


412 Partículas ^fundamentales^ 

En la tabla 41.1 se presenta una lista de las partículas estables o de larga duración (> lOr^® s) observadas, 
y se indican también algunas de sus propiedades. Las tres propiedades básicas usadas para identificar 
a las partículas son la masa, la carga y el spin; más adelante mencionaremos algunas otras propieda¬ 
des. De acuerdo con su interacción dominante, las partículas fundamentales se clasifican en cuatro 
grupos o familias: (a) bosones portadores, asociados con diferentes interacciones; (b)leptones, o 
fermiones ligeros; (c) mesones, o bosones de masa intermedia; y (d) barlones, o fermiones de gran 
masa. Además los fermiones obedecen el principio de exclusión y los bosones no. Bariones y 
mesones están sujetos a cuatro interacciones: fuerte, electromagnética, débil y gravitatoria, y por 
tal razón se les conoce colectivamente como liadrones (dei vocablo griego que significa pesado). 
Los leptones no son sensibles a las interacciones fuertes. Los bosones portadores están relaciona¬ 
dos con interacciones específicas y corresponden a lo que se llama campos defuerza, más que a los 
campos de matéria, relacionados con las otras partículas. 

Las masas de las partículas fundamentales aparentemente no muestran ningún tipo de 
regularidad. Por otro lado, las partículas no tienen carga eléctrica o tienen cargas ±e, hecho 
relacionado con la ley de conservación de la carga. Los fermiones tienen spin |, excepto ü ~, 
cuyo spin es y obedecen el principio de exclusión de Pauli. Los bosones tienen spin cero o 
entero y no obedecen el principio de exclusión. La mayoría de las partículas poseen también un 





Tabla 41,1 Partículas “fundamentales” 


Partícula 

Símbolo 

Masa (MeV) 

Bosones portadores (spin 1) 



Fotón 

y 

0 

Bosones débiles 

w± 

80-90 X 10^ 


Leptones (fermiones) {spin i) 



Neutrino 

V . V V 

0 

Electrón 

e” 

0.511 

Muón 


106.1 

Tauón 

T 

1780 


Mesones (bosones) {spin 0) 

Pion 

Tt’*’ 

140 


7r« 

135 

Kaón 

K + 

494 


K° 

498 

Eta 

ri° 

549 

Bariones (fermiones) {spin 2 ) 
Nucleones 
protón 


938.3 

neutrón 

n° 

939.6 

Hiperones 

Lambda 

A° 

1116 

Sigma 


1189 



1192 


z- 

1197 

Xi 

«0 

1315 



1321 

Omega {spin j) 

Q- 

1674 


momentum dipolar magnético. Existen tres clases de neutrinos, representados con v^, v^y 
asociados con el electrón, el muón y el tauón, respectivamente. 


EJEMPLO 411 

Masa de los bosones que median una interacción. 

[> Se supone que las partículas interactúan mediante el intercâmbio de bosones, que son los portadores de 
momentum, momentum angular, energia y, en algunos casos, de carga eléctrica, de una partícula a otra. 
Los bosones intercambiados se conocen como virtuales, pues sólo existen brevemente durante el proce- 
so de intercâmbio, aunque si hay suficiente energia disponible, pueden existir también como partículas 
libres. 

El alcance de las fuerzas nucleares se puede explicar con este modelo sobre las interacciones. Se 
supone que un protón no es un sistema estático, sino que emite y reabsorbe continuamente piones virtuales. 
Cuando un pion virtual es emitido, la energia dei protón cambia en una cantidad que, al menos, es igual 
a Af ~ ~ 140 MeV, con un correspondiente cambio en el momentum. Según el principio de 

incertidumbre de Heisenberg, ecuación 36.5, el pion puede existir sin violar ninguna de las leyes de conser- 
vación durante el tiempo 

At ~/i/A£ ~~ 10“^^ s 
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Después de este tiempo, el pion debe ser reabsorbido por el nucleón o ser intercambiado con otro nucleón, 
para restituir la conservación de momentum y energia. Si suponemos que el pion se mueve con velocidad 
cercana a la de la luz, la máxima distancia que puede recorrer en ese tiempo es de alrededor de m. 
Entonces, ésía es Ia máxima distancia a la cual debe estar el otro nucleón para que absorba al pion y, por 
tanto, da el orden de magnitud dei alcance de la interacción nuclear. 

En el caso de las interacciones electromagnéticas, suponemos que una partícula cargada emite y 
absorbe fotones virtuales de manera continua. Los fotones tienen masa cero y, por consiguiente, la fluc- 
tuación de energia A£ de una partícula cargada puede tener un valor arbitrário, dependiendo de la fre- 
cuencia asociada con el fotón. En consecuencia, el tiempo que un fotón virtual puede existir antes de ser 
reabsorbido o intercambiado con otra partícula cargada también es arbitrário y, por tanto, las fuerzas 
electromagnéticas son de largo alcance. Un cálculo muestra que la fuerza, resultante dei intercâmbio de 
fotones de masa cero entre dos partículas cargadas que se mueven con lentitud, debe variar según el 
inverso dei cuadrado de la distancia entre las dos cargas, de acuerdo con la ley de Coulomb. 

Las partículas W^y Z°, que se supone median las interacciones débiles, tienen masas de 81 GeV 
y 91 GeV, respectivamente. Poseen, entonces, un alcance de alrededor de 10"’’ m o 10^ veces menor que 
el alcance de la interacción nuclear. Ésta es la razón por la cual la interacción débil no se manifiesta en la 
mayoría de los procesos que observamos en la Tierra, con excepción de la desintegración radiactiva p. 
La interacción débil puede representarse mediante los procesos ilustrados en la figura 41.1(c) y (d). 


41.3 Partículas y antiparfículas 

Se ha observado que cada partícula está asociada con una antipartícula. Éstas aparecen a la dere- 
cha en la figura 41.2. Una antipartícula se representa con el mismo símbolo que su correspondiente 


partícula pero con una barra sobre ella (en ocasiones, por simplicidad, se omite la barra); tiene 


la misma masa y spin que la partícula, y algunas propiedades opuestas, entre las que destacan las 


electromagnéticas, como carga eléctrica y momento magnético. Los mesones y if son sus 


Figura 41.2 Partículas y 
antipartículas distribuídas según 
su energia en reposo y su carga. 


Partículas Antipartícula.s 
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propias antipartículas. En la figura 41.2, partículas y antipartículas esíán distribuidas simétricamente. 
La primera antipartícula observada fue el positrón, en 1933 (recuerde la Fig. 22.7); los antiprotones 
fueron observados por primera vez en 1955; poco después se observaron los antineutrones. 

El neutrino se diferencia de su antipartícula por el hecho de que su spin siem- pre apunta en 
dirección opuesta a la de su momentum (que es en la dirección de movimiento) mientras que èl 
momentum y el spin de un antineutrino están en la misma dirección (Fig. 41.3). Se dice que un 
neutrino tiene hellcldad negativa, igual a -1, y un antineutrino tiene helicidad positiva, +1. Esta 
propiedad es consecuencia de la masa cero dei neutrino. Para otras partículas de spin | y masa 
diferente de cero (como los electrones), tanto la partícula como su antipartícula pueden tener helicidad 
positiva o negativa. 

Una partícula y su antipartícula pueden combinarse entre sí, y al hacerío desaparecen o se 
aniquilan. Su energia total, incluyendo la de su energia en reposo, reaparece en forma de otra partícu¬ 
la. Por ejemplo, el electrón y su antipartícula, el positrón e"^, se pueden aniquilar y emiten fotones, en 
un proceso conocido como aniquilación elecírón-posiíróns 

e~ -h e2y (41.1) 

La razón de que en lugar de un fotón se emitan dos es que se deben conservar la energia y el momentum. 
Si el electrón y el positrón están en reposo en el laboratorio (que entonces coincide con el sistema C), 
la energia total disponible es Im^cP- = 1.022 MeY y el momentum total es cero. Si se emitiera un fotón 
de energia E^= 2m^cP’, tendría un momentum p = E^lc = 2m^c y se violaría el principio de conserva- 
ción dei momentum, pues el momentum inicial es cero. Para conservar energia y momentum, deben 
emitirse dos fotones iguales en direcciones opuestas. Así, cada fotón debe tener una energia - 
0.511 MeV. En efecto, cuando los positrones pasan à través de la matéria se observan fotones con 
esta energia. Si la energia de los electrones es lo suficientemente grande, pueden ocurrir otros 
procesos, como veremos en la sección 41.8. En el proceso 41.1 se conserva la carga eléctrica. 

La aniquilación protón-aníiproíón es un proceso más complicado, que implica la produc- 
ción de varias partículas, la mayoría piones. En la figura 41.4 se muestra una de tales aniquilacio- 
nes, correspondiente al proceso 



Neutrino, v Antineutrino, 

Helicidad Helicidad 

negativa po.sitiva 


Figura 413 El neutrino y el 
antineutrino, ambos con 
momentum p, tienen helicidades 
o spins, S, opuestos. 



p+ 4 -p An + xn^ 


(41.2) 



Figura 41.4 Aniquilación 
protón-antiprotón en una câmara 
de burbujas. El antiprotón 
incidente se aniquila con uno de 
los protones de la câmara de gas 
de hidrógeno. (Fotografia por 
cortesia dei Brookhaven National 
Laboratory.) 
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Si se debe conservar la carga, el número de piones positivos y negativos debe ser el mismo. El número 
de mesones # producidos es difícil de medir, puesto que no dejan rastro en la câmara. Ei número total de 
partículas producidas defende de la eneigía disponible. 

Al contrario, una partícula y su antipartícula deben producirse de manera simultânea. En la 
figura 22.5 se ilustra la prcxlucción de un par electrón-positrón mediante un fotón. Ei proceso es 

•y 4- (41.3) 

El rastro dei fotón no es visible. Para producir un par electrón-positrón, el fotón dete tener, al menos, una 
energia 2m^c^ = 1.022 MeV. Para que la energia y el momentum se conserven en la ecuación 41.3, el 
príxeso dete ocurrir cerca de un núcleo. Entonces, como resultado dei acoplamiento electromagnético 
entre el núcleo y el par electrón-positrón, el núcleo dete adquirir la energia y el momentum necesarios 
para la conservación de ambas cantidades. Por ello la producción de pares es más intensa en materiales 
con alto número atómico (como el plomo), ya que estos materiales proporcionan un acoplamiento elec¬ 
tromagnético más fuerte con el par electrón-positrón. La producción de pares es uno de los principales 
procesos que intervienen en la absorción de fotones de alta energia por parte de diferentes materiales. A 
pequenas energias, inferiores a 0.1 MeV, el proceso más importante es el efecto fotoeléctrico (Sec. 30.7), 
y a eneigías entre 0.1 MeV y 1 MeV, el eíècto Comptoi es el dominante (Sec. 30.5). Sin embargo, si la energia 
(fe los fotones es lo suficientemente alta, pueden ocurrir otros procesos, como la creación de pares 

De manera parecida, se puede producir un par protón-anílprotóii en una colisión protón-protón 
de alta energia, según el esquema 

p+ 4- p+ p+ 4- p+ 4- p+ 4- p- (41.4) 

Para que ocurra este prcx^e^o, la energia cinética dei protón incidente (si el blanco está en reposo) tiene 
que ser de al menos 5.64 GeV (véase el Ej. 20.4 para el cálculo de este valor). 

Parece que el universo está compuesto principaknente jxrr partículas (y no por una mezcla uni¬ 
forme de partículas y antipartículas), lo que lo hace estable con respecto a la arriquilación de la matéria. 


Nota 41=1 Experimento sobre antiprotones 

La finalidad dei experimento que condujo al descubrimiento dei antiprotón (en 1955) era detectar partículas con carga -e y masa 
/Mp. Para ello se hizo chocar protones, acelerados hasta 6.2 GeV en el bevatrón de la University of Califórnia, con un blanco adecuado 
en el cual se producían partículas mediante varias reacciones, incluyendo algunos antiprotones, p~. Un imán Mj selecciona las 


Figura 41.5 Dispositivo 
experimental para la observación 
dei antiprotón. 


Blanco Pfotone.s de 6.2 GeV 
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partículas negativas, desviándolas hacia una abertura en el blindaje (Fig. 41.5), La energia de estas partículas se mide mediante 
detectores de centelleo, S, y su velocidad con detectores Cerenkov, C. Estos instrumentos están disenados para ser sensibles sólo 
a cierto intervalo de energia. Un segundo imán, M 2 , colocado entre 5, y Sj, actúa como selecíor de momentum, de modo que só¬ 
lo las partículas con momentum p = eBr son desviadas hacia S 2 . El campo magnético se ajusta de manera que corresponda al 
momentum al cual se han producido la mayoría de los antiprotones. 

Por el imán M 2 pasan muchas partículas de carga negativa (K~, n~, pr) y algunos antiprotones (se estima que la proporción es 
de 40 (XX) partículas por antiprotón). Para diferenciar los antiprotones, los detectores de centelleo 5j y S 2 se colocan de forma tal que 
den una senal sólo para antiprotones de momentum p. En consecuencia, la observación de tales senales es una indicación dei paso de 
un antiprotón. Este experimento ilustra la diversidad de técnicas requeridas en la física experimental de partículas. 


414 Inestobilidad de parfículos 

La creación y aniquilación de partículas, así como el proceso de desintegración jS, indican que las 
partículas fundamentales se pueden transformar unas en otras como resultado de sus interacciones. 
Algunas sufren desintegración espontânea, con una vida media bien definida. En la tábla 41.2 se 
muestran los modos de desintegración y las vidas medias de varias partículas inestables. En algu¬ 
nos casos es posible más de un modo de desintegración. Sólo tres partículas (y sus antipartículas) 
son estables con respecto a la desintegración espontânea; el neutrino, el electrón y el protón; aun- 
que existen razones para creer que los protones podnan desintegrarse (jcon una vida media de más 
de 10^^ anos!). De todas las partículas inestables, la de mayor vida media es el neutrón. Esto puede 
explicar por qué la matéria está compuesta por neutrones, protones y electrones. Nótese que los 
mesones tienen una vida media dei orden de 10^ s (con excepción de y rf), mientras que la vi¬ 
da media de los bariones es dei orden de 10"’® s. 


Tabla 41.2 Algunos modos de desintegración de partículas* 



Modo de 

Vida 


Modo de 

Vida 

Partícula 

desintegración 

media (s) 

Partícula 

desintegración 

media (s)) 

Leptones 



Bariones 



Neutrino 

Estable 


Protón 

Estable 

(10" yr?) 

Electrón 

Muón 

Estable 

e~ + + Ve 

1.52 X 10"° 

Neutrón 

n° -> p'^ + e" + V 

7.0 X 10^ 

Tauón 

-> e" + V, + Ve 

3.5 X 10"i° 

Lambda 

A° ->■ p"*" + Ti" 

1.76 X 10"i° 


jX + v^ + v^ 



n“ + 71 


Mesones 



Sigma 

+ 7C° 

-^n° + 7r + 

5.6 X 10"" 

Pion 

K- li- + v„ or v„ 



<7 X 10"" 


e± - 1 - Ve or Ve 

1.80 X 10"« 


S° ^ A° + y 


71° -*■ y + y 



Z" n° + Tt" 

1.1 X 10"" 


y + e'^ + e" 

6 X 10"!’ 

Xi 

S° A° 4- 71° 

2.0 X 10"" 

Kaón 

K+ + V 

8.56 X 10"° 


S" A° + 71" 

1.2 X 10"" 


-> Tl'*' + 71° 






K°->7r± + e+ + V 

4 X 10"» 

Omega 

Q" -^A° + K" 

—> £1° + 71 

10"" 


^ Tü- -t- + V 






K° Jt^ TI 

6.0 X 10"" 





^271° 





Eta 

7?° -> y + y 

<10"^° 





^ 7c° + y + y 




- 


*Para obtener la desintegración de antipartículas, cambie todas las partículas por antipartículas en ambos lados de la ecuación. 
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Figura 41.6 Eventos producidos por una aniquilación Figura 41.7 Eventos producidos por una colisión K~—p. 

protón-antiprotón. (Fotografia por cortesia dei (Fotografia por cortesia dei Brookhaven National Laboratory.) 

Brookhaven National Laboratory.) 


Una condición impuesta por la conservación de la energia y que es necesaria para que 
ocurra la desintegración espontânea es que la masa de la partícula sea mayor que la suma de las 
masas de las partículas en las que se desitegra. Además, deben conservarse la energia, el momentum, 
el momentum angular y la carga. Estos critérios se utilizan como guia en el análisis de la 
desintegración de partículas fundamentales. 

El muón negativo, con spin i, descubieito en 1937 en los rayos cósmicos, íue la primera 
partícula inesíable observada. La desintegración de muones siempre produce electrones con un 
espectro continuo de energias cinéticas, parecido al de la desintegración /3. Por consiguiente, la 
conservación de energia y momentum requiere la emisión de dos neutrinos, y v^, junto con el 
electrón (véase la Tabla 41.2). Los piones con carga eléctrica y con spin 0 se desintegran en un 
muón o en un electrón con energia cinética bien definida y, por tanto, sólo se emite un neutrino 
(v^ o Vg) (véanse la Tabla 41.2 y la Fig. 20.5). 

En la figura 41.6 se muestra la aniquilación protón-antiprotón, que produce nuevas partícu¬ 
las que a su vez sufren desintegraciones posteriores: 

-f p" S'*' -f 

L.-+A0 

Utí^+p” (41.5) 

Analizando en cada una de las desintegraciones la conservación de la energia y el momentum, 
podemos identificar partículas neutras que no dejan rastro. 

En la figura 41.7 se muestra un proceso más complicado mediante eventos producidos en 
la colisión de un K“ y un p^: 
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Figura 4L8 Representación gráfica de los procesos que implican bosones W* y Z®. Figura 41.9 Sucesos disparados por un protón proveniente dei 

espacio exterior que choca con uno de Ia atmosfera. 


Estas desintegraciones son, básicamente, el resultado de la interacción débil, transportada por los 
bosones W- y Z°. En la figura 41.8(a), (b) y (c), se describe de manera gráfica el mecanismo de 
desintegración dei neutrón, el protón y el muón en términos dei intercâmbio de partículas W*. 
Las dos primeras correspondeu a la desintegración ^ analizada en la sección 40.4. Los otros proce¬ 
sos se describen en la figura 41.8(d), (e) y (f). 

Muchos de los procesos que implican partículas fundamentales han sido observados en los 
rayos cósmicos, que consisten en partículas de alta energia (en su mayoría protones) que chocan 
con la Tierra, y son resultado de procesos que ocurren en el Sol y en otras partes dei universo. Los 
rayos cósmicos producen reacciones en cadena cuando interactúan con los núcleos de la atmósfera 
superior. En la figura 41.9 se representa una de tales reacciones. El proceso continua hasta que la 
energia de las partículas ya no es suficiente para producir nuevas partículas, y sólo quedan partícu¬ 
las estables. 


EJEMPLO 412 

Análisis de la energia en la desintegración de muones y piones. 

[> Los electrones emitidos en la desintegración de muones tienen un espectro continuo de energia que llega 
hasta 53 MeV como corresponde a la desintegración en tres partículas: un electrón y dos neutrinos. 
Como la energia máxima dei electrón es mucho mayor que su energia en reposo (0.5 MeV), el momentum 
máximo dei electrón es Me V/c. Este momentum corresponde al caso en que los dos 

neutrinos son emitidos en dirección opuesta a la dei electrón, y ambos poseen un momentum total de 
53 MeV/c con una energia total de 53 MeV. Así, la energia total liberada en la desintegración de muones es 
de 106 MeV, que da la energia en reposo dei muón (Tabla 41.1). Se ha medido el spin dei muón de 
manera independiente y su valor es de entonces, la ley de conservación dei momentum angular tam- 
bién prohíbe la desintegración de un muón en un electrón y un neutrino, cada uno con spin de y, pero 
permite su desintegración en un electrón y dos neutrinos. Como los dos neutrinos se comportan de 
manera ligeramente distinta, se llega a la conclusión de que son diferentes, uno es un neutrino-muón (v^ 
y el otro un neutrino-electrón (v^). 

Los muones producidos en la desintegración de piones tienen una energia en reposo de 
105.7 MeV y una energia cinética fija de alrededor de 4.1 MeV. Como el momentum de un muón con tal 
energia cinética es de 29.5 MeV/c, éste debe ser el momentum dei neutrino, emitido en la dirección 
opuesta. La energia dei neutrino es, entonces, de 29.5 MeV. Así, la energia total liberada en la 
desintegración de piones es de 105.7 MeV + 4.1 MeV + 29.5 MeV = 139.3 MeV, que de nuevo cohcuer- 
da aproximadamente con la energia en reposo dei pion, 140 MeV. De la desintegración n* p* + v^. 
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concluímos que el spin dei piou es 0 o 1. Del análisis de los oiros procesos en que paiticipan piones, se 
ha determinado que su spm es cero. 



En todos los procesos en que intervienen partículas ftmdamentales, se tieee que, sin excepción, se 
deben cumplir las siguientes leyes de conservación: ( 1 ) conservación dei momeetum, (2) conserva- 
ción dei momentum angular, (3) conservación de la energia y (4) conservación de la carga eléctrica. 
Las limitaciones impuestas por estas cuaíro leyes resíringen muchos procesos en los que intervie¬ 
nen partículas fundameníales. Por ejemplo, el electrón y el positrón son estables porque no hay 
partículas más ligeras en las cuales puedan desintegrarse sin violar la conservación de la carga 
eléctrica. Existen vários procesos que cumplee con las cuatro leyes de conservación, pero no ocu- 
rren en la naturaleza. Por ejemplo, los procesos p"*" -f v. A® p" -5- o -f p'®' no 

han sido observados. Para explicar esta situación, se han formulado leyes de conservación adicio- 
nales, más parecidas a la de conservación de la carga eléctrica que a las otras tres. Analizaremos 
sólo dos de ellas: (5) la conservación de leptones y (6) la conservación de bariones. Los datos 
experimentales han llevado a la conclusión de que el número de leptones y bariones que pueden 
producirse o aniquilarse en un solo proceso está restringido, independieníemente de la energia dis- 
ponible. Por ejemplo, es posible la producción de un par electrón-positrón y e~ -f e"^, en el que se 
crean dos leptones, un electrón y su antipartícula, a partir de un fotón. Pero el proceso de producción 
electrón-protón, y e“ -í- p'*', en el cual se producen un leptón y un barión, no se ha observado. Hechos 
experimentales de este tipo spn la base de la quinta y sexta leyes de conservación. 

Para expresar la conservasdén de leptones, se asigna un námero cuántico ieptónico 
a las partículas leptónicas, <2”= -1 a las antipartículas leptónicas y 0 a las no leptónicas. Entonces 

en cualquier proceso, el número Ieptónico total debe permanecer constante. 

Por ejemplo, en el proceso y e“ + e"^, el número Ieptónico dei lado izquierdo es 0 y el de 

la derecha .2” = + 1 - 1 = 0. Sin embargo, en el proceso no observado y - 5 - e“ -f p^ tenemos = 0 en la 
izquierda y -i-l-}-0=+lenla (terecha, ífe modo que se viola la conserv^ión àe leptones. Por ello la (tesin- 
tegr^ión de neutrones se debe expresar sfc la forma 

n p+ + e" -f- Vg (41.7) 

para asegurar un número Ieptónico de cero en ambos lados. Así, la conservación de leptones requie- 
re que en la desintegración P se emita un antineutrino = -1), y no un neutrino = -5-1), junto 
con el electrón (56 = -fl). Al examinar los esquemas de desintegración de la tabla 41.2, se puede 
verificar que se cumple la ley de conservación de leptones en cada caso y, también, la razón de 
que se indique un antineutrino en algunas desintegraciones. 

Para expresar la conservación de bariones, se asigna un número cuántico bariónico 
B = -1-1 a todas las partículas bariónicas,B = -1 a las antipartículas bariónicas y B = 0 a las partículas 
no bariónicas; entonces, 

en cualquier proceso, el número bariónico total debe permanecer constante. 

Esta ley se satisface en todos los procesos ya mencionados en que paiticipan bariones, así 
como en los esquemas de la tabla 41.2. Como el protón es el de menor masa de todos los bariones, 
su desintegración en partículas más ligeras (que no pueden ser bariones) violaria la ley de conserva¬ 
ción de bariones, y esto explica por qué el protón es estable. Así, hasta cierto punto, el mundo en el 
que vivimos es el resultado de las leyes de conservación de leptones y bariones. 

416 SímefrÍQ e inferoccíones 

El comportamiento de los sistemas físicos bajo ciertas operaciones de simetria proporciona algu- 
nos indicios de las propiedades de las interacciones fundamentales. Consideraremos tres opera¬ 
ciones de simetria. 
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(i) ParMad (P). Este concepto se refiere a la operación de reflexión espacial con respecto 
a un plano o a ue punto, tal como el origen de coordenadas. Veamos primero el comportamiento de 
algunas cantidades dinâmicas con resf^to a la reflexión en un plano. Consideremos una partícula 
A (Fig. 41.10(a)) que se mueve con momentum p. La imagen de A es otra partícula A' que se mueve 
con momentum p' tal que p^^ = p,i', p^ = -p^, en la que II y ± se refieren a las direcciones paralela y 
f^rpendicular al plano, respectivamente. En seguida consideremos una partícula que se mueve 
como se muestra en la figura 41 .10(b), con momentum angular L. La imagen de A es la partícula A' 
que gira como se muestra en la figura y cuyo momentum angular es entonces L' tal que L,, = -L|, y 
= L^. Por tanto, vemos que en la reflexión en un plano, py Lse comportan de manera distinta. 
Por tal razón p se conoce como vector polar y L como vector axial. Todos los vectores que aparecen 
en las leyes físicas son polares o axiales. Al examinar la figura 41.11 podemos verificar que el 
campo eléctrico es polar y el magnético es axial. La fuerza es también un vector |K)lar. 

Siempre se ha supuesto que las leyes de la física son invariantes con respecto a la operación 
de paridad. En otras palabras, si un sistema físico dado satisface las leyes de movimiento, su ima¬ 
gen también las satisface y puede ocurrir también en la naturaleza. Esto significa que en la 
formulación matemática de las leyes físicas deben aparecer las cantidades polares y axiales com¬ 
binadas de tal modo que la relación entre ellas no cambie en una reflexión espacial. Podemos 
entonces establecer la ley de conservación de la paridad: 

la paridad se conserva en un proceso si la imagen deiproceso es también un proceso que 
puede presentarse en la naturaleza; es decir, la interacción implicada en el proceso debe 
ser invariante con respecto a la operación de paridad. 

Se puede demostrar que las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético son 
invariantes con respecto a la reflexión espacial y que, por tanto, la paridad se conserva en las 
interacciones electromagnéticas. En 1956, Tsung D. Lee y Chen N. Yang cuestionaron la validez 
de la invariancia bajo reflexiones espaciales en procesos debidos a interacciones débiles. Poco 
después, se encontró que la paridad se viola en tales procesos. Por ejemplo, consideremos la 
desintegración dei pion p* -k- v^, que se muestra en la figura 41.12(a). El pion tiene spin cero 
y, con el fin de conservar el momentum angular, el spin dei muón y dei neutrino deben estar en 



Figura 41.1© Reflexión dei 
(a) momentum, (b) momentum 
angular, en un plano. 


Rspejo Rspejo 



Figura 41.11 Reflexión, en 
un plano, de (a) un campo 
eléctrico de una carga positiva q, 
(b) un campo magnético de una 
carga positiva q que se mueve 
hacia la página. 
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Figura 41.12 Violación de la paridad en la 
desintegración n. (a) Desintegración original; 
(b) desintegración reflejada en el espejo. 


Figura 41.13 Aplicación de la conjugación de carga a 
la desintegración !t. (a) Desintegración original; 

(b) Desintegración de carga conjugada. 


direcciones opuestas. Además, para ser congruentes con la helicidad dei neutrino, su spin 
debe ser como se indica en la figura (recuerde la Fig. 41.13). Sin embargo, el sistema “imagen” 
mostrado en la figura 41.12(b) no se presenta en la naturaleza, pues el neutrino tendría su helicidad 
equivocada. Por consiguiente, en la desintegración dei pion, debida a la interacción débil, se viola 
la paridad. 

(11) Conjugación de carga (c). Esta operación consiste en la sustitución de todas las 
partículas por sus antipartículas y viceversa, sin cambiar ninguna otra propiedad física, como el 
momentum o el spin. 

Una interacción es invariante con respecto a la conjugación de carga si cuando un pro- 

ceso debido a la interacción es posible, el proceso conjugado de carga correspondiente 

también es posible. 

Parece que los procesos debidos a las interacciones fuerte y electromagnética son invariantes 
con respecto a la conjugación de carga. Sin embargo, los procesos que implican interacciones débi- 
les no lo son. Usemos la desintegración dei pion como ejemplo (Fig. 41.13(a)): el sistema de carga 
conjugada (Fig. 41.13(b)) no es posible porque el antineutrino tendría su helicidad equivocada. 

No obstante, una comparación entre las figuras 41.12 y 41.13 sugiere una nueva posibilidad. 
Supongamos que primero efectuamos una reflexión espacial u operación de paridad, P, sobre el sistema, 
como se muestra en la figura 41.14(a) y (b), y después efectuamos la conjugación de carga C, como se 
muestra en la figura 41.14(c); el sistema resultante de la operación combinada (CP) también ocurre en la 
naturaleza, es decir ;r “ + v. Así: 

las interacciones débiles son invariantes bojo la operación combinada CP. 


Figura 41.14 Operación CP 
aplicada a la desintegración de 
un pion. (a) Desintegración 
original; (b) desintegración 
reflejada en el espacio; 

(c) conjugación de carga de (b). 
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Pi' 


(a) Desintegración original 


(b) De.sintegración reflejada en el espacio (c) Conjugación de carga de (b) 
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Estado final 


Estado final 




Figura 41.15 Operación T. 

(a) Sistema original; (b) sistema 
invertido en el tiempo. 


(iii) Inversión temporal (T). Esta operación consiste en cambiar t por -t. Como conse- 
cuencia, la velocidad, el momentum y el momentum angular se invierten, y en una colisión los 
estados inicial y final se intercambian (Fig. 41.15). Nuestra intuición, apoyada por una fuerte eviden¬ 
cia experimental, tanto al nivel macroscópico como al atómico, sugiere la invariancia de las leyes 
físicas con respecto a la inversión dei tiempo. Se puede demostrar que las leyes dei electromagnetismo 
son invariantes a la inversión dei tiempo, así como también se supone que la interacción fuerte lo es. 
Un importante teorema que relaciona las tres operaciones de simetria establece que 

todas las leyes físicas se consideran invariantes con respecto a la operación combinada CPT; 

es decir, bajo las operaciones combinadas de invefsión temporal T, paridad P y conjugación de 
carga C. Este teorema es verdadero incluso en casos en los que las leyes no sean invariantes con 
respecto a las operaciones por separado; por tanto, constituye una propiedad fundamental dei uni¬ 
verso y un requisito de todas las leyes físicas. Una consecuencia dei teorema CPT es que las partí¬ 
culas y sus antipartículas deben tener exactamente la misma masa y tiempo de vida, hecho que ha 
sido verificado en todos los casos. 

Experimentos recientes sobre una forma especial de desintégración dei kaón neutro (debida 
a la interacción débil y que se presenta sólo en 0.3% de los casos) parecen indicar una violación CP, 
lo que implicaria una violación de la invariancia con respecto a la inversión temporal T con el fin de 
conservar la invariancia CPT. 


Nota 41.2 Violadones de la paridad en la desintegración ji 

Para analizar la conservación de la paridad en procesos debidos a interacciones débiles, en 1957 Chien S. Wu y sus colaboradores 
efectuaron un importante experimento: una muestra de ^Co fue polarizada de modo que los núcleos tuvieran sus spins alineados. 
Entonces encontraron (Fig. 41.16) que los electrones resultantes de la desintegración P de los núcleos de ^Co eran emitidos 
preferentemente en la dirección dei spin dei núcleo (o en la dirección de polarización). Esto demostró que existe una mayor 
probabilidad de que el ^Co se desintegre emitiendo un electrón en la dirección de su spin, más que en la dirección opuesta. 
Cuando invirtieron el sistema completo girándolo 180° con respecto a la recta L, la polarización, los spins y el campo magnético 
se invirtieron (Fig. 41.16(c)) y la dirección de máxima intensidad de emisión de electrones también se invirtió el mismo ângulo. La 
imagen de (a) se muestra en (b), donde los spins y el campo magnético aplicado se invirtieron, porque son vectores axiales, pero 
la dirección de máxima intensidad de emisión de electrones es la misma. Al comparar (b) y (c) se nota claramente que (b) no 
corresponde a la situación hallada en la naturaleza. Por tanto, el experimento de Wu proporciona una evidencia experimental 
directa de que la paridad se viola en las interacciones débiles, responsables de la desintegración p. Después dei experimento con 
27 C 0 se han obtenido muchas otras pruebas experimentales de la violación de la paridad en interacciones débiles. Sin embargo, en 
procesos debidos a interacciones fuertes y electromagnéticas se conserva la paridad. 
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Figura 41.16 Experimento con 
para analizar la conserva- 
ción de la paridad en la 
desintegración p. (a) Sistema 
original; (b) imagen de (a); 

(c) rotación de 180° dei sistema. 
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Se tiene evidencia experimental de la existência de partículas, conocidas coüio resonanclas, con 
una duración tan corta, dei orden de s o menos, que no dejan ningún rastro reconocible en 
câmaras de burbujas o de chispas, pero que se reconocen por sus productos de desintegración. Las 
resonancias son hadrones y se desintegran mediante la interacción fuerte, lo que explica su dura¬ 
ción extremadamente corta. En la figura 41.17 se muestran algunas resonancias mesónicas y en la 
41.18 aparecen algunas resonancias bariónicas. 




Figura 41.17 Resonancias mesónicas. El spin y la Figura 41.18 Resonancias bariónicas. El spin y la paridad de 

paridad de cada resonancia se dan entre parêntesis. cada resonancia se dan entre parêntesis. 
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Figura 41.19 Niveles de 
energia en átomos, 
moléculas, núcleos y 

hadrones. 


Las resonancias coixesponden a estados excitados de mesones y bariones. Tienen los mis- 
mos números cuánticos que los mesones y bariones con los que están relacionados y se les repre¬ 
senta con el mismo símbolo, pero con un subíndice 1, 2, 3,... según su masa. 

El hecho de que los mesones y bariones puedan tener estados excitados es un indicio de que 
poseen algún tipo de estractura interna. En la figura 41.19 se hace una comparación de las energias de 
excitación de moléculas, átomos, núcleos y hadrones, sólo en órdenes de magnitud. Las grandes 
diferencias explican los distintos comportamientos físicos de los sistemas y de las fuerzas implica¬ 
das en su formación. En el ejemplo 37.1 se dio la razón de tales diferencias de energia. 


Del mismo modo que los átomos están compuestos por ciertas partículas básicas (electrones, 
protones y neutrones) y los núcleos por protones y neutrones, parece que los hadrones están 
compuestos por ciertas unidades básicas o partículas fundamentales. Murray Gell-Mann propuso 
el nombre de quark para tales particulas fundamentales. Los bariones y mesones pueden encon- 
trarse en su estado fundamental o en uno de vários estados excitados (o resonancias), cada uno 
con sus propios atributos, como energia, momentum angular y paridad. Por el otro lado, no se 
han observado estados excitados de leptones. 

La teoria que describe las propiedades y estructura de las partículas fundamentales, así 
como sus interacciones, se conoce como modelo esíándar. Nuestro análisis será suficiente para 
entender cómo el modelo explica las propiedades de las partículas y los procesos que hemos estu- 
diado hasta aqui, sin entrar en consideraciones teóricas ni en los fundamentos experimentales. El 
modelo estándar supone que la matéria está constituida por dos tipos de partículas, los leptones y los 
quarks, a los cuales anadimos los bosones intermédios que portan las interacciones entre partículas. 
Se supone que leptones y quarks no poseen estructura, y pueden considerarse como puntuales. 

Según la teoria, existen seis leptones y seis quarks, todos con spin | y por tanto son 
fermiones que obedecen el principio de exclusión de Pauli. Los leptones son: electrones (e), 
muones (/z) y tauones (r), con carga eléctrica -e, y sus tres correspondientes neutrinos, v^, y 
con carga cero, aunque la evidencia experimental de la existência dei aún no es concluyente. 
Los limites superiores para las masas de los neutrinos son lOeV, 250 eV y 70 MeV respectiva¬ 
mente. Así tenemos tres grupos de leptones: 

carga 0: /vA /vA /vA 

carga -e: \ej \pj \t J 

Del mismo modo, la teoria supone la existência de seis tipos o “sabores” de quarks conocidos como 
arriba (u), abajo (d), encanto (c), extrano (s), cima (t) y fondo (b) (que provienen respectivamente de 
las palabras en inglês up, down, charm, strange, top y bottom), aunque la evidencia experimental dei 
quark “t” aún no es definitiva. (Los nombres fiieron escogidos de manera arbitraria y no tienen un 
significado especial.) La carga eléctrica de los quarks es de }e o -j;e de acuerdo con el siguiente esquema: 
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carga fe: /u\ /c 

carga —je: \d/ \s 



(41.9) 


Tabla4U Estructura de quarks 
_ de algunos hadrones 

Bariones Mesones 


con S 

= 1 

con S 

= 0 


(uud) 

K* 

(ud) 

n» 

(ddu) 


(uO + dd) 

2 + 

(uus) 

n~ 

(üd) 

2 ° 

(uds) 


(us) 

Z' 

(dds) 

K» 

(ds) 

A» 

(uds) 


(uu - dd) 


La masa de los quarks no se coeoce muy bien debido a que nunca han sido observados como 
partículas libres, sino sólo en estados ligados, en forma de hadrones. Sin embargo, es probable 
que las masas se encuentren entre 3CK) MeV y 5 GeV. A cada leptón y quark le corresponde una 
aeíiparíícula con carga opuesta y los mismos valores de masa y spin. 

Además de la carga eléctrica, los quarks poseen otro atributo conocido como carga de 
color o carga cromática, que desempeiía el mismo papel que la carga eléctrica en la interacción 
electromagnética. (La palabra color no tiene relación con los colores que vemos y se utiliza 
solamente por conveniência.) Para explicar por qué sólo se dan ciertas combinaciones estables de 
quarks, se supone que existen tres tipos de cargas de color denominadas, arbitrariamente, como rvja 
(r), verde (g) y azul (b) (iniciales en inglês de los colores red, green y blue, respectivamente), a las que 
agregamos las anticargas de color r, g, b. Una combinación de tres quarks con tres colores diferentes o de 
un quark con carga de color y un antiquark con la correspondiente aníicarga de color produce un 
sistema de color neutro o sin color (blancó). Una combinación sin color o neutra de quarks y antiquarks 
es equivalente a una combinación neutra de cargas eléctricas positivas y negativas, como en el caso dei 
átomo. Se supone que los hadrones son combinaciones sin color de quarks. 

Los quarks se mantienen unidos mediante la interacción fuerte o fuerza cromática. Se 
supone que los quarks que tienen colores diferentes se atraen, formando combinaciones esta¬ 
bles sin color como (q^., qg,qb) o (q^, q^). Por tal razón las configuraciones estables son com¬ 
binaciones blancas de tres quarks o de un quark y un antiquark. (Nótese que no se pueden 
formar otros sistemas blancos.) 

Prácticamente, los hadrones blancos no sienten la fuerza de color cuando están alejados 
(igual que los átomos neutros no sienten fuerzas eléctricas cuando están muy separados). Pero si 
dos hadrones se acercan uno a otro, los quarks con color de un hadrón pueden sentir la fuerza de 
color de los quarks dei otro. Tal fuerza se conoce como “interacción residual” y produce una 
variedad de fenómenos nucleares (caso semejante a aquel en que dos átomos o moléculas, 
eléctricamente neutros, al acercarse interactúan entre sí mediante la fuerza eléctrica residual y 
pueden producir reacciones químicas). Éste es el origen de la fuerza nuclear entre protones y 
neutrones; en otras palabras, los núcleos existen debido al efecto residual de la fuerza de color. 

Los bariones están compuestos por tres quarks (u, d y s), mientras que los mesones son 
combinaciones de un quark y un antiquark (Tabla 41.3). Por ello, los bariones poseen spin j(tti) o 
(tíí) y son fermiones, y los mesones tienen spin 0 (ti) o 1 (íí) y son bosones. Las resonancias 
son, entonces, estados excitados de estos sistemas de quarks. El modelo explica también muchas 
otras propiedades de los hadrones. Por ejemplo, los neutrones, que son la combinación (ddu), 
tienen cero carga eléctrica pero poseen un momento magnético, resultado de combinar los mo¬ 
mentos magnéticos de los tres quarks que lo forman. Sólo los quarks u, d y s ocurren en la 
matéria ordinaria; los otros se manifiestan en procesos especiales a energias muy altas. La intensa 
energia de enlace debida a la fuerza de color hace que la masa de los hadrones sea mucho menor 
que la suma de las masas de los quarks que los componen, situación semejante a la que encontra¬ 
mos en los núcíeos con respecto a la masa de los nucleones. 

Del mismo modo que las fuerzas electromagnéticas son transportadas por fotones o boso¬ 
nes y, se supone que la interacción fuerte o fuerza de color entre quarks es transportada por bosones 
llamados gluones (dei vocablo inglês glue: “goma o pegamento”), que se supone no poseen masa 
ni carga eléctrica, tienen spin 1 y portan carga de color. Existen ocho gluones correspondientes a las 
combinaciones de color rf, rg, rb, gr ... Sólo hay ocho combinaciones independientes, ya que la 
combinación de color Tr -í- gg + bb, que da blanco, es invariante. Debido a su color, los gluones 
pueden interactuar entre sí y con los quarks, produciendo una gran variedad de procesos. Además, 
debido a que son portadores de carga de color, la interacción fuerte de la cual son mediadores es de 
corto alcance (menor que 10~*^ m), incluso si el gluón carece de masa. La teoria que trata acerca 
de las partículas portadoras de color se conoce como cromodinámlca cuántica. 
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Los leptones, que no poseen carga de color, iníeractóan entre sí y con los quarks sólo me¬ 
diante interacciones electromagnética y débil (intercâmbio de bosones y, y Z®). Ambas 
interacciones se pueden combinar en lo que se denomina teoria elecírodébi. En consecuencia, la 
aniquilación electrón-posiírón no está limitada a la producción de dos fotones, como se indicó en 
la ecuación 41.1, mediante el prweso e"*" -f e“ y -5- y, que es purameníe electromagnético. Si la 
energia dei par electrón-posiírón es lo suficientemente alta, es posible la producción de otros pares 
de partículas a través de la interacción de los bosones débiles W*, Z°, de modo que podemos tener 
e+ -f e“ "f ^ -f K® 4- K®, -f K“ etc. Debido al alcance exíremadamente corto de la 
interacción débil, los procesos débiles pueden darse sólo si las partículas se acercan mucho entre sí, 
menos de 10~^^ m. Los quarks, sin embargo, como poseen carga de color, interactúan íambién entre 
sí a través de la interacción fuerte o de color (intercâmbio de gluones). En los procesos producidos 
por esta interacción, los quarks pueden cambiar de color pero no de sabor; sin embargo, en proce¬ 
sos debidos a la interacción débil, pueden cambiar de sabor pero no de color, a través de la acción 
de bosones débiles. 

Los pares quark-antiquark se pueden producir y aniquilar con la intervención de fotones y 
bosones W* y Z®. Así, en los procesos débiles, como la desintegración P, un quark puede transfor- 
marse en otro con la emisión de un bosón W* o de un Z®, que a su vez produce un par de leptones 
o un par quark-antiquark. La interacción nuclear entre dos nucleones se debe al intercâmbio de un 
quark y un antiquark vía la interacción fuerte, que equivale, efectivamente, al intercâmbio de un pion. 

Cuando quarks y antiquarks se combinan para formar hadrones, ya no pueden ser separados; 
a esta propiedad se le llama confínamienío. Esto se debe a que la naturaleza de los gluones produce 
una fuerza entre quarks que aumenta rápidamente con respecto a la distancia. Así se explica por qué 
no hay quarks libres en el universo: fueron confinados poco después de la Gran Explosión. 


Nota 41.3 Evideeda experimental de la esíracíura interna de los proíones 

Las colisiones protón-protón de alta energia revelan la existência de estados excitados de nucleones y, por consiguiente, ponen 
de manifiesto que un nucleón debe tener estructura interna. El dispositivo experimental aparece en la figura 41.20(a). Los 
protones provenientes de un acelerador golpean un objetivo de hidrógeno líquido. Algunos son dispersados un ângulo fijo 9 y 
pasan por un campo magnético J'. Éste desvia a algunos protones que siguen un arco de círculo de radio r, determinado por la 
dirección inicial dei movimiento y la posición de los detectores D, y D 2 . El momentum de estos protones está dado porp = e^r. 
Al variar la intensidad dei campo magnético, podemos cambiar el momentum de los protones que pasan por los detectores 
fijos. Así, se puede determinar la distribución de momentum de los protones dispersados. El resultado experimental se muestra 
en la figura 41.20(b). Además de un pico principal en la distribución de momentum (correspondiente a una dispersión elástica 
por parte dei blanco), hay vários picos secundários que correspondeu a dispersiones inelásticas,en las que el protón incidente cede 
algo de su energia cinética a un protón dei blanco, el cual pasa a un estado excitado de energia bien definida. Este experimento es 
parecido al de Franck y Hertz (Ej. 23.3) sobre colisiones inelásticas electrón-átomo, que demostró la existência de estados atómi¬ 
cos estacionários excitados de energia bien definida. 


Protones Objetivo de 




Momentum de los protones dispersados 
(b) 


Figura 41.20 (a) Diagrama 
esquemático dei experimento 
sobre la dispersión inelástica 
protón-protón; (b) resultados 
experimentales que muestran los 
picos de dispersión inelástica. 
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Figura 41.21 Dispersión de un 
electrón por un quark que se 
halla dentro de un protón. 



Protón (uud) 


Otro experimento que proporciona información sobre la estructura interna de los protones es la dispersión de electrones de 
alta energia. El experimento de Rutherford (Sec. 23.3) sobre dispersión de partículas aproporcionó evidencia directa de la estruc¬ 
tura interna de los átomos, que tienen la mayoría de su masa y toda la carga positiva en el centro o núcleo, y los electrones 
negativos alrededor de él. Del mismo modo, la dispersión de electrones de alta energia o de neutrinos por protones sirve para 
determinar si los protones tienen una estructura interna (Fig. 41.21). 

Para sondear el interior de un protón, la longitud de onda dei electrón debe ser menor que el tamano dei protón, o de 
alrededor de 10“^^ m. Mediante la relación 36.1, X = htp, se tiene que el momentum debe ser de 6.6 x 10"’^ kg m s“*, aproximada¬ 
mente. Con un momentum de esta magnitud, la energia dei electrón se puede igualar apc ~ 2 x 10"’° J o de alrededor de 3 GeV. 
El sondeo de protones mediante electrones fue posible cuando en la década de los setenta se disenaron aceleradores que producen 
electrones con estas energias o mayores. El resultado de los experimentos indica claramente una estructura interna, en la que la carga 
está localizada en el interior dei protón de forma compatible con el modelo de los tres quarks. El análisis teórico es más complejo 
debido a que los quarks están acoplados fuertemente y poseen un momentum grande. 

Los experimentos que utilizan neutrinos y piones de alta energia tienen resultados parecidos. Por tanto, parece que existe una 
sólida evidencia experimental en favor dei modelo de quarks de los hadrones, que establece que éstos están formados por quarks 
rodeados por una nube de gluones. Los estados excitados de los protones bailados en estos experimentos corresponden, entonces, a 
excitaciones de quarks dentro dei protón, dei mismo modo que los electrones pueden ser excitados dentro de un átomo. 


Gracias al conocimiento de los componentes fundamentales de la matéria y de sus interacciones ha 
sido posible el desarrollo de una teoria o modelo acerca de la evolución dei universo, que supone que 
éste tuvo un principio (aunque no dice nada sobre lo que pudo haber existido antes). Desde entonces 
el universo se encuentra en un estado de continua evolución hacia estructuras más complejas, aunque 
su destino final es difícil de predecir (véase la Nota 41.4). Según una idea propuesta en 1948 por 
Ralph Alpher, George Gamow (1904-1968) y Robert Herman, el universo se inicio en el espacio y el 
tiempo hace alrededor de 15 x 10^ anos durante lo que se ha dado en llamar, equívocamente, la Gran 
Explosion. Este término fue acunado por el astrónomo Fred Hoyle para describir gráficamente la 
magnitud y velocidad de los primeros eventos. Existen tres razones básicas que apoyan la teoria de 
la Gran Explosión. Una es la expansión isotrópica dei universo (Nota 3.1), otra la radiación cósmi¬ 
ca de fondo isotrópica y fria (Ej. 31.6) y la tercera es la abundancia cósmica relativa dei hidrógeno, 
deuterio, helio y litio (Nota 40.4). 

Se supone que la Gran Explosión fue un evento singular, que podemos imaginar como una 
especie de explosión, en un universo que se encontraba en un estado inestable con una densidad de 
energia extremadamente grande. Justo después de este evento inicial, el universo inició un proceso 
de expansión. Como se menciono en la nota 3.1, la rapidez actual de expansión se estima en 22 km s"^ 
pormillón de anos luz de separación (la constante de Hubble). La expansión viene acompanada 
de una disminución gradual de la energia media por partícula (que es una especie de efecto Doppler) 
y una correspondiente disminución de la “temperatura” dei universo. 

A medida que disminuía la energia media de las partículas se presentaron vários fenómenos 
conocidos como transiciones de fase o rupturas de simetria. Estas transiciones produjeron câm¬ 
bios importantes en la composición y estructura dei universo; ocurrieron hasta aproximadamente, 
10^ anos, después de la Gran Explosión, cuando por fin el universo alcanzó una forma no muy 
diferente de la actual. 
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Ninguna de las teorias sobre las primeras etapas dei universo se puede someter a una verifi- 
cación experimental directa con las técnicas actuales, debido a las altas energias implicadas. Sin 
embargo, se pueden comprobar algunas suposiciones a una escala mucho menor ee el laboratorio, 
con el uso de aceleradores de alta energia en funcionamiento o en construcción. Además, los concep- 
tos de íiempo y energia deben ser extrapolados a valores muy pequenos y muy grandes, respectiva¬ 
mente; si tal extrapolación es completamente válida o no, no es algo realmente relevante, siempre y 
cuando nos proporcione un sistema de referencia apropiadô. Además, las condiciones dei universo 
antes de la Gran Explosión son imposibles de determinar y probablemente nunca las conozcamos. 

Resulta difícil adivinar qué apariencia tenía el universo o cómo estaba compuesto en el 
momento de la Gran Explosión e inmediatamente después. Lo único que sabemos es que la energia 
media de las partículas debió haber sido extremadamente grande, dei orden de 10^ GeV o mayor. 
En tales condiciones, probablemente las interacciones eran indistieguibles y las partículas muy 
parecidas. Apoyándonos en bases teóricas, suponemos que, poco después de su inicio, alrededor de 
10 ^^ s, el universo sufrió un rápido proceso inflacionário durante el cual su tamano pudo aumentar 
en un factor de hasta 10^°, estableciéndose las condiciones para una subsecuente expansión “nor¬ 
mal” que le permitió llegar a su estado presente. Uno de los resultados dei proceso fue que la 
energia de las partículas disminuyó considerablemente. Otro fue que la gravitación se separó com¬ 
pletamente de las otras interacciones. Sin embargo, debido a su debilidad, la gravitación no jugó un 
papel importante en el universo hasta mucho tiempo después, aproximadamente 10® anos, como lo 
explicaremos en el inciso (iv) siguiente. Después de la inflación inicial, la expansión “normal” con- 
tinuó de la manera siguiente: 

(i) Hasta alrededor de 10“^^ s o para energias mayores que 10^® GeV (que son extremada¬ 
mente grandes en comparación con la energia en repqso de todas las partículas conocidas), la masa 
de las partículas era irrelevante (como si no tuvieran masa) y no había diferencia entre quarks y 
leptones ni entre las interacciones fuerte y electrodébil. Durante esta etapa podemos imaginar al 
universo como una mezcla de fermiones y bosones sujetos a dos interacciones fundamentales, 
gravitatorias y fuerte-electrodébil, descritas en lo que se conoce como Gran teoria de ueificación. 
Dicha teoria requiere la intervención de bosones con color super pesados, denotados con X, cuya 
energia en reposo sea de aproximadamente 10‘® GeV y que sean portadores de la interacción res- 
ponsable de las transiciones entre fermiones (quarks y leptones). Una caracteristica interesante 
de la teoria es la posibilidad de la desintegración de protones mediante bosones: p^^t^ + e^^op-** 

con una vida media de cerca de 10^^ anos, predicción aún no comprobada experimentalmen¬ 
te. Cuando la energia de las partículas disminuyó hasta cerca de 10'® GeV (temperatura aproxima¬ 
da de 10^® K), ocurrió una transición de fase (o ruptura de simetria): los bosones X ya no podían ser 
creados en estados libres en colisiones porque las partículas no tenían suficiente energia cinética. 
Entonces los quarks (fermiones con color) y los leptones (fermiones sin color) se convirtieron en 
tipos distintos de fermiones sin probabilidad de transiciones entre ellos. En consecuencia, la inte¬ 
racción fuerte (sensible alcolor) se separó de la electrodébil (insensible al color). 

(ii) Durante el lapso hasta los 10"'® s, la energia de las partículas disminuyó gradualmente 
hasta 10^ GeV y el universo era una mezcla de quarks y leptones que interactuaban entre si median¬ 
te el intercâmbio de gluones y bosones electrodébiles (W'*’, Z®, y). Por tanto, las únicas fuerzas 
relevantes eran la gravitatoria, la fuerte (de color) y la electrodébil. Al inicio de esta etapa se esta- 
bleció el predominio de la matéria sobre la antimateria, aunque aún no se entiende bien cómo 
sucedió. Cuando las energias llegaron a 10^ GeV (temperatura de 10'® K), ocurrió una nueva tran¬ 
sición de fase o ruptura de simetria. Por debajo de esta energia, los bosones electrodébiles más 
pesados (W*, Z®) no pudieron crearse en estados libres mediante procesos electrodébiles y empeza- 
ron a desaparecer dei universo. El resultado fue la separación de las interacciones eléctrica y débil. 
El universo se redujo entonces a una mezcla de quarks, leptones, gluones y fotones. 

(iii) Entre 10“'® s y 1 s, las energias de las particulas disminuyeron de 10^ GeV hasta 1 MeV. 
Cuando la energia de las particulas era de aproximadamente 1(X) MeV (temperatura de 10'^ K), la 
interacción fuerte (fuerzas cromáticas) fue capaz de agrupar quarks y gluones para formar hadrones 
sin color. Debido a la naturaleza de la interacción fuerte, todos los quarks y gluones desaparecieron, 
pues se aglutinaron y quedaron confinados en hadrones. Como consecuencia, la interacción fuerte 
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dejó de ser un facíor dominante en la evolución general dei universo, excepto como fuerza residual 
entre nucleones. Como la mayoría de los hadrones íienen una vida muy corta rápidamente decaye- 
ron a nucleones (neutronesy protones) o leptones. Los leptones más pesados se desintegraron en elec- 
trones y neutrinos y, en f« 1 s, el universo era esencialmente una mezcla o plasma de nucleones, 
electrones, neutrinos y fotones que interactuaban entre ellos. Los dos procesos predominantes fue- 
ron p + n + Vg y n ^ e"*" -»■ p -t- Vg. Los neutrones libres son inestables y se desintegran con una 
vida media de 9CK) s aproximadamente según el esquema n p"®^ -h e~ -f v^. Además, debido a que los 
neutrones tienen más masa que los protones, el segundo proceso es más probable que el primero, lo 
cual favorece la producción de protones. Así, al fmal de este periodo, el número de neutrones 
descendió a cerca dei 12% con respecío al número de protones. 

(iv) A un tiempo aproximado de 1 s, o energias de 1 MeV (temperatura de 10*® K), se hizo 
posible un nuevo proceso: la nucleosmtesls, que se puede considerar como otra transición de fase. 
A esa energia la interacción fuerte o fuerza de color residual entre nucleones fue suficiente para 
ligarlos en estructuras estables (recuerde que la energia de enlace dei deuterón es de 2.2 MeV) y 
empezaron a formarse los primeros núcleos ligeros (^H, ^H, ^He, '^He). A partir de esta etapa la 
fuerza nuclear dejó de tener un papel critico en el proceso de evolución excepto en lo referente 
a la formación dei resto de los núcleos. La nucleosintesis fijó el número de neutrones dei universo 
y éste se convirtió en una mezcla de protones (75%), núcleos ligeros hasta el "^He (25%), electrones, 
neutrinos y fotones unidos mediante interacciones electromagnéticas. 

(v) Sólo hasta después de 10^ anos, cuando la energia de las particulas bajó a cerca de 10 eV 
(temperatura de 10^ K), fue posible que las fuerzas eléctricas ejercidas por los núcleos atraparan 
electrones y formaran estructuras estables o átomos, por lo general hidrógeno y helio. Ésta es 
también una especie de transición de fase. En esta etapa la mayoría de las particulas cargadas 
desaparecieron como particulas libres. El universo se convirtió en una mezcla de átomos de hidró¬ 
geno y helio con rastros de deuterio, neutrinos y fotones, y la interacción de fotones con la matéria 
se redujo considerablemente. Se dice que los fotones, cuya energia media quedó por debajo de la 
energia de ionización de los átomos, se desacoplaron de la matéria y el universo se hizo transparen¬ 
te a la radiación. Esto pudo haber estabilizado la radiación electromagnética de fondo o residual 
que actualmente corresponde a una temperatura de 2.7 K (o 10"^ eV) (recuerde el Ej. 31.5). 

(vi) A partir de 10® anos hasta el presente (periodo de alrededor de 1.5 x 10*® anos) apare- 
cieron las grandes estructuras (cúmulos, galaxias, estrellas, etc.) debido a la acción de la gravita- 
ción (recuerde la Nota 11.4). La gravedad se convirtió, en la interacción de largo alcance dominante 
sobre toda la matéria, a pesar de ser la más débil de todas las interacciones. Los procesos nucleares 
aún continúan en las estrellas, el Sói incluido, con la fusión de hidrógeno en helio y la sintesis de 
núcleos con número de masa mayor que 4 (recuerde la Sec. 40.9), pero se presentan a una escala 
mucho menor que en las etapas tempranas dei universo. 

El surgimiento de la vida es un evento relativamente reciente en la evolución dei universo. 
Los sistemas vivos autorreproductores cuyo funcionamiento depende críticamente de intercâmbios 
de energia, dei orden de 1 eV, entre moléculas bastante complejas (proteínas, enzimas, ácidos 
nucleicos, etc.) o biomoléculas. Este proceso se inició en la Tierra hace aproximadamente 3.5 x 10® 
anos. La forma en que se originó y evolucionó la vida en el planeta es aún sujeto de intensa inves- 
tigación. También está sujeto a especulación el hecho de si la vida existe en otras partes dei univer¬ 
so en la misma forma que en la Tierra o en alguna otra forma diferente. En cualquier caso, en el gas 
intergaláctico han sido observadas muchas moléculas que se consideran precursoras de las 
biomoléculas. La relación entre tales moléculas y la vida terrestre todavia no se entiende bien. 


Nota 41,4 EI destino cosmológico 

En la sección 41.9 explicamos, con base en consideraciones energéticas, cómo podemos obtener una respuesta razonable al 
problema dei origen y evolución dei universo, desde sus momentos iniciales hasta el presente. Aunque las leyes físicas que definen 
la naturaleza y nuestro entendimiento de los intercâmbios de energia pueden proporcionamos claves acerca de la evolución futura 
dei universo, tales predicciones son altamente especulativas, debido a la falta de información, el periodo extremadamente grande 
que se considera y, quizá, a la presente imposibilidad de una verificación experimental de nuestras conclusiones. El asunto se 
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centra en tres preguntas: 1. ^E1 universo es cerrado, plano o abierto? 2. Si no es cerrado, ^cómo evolucionará? 3. ^Puede la vida 
inteligente afectar ei curso de la evolución cosmológica? 

La respuesta a la primera pregunta depende fundamentalmente de la densidad de masa-energía existente en el universo, ya 
que la mayor parte de la energia en la actualidad se halla en forma de masa y la dinâmica de largo alcance es la gravitación. Como 
indicamos en la nota 11.4, si la masa está distribuída con una densidad mayor que 2 x 1kg m“^ {densidad crítica) o a 12 nucleones 
por metro cúbico, el universo es cerrado. Esto significa que ia energia cinética de la expansión se irá convirtiendo poco a poco en 
energia gravitatoria. Después de esta etapa, el universo empezará a contraerse con una inversión de los sucesos que se dieron 
durante la expansión. La energia potencial gravitatoria se convertirá nuevameníe en energia cinética; a medida que aumente la 
densidad de masa-energia todas las demás fuerzas irán entrando en funcionamiento. Después de algún tiempo, tal vez aí = 10^^ 
anos, el universo terminará en una Gran Contracdón seguida, quizá, de una nueva Gran Explosión, no necesariamente idêntica 
a la precedente. Tenemos entonces un universo oscilante (Fig. 11.18). 

Si la densidad masa-energia es igual o menor que la densidad crítica, entonces el universo es plano o abierto. En este caso 
continuará su expansión indefinidamente y ocurrirán nuevos eventos a medida que cambien las condiciones dei universo. La 
evidencia presente, basada en estimaciones de matéria luminosa (es decir, matéria que interacíúa con campos electromagnéticos) 
en galaxias, asi como en el proceso de nucleosintesis, indica que la densidad masa-energia media dei universo es dei orden de 
10"kg m“^, favoreciendo la idea de queel universo, efectivamente, es abierto. Sin embargo, hay todavia gran incertidumbre sobre 
la cantidad de masa-energia existente en el universo; y varias consideraciones, que no podemos explicar aqui, sugieren la existên¬ 
cia de una considerable cantidad de matéria “oscura” (es decir, matéria no acoplada con los campos electromagnéticos). Aún 
queda por determinar cuánta matéria oscura existe, cómo está distribuida y de qué está hecha (recuerde las Notas 11.3 y 11.4). 
Ninguna de estas incógnitas ha sido despejada definitivamente. Por consiguiente, podemos concluir que, dependiendo de la cantidad 
de matéria oscura, la densidad de masa-energia corresponde a un universo abierto o, cuando más, plano, en expansión indefinida. 

El futuro de un universo abierto está dominado básicamente por la energia gravitatoria, con una apreciable contribución 
de la energia nuclear. Se estima que, después de 10’'' anos, la mayoría de las estrellas habrán agotado sus procesos de fusión de 
hidrógeno y, según su tamano y otros factores, se habrán convertido en enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros. 
Por ese tiempo toda la vida habrá desaparecido por falta de fotones de energia apropiada para sostenerla. Esto significa que la vida 
puede ser posible en el universo en un lapso que va de 10’® anos hasta 10’'* anos, cuando mucho. 

Un proceso que podría ocurrir poco después, a 10’^ anos aproximadamente, es la perturbación de los sistemas planetários 
mediante colisiones y acciones gravitatorias que se presentarían durante su movimiento por las respectivas galaxias. El siguiente 
proceso, a un tiempo dei orden de 10’^ anos podría ser la pérdida de estrellas mediante encuentros galácticos o intergalácticos. El 
colapso de los planetas contra su sol o de las estrellas contra el centro de su galaxia, acompanado de radiación gravitatoria, es un 
proceso mucho más lento, con una escala temporal de 10^® anos a líF‘'anos. Después de unos 10^’ anos la desintegración deprotones 
habrá contribuído notablemente a la desaparición de los nucleones. Durante todo este tiempo, una cantidad sustantiva de matéria 
se habrá concentrado en agujeros negros, liberando considerables cantidades de radiación gravitatoria. Sin embargo, en el lapso 
aproximado de 10^ anos hasta 10’®® anos, dependiendo de su tamano, los agujeros negros se colapsarán y se desintegrarán, emitiendo 
radiación electromagnética. Al final habrá una gran explosión de radiación con una potência que podría alcanzar hasta 10^“' W. Otros 
procesos pueden ocurrir en tiempos aún mayores, pero parecería vano para nuestro objetivo adentramos tanto en el futuro. 

Un hecho sí parece ser cierto. A medida que el universo se expanda, la densidad masa-energía continuará disminuyendo y 
el universo se enfriará en forma uniforme. Gradualmente, el universo se reducirá a una mezcla fria de electrones, positrones, 
neutrinos y fotones. Tal vez finalmente alcanzará una configuración fría estable. 

Esto trae a colación la tercera pregunta: ^pueden las estructuras inteligentes, capaces de procesar información (es decir, 
energia codificada), alterar el curso de la evolución dei universo? Los sistemas inteligentes son un evento relativamente reciente en 
el universo y requieren condiciones ambientales especiales que sin duda sólo se encuentran en un número relativamente pequeno 
de lugares. Por otro lado, en la Tierra la inteligência ha evolucionado de manera drástica. Hace tan sólo 10^ anos surgió el nivel 
más alto de inteligência conocido para nosotros, los homínidos (Genus Homo) y el Homo Sapiens tiene una existência de sola- 
mente 10^ anos. Incluso la inteligência dei Homo Sapiens ha evolucionado drásticamente en los últimos 10'’ anos. No hay razón 
por la cual la inteligência no continúe creciendo. El principal factor limitante probablemente será la forma en que las sociedades 
inteligentes futuras puedan utilizar la energia y otros recursos en las condiciones disponibles. 

Es concebible que en otras partes dei universo se haya desarrollado la inteligência más allá de los niveles que prevaleceu 
en la Tierra. Desafortunadamente, sólo sabemos transmitir información mediante energia electromagnética que se desplaza con 
velocidad finita, la de la luz. Dadas las distancias interestelares, parece muy difícil establecer comunicación útil con otras socieda¬ 
des inteligentes, debido al tiempo que esto implicaría. La inteligência en la Tierra permanecerá aislada al igual que en otras partes 
dei universo. Entonces, la conclusión podría ser que la inteligência, como fenómeno localizado en pocos sitios, no será capaz de 
alterar el curso de la evolución dei universo. Pero sí puede cambiar las condiciones locales, como los humanos lo hacemos en 
nuestro planeta, y no necesariamente para bien, en especial con el mal uso de la energia y de otros recursos. Es nuestra responsa- 
bilidad colectiva asegurar que no se haga un dano irreversible a nuestro planeta. En particular, los físicos tienen una gran respon- 
sabilidad por su especial conocimiento dei universo físico. 
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PREGUNTÂS 


41.1 iQué se entiende por “partícula fundamental”? 

41.2 ^Cuál es el papel de los bosones portadores en la 
interacción entre fermiones? 

41.3 ^Puede usted ver alguna relación entre la ley de 
conservación dei momentum angular y el hecho de que los 
fermiones tienen spin fraccionario y los bosones portadores 
spin entero? 

41.4 Establezca las semejanzas y las diferencias entre 
partículas y antipartículas. 

41.5 ^Qué significa inestabilidad de partículas? Establezca las 
leyes generales que restringen las posibles desintegraciones de 
una partícula. 

41.6 ^Es la inestabilidad de las partículas un indicio de que 
éstas son un sistema compuesto? 

41.7 Establezca las leyes de conservación que se deben cumplir 
en todos los procesos que impliquen partículas fundamentales. 
^Existen leyes de conservación de validez más restringida? 

41.8 ^Cómo puede un investigador determinar si una partícula 
se desintegra en dos, tres o más fragmentos, si algunos de los ' 
productos son neutros y no se pueden detectar directamente? 

41.9 iQué papel desempena la simetria en las interacciones 
fundamentales? 


PROBLEMAS 

41.1 Un kaón neutro con energia cinética de 100 MeV se 
desintegra en dos piones con cargas opuestas. La energia cinética 
de uno de los piones es de 200 MeV. Calcule el momentum de 
cada pion y el ângulo que forma su trayectoria en el sistema L. 

41.2 Se observa que un mesón K° neutro se desintegra en un 
par de piones con cargas opuestas. Inicialmente, los rastros de los 
piones son perpendiculares en el sistema L, pero son desviados 
por un campo magnético de 8.5 x 10"' T, de modo que sus 
trayectorias tienen rádios de 0.8 m y 1.6 m, respectivamente. 
Calcule la masa en reposo dei mesón y su energia cinética. 

41.3 Un haz de piones negativos {tt) que entran en una câmara 
de burbujas producen la reacción ;r ~ + p'^ -»■ A® + K". Las 
desintegraciones posteriores de y K° también se efectúan 
dentro de la câmara. Se aplica un campo magnético en la región 
donde se llevan a cabo las reacciones. Trace un diagrama que 
muestre el proceso completo. Las partículas neutras deben 
representarse con líneas punteadas y las cargadas con líneas 
continuas de curvatura adecuada. 

41.4 Un positrón de 1 MeV choca con un electrón en reposo 
en el sistema L y se aniquilan. (a) ^Cuál es la energia en el 
sistema C de los dos fotones emitidos? (b) Dado que un fotón es 


41.10 ^Por qué las resonancias son indicios de la existência de 
una estructura interna de los hadrones? 

41.11 ^Cuáles son los elementos básicos dei modelo estándar? 

41.12 Mencione las partículas fundamentales sujetas a 
(a) la fuerza cromática, (b) la fuerza débil, (c) la fuerza 
electromagnética, (d) la fuerza gravitatoria. 

41.13 ^Cuáles son las diferencias entre la fuerza de color o 
interacción fuerte y la nuclear? 

41.14 Compare el papel de los gluones y fotones en sus 
respectivas interacciones. 

41.15 ^Por qué solamente tres quarks o un quark y un 
antiquark son las posibles distribuciones para producir un 
sistema sin color? 

41.16 ^Qué quiere decir “transiciones de fase” en el proceso 
de evolución dei universo? ^Por qué ocurren a valores 
específicos de la energia de las partículas? 

41.17 ^Está todavia el universo en estado de evolución? 

41.18 Explique por qué (a) la expansión dei universo 
(Nota 3.1) (b) la isotropía de la radiación de fondo 3K 
(Ej. 31.5) y (c) la abundancia cósmica de los elementos 
ligeros (hidrógeno, deuterio y litio) son argumentos en favor 
de la teoria de la Gran Explosión. 


emitido en la dirección de movimiento dei positrón y el otro en 
dirección opuesta, encuentre las energias en el sistema L. 

41.5 La probabilidad de aniquilación por unidad de tiempo de 
los positrones es A = 7.49 x 10“'^ n s"', donde n es el número 

de electrones jx)r unidad de volumen. Demuestre que la vida media de 
los positrones que se mueven en argón (Z= 18) es 7= 2.67 x 10"V/?, 
donde p es la presión dei argón, medida en atmósferas. 

41.6 Un pion negativo puede ser capturado en una órbita 
estable alrededor de un núcleo, (a) Calcule la energia y el 
radio de la órbita dei pion. (b) ^Qué energia se libera cuando 
un pion libre en reposo es capturado y queda en el estado 
fundamental alrededor de un protón? (c) Estime el núcleo 
para el cual el radio de la órbita base estable dei pion es igual 
al radio dei núcleo. 

41.7 Determine el valor Qy\si energia umbral dei proyectil en 
el sistema L para las reacciones siguientes; 

(a) TT" + p+ ^ A° + K° 

(b) p"^ + p"^ -> p”^ + p”^ + 71° 

(c) p‘^+p‘^-^p‘^+n + 7r'^ 

(d) p”^ + p'*'->p'^ ^-A^ + K'^ 



Probiêfms 931 


41.8 Calcule la energia cinética mínima dei protón incidente 
necesaria para poner en acción el proceso de la figura 41.9. 

41.9 Determine la energia dei fotón en el proceso 
^-.j.p+-í.n + y cuando las partículas que chocan tienen 
energia cinética despreciable. 

41.1® Calcule la energia cinética umbral de la partícula 
incidente para los procesos ilustrados en las figuras 41.6 y 41.7. 

41.11 Encuentre el campo magnético para un valor dei 
momentum de en el experimento sobre antiprotones a 1.19%^. 
El radio de curvatura en el campo magnético es 2.6 m (Nota 41.1). 

41.12 Un mesón se desintegra en dos fotones de energia 

Ej y £ 2 - Demuestre que £,£2 = - cos 6), donde 0 

es el ângulo que existe entre las direcciones de los fotones 
medido en el sistema L. 

41.13 Calcule la energia dei fotón emitido cuando una partícula 
IP, en reposo en el sistema L, se desintegra en una partícula A®. 

41.14 Demuestre que los procesos (a) ;r“ + p'*' n + y, 

(b) ;r“ + d 2n + y y (c) ^■*' + d ^ 2p implican que el spin 
dei pion es 0 o 1. 


41.15 EP^^Eu se desintegra mediante captura de 

electrón según el esquema + e~-^ + v. A su vez, 

el samario excitado se desintegra mediante emisión yde 
acuerdo con ^^^Sm*** '^^Sm + y. Los núcleos de '^^Eu y ^^^Sm 

tienen spin cero. Al observar los rayos yemitidos en 
dirección opuesta a la de emisión de neutrinos, se tiene 

que los fotones están polarizados predominantemente bacia 
la derecha (es decir, helicidad negativa). Verifique que esto 
impüca que el neutrino también tiene helicidad negativa. 
(Sugerencia: Analice la conservación de momentum angular 
de todo el proceso.) 

41.16 Mediante la teoria de la relatividad y la mecânica 
estadística se puede demostrar que el tiempo t (medido en s) 
transcurrido desde la Gran explosión, la energia media de las 
partículas £ (medida en eV) y Ia temperatura cósmica T (medida 
en K) deben estar relacionadas mediante r£^ =» 2.5 x 10”, 

10^®yr*« 10^ £. Represente gráficamente estas relaciones 
en papel logarítmico. ^En qué tiempo £ es igual a (a) la energia 
umbral para la producción de bosones W* y Z°, (b) la energia de 
enlace dei deuterón y (c) la energia de enlace dei electrón en el 
átomo de hidrógeno? Calcule la temperatura en cada caso. 


A ^ i ® 

Âpméo 


k ¥@®tW8 

Etebido a que muchas magnitudes físicas son vectores, es muy importante aprender el álgebra de 
vectores; en este apêndice daremos una breve explicación de ella. Las relaciones obtenidas aqui 
se utilizan con frecuencia en el texto. En cualquier libro de cálculo o de geometria analítica se 
puede encontrar un tratamiento más extenso. 



Si tenemos una línea recta, nos podemos mover a lo largo de ella en dos sentidos opuestos; éstos se 
diferencian dándoles a cada uno un signo, [K)sitivo o negativo. Una vez determinado el sentido posi¬ 
tivo, décimos que la recta está orientada y la llamamos eje. Normalmente, el sentido positivo se 
indica con una flecha. Los ejes de coordenadas, X, Y, se utilizan como sistema de referencia para 
trazar gráficas en papel, como se muestra en la figura A. 1. Una recta orientada o eje define una dlrec- 
ción y un sentido. Las rectas paralelas orientadas ,en el mismo sentido definen la misma dirección 
(Fig. A.2(a)), pero si poseen orientaciones opuestas, definen direcciones opuestas (Fig. A.2(b)). 

En un plano, una dirección está determinada por el ângulo que se forma entre una dirección 
y un sentido de referenda (o eje) y la dirección' que deseamos indicar, medido en sentido levógi- 
ro, o contrario al movimiento de las manecillas de un reloj (Fig. A.3(a)). Las direcciones opuestas 
están determinadas por los ângulos 6y ;r+ 6(o 180° + 0). En el espacio una dirección está determinada 
por los ângulos que forma con las direcciones de dos de los ejes, tales como Xe Y (Fig. A.3(b)). 



Figura A.l 




figura A3 


kã Iscalores y vectores 


Muchas magnitudes físicas están determinadas completamente por un número real, su valor numé¬ 
rico, expresado en unidades adecuadas. A estas magnitudes se les llama escalares. Volumen, tem¬ 
peratura, tiempo, masa, carga y energia son magnitudes escalares. Otras magnitudes requieren para 
su completa determinación, además de su valor numérico, una dirección. Estas se conocen como 
vectores. El vector más evidente es el desplazamiento. El desplazamiento de un cuerpo está deter¬ 
minado por la distancia que se ha movido en línea recta y la dirección en que lo hace, esto es, por 
el vector AB (Fig. A.4). Velocidad, aceleración y fuerza son magnitudes vectoriales. 

Los vectores se representan gráficamente mediante segmentos de recta que tienen la misma 
dirección que el vector (indicada con una flecha) cuya longitud es proporcional a su módulo. Se les 
denota con letras cursivas y en negritas, como V, mientras que el módulo se denota con la letra en 
cursivas solamente, V. Un vector unitário es aquel cuyo módulo es la unidad. El vector V paralelo 
al vector unitário u se puede expresar en la forma 

^ N. dei E.,a la "dirección" (recta orientada) suele denominárserle en espaflol "dirección y sentido". 


Y(m) 



Figura Â.4 
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A 

Figura A.5 


F= «K 


(A.l) 


Un vector negativo tiene el mismo módulo que su contraparte positiva y dirección opuesta. 


Ao3 Suma y resta de vectorei 

Para entender la regia de suma de vectores consideremos primero el caso de los desplazamientos. 
Si una partícula se mueve, primero, deAaB (Fig. A.5), como lo indica el vector áíj =AB, y después 
de B a C, como lo indica el vector d 2 = BC, el resultado es equivalente a un solo desplazamiento de A 
aC od = AC. Décimos que d = AC es la suma vectorial de los vectores d^ = AB y ^2 = BC, que 
podemos escribir de manera simbólica como 

ÁC = AB -j- BC o d — d-^ 4- dj (A.2) 

Esta expresión no debe confundirse con 4 = + d^, que sólo se refiere a los módulos y no es válida 

en este caso. El procedimiento se puede generalizar a cualquier tipo de vectores, es decir V=V^-k- 
V 2 (Fig. A.6). La suma vectorial es conmutativa: el resultado es el mismo si se invierte el orden de 
los vectores que van a sumarse; esto es, + V 2 da el mismo resultado que ¥2 + ^ 1 - P^ra calcular el 
módulo de V, en la figura A.7 vemos que si 9 es el ângulo formado por los vectores Fj y V2,(AC)^= 
(AD)^ + (DQ^. Pero AD =AB + BD = Fj + cos 9 y DC = V 2 sen 9. Como AC = F y sen^ 9 + 
cos^ 9=1, escribimos 

+ F 2 COS df + (F 2 sen 9)^ ^Vl+Vl + IV^ V 2 cos 6 
o 

V={VÍ+Vl + 2V,V2COseyi^ (A.3) 

Para determinaria dirección deFnecesitamosconocerel ângulo aoe\ p. En el triângulo ACD, CD= 
AC sen a y en el triângulo BDC, CD = BC sen 9. Por tanto, F sen a = F 2 sen 9 o 

V _ V 2 

sen B sen a 

Así mismo, BE = F, sen a = F 2 sen p o 

V 2 _ Vj 

sen a sen 

Al combinar ambos resultados obtenemos la relación simétrica 


F V, V2 

-(A.4) 

sen B sen p sen a 

Las ecuaciones A.3 y A.4 se conocen como leyes de cosenos y de senos respectivamente. En el 
caso especial en que Fj y F 2 son perpendiculares (Fig. A.8), 9 = cos 0=0, sen P = cos a, y 
tenemos la siguiente relación: 


V={Vl+Vl)^'^ tana=F2/Fi 


(A.5) 
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Fj + Fj 



Figera A.§ Figura A.9 Figura Â.IO 


La diferencia de dos vectores se obtiene sumando el primero al coirespondiente vector 
negativo (u opuesto) dei otro (Fig. A.9); es decir, D = - - V^-¥ (-^ 2 )- El módulo de la 

diferencia es 

Z) = [f5 + I/í + 2KiF3Cos(7i-0)]‘'" 
o, puesto que cos(?r- 6) = -cos 6, 

D = {V\+Vl--2V,V^co^QYi^ (A.6) 

Nótese (Fig, A. 10) que ~ restan los vectores en orden inverso, se 

obtiene como resultado el vector opuesto; el módulo de la diferencia no cambia pero su dirección 
se invierte; décimos que la diferencia vectorial es anticonmutativa. 


Cualquier vector V puede considerarse como la suma de otros dos, a los que se les conoce como 
componentes de V. Las más usadas son las componentes rectangulares, en las que el vector se 
expresa como la suma de dos vectores mutuamente perpendiculares (Fig. A.l 1); es decir, F = + 

Vy, con 

= Kcos a y Vy= Ksen a (A.7) 

Definiendo vectores unitários i y j en las direcciones de los ejes X, Y, respectivamente, 
tenemos que = iV^ y = y Por consiguiente, 

V = iV, + jV^ V^ = V^ + Vj y tan a = Vy/V, (A.8) 

Las componentes de un vector unitário (V= 1) que forma un ângulo a con el eje X son cos a y sen 
a, y el vector unitário se puede expresar como 


Y 



Figura A.ll 


u = i cos a +j sen a 


(A.9) 


Podemos utilizar un conjunto de tres ejes ortogonales, X, Y, Z para describir objetos en el 
espacio ordinário. En consecuencia, existen tres componentes rectangulares en el espacio, V^, 
y (Fig. A. 12). Tomando tres vectores unitários i, j y k, paralelos a los ejes X, Ty Z, respectiva- 
niente, tenemos 

V=iV,+jVy + kV, (A.10) 

En la figura A. 12 vemos que = OD^ = OE^ + ED^ = OE^ + V^, pero OE^ = OÁ^ + AE^ = 

V y. Sustituyendo OEY en la expresión anterior, el módulo dei vector es 

y2^Vl + V^ + (A.11) 

El vector de posición r = OP de un punto P con coordenadas x, y, z (Fig. A. 13) es 

r=OP = ix+jy + kz (A.12) 



El vector de posición reiativo dei punto P 2 con respecto a Fj es Tjj = P 1 P 2 (Eig- A.l4). De 
la figura tenemos que OPj = OP^ -t- ^,^ 2 , de modo que P 1 P 2 = OP 2 - OP^ 


Figura A.12 
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z 


z 



Figura A.13 



»'21 = ^2 - fi = Í{X2 ~ Xi) +j{y2 - >’i) + k{Z2 - Zi) (A.13) 

Nótese que = -FjFj. Aplicando la ecuación A.l 1 a la ecuación A.13 tenemos que la distancia 
entre dos puntos es: 

rzi = íixi - Xi)^ + {y2 - yi)^ + (22 - (A.14) 


B 



Â.5 Suma de vários vedores 

Para sumar vários vectores Vj, V 2 , Vy..., extendemos el procedimiento indicado en la figura A .6 
para el caso de dos vectores. El método para sumar tres vectores se muestra en la figura A. 15. Esto 
es, trazamos un vector después dei otro y la suma vectorial corresponde al vector que va dei origen 
dei primero al final dei tercero; escribimos F = Fj + Fj + ^ 3 - No hay una fórmula sencilla para 
expresar V en términos de Fj, F 2 y Vy y resulta mejor utilizar el método de componentes. En este 
caso, las componentes rectangulares de F son 


F. = E.-F, 






(A.15) 


Â.é Frodudo escalar 

El producío escalar de dos vectores Ay B, representado por A • B (léase: “A punto B"), se define 
como la magnitud escalar obtenida al tomar el producto de los módulos de A y B y multiplicarlo 
por el coseno dei angulo (menor que 180°) entre los dos vectores, 

A-B = AB cose (A.16) 

El producto escalar es conmutativo; esto es, A • fí = • A, puesto que cos 0es el mismo en ambos casos. 

Es claro que A • A = A^, ya que en este caso el angulo es cero. Si los vectores son perpendi¬ 
culares (0= k/T), el producto escalar es cero. Por consiguiente, la condición de perpendicularidad 
se expresa como A" B = 0. Los productos escalares de los vectores unitários i,j y k son 


i ■ i=J j = k ‘ k = í,i J =J • i = i • k = k • i=j ■ k=k J = 0 (A.17) 

Se puede demostrar que el producto escalar es distributivo con respecto a la suma; es decir, 

C-{A+B) = C-A + C-B (A.18) 

Para expresar el producto escalar de dos vectores en términos de sus componentes aplicamos la ley 
distributiva A. 19. Entonces 

A ■ B = (íA^ + jA^ + kA) • (íB^ + JB^ + kB) = (i ■ i)A^B^ + (i -f) AB^ + {i • k) AB^ 

+ (/ • i)AB^ + (j j) AB^ + {j-k) AB+ ik • i)AB^ + (k j) AB^ + (k-k) AB^ (A.19) 

Aplicando las relaciones A.17 obtenemos finalmente 

A ' B = AyBy 4- A^B^ (A.20) 
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Nótese que = A • A = A? + -f- de acuerdo con la ecuación A.5, 

Podemos aplicar las propiedades dei producto escalar para deducir la ecuación A.3, para el 
módulo de la suma de dos vectores. De V = Fj -f V 2 , tenemos 

\A X B\ = AB sen 6 (A.21) 

Ao7 Prôdycf© vecforial 

El producto vectorial de A y representado como A x B (léase “A cruz Ã”), se define como el 
vector cuyo módulo está dado por 

y 2 ^ y. F 2 )-(Fi + F 2 )= Vf + Vj + 2FyF2= + Ff + 2Fi F 2 cos 0 

donde 6 es el ângulo (menor que 180°) entre A y La dirección de A x S es perpendicular al plano 
determinado por Ay B,y el sentido está senalado por el dedo pulgar cuando la mano derecha se 
coloca de la forma en que se muestra en la figura A. 16, con los demás dedos apuntando en el 
sentido de la rotación deA aB siguiendoel ângulo más pequeno. 

De su defmición, concluimos que A x B = -B x A, de modo que el producto vectorial es 
anticonmutativo. Si los vectores son paralelos, 0=0°, sen 0 = 0 y el producto vectorial es cero. Por 
consiguiente, la condición de paralelismo se expresa mediante A x B = 0. Queda claro, entonces, 
que A X A = 0. 

Los productos vectoriales entre los vectores unitários i,J y k son 

i X j = —j X i = k,j X k = —kxj = i,kxi = —ixk=j, ixi=jxj = kxk = 0 
j (A.22) Figura A.16 

i Se puede demostrar que el producto vectorial es distributivo con respecto a la suma; es decir 

1 

j Cx{A + B) = CxA + CxB (A.23) 

El producto vectorial de dos vectores que están en el mismo plano se puede expresar en términos de 
sus componentes de la manera siguiente: escribimos A y ^ en términos de sus componentes rectan- 
gulares, A = íA^ + jA^ + kA^ y B = + jB^ + kB^, y aplicamos la ley distributiva 

i A X B = {i X i)A^B^ + (/ X j)A^By + (/ x k)A^B^ + (7 x + (7 x j)AyBy 

i + (7 X k)AyB^ -\-{k X i)A^B^ + {k x j)A^By + {k x k)A^B^ 

Usando las relaciones de la ecuación A.22, esta expresión se puede reducir a tres términos, uno en 
cada uno de los ejes coordenados: 

I AxB = i{AyB, - A,By) +j{A,B, - A,5J + k{A,By - . (A.24) 

La ecuación A.24 se puede escribir de manera más compacta en forma de determinante 

í 7 k 

A X B= A, Ay A, (A.25) 

j By B, 

j 

Si los vectores Ay B están en el plano XY, entonces A^ = = 0 y el vector producto es 

f A X B = k{A^By~AyB^) 

de manera que es paralelo al eje Z. 

I 
I 

í 



(A.26) 
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Figura A.17 


z 

I AJ 



Figura A.20 


Â.© ^epresentacién ¥ectôrial de m ires 

Consideremos un paralelogramo cuyos lados son los vectores A y B (Fig. A. 17). El área dei 
paralelogramo es 

Área = base x altura =Ah= A(B sen 6 ) = L4 x fll 

Por tanto, el área dei paralelogramo puede represeníarse mediante el producto vectorial S=AxB, 
en el que S es perpendicular al plano de A y Como cualquier área plana se puede considerar 
como la suma de muchos paralelogramos pequenos, las áreas planas se pueden representar median¬ 
te un vector perpendicular al plano y con módulo igual a su área (Fig. A. 18). La orientación dei 
vector es la misma que la dei pulgar de la mano derecha cuando los demás dedos apuntan en el 
mismo sentido en que está orientado el perí^metro dei área. 

Una superfície curva también se puede representar mediante un vector. En este caso, el área 
se divide en pequenos rectángulos (Fig. A. 19), cada uno de los cuales se considera como un plano y 
están representados por los vectores S^,S 2 ,Sy perpendiculares a los rectángulos. Entonces, 
S = Sj + ^2 + S 3 +... = es el vector que representa a la superfície curva. Sin embargo, en este 
caso el módulo de S no es igual al área de la superfície. 


s 




Â.9 Gradiente de yna función escalar 

Consideremos una función escalar V(x, y, z) que depende de las coordenadas de un punto. Dibuje- 
mos las superfícies V(x, y, z) = V^y V{x, y, z) =■ (Fig. A.20). Al pasar dei punto A de a cualquier 
punto B de V 2 , la función V{x, y, z) experimenta siempre el mismo cambio Vj - Vj. Si Vj y V 2 
difíeren en un valor infinitesimal, podemos escribir dV= Vj - El cambio en V(x, y, z) por unidad 
de longitud o derivada direccional es 

dF_ (F2-Fi) 

ds d 5 

En el caso en que Ay B están en la normal iVcomún a las dos superfícies, la derivada direccional a 
lo largo de la normal AN es dV7dn. Pero dn = dí cos 6. Así, 

áV àVán áV 

- =-= -COS o 

ds dn ds dn 

que relaciona a las derivadas direccionales a lo largo de la normal y a lo largo de cualquier otra 
recta. Como cos 6 tiene un valor máximo para 0 = 0, llegamos a la conclusión de que dWdn nos 
da la derivada direccional máxima de V{x, y, z). Introduciendo el vector unitário u^, j^q^ndicular a la 
superfície en A, definimos el gradiente de V(x, y, z) como 


grad V= u„ — 
dn 


(A.27) 
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Integral de superfície é 

Así, el gradiente es un vector perpendicular en cada punío a la superfície y(x, y, z) = const. y es 
igual a la derivada direccional máxima de la función V(x, y, z). 


La recta que une a los puntos Ay B (Fig. A.21) se puede dividir en segmentos pequenos drj, âr^, 
dr 3 ,.... Entonces, para cualquier vector V que es función de la posición, la magnitud 


Fi-dri + V2-ár2 + 


”8 

V-dr 

J A 


(A.28) 


a lo largo de una tfayectoria que une a Ay B se conoce como la integral de línea de V. En general, 
su valor depende de la trayectoria seguida para pasar úeAaB. 

Cuando la trayectoria es cerrada, los puntos Ay B coinciden (Fig. A.22) y la integral se 
conoce como circuladón de la función vectorial F, que se denota con 



Figura A.21 


Figura A.22 


Â.11 Integro! de superfície de un vector; flujo de un vector 

Consideremos la superfície S situada en una cierta región y la función vectorial V{x,y,z) (Fig. A.23); 
dividamos a 5 en superficies muy pequenas de área d5j, d 5 ' 2 , d^j,... En cada una de ellas tracemos 
vectores dSj, dS 2 , dSj,..., perpendiculares a la superfície en dicho punto. Estos están orientados en 
el sentido que senala el pulgar cuando la mano derecha se coloca con los demás dedos apuntando 
en el sentido en que decidimos orientar el borde de la superfície. Si ésta es cerrada, los vectores dS es¬ 
tán orientados bacia el exterior. Sean 0j, 02, los ângulos que forman los vectores normales, 
dSj, dS 2 , dS 3 ,... y los vectores Fj, F 2 , F 3 ,... en cada punto de la superfície. Entonces, por defínición, 
el flujo de la función vectorial F(x, y, z) a través de la superfície S es 

Flujo de F = F^diSi oos 0^ + V 2 dS 2 cos 62 + F 3 dS 3 cos ^3 + ... 

= V, • d^i + V2 ■ dS 2 + F3 -dS^ + ... 

= 1 Fcos0dS = | V-dS (A.30) 

donde la integral se extiende sobre toda la superfície, como lo indica el subíndice S. A las expresio- 
nes cómo la ecuación A.30 se les llama también integral de superfície. Debido al factor cos 6, el 
flujo a través de un elemento de superfície puede ser positivo o negativo, dependiendo de si 9 es 
menor ó mayor que Ttll. Si el campo F es tangente o paralelo al elemento de superfície dS, el ângulo 
9 es 7t/2 y cos 0 = 0, lo que produce un flujo nulo a través de dó". El flujo total también puede ser 
positivo, negativo o cero. Cuando es positivo es “bacia fuera” o saliente y cuando es negativo es 
“bacia dentro” o entrante. Si la superfície es cerrada (como el caso de una esfera), se superpone un 
círculo sobre el signo de integral, de modo que la ecuación A.30 queda 


dS 



Figura A.23 
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flujo = o Fcos 6 dS 
s 


(b V-dS 


(A.3I) 



Este apêndice es una referencia rápida de las fórmulas matemáticas utilizadas con frecuencia en el tex¬ 
to. Las demostraciones y análisis de la mayoría de ellas se encuentran en cualquier libro de cálculo. 


B.l Funciones trigonométrices 

(i) Defmición de las funciones trigonométricas (Fig. B.l): 

sen a = y/r, cosa = x/r, tana = y/x 

CSC a = r/y, sec a = r/x, cot a = x/y 

(ii) Relaciones trigonométricas: 

tan a = sen oí/cos a (B.3) 

sen^ a + cos^ a == 1, sec^ a — 1 = tan^ a, csc^ a — 1 = cot^ a (B.4) 

sen(a ± /?) = sen a cos fí ± cos a sen P (B.5) 

cos(a ± P) = cos avcos P + sen a sen p (B.6) 

sen a ± sen /? = 2 sen^(a + jS)cosy(a + P) (B.7) 

cos a -I- cos jS = 2 cos 5 (a + P)cosj{oc — P) (B.8) 

cos a — cos P = — 2 sen|(a -1- j?)sen^(a — P) (B.9) 

sen a sen p = j[cos(a — P) — cos(a + jS)] (B.IO) 

cos a cos P — y[cos(a — P) + cos(a + ^)] (B.ll) 

sen a cos P = y[sen(a — p) + sen(a + P)'} (B.12) 

sen 2a. = 2 sen a cos a, cos 2a — cos^ a — sen^ a (B.13) 

sen^^a = 1 — cos a), cos^^a = ^(1 + cos a) (B.14) 


O 

Figura B.l 


(B.15) 
(B.16) 

C C B 

Figura B.2 



(iii) Leyes de senos y cosenos (Fig. B.2): 

a b 

Ley de senos : 


sen A sen B sen C 
Ley de cosenos — 2bc cos A 



B.2 Logaritmos 

(i) Definición de e: 
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e= lím 1 +- = 2.7182818... 

n ->■ CO _ 

En la figura B.3 están representadas las funciones exponenciales y = e* y j = e‘*. 

(ii) Logaritmo natural (Fig. B.4): 

y = in X si X = e^ 

(iii) Logaritmo común, base 10: 

y = log X SI x= 10^ 

In X = 2.303 log x, log x = 0.434 In x 


(1.17) 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 



Figura B3 Figura B.4 


B.3 Desarrollos @n $eri@ de potências 

(i) Desarrollo dei binomio: 


(a + br = a" + m’-'b + "*" a'-V + + ... 


(B.21) 


Cuando n es entero positivo, el desarrollo tiene n + 1 términos. Si no, el desarrollo tiene un número 
infinito de términos. Si a = 1 y Z? = x, el desarrollo dei binomio se expresa como 


, n(n — l) , n{n—l){n — 2) , 

(1 + x)" = 1 + nx + -^x^ + -^x^ + ., 

2! 3! 

(ii) Otros desarrollos útiles: 

1 ,1, 

e*= 1 + X + — x^+ — x^ + ... 

2! 3! 


-1-h ... 

2 3 


(B.22) 


(B.23) 


ln(l + x) = X 


(B.24) 


ices 


1 3 1 . 

sen X = X- X -x* 

3! 5! 


1 1 2 , 1 4 

COS X = 1- x^ H- x^ 

2! 4! 


1 3 1 5 

tan x = x + -x H-x + 

3 15 


(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 


Z 


Xj 




n{n + 1) 
2 



1 + 2 ^ + 3 ^ + ... + 


n{n + l){2n + 1) 
6 


x” = 1/(1 - x) para.v < 1 

n = 0 

Para x C 1, se pueden hacer las siguientes aproximaciones: 


(1 + x)" « 1 + nx 

e"' « 1 + X, lii(l^+ x) X 

sen X « X, COS X « 1, tan x « x 

En las ecuaciones B.25, B.26, B.27 y B.33, x debe expresarse en radianes. 


(B.28) 

(B.29) 

(B.30) 


(B.31) 

(B.32) 

(B.33) 


i.4 Ângulos planos y sólidos 

Existen dos sistemas para medir ângulos planos; grados y radianes. La circunferência de un círculo se 
divide en 360 grados (°). Cada grado se divide en 60 minutos (') y cada minuto en ^ segundos (to¬ 
para expresar un angulo plano en radianes (véase la Fig. 2.4) se utiliza la relación 0 (rad) = 
///?, donde I es la longitud dei arco subtendido por el ângulo 6. La equivalência entre grados y 
radianes está dada por 


1° = 71/180 rad = 0.017 453 rad, 1 rad = 180771 = 57°17'44.9" (B.34) 

Un ângulo sólido es el espacio que se encuentra dentro de una superficie cónica (o piramidal), 
como la que se muestra en la figura B.5. Su valor, expresado en estereorradlanes (esterrad), se 
obtiene al dibujar una superfície esférica, con un radio cualquiera R y centro en el vértice O, y 
aplicar a ésta la relación 



(B.35) 


donde S es el área dei casquete esférico interceptado por el ângulo sólido. Como el área de una esfera 
es 4;cR^, el ângulo sólido completo alrededor de un punto es de 4;restereorradianes. 

Si el ângulo sólido es pequeno (Fig. B.6), el área S se vuelve dS y no necesariamente se trata 
de un casquete esférico, sino que puede ser una pequena superfície plana perpendicular a OP, de 
modo que 


dQ = —- 


(B.36) 



En algunos casos la superfície dS no es perpendicular a OP, sino que su normal N forma un ângulo 
0con OP (Fig. B.7). Entonces es necesario proyectar d5 sobre un plano perpendicular a OP, lo cual 
nos da el área diS” = d5 cos 0. Así, dQ = d5 cos 6IR^. 



m 

df/áu 

j/(u)du 

u" 

nu''~^ du/dx 

[u" + V(«+ 1 )] + C (n# -1) 

u-^ 

—(1 /u^) áu/dx 

In u + C 

In u 

(l/u)du/dx 

u In u — u + C 

e“ 

e“ du/dx 

e“ + C 

sen u 

cos u du/dx 

— cos u + C 

cos u 

— sen u du/dx 

sen u + C 

tan u 

sec^ u du/dx 

— In cos u + C 

cot u 

— csc^ u du/dx 

In sen u + C 


u áv = u V 
dx 

°° dx 


V áu 


ln[(/?2 + + x] + C 


K2(x2 + «2)1/2 


n! 


2 


x"e ^dx = <lx3x5x-"x (2/c + 1) ./ti 


I Si n es entero 
Sin = M2k + 1), seniicntcro 
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Bo7 Valor medio d© yna función 


EI valor medio o promedio de una función = f(x) en el intervalo (a, b) se define como 


1 




y dx 


b — a 

El valor medio de se define como 
1 


0 -) 


med ^ 


y^ dx 


« Ja 

La magnitud [(>'^)njedl'^ conoce como valor cuadrátko medio de _y = /(x) en el intervalo {a, b) 
y se denota con 

^ rms 


1,8 


Secciones cónicas 


Una sección cónica se define como la curva generada por un punto que se mueve de tal modo que 
el cociente entre su distancia a un punto fijo, llamado foco, y a una recta fíja, conocida como 
direcíriz, es constante. Existen tres tipos de secciones cónicas: elipse, parábola e hipérbola, depen- 
diendo de si el cociente (conocido como excentricidad) es menor, igual o mayor que uno. Tomando 
la excentricidad como £, el foco como Fy la directriz como la recta HDQ (Fig. B.8(a)), vemos que 
£ = PF/PQ. Ahora tenemos que PF = r y, si tomamos FD = d, entonces PQ - FD - FB = d - r cos 9. 
Por consiguiente, e = r/(d - r cos 9) o 

V 

sd 

— = 1 + £ cos d (B.37) 

r 

En el caso de una elipse (£ < 1), el punto A corresponde a9=0yA'a9 = p. Así, según la ecuación 
polar B.37, vemos que 


= 


sd 

1 + £ 



El semieje mayor de la elipse es a. Entonces, como + r 2 = 2a, 


= i(^i + rj) 


sd 


1 — £^ 

Así mismo, el semieje menor, b, es 

b = a{l — s^Y'^ 




Figura B.8 
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El área de una elipse es 

S = nab = 7ca^(l - (B.40) 

El círculo es el caso especial de una elipse en la que £ = 0. 

En una hipérbola (s > 1), hay dos ramas y los ejes son ay b, tales que b = a(e^ - 1)^^. 
Los focos F y F' están situados (Fig. B. 8(b)) de que modo OF = OC. Por consiguiente, 
OF = (a^ ■¥ = as. En la parábola (e = 1) sólo existe una rama. 


G Cálculo dei momento de inerci 


Un sólido rígido está compuesto por un número muy grande de partículas empaquetadas tan estre- 
chamente que la suma en la ecuación 13.2 puede sustituirse por una integral, 




dm 


Si p es la densidad dei sólido, d/n = páV y 


I = jpR^áV 

Cuando el sólido es homogéneo, su densidad es constante y podemos escribir 
I = p {r^úV 


(C.1) 


Así pues, la integral se reduce a un factor geométrico, el mismo para todos los sólidos que tengan la 
misma forma y tamano. De la figura C. 1 notamos que/?^=x^+}^y, por consiguiente, elmomento 
de inércia alrededor dei eje Z es 


I. 


p{x^ + y^) dV 


(C.2) 


con ecuaciones semejantes para e ly 

Si el sólido es una placa delgada, como la que se muestra en la figura C.2, los momenta de 
inércia con respecto a los ejes X, Y se pueden expresar como 


/ 


X 


py^ áV 


J px^ áV 


porque la coordenada Z es básicamente cero. Al comparar con la expresión para tenemos que, 
para placas delgadas. 


= Ix + ly 


(C.3) 




Figura C.l 


Figura C.2 
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FIgiura C3 


Sea Z un eje arbitrário y un eje paralelo a Z que pasa por el centro de masa dei sólido 
(Fig. C.3). Escogemos los ejes de manera que su origen esté en el centro de masa C y el eje Yç. 

en el plano determinado por Z y Z^. Los ejes XYZ se toman de forma que Y coincida con Y^. P es 
cualquier punto dei sólido. Temendo en cuenta que FA es perpendicular a y que FA = x, CA = y, 
OC = a, tenemos que Por tanto, 

+ (y + ap = + lya + — Rc + 2ya + 

El momento de inércia con respecto al eje Z es 

/ = Emi?"" = Em(i?ê + 2ya + a^) = YLmRl + 2fl(Emy) + a^lm) 

El primer término es el momento de inércia con respecto al eje Z^, y el último, 1m = M la masa 
total dei sólido. Por consiguiente, 

I = Ic + 2àLmy + Ma^ 

Para evaluar el término restante, recordamos que la posición dei centro de masa está dada por 
y^ = Emy/Lm (Ec. 13.1). Pero en nuestro caso y^^^ = 0 porque el centro de masa coincide con el 
origen C dei sistema Xç^Yç^ç.. Entonces Emy = 0 y 

/ = Zc + Ma^ (C.4) 

Este resultado se conoce como teorema de Steiner. 

El radio de giro de un sólido es una magnitud K definida como 

K = o Z = MK^ (C.5) 

donde Z es el momento de inércia y M la masa dei sólido. Entonces, K representa la distancia al eje 
en la que se puede concentrar toda la masa sin cambiar el momento de inércia. Es una magnitud útil 
porque, para sólidos homogéneos, está determinada completamente por su geometria; se puede 
tabular y utilizarse así para calcular los momenta de inércia de sólidos homogéneos y simétricos. El 
cálculo dei momento de inércia es directo y se explica en libros de cálculo. 
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e. 




Valor 

Velocidad de la luz 

c 

2.9979 X 10^ m s“* 

Carga elemental 

e 

1.6021 X 10-19 c 

Electrón (masa en reposo) 

e 

9.1091 X 10“^i kg 

Protón (masa en reposo) 


1.6725 X 10-2^ kg 

Neutrón (masa en reposo) 


1.6748 X 10-27 kg 

Constante de Planck 

h 

6.6256 X 10-24 J s 


h = hJ2% 

1.0545 X 10-24 Js 

Relación carga a masa para el electrón 

elm^ 

1.7588 X 10" kg-iC 

Relación cuántica para la carga 

hte 

4.1356 X 10-12 JsC-i 

Radio de Bohr 

«0 

5.2917 X 10-11 m 

Longitud de onda Compton 
dei electrón 


2.4262 X 10-12 m 

dei protón 


1.3214 X 10-12 m 

Constante de Rydberg 

R 

1.0974 X 107 

Magnetón de Bohr 


9.2732 X 10-24 JT-i 

Constante de Avogadro ^ 


6.0225 X 1023 

Constante de Boltzmann 

k 

1.3805 X 10-22 j K-i 

Constante de los gases 

R 

8.3143 J K-i mol-i 

Volumen normal de un gas ideal (STP) 

''o 

2.2414 X 10-2 ^3 

Constante de Faraday 

F 

9.6487 X 104 Q 

Constante de Coulomb 


8.9874 X 109 N c-2 

Permitividad dei vacío 

^0 

8.8544 X 10-12 N-im-2c2 

Constante magnética 


0000 X 10-7 kg C-2 

Permeabilidad dei vacío 


1.2566 X 10-2 m kg C-2 

Constante gravitacional 

7 

6.670 X 10-11 N m2 kg-2 

Aceleración de la gravedad al nivel 
dei mar y en el ecuador 

9 

9.7805 X M s-2 

Constantes numéricas: 7C = 3.1416; 

e = 2.7183; = 

1.4142; V3 = 1.7320 
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CÂPÍTUL02 

2.1 (a) 1.674 X kg; (b) 2.657 x kg; 

(c) (i) 5.975 X 10^^ átomos; (ii) 3.764 x 10^^ átomos. 

2.3 (a) 2.685 x 10^^ moléculas de H 2 , 2.689 x 10^^ moléculas 
de O 2 , 2.688 x 10^^ moléculas de N 2 ; (b) todos los gases 
contienen alrededor de 2.7 x lO^^ moléculas por m^ a TPN. 

2.5 (a) 0.6 átomos cm~^. 

2,7 (a) 3.340 x 10-^ m; (b) 3.104 x IO"’» m; (c) 2.276 x 10-»» m. 

2.9 Tierra: 5.52 x 10^ kg m“^ y Sol: 1.40 x 10^ kg m~^. Otros 
planetas y la Luna están en el mismo intervalo. 

2.11 6.35 X 10'* UA. 

2.13 (a) 3.07 x 10*^ m; (b) 3.25 anos luz; (c) 2.06 x 10^ UA. 

2.15 Para ângulos pequenos y 0 en radianes, 0 « sen 0 sí tan 0. 

2.17 2.01 X 10* m. 

2.19 (a) 9.062 x lO-^ radianes o 31.15'; (b) 9.280 x lO-^ 
radianes o 31.90'. 

CAPÍTULOS 

3.1 (a) 31 m s"*, 119 m; (b) -25 m s"*, -77 m; 

(c) y = 3 ± 4/, x = 3/ ± 2/^. 

3.3 (a) 4.00 X 10^ m min"^, 125 m; (b) 5.0 s; (c) 222.2 m. 

3.9 (a) 10 m; (b) 2.7 s y 0 s; (c) 4 m s“*; 

(d) 16 - 12/^ - 6A/ m s”*; (e) 16 - 12r m s“*; (f) 16 m s“*; 

(g) 1.33 s y 10.7 m solamente; (h) -12 m s”^; (i) -12 m s”^; 

(j) nunca; (k) desacelerado para 0 < / < 1.33 s, acelerado 
(en la dirección X negativa) para í > 1.33 s. 

3.11 (a)y = 4(2-e-‘);(b)x=8í-l+e-‘; 

(c) X = 1 - j y - 21n( 2 - j y). 

3.13 110 m s~* bacia abajo, 610 m; (b) 86 m s"* bacia abajo, 
370 m por debajo dei punto inicial. 

3.15 (a) 44.1 m por encima dei suelo; (b) 36.4 m; (c) 29.4 m s ”*• 

3.17 18 s. 

3.19 175.4 m. 

3,21 81.8 km b"* a 132°; 138.9 km b"’ a 214°. 

3.23 (a) 14.1 kmb-*;(b)81.2kmb-*. 

3.25 2.52 km b"* en dirección S37.5°W. 

3.26 (b) S41°18'E; (c) 1 b 34 min. 


3.29 (a) 5 km b“*; (b) 15 min; (c) 0.75 km. 

331 (a) Trayectoria parabólica con velocidad horizontal 

de 30 m s“* bacia atrás; (b) trayectoria parabólica con 
velocidad horizontal de 460 m s"* bacia atrás; (c) bacia arriba 
o abajo a 28.65°. 

CAPimod 

4.2 (a) =2f + Aím s”*, y^ = 2(t - 1) + At m s"*, 

fljj. = 2 m s“^, fly = 2 m s"^; (b) y^ = 5 m s"‘; yy = 3 m s~’; 

(c) y^ = 4 m s“*, y^, = 2 m s“*- 

4.5 (a) y = i(2t + At) + ji2[t - 1] + At) m s"*,« = 2(i +f) m s"^; 

(b) y^ = 1*5 + j3 m s”*; (c) v-i4+ j2 m s“*. 

4.6 (a) 883.7 m; (b) 382.6 m; (c) 17.67 s; (d) 51.28 m s’*, 376 m. 

4.8 (a) 15.65 s; (b) 183.1 m s"*; (c) 1 565 m. 

4.13 (a) v^^ = Í7 m s"*. 

4.15 5 m s"*, arctan(4/3); 18 m s"^ en la dirección +Y. 
CAPÍTULOS 

5.1 (a) 2.2 rad s"*; (b) 2.9 s, 0.35 Hz; (d) 6.2 s; (e) 34.3 s. 

53 (a) 2.60 x 10“^ rad s"’; (b) 9.97 x lO^ m s"*; 

(c) 2.60 X 10-3 m s-2. 

5.5 2.4 X 10^ m s"’; (b) 2.4 x 10“*® m s"^. 

5.7 (a) 2 Hz; (b) 0.5 s; (c) 4;r rad s"*; (d) 6 ;r m s"*. 

5.9 (a) 0 = lOt^ - 8/3 + 8/2 rad; (b) (O=40P- 24p- + 16/rad s"*; 
(c) 156/2 - 62.4/ + 20.8 m s-2; (d) 83.2/2 (5/2 - 3/ + 2)2 m s-2. 

5.11 (b) 18.1 min; (c) 1.95 x 10'* rad. 

5.13 (b) = /?Gí(l - COS (Ot), Vy = Rq) sen cot, 

= Rco^ sen cot, = Rco^ cos cot. 

5.15 (a) 2.55 x 10"^ m s-2 para flujo bacia el norte o hacia el 
sur, 3.61 X IO"'* m s-2 para un flujo hacia el este y siempre hacia 
la orilla derecha; (b) misma aceleración, pero ahora el agua 
empuja hacia la orilla izquierda. 

CAPÍTULO 6 

Í.1 (a) 0.472. 

6.3 = 1 kg, mg =2 kg. 
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6.5 (a) 0.186 m s"*, 27.5° por debajo dei eje Z; 

(b) Ap^ = i(-0.049) 4 -j( 0.026) kg m s~*, 

Ayj = l(-0.247) +i(0.129) m s-^ 

Ap 2 = A yj = 1(0.165) +j"(-0.086) kg m s”^ 

6.6 (a) 15 m s"’, W44.9'S; (b) m9.2 + NS.O kg m s"*. 

6.7 3.33 X 10^ m s-^ 0 = 82.6°. 

6.11 (a) -0.3 kg m s“^ -3.0 N; (b) -0.45 kg m s~^ -4.5 N. 

6.12 - 347 N. 

6.14 - 9.8 N. 

6.16 (a) a = (Fq - kt)/m-, (b) y = (Fq í - jkt^)lm, 
x = ijFQt^-jkt^)lm. 

6.18 (a) 250 kg m s-^; (b) 25 N. 

CAPÍTULO/ 

7.1 (a) 7.3° hacia adelaníe; (b) 21° bacia atrás. 

7.3 (a) 588 N; (b) 588 N, (c) 768 N; (d) 408 N; (e) 0. 

7.5 (a) 1.11 m s-2; (b) F, =11.11 N, T 2 = 27.78 N; 

(c) 0.769 m s-2- Fj = 11.11 N, Fj = 27.78 N. 

7.7 (a) a = (F- m 2 g)l(m^ + = 1.66 m s“^, F = W 2 

(úf + í?) = 917 N; (b) a = (F + m^g- m 2 g)l(rn^ + Wj) = 5.43 m s“^, 
F= m 2 (a + ô) = 1 218 N. 

7.8 (a) a = g{m 2 - sen a)/(mj + = 2.06 m s"^, 

F = mpn 2 gi\ + sen a)/(mj + = 139.3 N; 

(b) a = S'(m2sen - mjsen a)/(mj + m2) = 1.44 m s“^, 

T=m^ m 2 ít(sen P + sen á)/(m^ + = 126.8 N. 

7.11 (a)15kg;(b) jí7. 

7.13 (a) 11.5m;9.03ms-í. 

7.16 (a) 4.9 X 103 m (b) 0.99 m s'». 

7.18 (a) a = mQ (Fq + kv^l{mQ - ktf-, donde Wq, y^ y Fq son los 
valores iniciales y k = Idm/drI; (b) F = Fq - [2k(FQ + kv^lnif^t. 

7.21 2 867 N, 4 096 N. 

7.24 (a) 255.8 N cada una; (b) 392 N cada una; (c) F^^ = 196.0 N, 
Tgc = 339.5 N; (d) F^^ = 392 N, Fg^ = 554.4 N. 

7.27 (a) 220.5 N; (b) 254.6 N. 

7.29 358.7 N, 253.6 N. 

7.31 574.3 N. 

CAPÍTULOS 

8.1 (a) 22.5 N; (b) 39.5 rad s"*; (c) sí. 

8.3 8.81xl0-®N. 

8.5 7.10 m. 

8.9 (a) F = i36 + i(-1440 N; (b) T = k(-288r^ + 863/^) N m; 

(c) p = íX36í - 36) + i(-72/2) kg m s-M- = k(-72(^ + 288i^) kg s"*. 


8.11 (a) 3.03 X 10“* m s"^; (b) afelio: 1.92 x 10"^ rad s“*, 
perihelio: 2,06 x 10 ”^ rad s“^ 

8.13 (a) ComiK)nentes XyY cero, la componente Zes 

- 7 (mglv^t^ COS a; (b) dUât = -k({mglv^t cos a; (c) igual que (b). 

CAPÍTULO 9 

9.2 2 978 j, 74.4 W. 

9J (a) 10.2 kW; (b) 102 kJ. 

9.7 (a) 1 875 N; (b) 1.5 x 10^ kg m s-^ 9.17 x 10^ J; 

(c) 9.17X l(y»J; (d) 11.4kW. 

9.9 E'i^= ■¥ j m - mV ° V. 

9.11 (a) 9.40 X 10^ m s~*; (b) 7.56 x 10^ m s“^ 

9.13 (a) 45 J; (b) 47 J. 

9.17 (a) 2.5 X 10^ J, 0,2.5 x 10^ J; (b) 6.02 x 10^ J, 1.90 x 10^ J; 
(c) 5.4 X 103 j 1 96 X 10^ J; (d) 25.5 m. 

9.19 7,25 X 10-2 m. 

9.23 26.5 J. 

9.25 /tmg 2 cos a(sen a ~ fi cos á)t. 

9.27 (a) - iV^r)(rç/r + (b) - {2YJr^-\ 

(c) sea X = r/r^, entonces resuelva la ecuación 

(1 + jc)e-^ - 0.02e-^ = q, para obtener x = 3.806. 

CAPÍTUL010 

10.1 (a) 2 s; (b) y Hz; (c) 0.30 m; (d) x = 0.30 cos m. 

10.4 (a) 3 18.3 Hz; ttx 10-3 s,(b)x= 10-3 cos 2 qoOí m, 
y = -2 sen 2 000 / m s-k 

10.6 (a) En el medio: a = 0, y = 0.188 m s-^ en los extremos: 
a =1.18 X 103 m s-2, y = 0; (b) x = 3 x 10-^ cos(2(K);r/) m. 

10.9 (a) 8.88 x IO -2 m s-^ -0.140 m s-2; (b) 0.126 m s-^ 0. 

10.11 -20;r2 m s-^, -lO/r^ N, 

10.12 (a)x = XQ cosCj/r/+7;?). 

10.15 (c) F = -jmot)^ y; (d) y = (y^ + oP-yl 
a = aPyQ sen (Ot. 

10.16 0 ,y 4 

10.19 0.102% (A/// = A gig). 

10.21 (a) 0.2838 rad; (b) Fj = 5.88(2/i - N, donde h es la 
altura, en metros, por encima de un punto mínimo; (c) Oj = Fj/ m; 

(d) y = [2gihQ - /i)]*^ m s-*; (e) 9= arccos(l - h) rad; (f) 1.65 N, 
2.74 m s-2,0, 16.3°; (g) 0,0,0.885 m s-‘, 0. 

10.23 (a) 14 cos 2/, 10 cos(2/ + 0.93), -2 cos 2/. 

10.26 r = íXq cos G)j / + jyQ cos( 2 o)j/ + a) cuya solución 
general es y 2 = {x^ -jfi)-XQ -f y^Ccos 2 í»j/ cos 2a - sen 

2 ©,/ sen 2 a), 




10.28 (b) 0.61 Aq ; (c) 1.39 t; (d) jA^, etc. 

1031 (a) - j (b) wctm{(újl2y). 

10.34 (a) 4 sen a(2h/gy^’, (b) oscilatorio, no MAS. 

10.37 (a) No; (b) en la dirección -{-Z, no; (c) F = -kx + ca^. 

CAPÍTULO II 

11.2 Luna: 3.39 x 10“^%, Sol: 6.01 x 10“^% de la fuerza 
de la Tierra. 

11.5 (a) 3.62 X 10-47 N. 

11.7 7.9x10-7 kg. 

11.9 (a) 267.3 m s-2; (b) 8.86 m s-2; (c) 26.0 m s-2; (d) 1.62 m s-^. 
11.12 (a) 32.1 km; (b) 64.1 km. 

11.14 (a) Una partícula oscilará a través de la lieiTa a una 

altura h en ambos lados; (b) [2GM/(h + (c) no; (d) sí. 

11.16 2.64 X 1033 _5 28 x 1033 J, -2.64 x 1033 J. 

11.19 (a) 0.366íi de m en la recta que pasa por m y 3m; 

(b) 1.366fl de m sobre la misma recta, pero fuera de los cuerpos; 

(c) con 0=0 para la recta que une a m con 3m y tomando m 
como origen: r = (j-a cos 0 )[-l ± (1 + 8 sec^ 0 )*^^]. 

11.21 (a) En el centro geométrico dei triângulo; (d) -•s/3GMIa, 
donde a es un lado dei triângulo; (e) siempre a lo largo de esa 
línea y apuntando hacia el plano; (f) -3Mal(y/3r^), 
donde r = y z es la distancia dei punto al plano. 

CAFItUL0I2 

12.2 (a) 4.25 x lO^ m s->; (b) 1.04 X 10* m s"'; 

(c) 5.03 X 103 s-i. 6 02 x 10^ m s-\ 

12.4 (a) 2.822 x 10^4 kg m s-i; (b) 1.244 x 10" J; 

(c) -2.489 X 10" J; (d) -1.244 x 10" J. 

12.7 (a) 7.73 x 103 m s"»; (b) 5.42 x 103 s; (c) 8.96 m s-^. 

12.11 7.50 km s-^ 

12.15 (a) 7.80 x 103 m s"»; (b) 11.18 x 103 m s"*. 

CAPÍTULO 13 

13.1 i(-6.37)+ 7 1.6 ms-». 

13.3 (a) = i(1.50 + 0.25/2) + gg + 0.188/2) 

(b) F = í 8 / + j6t kg m s-». 

13.5 (a) 120° o 210° con respecto a la dirección dei electrón; 
(b) 1.06 X 10-2® j^g g-i. (g) 2.73 X 104 m s-». 

13.8 (a) UH: 1.393 x 10-»® m dei átomo de H, HCl: 

1.235 X 10-»® m dei átomo de H; (b) 2.34 x 10-»2 m dei átomo de N. 

13.10 (a) /•(-8.32) + i(-16.8) + &(-25.1) kg m2 s'»; 

(b) i (- 41.6) + j'(- 4.0) + k(- 40.8) kg m2 s-». 
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13.13 (a) 1.942 kg m2; (b) 0.967 kg m2; (c) 0.642 kg m2. 

13.16 2.04 X 10-47 kg m2. 

13.19 (a) 10.5 min; (b) 8 773 rad. 

13.21 (a) 63.6 kg m2 s-»; (b) 12.72 N m. 

13.23 (a) mva, lo), donáe I=ma^ (b) mv, {ma ■^^ML)(ú\ 

(c) sólo si la varilla no está fija en A y se le permite moverse 
libremente. 

13.25 (a) 8.71 rad s-2; (b) 4.36 m s-2; (c) 54.4 N. 

13.27 (a) 0.98 m s-2; (b) 17.64 N. 

1330 (a) 1.64s; (b) 0.667 m; (c) 1.53 s. 

1332 3.56 X 10-^ N m. 

1334 (b) 6.53 m s-2. 

13.37 (a) 1.3 m dei pivote; (b) 5 N. 

13.38 (a) 110 N hacia abajo en 1.11 m. 

13.41 (j) = arctan(cot 2a), F^ = mg sen = mg COS a. 

13.42 2.33 m. 

13.45 Fj = F 3 = 9.84 N, F^ = 37.05 N. 

13.46 (a) T= 762.3 N, = 539.0 N, = 147.0 N; 

(b) 7= 933.6 N; = 466.8 N, B^ = 122.5 (abajo); 

(c) T= 419.3 N, Bh = 321.2 N, By = 416.5 N. 

13.48 (a) 0; (b) 20 N en cada mano, una hacia arriba y otra 
hacia abajo; (c) 20 N en cada mano, una hacia delante y la 
otra hacia atrás. 

CAPÍTULO U 

14.2 {à)L = k 48 kg m2 s-», ^ 14.4 kg m2 s-», 

r^xP^k 33.6kg m2 s-»; (b) 35 J, 15.6 J, jMv^ = 19.4 J. 

14.5 {4Mlm) yfgl. 

14.6 (b) {E^,^ - L)ajc =jm{Vç^ - v^.^. 

14.8 (a) yg = -0.462 m s-», v'^ = 1.538 m s-»= 

(b) v' = 1.57 m S-» a 50°, y; = 0.974 m s-» a -50.7°. 

14.10 (a)0;(b)-Y//y22. 

14.12 (a) v\ = -eyj, y 2 = 0, -y(l - ê-)m^ v\\ (b) h' = h. 
14.15 (a) y '4 = 0.53 m s-», y '5 = 1.13 m s-»; (b) = -2.67 

kgms-», Apj =-Ap 4 . 

14.19 0.2588 (comparado con 0.2528). 

14.21 (a) y' = -y; (b) y' = -y [a + Vã -1 ]/(l + a), donde a = M/w. 

14.23 Partícula de 90 uma: 115.6 MeV, 1.57 x lO'» m s-»; 
partícula de 140 uma: 74.4 MeV, 1.01 x lO'» m s-». 

14.28 (a) 10 m s-», 2.37 x 10^ N m-2; (b) 3 x 10^ cm^ min-»; 

(c) 250Jkg-». 


14.31 (a)0.1m;(b)11.2s. 
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:âPÍTUL015 

15.2 1.24x10-^ ml 

[5.4 (a) 3.655 x lO^ Pa ml 2.968 x 10^ Pa ml 2.07 x 10^ Pa ml 
[.45 X 10^ Pa ml 1.134 X 10^ Pa ml (b) sí; (c) -270° C; 
d) pV= 761.94(/ + 270) Pa ml 

15.8 (a) 2.24 x 10“^ m^ (22.4 litros). 

15.10 (a) 4.02 atm; (b) 11.4 kg de aire. 

15.11 (a) l/p; (b) [1 - b(N/ V)]l{p - a{NIV)'^ + 2a{Niy?l 

15.14 (a) 6.19 X lO-^^ J, 3.86 x lO-^ eV; (b) (i) 1.92 km s-l 
;ii) 482 m s“l (iii) 514 m s“l (iv) 1.36 km s“l (v) 411 m s"l 

15.16 (a) 1.11 km s"l (b) 5.16 km s~'; (c) 2.16 km s~l 

15.20 (a) 5.2 K, 2.27 x 10^ Pa, 71.1 x lO"^ m^ moH; 

(b) 33.2 K, 12.95 x 10^ Pa, 79.8 x lO"^ m^ moPl (c) 154.3 K, 
50.37 X 10^ Pa, 95.5 x 10-^ m^ moH; (d) 647.1 K, 220.6 x 
10^ Pa, 91.5 X 10"^ m^ mol"l 

CAPÍTULO 16 

16.1 (a) 1.295 kJ; (b) no. 

16.2 (a)0;(b) 1.247kJ. 

16.4 (a) 1.94 kcal, 81.0 kJ; (b) 3.87 kcal, 162 kJ. 

16.6 (a) 60 J; (b) 70 J liberados; (c) = 50 J, = 70 J a lo 

largo de la trayectoria curva. 

16.9 (a) Q = a^T^■ 2b^T{T^ + T^) - c^TIT{^^, donde ^T = 

^p,med ~ ^ 26(rj + T 2 ) - c/T^T2. 

16.11 (a) p*“^r = constante; (b) TV'^~^ = constante. 

16.13 (a) kNT[\n(V 2 /V^) + ANAW,y2 +jBN^ AV(V, + V 2 )/ 
Vf Vj, donde AV= V2 - Vp (c) 1193.9 J contra 1274.3 para un 
gas ideal. 

16.15 (b) T 2 = 167.4 K, = 69.7 K; (c) 33.8 kJ. 

16.17 (b) 100.4 g;(c) 320 g. 

16.19 (a) 3.77 kJ;(b) 1.225. 

16.21 (a) 5.55 kJ, 0, 5.55 kJ; (b) 11.1 ln(V3/yi) kJ, 11.1 
InCVj/y,) kJ,0; (c) -9.25 kJ - 3.70 kJ, -5.55 kJ; en total, AQ = 
AW= 11.1 ln(y3/y,)-3.7kJyAÍ/ = 0. 

16.24 (a) Tg = iPB^B'PpyA)T'^, (b) 200J, 200J, 0; (c) 240.5 K. 

16.26 (b) W,2 = 1.69 MJ, ^23 = 0, W3, = -1.30 MJ; 

(c) A5 j 2 = 5.39 kJ K-l A523 = -5.39 kJ K-l AS^^ = 0; 

(d) ^2.= 0.388 MJ; (e) = 0. 

16.29 (a) 312 cal K-l -268.1 cal K-l + 43.9 cal K->; 

(b) 312 cal K-l+23.2 cal K-l 

16.32 (a) 9 730 cal; (b) 9 730 cal; (c) 0; (d) +20.14 cal K-i. 
16.34 (a) +7.91 cal K-l (b) -7.17 cal K-l (c) +0.74 cal K-l 


CAPÍTULO 17 

17.1 (a) 3.69 X 10-*l (b) 4.42 x 10-*® (12 veces mayor). 

17.3 (a) e-2^*l (b) 6.95 x lO-^*, 0.213, 0.629. 

17.6 (a) 2 X 10^ Pa; (b) 0, -553.5 J, + 553.5 J; (c) 498 m s-*. 

17.8 66.9 K 

17.12 (a) 450Ã: = 6.213 x lO-^* J = 0.0388 eV; (b) 1.93 km s"*, 
481 m s"*, 193 m s"*. 

17.14 (a) 7 736 K; (b) 7.74 x 10^ K; (c) 7.74 x 10^ K. 

17.18 {[1 - erf(2)] = 2.35 x lO-l donde erf(;c) =;|J5e-^ dx y 
x = (m/2kT)^'^v^. 

17.21 (a) S = -kNieUDcT) - In Z; (b) = AkN^{elk T)^ 

[g£/í:7’ g-ElkT-^-l 

CÂPÍTULO lê 

18.1 (a) 2.31 X 10“^ m^ s-l (b) 7.65 x 10*'* partículas s-‘. 

18.3 (a) 12.5 K; (b) 9.6 X 10^ J m-^ s-‘. 

18.5 (a) 89.3 °C; (b) 10.7 K m-*, 89.3 K m-*; (c) 0.411 J s-*. 

18.7 (a) 42.1 min; (b) 21 min. 

18.9 (a) 1.12 X IO"* N m-l (b) 1.57 x 10-* N m-l 

18.11 0.32 mm. 

18.12 a = - 8.52, b = 830. 

18.14 (a) 6 X lOl (b) 4.65 x lOl (c) 6.0 x lOl (d) 1.46 x 10^1 
6.80 X 10^1 1.46X lO^i. 

18.16 (a) 60.6%, 36.8%, 13.5%, 4.5 x 10-^ %; (b) x = 0.693/. 

18.18 (a)£>«7yp;(b)/taV7: 

18.20 (b) 1.72X 10-^PK-*. 

18.22 fc/D =1 p/r = 555 a STP, tj/D = pm/kT = 4.45 x 10-^ w 
a STP (m en uma). 

18.24 (a) 6.25 x 10-« m, 9.33 x 10^ s-’; (b) 1.83 x 10-** m. 

CAPÍTULO 19 

19.2 (a) 7.5 anos; (b) 6.25 anos; (c) 1.25 anos. 

19.4 0.483c. 

19.5 8.24 km. 

19.7 (a) 3.0 X 10*® m; (b) 0.897c. 

19.8 0.98c; (b) 5.1 anos. 

19.10 (a) 1.6m;(b)6>':2.0m, O: 1.6m. 

19.12 (a)4.63w;(b) 1.67/w. 

19.18 = 1.0 X 10*2 m = 5.12 x 10** m s-l 





19.2® (a) c/n/2; (b) n/2 mc^, 0.414mc^. 

19.22 (a) (1 - 4.59 x 10-^)c; (b) 1.65 x IQ-^^ kg m s-^. 

19.25 (a) 0.075 MeV; (b) 0.582 MeV; (c) 0.464 MeV; 

(d) 1.986 MeV. 

19.27 (a) 4.97 MeV/c; (b) 1 766 MeV/c. 

19.35 (b) Para Ft « mc\ y = aí y jc ** \at^, para Ft » mc: 

V ^ cy ct',ic)E = mc^ [1 -h dondex = Ft/mc. 

19.37 Mercúrio: 2.22 x lO'^ s, 1.95 x 10-^ s, 1.79 x IO"'* s; 
Venus: 2.34 x 10-^ s, 2.07 x 10-^ s, 1.91 x IO"'* s. 

19.39 (a) 2.24 x 10-^; (b) 6.93 x lO-^»; (c) 1.22 x IO"»». 

CAPÍTULO 2Õ 

20.3 (a) 0; (b) 0.866c; (c) 0.995c; (d) (1 - 5 x 10-®)c; (e) 0.511 
MeV, 1.022 MeV, 5.11 MeV, 511 MeV; (f) 938.3 MeV, 1.876 
GeV, 9.38 GeV, 938 GeV. 

20.5 (a) 0.9901c; (b) 6.12 mc2. 

20.7 (a) 10.898 GeV/c, 11.876 GeV; (b) 2.175 GeV. 

20.9 (a) 57.9 GeV; (b) 1 780 GeV. 

\ 

20.10 (a) c^p^lE, donde E = ^ + (pjc) ^ 

(b) - [mj - (mj + 

20.12 (b)/?'j =(c/2m)[(m^ + m^-m|)^-4m2m^7*^^ 

P 2 = -Pv 

20.17 (a) - 3.7 MeV, 4.24 MeV; (b) -bl2.7 MeV, 904 MeV. 

20.20 (a) 73.0 MeV; (b) 0.28c. 

20.24 p' = p(A COS e + fiD*/2)/([fí/c]2 _ p2 cos2 0) y 
E' = (AB + p\(p- COS d)l{{B/cY -pI cos^d), donde 

A = + m 2 £j, B = E^ + y D = m^- mj sen”^0. 

CAPÍTULO 21 

21.1 (a) 4.21 X 10^ N; (b) 1.16 x 10^® veces más fuerte. 

21.3 (a) tan0 sen^ 6 = K/p-IAmgl^. 

21.6 (a) 1.87 X 10^ NC~’ a 4.76° con respecto a la paralela a la 
recta de las cargas, hacia la carga negativa; (b) 2.414 m desde 

la carga positiva, a lo largo de la recta que une a las cargas; 

(c) 0.414 m desde la carga positiva y 0.586 m desde la negativa. 

21.7 28.8 kV. 

21.9 (a) 1.01 X 103 NC-’; (b) 2.66 x 10^ m s"’; (c) 20.2 V. 

21.11 (a) I 50 NC-i; (b) i 10.8 NC-k 

21.13 2. 

21.14 (a) 3 m; (b) 0.2 pC. 

21.17 -7.7 X 10-3 J. 

21.21 (a) V=K^ qlicP + (b) ^ = iK^qxl{a^ + 

donde x es la distancia a lo largo dei eje. 
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21.23 (a) y^ = 5.93 x lO^ (V)*/2 m s-^; (b) y„ = 

21.26 (b) (c) neV^. u j 

21.28 (a) 6.25 x lO^^ protones s'*; (b) 800 W; (c) 1.24 x 10^ m s-^; 

(d) 153 cal s-K 

CAPÍTULO 22 

22.1 (a) 5.5 X 10-^ T; (b) 9.6 x 10® rad s-*. 

223 (a) 3.48 x lO-^ m; (b) 0.379 m; (c) 1.44 x 10» rad s-k 

22.6 j% en la dirección de Z negativa. 

22.7 (a) 1.75X lO^^ms-i. 

22.10 (a) 4 X 10® i1i s-^; (b) 3.50 x 10-2® kg. 

22.12 (a) Velocidades çlásicas, cerca de 10® m s-^; (b) 0.245m. 

22.14 (a) 1.31 T, 2.51 x 10^ m s-^, 1.06 x 10-*2 J = 6.59 MeV, 
165 vueltas; (b) 1.30 T, 2.51 x 10^ m s-’, 2.01 x 10-*2 J= 13.1 
MeV, 164 vueltas. 

22.16 9.29 X 10-24 A m2. 

22.19 (a) 2.3 x IO -22 N repulsión eléctrica, 2.56 x IO -22 N 
atracción magnética; (b) 2.3 x IO -22 N, sólo repulsión eléctrica. 

CAPÍTULO 23 

23.1 (a) 2.73 g; (b) 2.32 X 1 022 átomos de Cu. 

23.3 1.1391 X 10-*3 m, 1.1392 x IO'*® m, 1.148 x IO"*® m. 
23.5 Alrededor de 14. 

23.7 (a) 2.18 X 10® m s-^, 1.09 x 10® m s-^ 7.28 x 10® m s-^; 
(b) 9.27 X 10-24 A ^ 2 ^ 1 35 ^ io-23 a m2, 2.78 x 10-2® A m2. 

23.8 (a) 8.20 x 10®; (b) 1.94 x 104; (c) 610:1, 2.6 x 10®:1. 

23.10 (a) 10.19 eV; (b) mucho menor, 1.88 eV. 

23.12 (a) 9, si no se toma en cuenta el spin; (b) 2.3 1 x 10^4 gy 

23.14 3.17 X 10-4 m. 

23.17 Para j = l-¥j, /; para j = l-j, 

CAPÍTULO 24 

24.1A (a) 2.15 mn-, (b) 1.59 mV; (c) 1.18 mW. 

24.3A (a) Coloque un resistor de 3.8 W en paralelo con el 
multímetro; (b) coloque un resistor de 25.8 W en serie con 
el multímetro. 

24.5A (a) 9 10 Ú, 7.5 0,10 ü; (b) para el caso (a): 3 Q: 48 A) 

144 V; 120:8A,^V;6a: 16A,96V;4O:24A,%V;20O:Í2A, 
240 V; 5 fií: 60 A, 300 V. Para el caso (c): 4 Q: 9 A, 36 V; 9 ü: 6 A, 
54 V; 16 Q: 3 A, 48 V; 3 O: 2 A, 6 V; 30 Q: 3 A, 90 V. 

24.6A (a) 15 W; (b) 1.58 A en el resistor sencillo y 0.791 A en 
cada uno de los resistores en paralelo; (b) 9.49 V. 
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24.8A (a) 2.06 V; (b) 0.99 Q. 

24.10A -1.5 V, 2.5 V,+0.5 V. 

24.13A (a) 2.829 Y; (b) 1.330 V. 

24.1B 1: -j'3 N; 2: 0; 3:13 N; 4: (I -j)3 N; 5: (i + J)3 N. 

24,3B (a) Sobre los lados paralelos a Y, fuerzas iguales y 
opuestas de 0.16 N en la dirección Z; sobre los lados 
horizontales, fuerzas iguales y opuestas de 0.06 N en la 
dirección Y; (6)78.31 x 10“^ N m. 

24.6B (a) ílO-2 N; (b) -*5 x 10^ Nm. 

24.8B (i) 1.0 X 10-5 T; (ii) 2.0 x 10-^ T. 

24.11B 6.9 X 10-3 j 

24.13B (a) 3.2 x 10-5 repulsión; (b) 0; (c) 0. 

CAPÍTULO 25 

25.1 { 2 i) S = Alr'^,V = Air, (b) ê = (A/r2) (r3 - /?3)/ 

(/?3 - /?3), y = (A//?,) + A(/?, - r)[ + r) - (/?^r/?,]/(/?3 - /?3); 

(c) <í = 0, y = a constante = (A//?j) + (/?j - [i(/? + r ) _ 

/?2//?,]/(/?3_/?3)[A = ô/4;reo]. 

25.3 0.12 //C en la más pequena y 0.18 mC en la mayor. 

25.5 (a) 103 V, 103/íí, donde d es la distancia entre las placas; 
(b) 2 X 103 V, el campo eléctrico es el mismo; (c) 5 x IO"'* J. 

25.8 (a) C,: 600 ^C, C^. 200 ^C, C3:400 )UC; (b) Cj: 200 V, 

100 V, Cy 100 V; (c) 9.0 x IO-2 J. 

25.11 (a) -Le^lx^) dx-, (b) jiQ^e^ dx; (c) {(QVe^S). 

25.12 (b) q = {qJA){A + C, 

/= Lqç^RC^) donde A = C2 - Cj. 

CAPÍTULO 26 

26.2 1.23 X 10-2 T. 

26.4 (a) 0, 2.5 X 10-5 T, 5 X 10-5 T; (b) 5 x 10-5 T, 2.5 x 
10-5 j j 33 ^ jq -6 j. (c) 4 X 10^ m y 4.0 m. 

26.6 4.40 xl 0-2 T. 

26.9 (a) Para r <R^: 2KJJR\, para R^<r< Ry 2KJllr, para 
/?2 < r < Ry 2KJJIr)iRl ~ rhliRl-R^I, para r > R^: 0. 

26.11 fi^Iblnir + a/r). 

CAPimO 27 

27.1 (a) -4;iV; (b) +4íY; (c) +8ffV; (d) +4;rV; (e) +8nV. 

27.3 (b) 5 X 10-3 NC-*, en sentido dextrógiro; (c) 5 x 10-3 5 V; 

(d) ;r X 10-3 V. 

27.6 (a) 11.8 V; (b) V(t) = sen OM. 

27.8 A: 0, C: 0.707 Y; D; 1.414 Y. 


27.1® jid^MR, donde R es el radio dei toro. 

27.12 2K^Iabv/[(r + ví)(r + a + yt)]. 

27.14 (a) 3.01 mh; (b) 6.03 x IO -2 Y 

27.17 (a) - 0.251 Y; (b) 0.251 Y; (c) 0.502 Y. 

27.20 (a) [/?2 + (l/£itxr) 2 ]^^ 2 ^ jg corriente conduce el voltaje 
mediante arctan(l/íttf?0; (b) [úí - (l/íiC)], el ângulo es de ±7tí2. 

CAPÍTULO 28 

28.1 (a) 3.33 m; (b) | ^ sen 2;r(0.3jf - 0.6/). 

28.5 (a) 0, 8.86 x 10-3 j 59 ^ 10-2 m, 2.35 x IO -2 m; 

(b) 8.86 X 10-3 m, 2.99 x 10-3 _2.99 x 10-3 (c) _ 6 x IO -2 

cos(3jc- 20 m s-^; (d) 6 x IO -2 m s-*; (e) 0.667 m s-*. 

28.7 35.1 ms-l 

28.10 28.8 uma. 

28.12 (a) 9.03 m s-’; (b) ^ = 4o sen 2;r(44.3jc -4000- 

28.14 (a) 5 X IO -2 m s-’; (b) 0.955 Hz; (c) 5.24 x IO -2 m; 

(d) 4 = 0.1 sen( 6 t - 120) m, 4 = 0.1 sen( 6 r - 360) m. 

28.16 (b) en sentido levógiro, sobre el eje +X y observando 
bacia el origen; (c) 4 y = ^0 s®n(fcr - ox), 4 ^ = -cos(kx - ox). 

28.18 (a) 0.244 m s"'; (b) 1.25 m s”^; (c) 3.95 m s-*; (d) 12.5 m s-^ 

28.20 (a) 4= lO-'» sen 2;r (1.98 x 10-3 x:- 100; 

(b) 1.56;rx 10-^ J m-3; (c) 1.26;r3 x 10-3 jg^^i que inciso (c). 

28.21 El más bajo: (a) 4.49 x 10-*3 W m-^; -3.45 db; (b) 1.43 x 
10“*' m; el más alto: (a) 0.881 W m"^, +119 db; (b) 2.01 x 10-5 

28.23 (a) Aumentado 4x; (b) aumenta en ( 10 )*^ 3 _ 

28.25 (a) 531.2 Hz; (b) 472.2 Hz. 

28.27 (a) 0.373 m, 911.8 Hz; (b) 0.312 m, 1 088.2 Hz. Para 
quien está en movimiento es importante sólo si su velocidad es 
grande en comparación con la dei sonido. 

CAPÍTULO 29 

29.1 (a) (i) 3 m, (ii) polarizada linealmente en el plano XY, 

(iii) se propaga en la dirección +X; (b) = ^y=0, 

^, = jx 10-« cos[2;rx 10® (t-x/c)]T; (c) 3.32 x 10^ W ml 

29.3 (a) ê’^ = 0, S'y= = eosen 0y ^^ = 0, ^y = -(eg/c)sen 0, 
= (e(/c)sen (c) = 0,<^y = £qCos 6, - £oSen 6 y 

= 0, ^y = - (Eq/c) sen 6, = {eJc) cos 0. En todos los 

casos 6=kx- ox. 

29.5 (a) jx 10-*oT; (b) 4.42 x IQ-*^ J m-3; (c) 4.42 x 10-’^ Pa; 
(d) 8.85 X 10-*^ Pa. 

29.6 (a) 1.03 x 103 N C-*; (b) 3.42 x 10-^ T. 

29.8 (a) j X 10-’ T; (b) 1.33 RW. 

29.10 (a) 5.76 x 10-^2 7 ^. (b) j 74 x iqu (2.8 x 10-^3 moles). 
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29.12 (a) 1.56 x W; (b) 5.26 x W. 

29.14 (a) 2 = [(1 + v/c)/( 1 -v/c)] - 1 

29.16 (a) 0.024c; (b) 3.15 x m = 333 x 10^ anos luz. 

CÂPÍrULO30 

30.1 (a) 274 MeV, 4.53 x lO-^^ m; (b) 40 MeV, 3.10 x 10-»^ m. 

30.4 (a) (i) 1.01 X 10-*o m; (ii) 58.8°; (b) 143.4 eV. 

30.6 (a) 1.45 V; (b) 1.45 eV, 713 x 10^ m s->. 

30.9 1.13x10^ fotones s"*; (a) 

30.12 (a) 6.04 x 10^ electrones s“* m“^; (b) 1.93 x lO"^ J s~' m“^; 
(c) 1.10 eV máximo. 

30.13 (a) 157.4 keV; (b) 7.88 x lO-’^ m. 

CAPÍTULO 3Í 

31.1 2.66X 10’^Hz, 1.13X 10-«m. 

313 3.37X 10->9J = 2.10 eV, 2.10 eV/c= 1.12 X 10-2’kg ms-*. 

31.5 = 0.178 nm, = 0.238 nm. 

31.7 7.09 eV. 

31.10 Al: 0.840 nm, 1 470 eV; K: 0.359 nm, 3 452 èV; Fe: 
0.174 nm, 7 121 eV; Ni: 0.155 nm, 7 965 eV; Zn: 0.134 nm, 

9221 eV; Mo: 0.0664 nm, 18 700 eV; Ag: 0.0525 nm, 23 6 (M) eV. 

31.12 (a) 2.8 X 10"^ eV, 4.44 x lO-^ m; 5.6 x 10-^ eV, 

2.22 X 10-2 infrarrojo lejano. 

31.15 (a) 1.9x lO^Nm-*- 

31.19 (a) 6.06 x lO^; (b) 5.93 x 10 ^; (c) 3.16 x 10^ 

31.21 (a) uno; (b) alrededor de 950 000. 

31.23 (a) E(v) = (8;r/iv3/c2)e-^7*’’; (b) E(v) = {%Kvyc^)kT. 

31.25 3.5xlO-**m. 

CAPÍTULO 32 

32.3 (a) 26° 11', 22° 29'; (b) 1.37 cm. 

32.4 16.6°. 

32.7 56.3°, 33.7°. 

32.9 (a) 53.1° para agua con n = 1.33; (b) horizontal, paralelo 
a la superfície dei agua. 

32.10 (a) 3.97 x 10-’ m, 3.55 x 10-’ m; (b) ambos 5.096 x 10*^ Hz. 

32.12 Polarización elíptica, semieje mayor en el eje K 

32.14 (a) 605.5 Nm, 629.7 m, 6 559 Nm, 684.4 Nm; (b) 617.3 Nm, 

642.5 Nm, 671.4 Nm, 699.6 Nm; (c) 605.5 Nm y 655.9 Nm. 

32.16 299.25°. 

32.18 Sí. 

32.20 (a) -0.2, 0.8; (b) 0.2, 1.2; (c) el cambio de fase se 
efectúa sólo en la reflexión dei vidrio al aire. 


CAPÍTULO 33 

333 (a) 0.778 m, -0.556; (b) 1.0 m, -1.0; (c) 1.33 m, -1 .67; 
(d) 00 , 00 ; (e) -0.75 m, -2.5. 

33.5 (a) 7.97 cm; (b) 2.1. 

33.7 40 cm o 37.5 cm. 

33.9 3.2 cm comparada con la longitud focal, que es de 5 cm. 

33.13 (a) 43.8 cm a la derecha de la superfície plana; (b) 1.71. 

33.15 (a) 0.24 m; (b) (i) -0.343 m, -0.43; (ii) -0.48 m, -1; 
(iii) -0.6 m, -1.5; (iv) 00 , oo; (v) 1.2 m, 6 . 

33.19 (a) 00 , 00 ; (b) 60 cm, 1.5. 

33.20 (a) 0.8 m; (b) 2.4 m; (c) 0.4 m. 

33.22 F. = 4.17 cm, Fq = -1.67 cm. 

33.24 21.1°. 

33.26 (a) 1.521; (b) 40°. 

3330 (a) 0.266 m; 0.34 cm. 

CÃPimosd 

34.1 (a) 0.65 mm; (b) 1.62 mm, 3.25 mm. 

34.3 (b) 0.29 mm. 

34.5 (a) Existen dos mínimos entre las fuentes, a j m a cada 
lado dei punto medio; fuera de cada fuente, la condición es 
siempre mínima (S = 3;r); (b) ninguno, el plano es de 
interferencia constructiva (S = 0 ). 

34.7 (c) 4" de arco. 

34.10 (a)0.11°= 1.9x 10-3rad;(b) 1.72°. 

34.13 1.18 X 10-5 m. 

34.16 (a) Aumenta un factor de V2; disminuye un factor de 
1 /V2; (c) a la mitad; (d) a la mitad. 

34.18 2.88%. 

34.21 (a) Con Vq = v/la, v = Vq \ln\ + Wj + n’); (b) v^: 
triplemente degenerado con enteros 1 , 0 y 0 ; Vj = V 2 vq, triplete 
con enteros 1 , 1 y 0 ; Vj = V3 vq, no degenerado con enteros 1 , 1 y 
1 ; V 3 = 2 vq, triplemente degenerado con enteros 2 , 0 y 0 ; 

V 4 = VSvq, seis veces degenerado con enteros 2 , 1 y 0 ; Vj = Vq*, 

= 3vo. 

34.23 (a) 1.25 n X 10^ Hz; (b) 1 . 25 (/if + «2)1/2 x 10® Hz. 

CAPÍTULO 33 

35.1 0.56 mm. 

35.4 5 X 10-’m y 4 X 10-’m. 

35.6 (b) 0.24 mm x 0.12 mm. 
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35.8 (a) 2.05 x 10^ m; (b) 7.03 x 10-® m. 

35.9 9.69 km. 

35.12 12.5°. 

35.16 (a) 9.79 x 10'” m; (b) 20.3°. 

35.17 (a) 2.13 x lO-^ m; (b) 4.03°, 8.10°. 

35.18 1.25°. 

CAPÍTULO 36 

36.1 (a) 1.29 X 10-^ m, 1.23 x IO"*» m, 3.88 x lO-^^ m, 

8.58 X 10“’^ m; (b) los electrones de 1 eV y los de 100 eV son 
más dispersados; (c) 32.7 eV. 

36.3 sen 0=(nk/2d) [2meÂV]-^^. 

36.5 5.7°. 

36.7 (a) ±0.63 m; (b) 0 m, totalmente determinable. 

36.9 2.12 X 10-*3 m, 1.6 X 10^ Hz. 

36.11 (a) Âp = 3.72 x 10“^® kg m s~^ que hace que el 

movimiento dei electrón sea altamente relativista; v 

(b) Ap ~ 3.72 X 10“^ kg m s“^ el protón seria también relativista. 

36.12 5 X 10~^ AV, donde AV es la incertidumbre en el voltaje 
de aceleración. 

CAPÍTULO 37 

37.1 (a) 29.4 eV. 

37.5 (a) 8.27 x lO-^^ ^V; (b) 1.24 x lO-’^ eV. 

37.7 (c) Sí, cuando E < 0. 

37.1§ 2.7 MeV. 

CAPÍTUL038 

38.2 (a) n = 1; 3aJ2Z\ n = 2: / = 0, 6a^Z, / = 1, Sa^JZ-, n = 3: 

I = 0, 21a^2Z, I = 1, 25a^2Z, I = 2, 2\aJ2Z. 

38.3 -57.8 eV, -55.9 eV, -55.2 eV. 

38.5 109.5°. 

38.6 (a) -16.25 eV; (b) 10.95 eV; (c) 15.43 eV. 

38.12 (b) 4.89 x lO-^ eV. 

38.13 Para Cl: (a) 2.645 x lO-^ eV, 7.936 x lO-^ eV; 

(b) 6.396 X 10" Hz, 4.691 x 10-^ m y 1.280 x 10^2 Hz, 

2.345 X 10-^ m. 

38.16 3.686 eV. 


CAPÍTULO 39 

39.1 (a) 18.9% de % y 81.1% de "B; (b) 19.78% de y 
80.22% "B. 

393 (a) 64.0 MeV; (b) 20.76 MeV. 

39.5 \i: 39.24 MeV, 5.61 MeV/nucleón; 127.62 MeV; 
s^Fe: 499.90 MeV; "«Lu: 1 417.97 MeV. 

39.7 *H: 1.{K)78 uma; ^H: 2.0141 uma; ^«O: 15.9949 uma. 
39.1© (a) 222 keV; (b) 74 keV; (c) 38.2 keV. 

39.13 (a) = 2.24 x lO-^^ kg m^. 

39.15 (b) 847 MeV; (c) 109.7 MeV. 

CAPÍTULO 40 

40.2 (b) 18.02 s; (c) 1.517 x 10^ átomos. 

40.5 3.36 mg. 

40.7 1.811 MeV, 51.8 keV. 

40.9 emisión de rayos -y de 0.184 MeV, 0.251 MeV y 0.255 MeV. 

40.11 (a) Q0-) = (b) Q(P*) = - 2»!^; 

(c) Ô(EC) = (M^ - donde M son las masas atómicas. 

40.12 (b) Q(p*) = 0.64 MeV, Q(p-) = 0.565 MeV, 
í2(EC) = 1.66 MeV. 

40.14 18.63 keV. 

40.16 (a) (b) JgP; (c) JfP; (d) y, (e) ^H; (f) »J«In; 

(g)58Cu;(h)y 

40.18 Prótones: "C(p,y)"N; deuterones: "€(^, 7 )"^ 
"C(ri,p)"C, "C(d,n)"N, "C(ri,a)í0B; alfas: "C(a,y)i«0. 

40.20 (a) 27.9824 uma; (b) 23.9867 uma; (c) 27.9819 uma; 

(d) 24.5859 uma. 

40.22 1.74 X 10" átomos. 

40.23 188 MeV. 

40.25 (b) 1.2 X 10-^ kg s-^; (c) 2.6 anos. 

40.27 (a) 7.28 MeV; (c) 2.92 x lO^^ W. 

40.28 1.18 X 10" anos. 

CAPÍTULO 41 

41.2 502 MeV, 680 MeV. 

41.4 (a) 0.511 MeV; electrón bacia delante: 1.44 MeV, otro: 
0.58 MeV. 

41.6 (a) 2.53 keV, 2.85 x IO'" m; (b) 2.53 keV; (c) »J?Ag. 

41.7 (a) ô=- 495.7 MeV, 4.836 GeV; (b) -140 MeV, 290.45 MeV. 

41.9 148.7 MeV. 

41.13 143.8 MeV. 
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